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Π ρ ό λ ο γ ο ς

Έναν αιώνα πριν ο Planck στην προσπάθειά του να ερμηνεύσει το φαινόμενο της 

ακτινοβολίας μέλανος σώματος εισήγαγε την έννοια των κβάντα. Η θεωρία του Planck 

αναγκαστικά έγινε με κάπως ‘περίεργο τρόπο’ αφού μέχρι τότε η επιρροή της κλασσικής 

φυσικής ήταν πολύ ισχυρή. Σήμερα, είναι δύσκολο να φαντασθούμε την εξέλιξη που θα είχε 

η φυσική αν ο Planck δεν είχε οδηγηθεί στον κβαντικό νόμο της ακτινοβολίας. Η 
ανακάλυψη της κβαντικής θα ήταν σίγουρα μια πολύ πιο δύσκολη υπόθεση. Ευτυχώς όμως, 

στην πορεία της επιστήμης σπουδαίοι άνθρωποι όπως οι Planck, Einstein, Bohr, Heisenberg, 

Dirac, ... μπόρεσαν να αγνοήσουν την ‘πεπατημένη’ χαράσσοντας πορεία σε εντελώς 

διαφορετική βάση, ακόμη και ασυνεπή σε ορισμένα σημεία με την μέχρι τότε κλασσική 

θεωρία, αφού μόνον αυτοί είχαν διαίσθηση του ορθού και του λανθασμένου.

Ένα πεδίο όπου τα κβαντικά φαινόμενα κυριαρχούν είναι οι ηλεκτρονικές διατάξεις 
που γίνονται όλο και πιό μικρές. Αναμένεται πως σε λιγότερο από μια εικοσαετία το μέγεθός 

τους θα φθάσει το ατομικό επίπεδο και η κβαντική σταθερά του Planck θα διαδραματίζει 
πλέον τον κύριο ρόλο. Το πεδίο αυτό, γνωστό και με το όνομα μεσοσκοπική φυσική 
(ανάμεσα από μακροσκοπική και μικροσκοπική), ανοίγει νέους ορίζοντες στην τεχνολογία 

του μέλλοντος. Οι νέες τεχνικές επεξεργασίας και η δυνατότητα επίτευξης πολύ χαμηλών 

θερμοκρασιών (mK) έδωσαν την δυνατότητα ανάπτυξης μιας νέας κατηγορίας 

ημιαγώγιμων υλικών στο εργαστήριο. Η τεχνολογία των ‘νανοδομών’ έχει φθάσει σήμερα 

σε πολύ υψηλό επίπεδο με τεχνητές διατάξεις ρουτίνας μεγέθους μικρότερου των 100 nm. 

Αν αφήσουμε στην άκρη τα προφανή πλεονεκτήματα της αγοράς από την σμίκρυνση των 
μεσοσκοπικών διατάξεων μας παρέχεται επιπλέον η δυνατότητα να μελετήσουμε σε αυτές 

τα κβαντικά φαινόμενα όπου φαίνεται ξεκάθαρα η αποτυχία της κλασσικής φυσικής. Η 

κβαντική όμως δεν είναι φυσική αποκλειστικά του μικρόκοσμου όπως συνήθως εικάζεται 
αλλά εφαρμόζεται σε όλες τις κλίμακες μεγέθους, από την πυρηνική και ατομική φυσική 
μέχρι τους κλάδους τηξ βιολογίας και της πληροφορικής.



Στο ερώτημα πως πρέπει να παρουσιάζεται η κβαντική φυσική υπάρχουν δύο 

βασικές απαντήσεις, με πλεονεκτήματα αλλά και μειονεκτήματα που αποδίδονται στην 

καθεμία. Η κυρίαρχη άποψη είναι πως κάποιος πρέπει να έλθει κατευθείαν σε επαφή με τις 

κβαντικές έννοιες και τα θεμελιώδη κβαντικά αξιώματα, όπως τον ορισμό της
Λ

κυματοσυνάρτησης Ψ , της πυκνότητας πιθανότητας |Ψ| , τους γραμμικούς τελεστές που

αντιστοιχούν στα παρατηρήσιμα μεγέθη, την αρχή αβεβαιότητας, την υπέρθεση, τον δυϊσμό 

σωματίου-κύματος, το σπιν, κλπ. Εναλλακτικά μπορεί να ακολουθηθεί ένας πιό επαγοιγικός 

τρόπος βασιζόμενος στις γνώσεις που έχει ήδη ο αναγνώστης από την κλασσική μηχανική,' 

την γραμμική άλγεβρα, κλπ. Ο πρώτος βασίζεται στο πλεονέκτημα να αποκλείει σε κάθε 
περίπτωση την δυνατότητα του κλασσικού τρόπου σκέψης, αλλά είναι μάλλον απωθητικός 

στον αναγνώστη αφού τον εισάγει κατευθείαν στα δύσκολα. Ο δεύτερος είναι πιο ομαλός 

και ελκυστικός, αφού βασίζεται σε γνώσεις που ήδη έχουμε, εγκυμονεί όμως τον σοβαρό 

κίνδυνο υιοθέτησης κλασσικής αντιμετώπισης των κβαντικών φαινομένων. Στο βιβλίο αυτό 

προσπάθησα να ακολουθήσω μια ενδιάμεση πορεία, του λεγάμενου ‘χρυσού μέσου’, 

εκμεταλευόμενος τα πλεονεκτήματα και αποφεύγοντας ‘κατά το δυνατόν’ τα μειονεκτήματα 

του κάθε ενός από τους παραπάνω τρόπους. Αφενός να κάνω τον αναγνώστη τελικά να 

απαρνηθεί εντελώς τον κλασσικό τρόπο σκέψης ακολουθώντας παράλληλα έναν επαγωγικό 

τρόπο (από τα εύκολα στα πιό δύσκολα), χωρίς να τον ρίξω από την αρχή σε ‘βαθιά νερά’. 

Προσπάθησα να τον εισάγω όσο γίνεται πιο ομαλά στους ‘παράλογους’ κβαντικούς κανόνες 

και τις κβαντικές τεχνικές με το να παρουσιάσω πρώτα τις αποτυχίες της κλασσικής 

περιγραφής ώστε να κεντρίσω το ενδιαφέρον του για την νέα θεωρία.

Το βιβλίο αυτό απευθύνεται σε πανεπιστημιακό (κυρίως προπτυχιακό) επίπεδο αλλά 

πιστεύω πως θα φανεί χρήσιμο και σε όποιον επιθυμεί να μάθει κβαντική φυσική για να 

βρίσκεται στην αιχμή των εξελίξεων της επιστήμης. Γι αυτό προσπάθησα να περιορίσω στο 

ελάχιστο τις προαπαιτούμενες γνώσεις, αν και κάποια στοιχεία γραμμικής άλγεβρας, 

κλασσικής μηχανικής, θεωρίας πιθανοτήτων, κλπ ίσως αποβούν χρήσιμα. Επιπλέον, για την 

κατανόηση του κειμένου παραθέτω μια πληθώρα παραδειγμάτων και λυμένων ασκήσεων με 

τις οποίες ενθαρρύνω τον αναγνώστη να ασχοληθεί. Εκτός όμως από την εισαγωγή στην 

κβαντική μεθοδολογία δεν παραβλέπω πολλά σύγχρονα θέματα γενικότερου ενδιαφέροντος, 

όπως είναι οι κβαντικοί υπολογιστές, το κβαντικό χάος, κλπ. που είναι δύσκολο να τα βρει 
κανείς ακόμη και στην αγγλόφωνη βιβλιογραφία!
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

*όποιος δεν έχει υποστεί σοκ από 
την κβαντική Θεωρία σημαίνει 
πως δεν την καταλαβαίνει'

Ν. Bohr

Σήμερα όλοι προσφεύγουν στην κβαντική μηχανική που θεωρείται η μητέρα- 

επιστήμη. Ακόμη και για να γράψουν μυθιστορήματα, όπως το Timeline του Crichton 

που στα όρια μεταξύ πραγματικότητας και φαντασίας ασχολείται με την κβαντική 

τηλεμεταφορά. Η ιστορία της κβαντικής είναι συνυφασμένη με τον 20° αιώνα. 

Γεννήθηκε ακριβώς το 1900 όταν ο Planck στην ακαδημία επιστημών του Βερολίνου 

ανακοίνωσε την θεωρία των κβάντα για να ερμηνεύσει πολλές συσσωρευμένες 

δυσκολίες στα πειραματικά δεδομένα της ακτινοβολίας των ατόμων και μορίων. Η 

κβαντική θεωρία στην σημερινή της μορφή τελειοποιείται το 1925 και θεωρείται 

πλέον ως η φυσική του μικρόκοσμου (μόρια, άτομα, σωμάτια, κλπ) που μεταπίπτει 

στην κλασσική φυσική στο όριο του μακρόκοσμου (που αντιλαμβανόμαστε με τις 

αισθήσεις μας). Θα πρέπει να αναφερθεί πως για τον αδαή παρουσιάζει πολλές 

δυσκολίες: <5εν είναι εκϊ.άίκεύσιμη, αφού στον κόσμο του πολύ μικρού ισχύει μια 

αφηρημένη μαθηματική γλώσσα, είναι πιθανοκρατική όπως και η θεωρία του χάους 

αν και συχνά η κβαντική προβλέπει με μεγάλη ακρίβεια συνήθως μιλάει για το πιθανό 

εκεί όπου το πείραμα δίνει συγκεκριμένες απαντήσεις και τέλος, συγκρούεται με την 

κοινή λογική. Αυτό συμβαίνει για παράδειγμα στο πείραμα των EPR όπου δύο δίδυμα 

σωμάτια σε μια εναγκαλισμένη κβαντική κατάσταση αν απομακρυνθούν πολύ μακριά 

το ένα από το άλλο, το ένα αισθάνεται ό,τι ακριβώς συμβαίνει στο άλλο.

Έχουν ειπωθεί διάφορα για την κβαντική. Ο Einstein είχε πει πως ‘αν αυτί) η 

θεωρία ισχύει ο κόσμος είναι τρελός* και συμπλήρωσε το πασίγνωστο ‘δεν είναι 

δυνατόν ο θεός να παίζει ζάρια’, προφανώς μη αποδεχόμενος τον πιθανοκρατικό της 

χαρακτήρα. Αν μη τι άλλο η επιστήμη αυτή σύμφωνα με τα λεγόμενα του Bohr, ενός
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από τους θεμελιωτές της κβαντικής, σοκάρει. Σήμερα η κβαντική έχει προχωρήσει 

στο σημείο ώστε μπορούμε πλέον να μιλάμε και για κβαντική τεχνολογία. Νέες 

πρωτοποριακές ιδέες όπως η κβαντική κρυπτογραφία, η τηλεμεταφορά, κλπ. αρχίζουν 

σιγά-σιγά να υλοποιούνται στο εργαστήριο ενώ δρόμοι ανοίγονται στην πληροφορική 

με κβαντικούς υπολογιστές, που αν γίνουν πραγματικότητα θα έχουν δυνατότητες 

που ούτε καν μπορεί να φαντασθούμε σήμερα.

Στην κλασσική φυσική η θεωρία του χάους μας υπενθυμίζει πως παρά την

αιτιοκρατία των κλασσικών φυσικών νόμων η χρονική εξέλιξη μπορεί να είναι

πιθανοκρατική (δεν είναι προβλέψιμη παρά μόνο με στατιστική έννοια), με βασική

υποκείμενη αιτία την ύπαρξη μη γραμμικότητας στις κλασσικές εξισώσεις. Στην

κβαντική φυσική λογικά θα περιμέναμε ακόμη περισσότερο χάος αφού αυτή είναι

ήδη μια πιθανοκρατική θεωρία. Στην εμφάνιση ενδιαφέροντος για κβαντικό χάος

προηγήθηκε η βαθιά κατανόηση του κλασσικού χάους. Στην κβαντική δεν υπάρχει

‘ακραία ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες’ όπως στην περίπτωση του κλασσικού

χάους. Δεν μπορεί να υπάρχει, αφενός επειδή όπως θα δούμε οι κβαντικές εξισώσεις

είναι γραμμικές και αφετέρου λόγω της κβαντικής αρχής της απροσδιοριστίας, ή αρχή

αβεβαιότητας του Heisenberg, που εκφράζει την αδυναμία ταυτόχρονης μέτρησης με 
«

ακρίβεια της θέσης και της ταχύτητας ενός σωματίου. Ο φασικός χώρος μιας 

κβαντικής κατάστασης δεν είναι πλέον σημειακός όπως στην κλασσική φυσική αλλά 

καλύπτει διαστάσεις της κβαντικής σταθεράς του Planck h. Επομένως αποκλείεται η 

δυνατότητα αρχικών συνθηκών που να διαφέρουν λίγο μεταξύ τους για να 

οδηγηθούμε στο χάος όπως στην κλασσική φυσική. Το κβαντικό χάος είναι τελείως 

διαφορετικό από το κλασσικό χάος και εμφανίζεται στην στατιστική των διακριτών 

(κβαντισμένων) ενεργειών των στάσιμων καταστάσεων που εκδηλώνεται με ιδιότητες 

όπως η άπωση των γειτονικών ενεργειακών σταθμών και η φασματική ακαμψία. Το 

κβαντικό φάσμα ενός χαοτικού συστήματος είναι συσχετισμένο με συγκεκριμένες 

στατιστικές ιδιότητες και τις κβαντισμένες ενέργειες άρρηκτα αλληλένδετες μεταξύ 

τους.

Στην χαραυγή του νέου αιώνα το βασικό ερώτημα για την ουσία της 

ανθρώπινης δύναμης πρέπει αναγκαστικά να λάβει υπ’ όψιν την φοβερή εξέλιξη στην 

τεχνολογία των υπολογιστών. Πριν μια εικοσαετία θα μπορούσε να ειπωθεί πως η 

ανθρώπινη δύναμη έγκειται στην συνήθως καταστροφική πυρηνική ενέργεια. 

Σήμερα, μπορεί να ταυτισθεί με την δυνατότητα γρήγορης και αποδοτικής μέτρησης. 
Το 1900 μετράγαμε με τα δάκτυλα ή τον άβακα ενώ σήμερα, το 2000, όπου τα
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ηλεκτρονικά κυκλώματα στους υπολογιστές συνεχώς μικραίνουν γίνεται εμφανής ο 

κβαντικός χαρακτήρας των φυσικών νόμων και ο κλασικός υπολογιστής μπορεί να 

αντικατασταθεί από έναν κβαντικό υπολογιστή. Αυτός θα είναι νέου τύπου 

υπολογιστής που θα βασίζεται στους μοναδιαίους μετασχηματισμούς της κβαντικής 

και στην κβαντική λογική που θα δούμε στην συνέχεια. Ενώ στην συμβατική 

σημερινή τεχνολογία τα κυκλώματα συνεχώς πλησιάζουν τον κβαντικό μικρόκοσμο 

οι κβαντικοί υπολογιστές ξεκινούν ακριβώς από τα άτομα, μόρια, ιόντα του 

μικρόκοσμου. Αν και είμαστε ακόμη μακριά από την υλοποίησή του επειδή ο 

κβαντικός χαρακτήρας είναι ιδιαίτερα ευαίσθητος ως συστατικό κυρίως του 

μικρόκοσμου μπορεί να λεχθεί πως ο κβαντικός υπολογιστής φαίνεται πλέον στον 

ορίζοντα. Δεν αποτελεί ουτοπία πως μια μέρα στα ράφια των πωλητών θα 

εμφανισθούν και κβαντικοί υπολογιστές. Όπως στις αρχές του εικοστού αιώνα 

κανένας δεν ανέμενε η κβαντική να αλλάξει άρδην το σκηνικό της καθιερωμένης 

κλασσικής φυσικής σήμερα, στην αφετηρία του 21ου αιώνα, από μια εξωτική 

επιστήμη η κβαντική γίνεται η ελπίδα για την τεχνολογία του μέλλοντος.

1.1. Το α ν τ ικ ε ί ι ιε ν ο  τ ι κ  κ β α ν τ ικ ή ς  Φ υ σ ικ ή ς

Η κλασσική φυσική με τις εξισώσεις του Newton ερμηνεύει τις κινήσεις των 

υλικών σωμάτων του μακρόκοσμου που τα χαρακτηριστικά τους μήκη είναι πολύ 

μεγαλύτερα του μεγέθους του ατόμου. Η κβαντική φυσική αφορά κυρίως μεγέθη του

μικρόκοσμου, της τάξης του νανόμετρου1 \nm = \0~9m δισεκατομμυριοστό του 

μέτρου ή ακόμη μικρότερα, όπου ερμηνεύεται με επιτυχία η δομή και η συμπεριφορά 

των ατόμων και μορίων με την κβαντική εξίσωση του Schrodinger. Επομένως, για την 

κατανόηση της φύσης τιον ατόμων, την δομή-ιδιότητες των μορίων, του φωτός (π.χ. 

των lasers) και των πυρηνικών ή σωματιακών φαινομένων απαιτείται η κβαντική 

θεωρία, που στο κλασσικό όριο του μακρόκοσμου δίνει αποτελέσματα παρόμοια με 

αυτά της κλασσικής φυσικής. Η κβαντική όμως είναι κάτι πολύ παραπάνω από μια 

απλή θεωρία της φυσικής αφού δεν περιορίζεται μόνο στην κατανόηση των 

ηλεκτρονίων, ατόμων και μορίων. Εκτός από τον μικρόκοσμο μπορεί ουσιαστικά να 

περιγράφει όλες τις κλίμακες μεγέθους, από την ερμηνεία του σύμπαντος ως 

συνόλου μέχρι και πειράματα για την ανθρώπινη συνείδηση. Είναι μια ευρύτατα

\Α = 0.1 nm = 10" 10 m»
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αποδεκτή θεωρία παρά τα εννοιολογικά προβλήματα που σχετίζονται με αυτήν και 

σήμερα δικαιολογημένα θεωρείται ως η σύγχρονη φυσική για το σόμπαν. Η δομή της 

ύλης στο ατομικό και μοριακό επίπεδο είναι αποκλειστικά κβαντική και αυτό 

χρησιμοποιείται για την επινόηση νέων υλικών με εφαρμογές στην 

μικροηλεκτρονική, τις οπτικές επικοινωνίες, κλπ". Τα βασικότερα εργαλεία της 

σημερινής τεχνολογίας όπως το laser, το transistor, οι υπεραγώγιμες διατάξεις 

SQUID, κλπ παρά το γεγονός ότι δεν είναι μικροσκοπικά στην θεμελίωσή τους είναι 

κβαντικής φύσης. Οι εφαρμογές της κβαντικής επεκτείνονται και σε άλλες επιστήμες 

όπως η πληροφορική και η μοριακή βιολογία.

Η βάση όλων των επιστημών είναι η παρατήρηση και το πείραμα και μόνον 

έτσι μια θεωρία επιβεβαιώνεται ή διαψεύδεται ενώ δείχνεται η σωστή κατεύθυνση 

στην αναζήτηση μιας νέας θεωρίας όταν η παλιά παύει να ισχύει. Η κλασσική

μηχανική του Newton θεμελιώνεται τον 17ο αιώνα με τον νόμο της κίνησης F -m  a

για σωμάτιο μάζας m που κινείται λόγω δύναμης F με επιτάχυνση α και τον νόμο 

της βαρύτητας F = G mxm2/ r 2 που δίνει το μέτρο F  της δύναμης δύο σωματίων με 

μάζες mx,m2 σε απόσταση r μεταξύ τους όπου G η σταθερά της βαρύτητας. Τον 

19ο αιώνα ο Maxwell ερμηνεύει την διάδοση των ηλεκτρομαγνητικών (ΗΜ) 

κυμάτων που κινούνται με την ταχύτητα του φωτός c. Το φως είναι ένα ΗΜ κύμα με 

την μόνη διαφορά πως το μήκος κύματός του λ  είναι πολύ μικρότερο από άλλα 

κύματα, π.χ. τα ραδιοκύματα. Με τις κλασσικές θεωρίες της μηχανικής και του 

ηλεκτρομαγνητισμού διαμορφώνεται η άποψη πως το σόμπαν διέπεται από απολύτως 

αιτιοκρατικούς νόμους όπου από παρόμοιες αιτίες παράγονται τα ίδια ακριβώς 

αποτελέσματα. Αυτός είναι ο περίφημος ντετερμινισμός του Laplace. Στα πλαίσια 

αυτά η επίλυση των εξισώσεων για όλα τα άτομα που αποτελούν το σύμπαν θα 

αρκούσε για να γνωρίζουμε τα πάντα, με όση ακρίβεια το επιθυμούμε, για κάθε 

μελλοντική ή προγενέστερη χρονική στιγμή. Όμως σήμερα είναι γνωστό πως αυτό 

δεν ισχύει. Ακόμη και αν ήταν εφικτή η επίλυση της πληθώρας των κλασσικών 

εξισώσεων ο απολύτως ωρολογιακός κλασσικός κόσμος του Laplace δεν υπάρχει.

2 Το βραβείο Nobel φυσικής το 2000 έχει απονεμηθεί για τέτοιες κβαντικές μικροκατασκευές 
(διατάξεις) στην περιοχή της μεσοσκοπικής φυσικής (ούτε μακροσκοπική ούτε μικροσκοπική).
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Ένας από τους λόγους είναι η πολύπλοκη, μη προβλέψιμη χρονική εξέλιξη κλασσικά 

χαοτικών συστημάτων, όπου συνήθως μικρά λάθη στις αρχικές συνθήκες οδηγούν σε 

υπερβολικές ανακρίβειες στους επόμενους χρόνους και ερμηνεύονται μόνο με 

πιθανότητες.

Η κβαντική περιγραφή εισάγει αδυναμία πρόβλεψης διαφορετικού τύπου από 

το χάος της κλασσικής φυσικής. Το όνομα της κβαντικής οφείλεται στην παρουσία 

ποσοτήτων που λαμβάνουν διακριτές τιμές, γνωστές ως κβάντα, π.χ. όπως οι 

ενέργειες ενός κβαντικού σωματίου. Επιπλέον, τα κβαντικά φαινόμενα δεν 

παρατηρούνται κατευθείαν με τις αισθήσεις μας αλλά συμπεραίνονται έμμεσα. Στην 

κβαντική τα σωμάτια δεν έχουν καθορισμένες ιδιότητες μέχρι να μετρηθούν με κάποιο 

τρόπο. Πριν π/ν μέτρηση ένα κβαντικό σωμάτιο μπορεί να έχει παρουσία ταυτοχρόνως 

σε περισσότερα του ενός μέρη, γεγονός που αντιβαίνει την κοινή (κλασσική) λογική. 

Μετά την μέτρηση ξαφνικά αποκτά συγκεκριμένη παρουσία ενώ οι άλλες δυνατότητες 

που υπήρχαν πριν παύουν να υπάρχουν3. Η αξιωματική θεμελίωση της κβαντικής 

καθιερώνει την πιθανοκρατική περιγραφή του μικρόκοσμου (ατόμων, μορίων, κλπ.) 

που αποτελεί το βασικό αντικείμενο της κβαντικής.

1.2 . Τ α  ό ρ ια  τ ι κ  κ λ α σ σ ικ ή ς  Φ υ σ ικ ή ς

Στο τέλος του 19ου αιώνα πολλά πειραματικά αποτελέσματα, κυρίως σε 

μετρήσεις φωτός από υλικά, ήταν αδύνατον να κατανοηθούν με τις κλασσικές 

Οεο>ρίες της μηχανικής του Newton και του ηλεκτρομαγνητισμού του Maxwell. Η 

κρίση της κλασσικής φυσικής διαπιστώθηκε κυρίως σε πειράματα: (ί) των ιδιοτήτων 

της ακτινοβολίας φωτός από τα άτομα-μόρια, (Η) την θερμική ακτινοβολία μέλανος 

σώματος και (iii) το φωτοηλεκτρικό φαινόμενο. Η αδήριτη ανάγκη να ερμηνευθούν 

αυτά τα πειράματα που φανέρωναν τις αδυναμίες της κλασσικής φυσικής οδήγησε 

στις αρχές του 20ου αιό)να στην κβαντική θεωρία. Το ενδιαφέρον επικεντρώθηκε 

αρχικά στο φως που αποτελεί μία από τις κυριότερες πηγές πληροφορίας για τον 

φυσικό κόσμο που μας περιβάλλει. Η απορρόφηση ή η εκπομπή φωτός από ένα υλικό 

(π.χ. το χρώμα του) εξαρτάται από την μοριακή και ατομική του δομή του χημικού 

αντίστοιχου στοιχείου από το οποίο αποτελείται και σχετίζεται με την αύξηση ή

■'θυμίζει το παράδειγμα της ρίψης ενός νομίσματος. Πριν, τα δύο ενδεχόμενα Κ ή Γ είναι εξίσου 
πιθανά (το καθένα με πιθανότητες '/*) . Μετά την ρίψη έχουμε to ένα ή το άλλο αποτέλεσμα με 
βεβαιότητα (για αυτό που θα προκόψει πιθανότητα 1 και για το άλλο πιθανότητα 0).
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μείωση της εσωτερικής του ενέργειας, αντίστοιχα. Ένα αέριο που αποτελείται από 

κάποιο στοιχείο εκπέμπει φως σε ορισμένες μόνο φασματικές γραμμές. Αυτές 

κωδικοποιούνται με χαρακτηριστικές διακριτές τιμές του μήκους κύματος λ ,  που 

διαφέρουν από στοιχείο σε στοιχείο ανάλογα με την ατομική και μοριακή δομή του. 

Αυτά είναι τα γραμμικά φάσματα των ατόμων. Ένα υλικό, αντίθετα, μπορεί 

να εκπέμπει φως σε μια συνεχή περιοχή μηκών κύματος λ  ανεξαρτήτως από την 

χημική του σύσταση, που όμως μεταβάλλεται με την θερμοκρασία του υλικού Τ . 

Στην ιδανική περίπτωση το θερμικό φάσμα αυτού του τύπου είναι γνωστό ως 

ακτινοβολία μελανός σώματος.

Η βασικότερη όμως αδυναμία της κλασσικής φυσικής ήταν να ερμηνεύσει την 

ίδια την σταθερότητα της ύλης αφού σύμφωνα με την θεωρία του Maxwell τα 

κινούμενα φορτία εκπέμπουν ενέργεια με την μορφή ΗΜ κυμάτων. Μια δραματική 

περίπτωση είναι αυτή του αρνητικά φορτισμένου ηλεκτρονίου στην ατομική δομή 

που λόγω της ελκτικής δύναμης του θετικά φορτισμένου πυρήνα επιταχύνεται, χάνει 

ενέργεια λόγω της εκπομπής φωτός με συχνότητα αυτήν της περιστροφής του και 

λόγω της απώλειας ενέργειας έπρεπε τελικά να καταρρέει με σπειροειδή κίνηση στον 

πυρήνα, σε χρόνους της τάξης των ΙΟ-10 s . Επομένως, η παρουσία των ατόμων στην 

κλασσική φυσική είναι ανέφικτη για χρόνους μεγαλύτερους των ΙΟ"10s, γεγονός που 

βεβαίως δεν ισχύει. Τα ηλεκτρόνια παρά την πρόβλεψη της ηλεκτροδυναμικής 

θεωρίας διατηρούν την κινητική τους ενέργεια και δεν πέφτουν στον πυρήνα. 

Επιπλέον, επειδή η συχνότητα αυξάνει καθώς η ακτίνα μιας τροχιάς μειώνεται το 

ηλεκτρόνιο θα έπρεπε να εκπέμπει σε μια συνεχή περιοχή συχνοτήτων πάνω από την 

αρχική συχνότητα. Όμως, τα γραμμικά φάσματα του φωτός στα άτομα δίνουν 

συγκεκριμένες φασματικές γραμμές και είναι ανεξήγητα με την κλασσική θεωρία. Η 

ακτινοβολία του μέλανος σώματος εξηγήθηκε μόνο με την κβαντική από τον Planck.

1.3. Τα κβάντα του Planck

Στην χαραυγή του 20ou αιώνα η κβαντική μπόρεσε να αντεπεξέλθει με 

επιτυχία στην κρίση της κλασσικής φυσικής με την εισαγωγή των κβάντα από τον 

Planck το 1900. Ο Planck θεώρησε πως η εκπομπή και η απορρόφηση της ΗΜ 

ακτινοβολίας γίνεται με διακριτές μονάδες ενέργειας. Αυτά είναι τα εξαιρετικά μικρά 

κβάντα ενέργειας με μέγεθος που προσδιορίζεται από την σταθερά του Planck

που όταν πολλαπλασιασθεί με την συχνότητα ν σε μονάδες
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δίνει ένα διακριτό ποσό ενέργειας (το κβάντο ενέργειας) Ε = h ν  σε μονάδες J . Με 

την πιο συνηθισμένη μορφή της σταθεράς του Planck ΐι = Λ/2π και την κυκλική 

συχνότητα ω = 2πν η κβαντισμένη ενέργεια παίρνει την μορφή Ε β 'ίίώ . Στον 

μακρόκοσμο η κβαντική σταθερά h μπορεί να θεωρηθεί ως αμελητέα και η κβαντική 

φυσική δεν χρειάζεται αφού αρκεί η κλασσική φυσική. Η μετάβαση από την κβαντική 

στην κλασσική είναι γνωστή ως αρχή της αντιστοιχίας. Επιπλέον, το οιονεί ή ‘σχεδόν’ 

κλασσικό όριο // —> 0 είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον για την μελέτη χαοτικο)ν 

φαινομένων στο όριο μεταξύ της κβαντικής και της κλασσικής φυσικής.

Η βασική ιδέα του Planck ήταν πως η εκπομπή και απορρόφηση φωτός 

κυκλικής συχνότητας ω γίνεται με ακέραια πολλαπλάσια του ενεργειακού κβάντου 

Ε = ϊιω. Η αφορμή ήταν το πρόβλημα της εποχής εκείνης για την θερμική 

ακτινοβολία που εκπέμπει υλικό σώμα σε θερμοκρασία Τ. Η ακτινοβολία αυτή σε 

αντίθεση με τα ατομικά φάσματα καλύπτει όλα τα μήκη κύματος λ  που αντιστοιχούν 

σε όλες τις κυκλικές συχνότητες ω = 2πν  = I n c ! λ ,  με c την ταχύτητα του φωτός, 

ενώ η ακτινοβολούμενη ενέργεια περιγράφεται από την φασματική κατανομή της 

ενεργειακής πυκνότητας u(co) ανά μονάδα όγκου και ανά μονάδα συχνότητας, με 

ιι(ω)άω το ποσό ενέργειας της ακτινοβολίας στο στοιχειώδες διάστημα συχνοτήτων 

(ω,ω + </<y). Στην περίπτωση ολικής απορρόφησης της προσπίπτουσας ακτινοβολίας 

η θερμική εκπομπή είναι η ακτινοβολία μελανός σώματος, που δεν εξαρτάται πλέον 

από το υλικό αλλά μόνο από την θερμοκρασία Τ . Μέλαν σώμα μπορεί να θεωρηθεί 

μια μικρή τρύπα σε κοιλότητα που δρα ως τέλειος απορροφητής της εισερχόμενης 

ακτινοβολίας με σχεδόν μηδαμινή πιθανότητα διαφυγής της.

Το κλασσικό αποτέλεσμα για την μέση τιμή της ενέργειας φωτός συχνότητας 

ω από τον νόμο ισοκατανομής της ενέργειας της κλασσικής στατιστικής φυσικής 

είναι (Ε(ω))= k 0T , όπου k B η σταθερά του Boltzmann και Τ η θερμοκρασία του 

σώματος. Αν πολλαπλασιασθεί με την πυκνότητα καταστάσεων4 ρ(ω) = ω 2/ π 2ο} , 

όπου η ρ(ω)άω  δίνει το αριθμό των στάσιμων κυμάτων ανά μονάδα όγκου στο 

σιοιχειώδες διάστημα συχνοτήτων (ω,ω + άω) και c την ταχύτητα του φωτός 

προκύπτει η κλασσική φασματική κατανομή ιικλ(ω), γνιοστή ως κλασσικός νόμος 

ακτινοβολίας των Rayleigh-Jeans

4 Για τον υπολογισμό της πυκνότητας καταστάσεων ρ(ω) δείτε π.χ.: ’Στατιστικι) Φυσική’ Γ. ManJI 
(11)71) ή 'Στατιστική Φυσική / / ' Σ..Ν. Γυαγγέλου (1904).
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«**(«>)=
ω·

* 2c 3
i k BT) . ( 1 . 1 )

Από την κλασσική εξ. (1.1) ο νόμος των Rayleigh-Jeans που φαίνεται στο Σχ. 1.1 με 

την εκπεμπόμενη ακτινοβολία <χ ω2 να αυξάνει στις μεγάλες συχνότητες, σε 

αντίθεση με το πείραμα. Αυτή είναι η γνωστή καταστροφή (αστοχία) στο υπεριώδες

00
αφού οδηγεί σε άπειρη εκπεμπόμενη ολική ενέργεια Εολ = jc/ω ιικλ (ω) -  α>.

ο

Επομένως, η κλασσική θεωρία αδυνατεί να καθιερώσει θερμοδυναμική ισορροπία 

μεταξύ του θερμαινόμενου σώματος και της εκπεμπόμενης ακτινοβολίας.

Το κβαντικό αποτέλεσμα οφείλεται στον Planck5 που θεώρησε φως με 

συχνότητες ω περιορισμένες σε αυτές των στάσιμων κυμάτων αλλά υπέθεσε ότι οι 

αλλαγές στην ενέργεια γίνονται με άπειρες διακριτές τιμές Ε „ -η% ω , η -  0,1,2,···, 

για σταθερή τιμή της κυκλικής συχνότητας του φωτός ω. Οι αντίστοιχες πιθανότητες 

να ληφθεί η κατάσταση ενέργειας Ε„ δίνονται από τους στατιστικούς παράγοντες

Boltzmann ρ„ = e E"lk»T. Ένας απλός υπολογισμός της μέσης ενέργειας6 (Ε(ω)) 

φωτός κυκλικής συχνότητας ω δίνει στην κβαντική

(Ε(ω)) =
Σ ΕπΡη

17=0,1,2,···

Σ ρ *
77=0,1,2,···

ηΐιω
ΤΤγ^ nhco e

77=0,1,2,···

ηΐιω
Y^e k*T

77=0,1,2,·» ( 1.2)

-  hco
Σ η α "

77=0,1,2,···.

Σ α"
77=0,1,2,···

Ηω
e hm/kBT _  j ‘

5 O Planck οδηγήθηκε στην έννοια των κβάντα από την ανάγκη να ερμηνεύσει τα πειραματικά 
δεδομένα της ακτινοβολίας μέλανος σώματος. Αυτό πρέπει να αποτελέσει ένα μάθημα για τον 
αναγνώστη, πως από όχι τόσο ξεκάθαρες πράξεις σε ένα συγκεκριμένο πρόβλημα μπορεί να προκόψει 
μιά νέα γενική ιδέα. Οι υπολογισμοί του Planck επέτρεψαν τον πρώτο ικανοποιητικό υπολογισμό της 
κβαντικής σταθερός h που σήμερα εκτιμάται ακριβέστερα, π.χ. με το κβαντικό φαινόμενο Hall (Κεφ. 
6.3). Ο Einstein ήταν από τους πρώτους που εκτίμησε τα συμπεράσματα του Planck και διατύπωσε τις 
αρχές της νέας θεωρίας.
6 Η μέση τιμή μιας διακριτής τυχαίας μεταβλητής x που λαμβάνει τιμές χη με αντίστοιχες

Σχ„ρ„
πιθανότητες ρ„ ορίζεται στο Κεφ. 2.2. ως (χ) = —-------- .

Σ λ ,η
ο
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Για να ληφθεί αυτό το αποτέλεσμα έγινε η αντικατάσταση a = e~h(°/kt,T ενώ στον 

παρονομαστή χρησιμοποιήθηκε το πολύ γνωστό άθροισμα της γεωμετρικής σειράς

= 1 + α + α 2 + α3 + ... = 1/(1-α), Η < 1, όπως και η σειρά που
«=0,1,2,···

προκύπτει απ<Τ την παραγώγιση και των δύο μελών αυτής ως προς a , ώστε

1 + 2α + 3α2 + 4α3 + ... = 1/(1 - α ) 2 . Αν την πολλαπλασιάσουμε επί α λαμβάνουμε το

άθροισμα Σ ηαΠ = α + 2 ^ 2 +3α3 + 4α 4 + ... = α /(1 -α )2 , Η < 1  που υπάρχει
«=0,1,2, ·

στον αριθμητή. Η φασματική πυκνότητα εξάγεται αν η μέση ενέργεια (Ε(ω)) που 

μόλις υπολογίσαμε στην εξ. (1.2) πολλαπλασιασθεί πάλι με την κλασσική πυκνότητα 

στάσιμων κυμάτων ρ (ω ) . Αυτό δίνει τον κβαντικό νόμο της ακτινοβολίας του Planck

< u >

(x2ti10,3Jw-3j )

Σχ. 1.1. Η  κ).ασσική φασματική πυκνότητα ακτινοβολίας u(o>) 
(Rayleigh  - Jeans) από την (1.1) και η κβαντική (Planck) από την ( 1.3) 
για την εκπομπή φωτός από μέλαν σώμα Θερμοκρασίας Τ .  Το 
κβαντικό αποτέλεσμα διορθώνει τις ατέλειες τον κ)>ασσικου στις 
μεγάλχς συχνότητες ω  σε συμφωνία με το πείραμα. Η  μετατόπιση της 
καμπύλης δεξιά μ ε αύξηση της Θερμοκρασίας Τ είναι γνωστή και ω ς ο  
νόμος του Wien (&max Τ ).

που αντικαθιστά την εξ. (1.1). Ο όρος στην παρένθεση περιέχει τώρα την κυκλική 

συχνότητα ω και είναι υπεύθυνος για τις κβαντικές καμπύλες του Σχ. 1.1 που είναι 

σε συμφωνία με τα πειραματικά δεδομένα. Επιπλέον δεν αντιμετωπίζουμε την
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καταστροφή στο υπεριώδες αφού ο τύπος (1.3) δίνει πεπερασμένη ολική ενέργεια

Εολ = \ d a u Kp(a>) 
ο

π 2£ 4
-----γ-^ -Γ 4 , που είναι ο νόμος των Stefan-Boltzmann.
15<r/r

Στο Σχ. 1.1 φαίνονται ο κλασσικός τύπος (1.1) και ο κβαντικός τύπος (1.3) σε 

διαφορετικές θερμοκρασίες Τ για την θερμική ακτινοβολία μέλανος σώματος. Η 

κβαντική καμπύλη είναι ανεξάρτητη του είδους της κοιλότητας και εξαρτάται μόνο 

από την θερμοκρασία Τ  ενώ για μικρές κυκλικές συχνότητες ω  συμπίπτει με τον 

κλασσικό νόμο της (1.1). Το κλασσικό αποτέλεσμα μπορεί να ληφθεί από τον 

κβαντικό τύπο είτε στο όριο μικρής σταθεράς ft->  0, είτε των πολύ υψηλών 

θερμοκρασιών Τ  <χ>. Και στις δύο περιπτώσεις η κλασσική περιγραφή είναι 

ικανοποιητική αφού ha>/kBT « 1  και από το ανάπτυγμα του εκθετικού

e t m / k B T  a i  +  f i c o / i c j j X  σχον παρονομαστή της (1.3) είναι εύκολο να δειχθεί πως το 

κβαντικό αποτέλεσμα (1.3) μεταπίπτει στο κλασσικό (1.1). Στον κβαντικό νόμο 

παρατηρούμε πως για μεγάλες συχνότητες ω  η καμπύλη τείνει στο μηδέν, αντί του 

άπειρου της κλασσικής περίπτωσης και το εμβαδόν που ορίζεται από την καμπύλη 

είναι πεπερασμένο. Το γεγονός αυτό διορθώνει την καταστροφή στο υπεριώδες, με το 

πρόβλημα της άπειρης ολικής ενέργειας στο κλασσικό αποτέλεσμα από την 

ολοκλήρωση της κ κλ( ω ) . Με την κβαντική φασματική πυκνότητα κ κλ(ω)  για 

θερμοκρασία Τ  = 2.735 Kelvin ερμηνεύεται η διάχυτη κοσμική ακτινοβολία 

υποβάθρου που παρατηρείται σήμερα και αποτελεί ανάμνηση της μεγάλης έκρηξης 

(big bang) με την οποία δημιουργήθηκε το σόμπαν, πριν δεκαπέντε περίπου 

δισεκατομμύρια χρόνια.

1.4, Η παλιά κβαντική θεωρία-το άτομο του Bohr
Ο

Η παλιά κβαντική θεωρία που άρχισε με την εισαγωγή των κβάντα από τον 

Planck κορυφώνεται με το άτομο του Bohr το 1913. Όπως είδαμε η υπόθεση του 

Planck ερμηνεύει την ακτινοβολία μέλανος σώματος αλλά σε συνδυασμό με το 

μοντέλο του ατόμου του Bohr, που είναι η πρώτη κβαντική λύση, εξηγεί και τα 

γραμμικά φάσματα των ατόμων. Ο Bohr διαπίστωσε πως η αστάθεια τών ατόμων στην 

κλασσική φυσική παύει να υπάρχει από την στιγμή που ένα ηλεκτρόνιο σε κυκλική 

τροχιά γύρω από τον πυρήνα μπορεί να εκπέμπει σε διακριτές μονάδες ενέργειας, 

αντί με τον συνεχή κλασσικό τρόπο. Ο Bohr απαίτησε το ηλεκτρόνιο να μην



καταρρέει εισάγοντας όμως μια λογική ασυνέπεια. Στην εμπειρική εικόνα του Bohr 

τα ηλεκτρόνια κινούνται γύρω από τον πυρήνα, όπως οι πλανήτες γύρω από τον ήλιο, 

σε επιτρεπτές τροχιές που καθορίζονται από συγκεκριμένους κανόνες. Το άτομο του 

Bohr μπορεί να ερμηνεύσει την απλούστερη περίπτωση του βασικού προβλήματος 

του ατόμου του υδρογόνου όπου ένα μόνο ηλεκτρόνιο κινείται γύρω από τον πυρήνα. 

Η αναμφίβολη πλήρης εύρεση των ενεργειακών σταθμών και των αντίστοιχων 

φασμάτων εκπομπής για τα άτομα έπρεπε να αναμένει την πλήρη κβαντική θεωρία 

που αναπτύχθηκε μετά το 1925.

Η θεωρία του ατόμου του Bohr (1913) βασίζεται στις εξής υποθέσεις:

> Το άτομο έχει ένα κβαντισμένο (διακριτό) σύνολο από ενεργειακές 

καταστάσεις. Οι στάσιμες καταστάσεις του ατόμου αντιστοιχούν σε 

ορισμένη ενέργεια η κάθε μία και όταν το άτομο βρίσκεται σε αυτήν δεν 

ακτινοβολεί κατά την επιταχυνόμενη κίνηση των ηλεκτρονίων γύρω από 

τον πυρήνα.

> Εκπομπή ακτινοβολίας γίνεται μόνο κατά την μετάβαση του ατόμου από 

μια ανώτερη (Em) σε μια κατώτερη (Εη) ενεργειακή στάθμη. .Η

συχνότητα ω του εκπεμπόμενου κβάντου ενέργειας ορίζεται από την 

σχέση hco = Em - E n. Επίσης, το άτομο μπορεί να απορροφήσει

κατάλληλη ενέργεια μεταβαίνοντας σε μια ανώτερη τροχιά.

> Επιτρέπονται μόνο οι κυκλικές τροχιές γύρω από τον πυρήνα για τις 

οποίες η στροφορμή του ηλεκτρονίου ί  είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της 

σταθερός του Planck, ώστε Ρ = n h = 0,δ,2δ,3δ,···

1.4. Η παλιά κβαντική Θεωρία-το άτομο του Bohr 11

Σχ. 1.2. Το άτομο του Bohr με το ηλεκτρόνιο σε τροχιές I, 2, 3, * ·· γύρω από  

τον πυρήνα. Δεξιά φαίνεται η εκπομπή φω τονίου κυκλικής συχνότητας ω 

κατά την μετά/ΐαση του ηλεκτρονίου —» Εη. Η απορρόφ ηση φ ω τονίου

ίδιας συχνότητας ω δίνει την μετάβαση του ηλεκτρονίου Ε„ —> ΕΠι.

Από την συνθήκη για την στροφορμή υπολογίζεται η ταχύτητα
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ί  = m or  = nh 

nh (1.4)
=> υ =

και από την κυκλική κίνηση λόγω της δύναμης Coulomb πυρήνα-ηλεκτρονίου το 

τετράγωνο της ταχύτητας είναι

υ 2 e2 
w — = —  

r r L

2 e‘ υ* = —

(1.5)

mr

ώστε από τον συνδυασμό των αποτελεσμάτων της εξ. (1.4), (1.5) ή ταχύτητα του 

ηλεκτρονίου στην w-οστή τροχιά του Bohr έχει την κβαντισμένη μορφή

e2 1
υ„=  —  ~ ,  « = 1,2,- h η ( 1.6)

με αντίστοιχη ακτίνα

η 2
η ( 2 ' me*

η2, η = 1,2, (1.7)

και ενέργεια (κινητική και δυναμική)

„ m u 2 e Ε = ------------

e2 e 2
( 1.8)

e
2r2 r r

Av η ακτίνα αντικατασταθεί από την εξ. (1.7) προκύπτει το θεμελιώδες αποτέλεσμα 

για τις κβαντισμένες τιμές ενέργειας του ατόμου του Bohr

« = 1,2,3, (1.9)
2η 2 η 2

περιέργως όπως θα δούμε σε συμφωνία με την πλήρη κβαντική λύση του Κεφ. 5 για 

τις ενεργειακές στάθμες του ατόμου του υδρογόνου. Οι φασματικές γραμμές στα 

γραμμικά φάσματα εκπομπής των ατόμων προέρχονται από μεταβάσεις στις διακριτές 

(κβαντισμένες) στάθμες Ε„.

Αριθμητικές τιμές: Τα παραπάνω αποτελέσματα μπορεί να γραφούν
62 1 ®συναρτήσει της κβαντικής σταθερός λεπτής υφής α  = —  = ---- , που δεν έχει
tic  137

διαστάσεις, στην πιο εύχρηστη μορφή
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1υη =α c —, /7 = 1,2,···
ΥΙ

ft 1 2
rn = ------- wz, n = 1,2,···

me a

E „ = - ^ — mc2 -Xr, n = 1,2,3,···
2 /j·4

Από πίνακες των κβαντικών σταθερών οι χαρακτηριστικές βασικές τιμές είναι

—  » 3.9x 10”i3/w, γ- * 1.3x 0_2,.s, we2 « 0.51MeK = 0.51 x l0 6eF και 
me me2
μπορεί εύκολα να υπολογισθούν οι αριθμητικές τιμές, π.χ. για την πρώτη 
τροχιά n = 1 έχουμε:

0\ = a c  = — c, 
1 137

η = A 1  * 0.53χ 10-,0m * 0.53/4 * 0.053nm, 
me a

E, = —i— me1 »  -13.6eK.
1 2 1372

Η ακτίνα της πρώτης κβαντισμένης τροχιάς a = η = —  — = « 0.53Λ
me a  me1

είναι γνωστή ως ακτίνα του Bohr a = — -  και θα την χρησιμοποιούμε στην
me2

συνέχεια αφού θέτει την μονάδα μήκους στον ατομικό κόσμο. Η αντίστοιχη 
χαρακτηριστική ατομική μονάδα ενέργειας δίνεται από την ενέργεια της

4
βασικής στάθμης στο άτομο του υδρογόνου - £ j  = — — με τιμή 13.6eK7.

2 h2
Όπο>ς φαίνεται και στο σχήμα της A3 (σελ. 31) ενέργεια δέσμευσης ή ιονισμου 
Etol, = -Ε \ * \3 .6eV  του ατόμου είναι η ενέργεια που απαιτείται ένα.
ηλεκτρόνιο από την βασική στάθμη £, * -1 3 .6 eV  να φθάσει στην τιμή 0 και 
να καταστεί ελεύθερο.

Παράδειγμα: Ένας απλός υπολογισμός της ενεργειακής διαφοράς των δύο
β

πρώτων ενεργειακών σταθμών ( £ , , £ 2 = — ) δίνει
4
13 6eVΗωη  = Ε2 -  £, * - — ~ - + \3.6eV * \Q.2eV 

και επιτρέπει την εύρεση της αντίστοιχης κυκλικής συχνότητα μετάβασης
£ 2 ^  £j

-  (^2 "  ) _ 3g2 me2
ω'2 ~ λ ” Τ ” ~ / Γ '

Το μήκος κύματος της εκπεμπόμενης ακτινοβολίας λόγω της μετάβασης είναι

7 Δείτε τις κβανησμένες (διακριτές) ενέργειες του ατόμου του υδρογόνου στην άσκηση A3 στο τέλος 
του Κεφ. I.



14 Κεφ. 1 Εισαγωγή

λ12 = 2/τ—  = ^  —  » 1226Λ 
6 /1 2  3 a r me

που ανήκει στο υπεριώδες. Ο υπολογισμός αυτός μας δίνει μια αίσθηση του 
μεγέθους των συχνοτήτων και μηκών κύματος που περιμένουμε για τις 
διακριτές φασματικές γραμμές κατά την εκπομπή φωτός από άτομα (γραμμικά 
φάσματα).

1.5. Θεμελιώδεις κβαντικές έννοιες

Το 1925 είναι χρονολογία κλειδί για την ανάπτυξη της νέας κβαντικής από 

τους Schrodinger, Heisenberg, Dirac, Bom και άλλους8 στην αποδεκτή μέχρι σήμερα 

μορφή της. Με τη σταθερά του Planck Λ, το π  = 3.14···, το φορτίο του ηλεκτρονίου 

e, κλπ μπορούμε να περιγράφουμε τον φυσικό μικρόκοσμο. Η κβαντική φυσική 

αποτελεί τον ακρογωνιαίο λίθο της σημερινής φυσικής για την κατανόηση του 

μικρόκοσμου όπου εισάγει νέες λεπτές έννοιες που θέτουν σε δοκιμασία την 

διαίσθησή μας που είναι βεβαίως κτισμένη στα κλασσικά πρότυπα. Ο κβαντικός 

κόσμος είναι αντίθετος με τον συμβατικό τρόπο σκέψης και για να τον αντιληφθούμε 

σε όλο του το μεγαλείο απαιτεί κατάλληλη διαπαιδαγώγηση. Περιγράφετας δυστυχώς 

για ορισμένους, μόνο με μαθηματικό τρόπο όπως όλες σχεδόν οι φυσικές επιστήμες, 

αλλά ίσως αυτό να μην είναι το πιο δύσκολο σημείο της κβαντικής θεωρίας. Οι 

πρωτοποριακές ιδέες είναι αυτές που εκπλήσσουν. Η θεαματική επιτυχία της 

κβαντικής συνοδεύεται από επαναστατικές ιδέες όπως:

• Ο δυϊσμός κύματος-σωματίου όπου τα σωμάτια εμφανίζουν πλην της 

σωματιακής και κυματική μορφή ανάλογα με το τρόπο που τα 

παρατηρούμε.

•  Η αρχή της αβεβαιότητας (απροσδιοριστίας) του Heisenberg που θέτει όρια 

ακρίβειας στην κβαντική διαδικασία της μέτρησης με αποφασιστικό τον 

ρόλο του παρατηρητή, όπου τίποτα δεν μετρείται χωρίς να διαταραχτεί, 

π.χ. δεν μπορούμε να μετρήσουμε ταυτόχρονα με ακρίβεια θέση και ορμή.

• Η ιδέα του κβαντικού εναγκαλισμού και της μη τοπικότι/τας των 

αλληλεπιδράσεων με τα σωμάτια να αλληλοεπηρεάζονται ακόμη και όταν

8 Η κλασσική φυσική έχει θεμελιωτή τον Newton και η θεωρία της σχετικότητας τον Einstein ενώ η 
κβαντική δημιουργήθηκε όχι από έναν αλλά πολλούς ερευνητές (σε μια μεγάλη χρονική περίοδο) 
μεταξύ των οποίων και ο Einstein, ασχέτως αν αυτός αργότερα την αμφισβήτησε.
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απέχουν μακροσκοπική απόσταση το ένα από το άλλο, χωρίς να υπάρχει 

καμία γνωστή αλληλεπίδραση μεταξύ τους.

1.6. Αυϊσιιόα κύιιατοα-σωιιατίου

Η κλασσική θεωρία του Maxwell έδειξε πως το φως είναι ΗΜ κύμα κυκλικής 

συχνότητας ω που διαδίδεται καθέτως στην ηλεκτρική και μαγνητική του συνιστώσα 

με ταχύτητα c = 2.998 x ΙΟ8ms~'. Το μήκος κύματος λ  και η κυκλική συχνότητα 

ω = 2πν συνδέονται με την σχέση

ω - ί π ο / λ .  (1.10)

Οι άνθρωποι αντιλαμβανόμαστε το φως διαμέσου της κόρης του οφθαλμού μόνο για· 

μήκη κύματος που κυμαίνονται από το ερυθρό χρώμα μεγάλου μήκους κύματος ή 

μικρής συχνότητας μέχρι το ιώδες που έχει μικρό μήκος κύματος ή μεγάλη 

συχνότητα. Αυτό είναι το ορατό φως που καθορίζεται στα μήκη κύματος από

λ « 7.5x10"7 m » 7500,4 = 150nm μέχρι λ  « 4.0xl0~7m « 4000,4 = 400nm. Οι 

αντίστοιχες κυκλικές συχνότητες ω = 2πν  = 2πο/λ  κυμαίνονται από

ω * 3.9 χ 2/γ χ 10,4$"1 μέχρι ω * 8.0 χ 2/γχ 1014$_1 και οι συχνότητες ν αν 

διαιρέσουμε τις ω με 2 η . Εκτός αυτών των ορίων, στα μεγαλύτερα των 750ww 

μήκη κύματος αντιστοιχεί η υπέρυθρη ακτινοβολία (μικρών συχνοτήτων) ενώ για 

μικρότερα των 40Qnm αντιστοιχεί η υπεριώδης ακτινοβολία (μεγάλων συχνοτήτων), 

που αδυνατεί να αντιληφθεί ο άνθρωπος. Η ανθρώπινη όραση ερμηνεύεται από την 

κβαντική θεωρία λόγω της μοριακής σύνθεσης της κόρης του ματιού. Αυτό συμβαίνει 

επειδή στην κόρη του ματιού υπάρχει το μόριο ροδοψίνη που επιτρέπει 

συγκεκριμένες μεταβάσεις μόνο στην ορατή περιοχή.

Το 1905 ο Einstein πέρα από την υπόθεση του Planck θεώρησε πως το φως 

συχνότητας ω μπορεί να συμπεριφερθεί ως ένα σύνολο9 που αποτελείται από 

διακριτές μονάδες ενέργειας Ηω, τα κβάντα φωτός ή φωτόνια. Είδαμε πως για την 

εκπομπή φωτός απαιτείται μια μετάβαση από μια ψηλότερη σε μια χαμηλότερη 

ενεργειακή στάθμη και η εκπεμπόμενη ακτινοβολία είναι συγκεκριμένης συχνότητας, 

ή μήκους κύματος, που καθορίζεται από την ενεργειακή διαφορά των δύο σταθμών. 

Η κβάντωση της ΗΜ ενέργειας επιτρέπει την απορρόφηση φωτός συχνότητας ω από

9 Θα διατηρήσουμε την ξενική λέξη ‘ensemble*, γνωστή από την στατιστική.
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ένα άλλο σύστημα σε διακριτές ποσότητες Ριω , αφού το φως υπάρχει μόνο σε 

διακριτά κβάντα αυτής της ενέργειας. Επομένως η απορρόφηση ή μη φωτός από ένα 

υλικό εξαρτάται από την απόσταση μεταξύ των διακριτών ενεργειακών σταθμών των 

ατόμων του υλικού και την συγκεκριμένη συχνότητα του προσπίπτοντος φωτός. Ή 

κβαντισμένη φύση του φωτός αποδεικνύεται περίτρανα με το φωτοηλεκτρικό 

φαινόμενο. Πριν όμως το περιγράφουμε θα εξηγήσουμε το βασικό πείραμα 

περίθλασης, γνωστό εδώ και δύο αιώνες, όπου φαίνεται η κυματική φύση του φωτός.

1.6.1. Κυιιατικιί ιούστι του (ρωτόοκβαντικιί συιιβολιί

Ένα από τα βασικά πειράματα που δείχνουν την αναμφισβήτητη κυματική 

φύση του φωτός είναι το πείραμα της κυματικής συμβολής, γνωστό ως περίθλαση του 

φωτός. Αν φως μήκους κύματος λ  διέλθει από μια σχισμή Α προσπέσει σε οθόνη 

απέναντι του η εικόνα που παρατηρούμε αποτελείται από μια φωτεινή γραμμή σε 

σκοτεινό υπόβαθρο. Αν το φως μήκους κύματος λ  διέλθει από δύο σχισμές A, Β, 

όπως στο Σχ. 1.3, στην οθόνη C παρατηρούμε την εμφάνιση μιας σειράς από 

φωτεινές και σκοτεινές γραμμές που είναι γνωστές με το όνομα κροσσοί συμβολής. Ο 

λόγος που συμβαίνει αυτό είναι η παρουσία δύο διαφορετικών διαδρομών ΑΡ, ΒΡ για 

να φθάσει το φως σε ένα σημείο Ρ της οθόνης C. Όταν το διάστημα μεταξύ των δύο 

οθονών είναι αρκετά μεγάλο και οι σχισμές A, Β σε κοντινή απόσταση d  η διαφορά 

των διαδρομών είναι ΒΡ -  ΑΡ -  d  sin 3 , όπου ι9 είναι η γωνιακή θέση του Ρ.

Σχ. 1.3. Αριστερά: συμβολή του φωτός στο πείραμα δύο σχισμών όπου 
στην οθόνη C  εμφανίζεται η στατιστική κατανομή της έντασης του 
προσπίπτοντος φωτός. Δεξιά: φαίνεται η δημιουργική συμβολή 
(ιδιαφορά μηδέν ή άρτιο πολλαπλάσιο του ημικύματος λ / 2 ) και η 
καταστροφική συμβολή (διαφορά περιττό πολλαπλάσιο του ημικύματος 
λ / 2 )  των δύο κυμάτων ενώ  το μήκος κύματος λ μπορεί να μετρηθεί 
από μέγιστο σε μέγιστο (1.11).

C
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Όταν η διαφορά d  sin Θ είναι μηδέν ή άρτιο πολλαπλάσιο του μισού μήκους 

κύματος λ /2 (επομένως ακέραιο πολλαπλάσιο του μήκους κύματος) τα κύματα είναι 

στην ίδια φάση μεταξύ τους και έχουμε άθροισή τους που οδηγεί σε ενίσχυση των 

δύο κυμάτων και μέγιστο στην εικόνα της περίθλασης. Στην αντίθετη ακριβώς 

περίπτωση, όταν η διαφορά των διαδρομών d  sin S  είναι περιττό πολλαπλάσιο του

μισού μήκους κύματος λ / 2, έχουμε διαφορά φάσης και επομένως απόσβεση των

κυμάτων με ελάχιστο στην εικόνα της περίθλασης. Στις άλλες περιπτώσεις τα 

αποτελέσματα είναι ενδιάμεσα. Από τα ελάχιστα της εικόνας περίθλασης (περιττό 

αριθμό ημικυμάτων στο Σχ. 1.3) προκύπτει η συνθήκη μέτρησης του λ

d  sin 9  = (2/7 + 1)
λ
2

η = 0,1,2,3, Χ (1.1 1 )

Το πείραμα της κυματικής συμβολής αποτελεί μια αδιάψευστη μαρτυρία της 

κυματικής φύσης του φωτός. Μπορεί να επαναληφθεί όπως στο Σχ. 1.4 όπου αντί για 

φως από μια πηγή εκπέμπονται ηλεκτρόνια που περνάνε από τις σχισμές 1 και 2 ενώ 

ο αριθμός τους μετρείται με έναν ανιχνευτή που κινείται κατακόρυφα στην οθόνη C. 

Αναλόγως με την σχισμή που διαπερνούν τα ηλεκτρόνια στην κβαντική 

περιγράφονται από τις μιγαδικές κυματοσυναρτήσεις Ψ |, Ψ2 των οποίων το

τετραγωνισμένο μέτρο |Ψ ||2 = Ψ|* Ψ| και |VF2|2 = Η/2 Ψ2 εξαρτάται από την θέση

και την ορμή ενώ επιτρέπει την εκτίμηση κατανομών πιθανοτήτων10 παρατήρησης 

των αντίστοιχων σωματίων σε συγκεκριμένες θέσεις. Όταν η σχισμή 2 καλυφθεί η

κατανομή πιθανότητας |4 '||2 που φαίνεται στο σχήμα έχει μέγιστο ακριβώς στην
A

ευθεία απέναντι από την σχισμή 1. Όταν η σχισμή 1 καλυφθεί η |Ψ2| έχει μέγιστο 

ακριβώς στην ευθεία απέναντι από την σχισμή 2. Όταν και οι δύο σχισμές είναι 

ανοικτές θα ανέμενε κανείς πως θα προκύψει η κατανομή (Ψ,)2 + |4'2|2 , το άθροισμα

των κατανομών από τις δύο σχισμές. Όμως αυτό δεν συμβαίνει επειδή και τα 

ηλεκτρόνια δίνουν κβαντική συμβολή με αποτέλεσμα τον σχηματισμό ταλαντώσεων 

από την μηδενική τιμή μέχρι την κλασσικά αναμενόμενη τιμή του αθροίσματος.

,0Το τετράγωνο του μέτρου μιας κυματοσυνάρτησης | τ | 2 = ψ* ψ = (ΨΓ -  ΛΡ,) (ψΓ + /ψ ,) 

= Ψ* + ψ / είναι θετικός αριθμός.
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Σχ. 1.4. Πείραμα με ηλεκτρόνια που διέρχονται από τις σχισμές 1 και 2 
και προσπίπτουν στην οθόνη C. Η κατανομή πιθανότητας αντί της
Μ ’ + Μ "  είναι I^ j I^+IΨ2Ϋ + 2 <$\eifF*'ff 2) που περιέχει τον

εππτλέον όρο 291β(ψ^Ψ2) στον οποίο οφείλονται οι ταλαντώσεις 
(κροσσοί) της κβαντικής συμβολής.

Ποια είναι λοιπόν η σωστή περιγραφή της κατάστασης του συστήματος; Στο 

πείραμα δύο σχισμών η κατανομή που προκύπτει περιγράφεται από το 

τετραγωνισμένο μέτρο του αθροίσματος (αντί για το άθροισμα των τετραγωνισμένων 

μέτρων) ; ,

|Ψι +Ψ2|2=(Ψι +Ψ2)*(Ψ,+Ψ2)

= Ψ,*Ψ, + Ψ2*Ψ2 + Ψ,*Ψ2 + (ψ,*Ψ2 )*
ψ

= |Ψ,|2 +|Ψ2|2 +29^(ψ ΓΨ2)

( 1.12)
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που δίνει τον επιπλέον όρο συμβολής Ψ2 ^ * ^ 2  + ( ^ * ^ 2 ) στον οποίο

οφείλονται οι ταλαντώσεις11. Επομένως, στην κβαντική οι κυματοσυναρτήσεις 

συνδέονται με κατανομές πιθανοτήτων και τα ηλεκτρόνια εκτός από την σωματιακή 

έχουν και κυματική φύση.

1.6.2. Σωαατιακύ <ρύση του ωωτό^το Φωτοηλεκτρικό (ραινόιιενο

Ένα από τα πρώτα πειράματα όπου το φως εμφανίζει την σωματιακή του 

φύση με την μορφή των κβάντων φωτός ή φωτόνια είναι το φωτοηλεκτρικό 

φαινόμενο. Θα περιγράφουμε το πείραμα όπου φως προσπίπτει σε μια μεταλλική 

επιφάνεια με συνέπεια να εκπέμπονται ηλεκτρόνια (φωτοηλεκτρόνια) τα οποία 

συλλέγει μια θετικά φορτισμένη άνοδος λόγω του αρνητικού τους φορτίου. Η 

εκπομπή των φωτοηλεκτρονίων παρατηρείται μόνο όταν η συχνότητα του 

προσπίπτοντος φοντός ν = c /λ  (ω  = 2 π ν ) υπερβεί μια τιμή κατωφλιού ν0. Η

ενέργεια των εκπεμπόμενων φωτοηλεκτρονίων δεν εξαρτάται από την ένταση 

(λαμπρότητα) της ροής του προσπίπτοντος φωτός όπως θα ανέμενε κανείς κλασσικά 

αλλά μόνο από την συχνότητά του ν'. Το φαινόμενο παρατηρείται ακόμη και για 

πολύ ασθενικό φως και ο αριθμός των φωτοηλεκτρονίων αυξάνει γραμμικά με την 

ένταση του προσπίπτοντος φωτός. Η αδυναμία της κλασσικής φυσικής εδώ 

εντοπίζεται στο γεγονός ότι θεωρεί το φως αποκλειστικά ως κύμα και προβλέπει 

ενέργεια ανάλογη της έντασης της πηγής 1 και όχι της συχνότητας ν .  Στην 

κλασσική εικόνα αναμένεται, επίσης, καθυστέρηση στην εκπομπή της ακτινοβολίας 

με χρόνους Δ/ αντιστρόφως ανάλογους της έντασης της πηγής /, επειδή πρέπει να 

συγκεντρωθεί αρκετή ενέργεια Ε  = /  A t .

Το φωτοηλεκτρικό φαινόμενο ερμηνεύτηκε το 1905 από τον Einstein, με την 

παραδοχή ότι η φωτεινή δέσμη του φωτός συχνότητας ω αποτελείται από κβάντα 

ενέργειας ΐιω ή φωτόνια. Κατά την πρόσπτωση του φωτός στην μεταλλική επιφάνεια 

ένα κβάντο φωτός απορροφάται από ένα ηλεκτρόνιο σε πολύ μικρό χρόνο. Η 

ενέργεια του εκπεμπόμενου ηλεκτρονίου αυξάνεται κατά ΐιω ενώ απαιτείται και ένα 

επιπλέον ποσό ενέργειας W για να απελευθερώσει το ηλεκτρόνιο από την μεταλλική

11 Οταν οι ^ |^ | και Ψ 2 είναι μιγαδικές συναρτήσεις με μέτρα

φάσεις φ [2 ο όρος της κβαντικής συμβολής γίνεται 2 |ψ | ||νΡ-> |cos(^| -  φ2 ) ·

Ψ12 και
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επιφάνεια. To W που είναι γνωστό ως έργο εξόδου, ποικίλει από υλικό σε υλικό και 

είναι προφανώς ανεξάρτητο της συχνότητας του προσπίπτοντος φωτός. Επομένως 

στο πείραμα αυτό τα εξερχόμενα ηλεκτρόνια, ή φωτοηλεκτρόνια, συμπεριφέρονται 

ως σωμάτια με κινητική ενέργεια

E kin = Λ ω - ΐν  = h v - W . (1.13)

Η ελάχιστη συχνότητα του φωτός που επιτρέπει την φωτοεκπομπή είναι vQ=W /h.

Τα πειράματα του Millikan έδειξαν την γραμμική σχέση του Einstein (Σχ. 1.5). Η 

ένταση της φωτεινής δέσμης καθορίζει τον ρυθμό άφιξης των κβάντων και ασφαλώς 

επηρεάζει τον αριθμό των παραγόμενων φωτοηλεκτρονίων όχι όμως και την κινητική 

τους ενέργεια που δίνεται από την εξ. (1.13).

Σχ.1.5. Η μέγιστη κινητική ενέργεια των φωτοηλεκτρονίων 
Ekin = h v - W , για ν > ν0, συναρτήσει της συχνότητας ν = ω)ΐπ του
προσπίταοντος φωτός σε μεταλλική επιφάνεια. Από την κλίση της 
καμπύλης προκύπτει η σταθερά του Planck h και από το σημείο τομής 
στον X -  άξονα η τιμή της ελάχιστης συχνότητας ν0.

Το φως είναι κύμα όταν προσπίπτει ταυτοχρόνως σε δύο σχισμές ενώ είναι 

ρεύμα φωτονίων όταν προσπίπτει σε μια μεταλλική πλάκα ή ανιχνευτή. Ανάλογα με 

τον τρόπο παρατήρησης, που υλοποιείται με την συσκευή που αλληλεπιδρά με το 

σύστημα κατά την μέτρηση, το φως στην κβαντική είναι είτε κύμα (πείραμα 

συμβολής) είτε ρεύμα σωματίων (φωτοηλεκτρικό φαινόμενο). Παρομοίως 

συμβαίνει και με ηλεκτρόνια, νετρόνια, κλπ. που είναι σωμάτια αλλά και κύματα 

αναλόγως με τον τρόπο μέτρησης.

Αφού το φως συμπεριφέρεται εκτός από κύμα και ως σωμάτιο είναι λογικό 

και τα σωμάτια να έχουν κυματική φύση ανάλογα με τον τρόπο που τα παρατηρούμε.
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Αυτό ήδη φαίνεται στο πείραμα που είδαμε παραπάνω όπου το ηλεκτρόνιο μπορεί να 

δώσει κυματικά φαινόμενα συμβολής. Τα πειράματα των Davinson και Germer το 

1927 έδειξαν πως φαινόμενα συμβολής πράγματι δεν παρατηρούνται μόνο στο φως ή 

στις ακτίνες X αλλά και στα ηλεκτρόνια. Βεβαίως, η κυματική υφή των ηλεκτρονίων 

έρχεται σε προφανή αντίθεση με την αναμφισβήτητη σωματιακή τους φύση. Αυτό θα 

ήταν σαφώς απροσδόκητο για ακόμη μεγαλύτερα σωμάτια μακροσκοπικού μεγέθους. 

Η κβαντική θεωρία όμως προβλέπει έκδηλη την κυματική φύση των σωματίων μόνον 

όταν αυτά είναι πολύ μικρά, όπως το ηλεκτρόνιο.

1.6.3. Σνέσυ σωιιατίου-κύαατος de Broglie

Γενικά για σωμάτια μάζας m και ενέργειας Ε  = Τιω που κινούνται με 

ταχύτητα υ (ορμής p = m u )9 από την αναλογία με τα φωτόνια όπου Ε  =  h ν =  p c , 

υπολογίζεται το μήκος κύματος λ  από την σχέση de Broglie

λ = -  (1.14)
Ρ

ενώ η ορμή του σωματίου από την σχέση για το κυματάνυσμα . 2πk = —  γράφεται 
λ

p  = — k = hk  
2π

(U 5 )

S  Στην περίπτωση του ηλεκτρονίου μάζας mc = 9.11 x 10~28g και ταχύτητας

υ  = 3χ ΙΟ6/?/.?"1 (1% της ταχύτητας του φωτός c), από την σχέση de Broglie 
της εξ. (1.14) το μήκος κύματος του ηλεκτρονίου θα είναι
Λ*2.4χ10-,0μ *2.4Α

*  Στην περίπτωση μακροσκοπικού σωματίου (π.χ. μπάλας του τένις) με μάζα 
m = 142 g και ταχύτητα υ  = \ 60Kmlh  * 44.8ms~l από την σχέση de Broglie 
της εξ. (1.14) το μήκος κύματος της μπάλας είναι λ  * 1.04 x 10”34m » ΙΟ’24 Α.

Από τα δύο παραδείγματα συμπεραίνουμε πως ένα κλασσικό (μακροσκοπικό) 

σωμάτιο αντιστοιχεί σε μήκη κύματος πολλές τάξεις μεγέθους μικρότερο από το 

μήκος κύματος του κβαντικού (μικροσκοπικού) ηλεκτρονίου. Σύμφωνα με την 

κβαντική θεωρία τα κλασσικά (μακροσκοπικά) σωμάτια έχουν και αυτά κυματική 

φύση που όμως δεν είναι εμφανής αφού το μήκος κύματος που αντιστοιχεί είναι 

αμελητέο. Ο de Broglie προχώρησε πιο πέρα και δικαιολόγησε το άτομο του Bohr με
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επιτρεπτές τροχιές, αυτές που τα κύματα έχουν μήκος κύματος λ  ακέραιο 

πολλαπλάσιο της περιφέρειας, ‘σαν ένα φίδι που τρώγει την ουρά του...’

1.7. Αργή ττκ αβεβαιότητας του Heisenberg

Ο δυϊσμός κύματος-σωματίου περιορίζει σημαντικά την διαθέσιμη 

πληροφορία για ένα σύστημα μια δεδομένη στιγμή. Στην περίπτωση του πειράματος 

των δύο σχισμών μπορούμε επιλεκτικά να μετρήσουμε είτε την κυματική συμβολή 

του φωτός επιτρέποντάς του να διέλθει ταυτόχρονα και από τις δύο σχισμές, χωρίς να 

γνωρίζουμε από πια σχισμή περνάει το κάθε φωτόνιο, είτε να μετρήσουμε (π,χ. με 

έναν ανιχνευτή) ένα-ένα τα φωτόνια καθώς περνούν από μια συγκεκριμένη σχισμή 

θυσιάζοντας όμως τις εικόνες συμβολής. Το βασικό συμπέρασμα είναι η διαπίστωση 

αδυναμίας να γίνουν ταυτόχρονα και τα δύο είδη μετρήσεων. Η εξακρίβωση της 

σχισμής από την οποία διέρχεται το φωτόνιο ισοδυναμεί στην ουσία με προσδιορισμό 

της θέσης του, ενώ η παρατήρηση της συμβολής όταν τα κύματα διέρχονται 

ταυτόχρονα και από τις δύο σχισμές επιτρέπει την εύρεση του μήκους κύματος λ  και 

επομένως ισοδυναμεί με προσδιορισμό της ορμής των φωτονίων από την σχέση de 

Broglie ρ  = h/ λ  = h k . Συμπεραίνουμε λοιπόν την παρουσία θεμελιώδους 

περιορισμού αφού δεν είναι δυνατόν να μετρήσουμε ταυτόχρονα με αυθαίρετη 

ακρίβεια την θέση και την ορμή ενός σωματίου12.

Το λάθος ή η αβεβαιότητα στην θέση στον προσδιορισμό της θέσης Αχ και το 

λάθος ή η αβεβαιότητα στον προσδιορισμό της ορμή Αρ ενός κβαντικού σωματίου 

δεν μπορεί να γίνουν ταυτοχρόνως απείρως μικρά και συνδέονται με την ανισότητα 

που περιλαμβάνει την κβαντική σταθερά ΐι

Αχ Αρ > Η/2 . (1.16)

Αυτή είναι η αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg που δηλώνει την αδυναμία 

ταυτόχρονης μέτρησης της θέση και της ορμής ενός σωματίου. Αν η μέτρηση της

12 Ένα διαδιδόμενο κύμα με συγκεκριμένο μήκος κύματος δεν έχει σαφώς καθορισμένη θέση αλλά 
συγκεκριμένη ορμή από την (1.14). Το αντίθετο ακριβώς συμβαίνει όταν ένα ‘κύμα’ είναι εντοπισμένο 
σε μια περιοχή χώρου. Η θέση του είναι καθορισμένη όχι όμως το μήκος κύματος (δεν έχει καν 
κυματική μορφή) κω επομένως ούτε η ορμή του.
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θέσης λ* έχει αβεβαιότητα Δν αυτό σημαίνει πως το αποτέλεσμα κυμαίνεται περίπου 

στο διάστημα (* -  Δν/2, * -  Δν/2) . Η μέτρηση της ορμής θα κυμαίνεται περίπου στο 

διάστημα ( ρ  -  Δρ/2, ρ  -  Α ρ /2) με αντίστοιχη αβεβαιότητα Δρ > h / ( 2 A x ) . Άρα, αν η 

θέση είναι επακριβώς γνωστή ( Δν = 0 ) α πό  την εξ. (1.16) ισχύει Α ρ  = οο και η ορμή 

είναι πλήρως απροσδιόριστη και αντιστρόφως. Η κβαντική αρχή της αβεβαιότητας 

είναι μια θεμελιώδης ιδιότητα της φύσης και κάθε προσπάθεια να γίνει ταυτόχρονη 

μέτρηση της θέσης και της ορμής υπόκειται πάντα στον περιορισμό της εξ. (1.16).

• Το πείραμα των δύο σχισμών για τον δυϊσμό κύματος-σωματίου 
συνδέεται με την αρχή της αβεβαιότητας και ισχύει για κάθε είδους 
κβαντικά σο>μάτια, όπως κύματα φωτός-φωτόνια, κύματα νετρονίων- 
νετρόνια, κλπ. Όταν ένα ρεύμα από π.χ. νετρόνια περάσει και από τις 
δύο σχισμές του πειράματος τότε συμπεριφέρεται ως κύμα και 
δημιουργούνται οι γνωστές εικόνες περίθλασης (Σχ. 1.5). Αν όμως τα 
νετρόνια ανιχνεύονται ένα-ένα τότε συμπεριφέρονται ως σωμάτια με 
την γνωστή τους μάζα. Η διέλευσή τους από μια συγκεκριμένη σχισμή 
(όπως συμβαίνει αν κλείσουμε μία από τις δύο σχισμές) καταστρέφει 
τα φαινόμενα περίθλασης. Επομένως συμπεραίνουμε πως τα νετρόνια 
όταν περνάνε από τις δύο σχισμές είναι κύματα αλλά όταν ανιχνεύεται 
η σχισμή από την οποία διέρχονται είναι σωμάτια. Η μία ή η άλλη 
ιδιότητα τους εξαρτάται από τον τρόπο μέτρησης αφού οποιοδήποτε 
πείραμα που ανιχνεύει την σχισμή διέλευσής τους καταστρέφει 
αυτομάτως τα κυματικά φαινόμενα της συμβολής. Παρατηρούμε, 
λοιπόν, πως η κυματική και σωματιακή φύση είναι δύο 
συμπληρω μ ατικές ιδ ιότητες  που η παρουσία τους εξαρτάται από τον 
τρόπο μέτρησης. Η αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg εκφράζει 
άμεσα την ιδέα της συμπληρωματικότητας του Bohr όπου η μέτρηση 
μιας μεταβλητής καθιστά αυτομάτως μη μετρήσιμη κάποια άλλη.

• Στην θεωρία των μετασχηματισμοί Fourier η συνάρτηση 

κυματανύσματος g ( k )  (το τετράγωνο του μέτρου \ g ( k ) \ 2 = g ( k ) * g ( k )  

εκτιμά την πιθανότητα ένα κβαντικό σωμάτιο να έχει ορμή f i k )  

μεταβαίνει στην συνάρτηση θέσης f ( x )  (το τετράγωνο του μέτρου

|/ ( * ) |2 = / ( * ) * / ( * )  εκτιμά την πιθανότητα ένα κβαντικό σωμάτιο να 
έχει θέση χ λ  με το ολοκλήρωμα

Οι συναρτήσεις |/( .ν ) |2 και |^ (έ ) |2 εκτείνονται σε ένα εύρος τιμο>ν των 
χ  και k  που εκτιμάται από τις αβεβαιότητες Δν και A k , αντιστοίχως. 
Ενας υπολογισμός όπως στα παραδείγματα που ακολουθούν δείχνει 
πως το γινόμενο των αβεβαιοτήτων έχει σταθερή τιμή Δν Ak  oc 0 (1 ), 
όπου 0(1) σημαίνει μέγεθος τάξης μονάδα. Αφού ένα σωμάτιο στον
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χώρο περνγράφεται από την |/(* ) |2 ενώ η |g(£)|2 αναπαριστά το 
αντίστοιχο κυματοπακέτο με πολλά διαφορετικά κυματανύσματα k 
παρατηρούμε πως είναι αδύνατον να προσδιορισθεί ταυτόχρονα η θέση 
χ των σωματίων στο χώρο και το κυματάνυσμα k του αντίστοιχου 
κύματος. Με άλλα λόγια, από την σχέση de Broglie p - h k  το 
μαθηματικό αποτέλεσμα για το γινόμενο των αβεβαιοτήτων 
Δχ Ak cc 0(1) γίνεται Αχ Αρ oc 0(h) σε συμφωνία με την εξ. (1.16). 
Επομένως η αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg είναι το 
αποτέλεσμα βασικής ιδιότητας συναρτήσεων που συνδέονται με 
μετασχηματισμούς Fourier13.

Παράδειγμα 1: Έστω το κυματοπακέτο τύπου Gauss

g(k) -  txp (-a (k  -& ο)2) · Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier 

της g(k) είναι

1
4ΐπ

1  t w

= —j = e ‘k°x [d k 'e ,kx e~ak'2, όπου k ' = k - k 0 .
V2π Jo

+00
To ολοκλήρωμα Gauss ^dy =

—00

f ( x )  = - L e ‘k°x ^ e - x2/4* και \ f ( x f  = f *( x)  · f ( x )  = J -  e~x̂ a . 
v2/r V a 2a

Άρα \g(k)\2 ~ sxp(-2a(k - k0)2) και \f(x)\2 ~ β~χ1Ι2α είναι

Γκαουσσιανές συναρτήσεις της μορφής ~ e~^y~y^  ^2σ με αβεβαιότητα 

ίση με Ay = σ . Επομένως, από την μορφή της |g(£)|2 η αβεβαιότητα 

είναι Ak = τ/ΐ/4α ενώ για την | / ( λ:)|2 είναι Α χ - 4 ά .  Το γινόμενό 

τους Ax-Ak = 1/2 είναι τάξης μονάδα ώστε Ax-Ap = h/2 μόλις σε

J * V 2/4«
V a

με β  = ϊχ δίνει

—<30

13 Ο μετασχηματισμός Fourier ενός στενού παλμού δίνει μια ευρεία συνάρτηση και αντιστρόφως. Π.χ. 
ο μυς του ανθρώπου αντιδρά στο μασάζ με το μετασχηματισμό Fourier του παλμού που δέχεται. Ένα 
απότομο (στενό) χτύπημα δημιουργεί ένα χαοτικό (ευρύ) φάσμα αντίδρασης. Η ανθρώπινη καρδιά 
αντιδρά παρομοίως και γι αυτό ένα άσχημο νέο αν θέλουμε η καρδιά να μην αντιδράσει με όλο το 
φάσμα, που πιθανόν να αποβεί καταστρεπτικό, πρέπει να λέγεται ‘...με τρόπο*. Με άλλα λόγια, το 
ερέθισμα (η ανακοίνωση του άσχημου νέου) πρέπει είναι ευρύ με πολλές λεπτομέρειες για να έχουμε 
απόκριση με στενό φάσμα αντίδρασης.
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συμφωνία με την αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg14. Είναι 

γενικό συμπέρασμα πως στην Γκαουσσιανή περίπτωση η αρχή 

αβεβαιότητας του Heisenberg ικανοποιείται με την ισότητα.

Παράδειγμα 2: Το τετραγωνικό κυματοπακέτο στο Σχ. 1.6

περιγράφεται από την g(k)  με μετασχηματισμό Fourier την

συνάρτηση / ( χ ) .  Παρατηρούμε πως το εύρος του |g(&)|2 είναι 

ανάλογο του α ενώ του |/ (χ ) |2 είναι περίπου Απ/α με το γινόμενό 

τους πάλι τάξης μονάδα. Επομένως, Αχ·Δρ = 0{Τι) σε συμφωνία με 

την αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg.

λ

Σχ. 1.6. Το τετραγωνικό κυματοπακέτο |g(£)| εύρους ~  α έχει

| / ( * ) |2 εύρους ~ \ / α  και γινόμενο αβεβαιοτήτων Δχ · A k  oc 0 (1).
Επομένως, αν το κυματοπακέτο είναι πολύ εντοπισμένο στον χώ ρο  
(μικρή αβεβαιότητα Θέσης Δ χ ) είναι αδύνατον να θεωρήσουμε πω ς  
έχει συγκεκριμένη ορμή (Θα έχει μεγάλη αβεβαιότητα ορμής 
Δ ρ  = tlA k  ) και αντιστρόφως.

1.8. Ο κβαντικός ενανκαλισιιός

Η κβαντική θεωρία επικεντρώνεται σε ένα κβαντικό στατιστικό ‘ensemble' 

από παρόμοια συστήματα15, όπως είναι π.χ. τα ηλεκτρόνια ή νετρόνια μιας δέσμης 

ακτινοβολίας. Το στατιστικό ‘ensemble’ περιγράφεται από την κυματοσννάρτηση 

Ψ (χώρος, χρόνος), μια μιγαδική συνάρτηση που περιέχει όλη την πληροφορία για τα

14 Από τον μετασχηματισμό Fourier ω <-> / η αρχή αβεβαιότητας γράφεται και ΔΕ At £ ft/2 , με ΑΕ 
την αβεβαιότητα στην ενέργεια και At τον χρόνο εξέλιξης ενός κβαντικού συστήματος.
15 Δείτε την περιγραφή του στατιστικού ‘ensemble’ στο βιβλίο Στατιστική Φυσική I, Σ.Ν. Ευαγγέλου 
(1993). Στην ρίψη ενός νομίσματος με δυνατά αποτελέσματα Κ ή Γ πιθανότητας Ά (50%) το καθένα 
πολ/Λ παρόμοια νομίσματα αποτελούν ένα στατιστικό ‘ensemble’.
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σωμάτια του ‘ensemble’. Τα σωμάτια δεν έχουν συγκεκριμένη θέση σε μια περιοχή 

του χώρου μια ορισμένη χρονική στιγμή, προσδιορίζεται16 μόνο η πιθανότητα 

οποιοδήποτε από αυτά να βρεθεί στην θέση r την ορισμένη χρονική στιγμή ί από το

τετραγωνισμένο μέτρο της κυματοσυνάρτησης |Ψ(?,/)|2 = ψ*(?9/) Ψ(Ρ9ί) ενώ οι 

φυσικές ποσότητες στην κβαντική αναπαρίστανται από τελεστές, π.χ. θέσης χ , ορμής 

ρ ,  κλπ. Όταν η Ψ είναι γνωστή μπορούν να υπολογισθούν οι στατιστικές κατανομές 

πιθανότητας φυσικών μεγεθών17 18. Η αβεβαιότητα του Heisenberg που είδαμε μπορεί 

να εκτιμηθεί από το εύρος αυτών των κατανομών γύρω από την μέση τιμή που 

συνεπάγεται την αδυναμία μέτρησης του ζεύγους μεταβλητών θέσης-ορμής με 

αυθαίρετη ακρίβεια.

Ένα σωμάτιο που περιγράφεται από την ψ  είναι δυνατόν να βρίσκεται 

ταυτοχρόνως σε περισσότερες της μιας κβαντικές καταστάσεις (ή ιδιοσυναρτήσειςΫ* 

που αντιστοιχούν στις συγκεκριμένες τιμές (ή ιδιοτιμές) μιας ποσότητας, π.χ. της 

ορμής. Αυτή είναι η υπέρθεση ή επαλληλία καταστάσεων. Αν γίνει μέτρηση μιας 

ποσότητας τότε το πείραμα θα δώσει μια συγκεκριμένη τιμή και αυτό στην 

αποκαλούμενη ορθόδοξη ερμηνεία της κβαντικής ονομάζεται κατάρρευση της 

κυματοσυνάρτησης. Το σύστημα εφεξής χαρακτηρίζεται μόνο από την συγκεκριμένη 

ιδιοσυνάρτηση και την αντίστοιχη ιδιοτιμή του φυσικού μεγέθους ενώ αποτελεί ένα

16 Θα θεωρήσουμε πολλά σωμάτια (στατιστικό 4ensemble') στην ίδια κατάσταση Ψ . Η Ψ είναι μια 
μιγαδική συνάρτηση αλλά το μέτρο στο τετράγωνο |ψ |2 είναι πραγματικό και περιγράφει μια

κατανομή ή πυκνότητα πιθανότητας. Το γινόμενο |ψ |2 d^r δίνει την πιθανότητα το σωμάτιο να βρεθεί

στον απειροστό όγκο </3r γύρω από το σημείο r  ενώ το ολοκλήρωμα £ |ψ |2 d3r = Py δίνει την

πιθανότητα να βρεθεί το σωμάτιο στον όγκο V . Η πιθανότητα | |ψ |2 = 1 για το ολοκλήρωμα σε
όλον τον χώρο είναι μονάδα (κανονικοποίηση της Ψ ).
17 Η πυκνότητα πιθανότητας Ρ(χ)  μιας συνεχούς τυχαίας μεταβλητής x  δίνει την πιθανότητα Ρ{χ)άχ 
η χ να βρεθεί στο στοιχειώδες διάστημα {χ,χ  + άχ).  Την Ρ(χ)  χαρακτηρίζουν οι αριθμητικές

+ ΟΟ
ποσότητες όπως η μέση ή αναμενόμενη τιμή (x) =  \dx χ  Ρ(χ) και η αβεβαιότητα

00

Δχ = +ν(* 2)~ (* )2 ^  ( χ2) =  ̂ χ2 ^ 1 (*)> Δ* εκφράζουν την αναμενόμενη (μέση)
— 00

τιμή και την τυπική απόκλιση γύρω από αυτήν με εκτίμηση του εύρους της κατανομής.
18 Η κυματοσυνάρτηση Ψ = 'LcnsPn γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των ιόιοσυναρτήσεων ΨΠ

με συγκεκριμένα πλάτης πιθανότητας cn και πιθανότητες Pn = c για την λήψη της κάθε μίας.



1.8. Ο κβαντικός εναγκαλισμός 27

νέο στατιστικό ‘ensemble* για επόμενες μετρήσεις. Επισημαίνεται στην 

αποκαλούμενη ορθόδοξη ερμηνεία ο προνομιακός ρόλος του παρατηρητή όπου η 

κυματοσυνάρτηση δεν αντιπροσωπεύει το σωμάτιο παρά μόνο την γνώση μας για 

αυτό.

Ο ScrhSdinger εναντιώθηκε στην ορθόδοξη ερμηνεία της κβαντικής 

προτάσσοντας το παράδειγμα της γάτας τον Schrddinger\ ένα πείραμα σκέψης'9 με 

μια γάτα σε κουτί μαζί με άτομο που έχει την δυνατότητα εκπομπής ακτινοβολίας. 

Όταν το άτομο εκπέμπει τότε λόγω κάποιας σύνδεσης σπάει ένα φιαλίδιο που 

περιέχει δηλητήριο και η γάτα αυτομάτως πεθαίνει. Το άτομο όμως είναι ένα 

κβαντικό σύστημα που βρίσκεται, ταυτοχρόνως στην υπέρθεω/ της κατάστασης 

εκπομπής και μη εκπομπής* 20. Επομένως, η γάτα την ίδια στιγμή είναι ζωντανή και 

νεκρή, πράγμα που είναι αδύνατον βεβαίως να συμβεί από την κλασσική εμπειρία. 

Όταν ανοίξουμε το κουτί και κοιτάξουμε- με άλλα λόγια αν κάνουμε μια μέτρηση- η 

γάτα θα είναι μόνο ζωντανή ή μόνο νεκρή, όχι και τα δύο μαζί. Το γεγονός αυτό από 

την πλευρά της κβαντικής δεν είναι καθόλου περίεργο, αφού το σύστημα πριν την 

μέτρηση μπορεί να βρίσκεται στην υπέρθεση δύο μικροκαταστάσεων Ψ| και Ψ2 · 

Μόνο μετά την μέτρηση περιγράφεται αποκλειστικά από την μία ή την άλλη. Αν ο 

κβαντικός τρόπος σκέψης επεκταθεί και στον μακρόκοσμο, όπως στην περίπτωση της 

‘γάτας’, τότε μια συγκεκριμένη μακροσκοπική κατάσταση δεν πρέπει να υλοποιείται 

μέχρις ότου γίνει μια μέτρηση21. Με άλλα λόγια, αν δεν ανοίξουμε το κουτί να 

ελέγξουμε η γάτα θα είναι ταυτοχρόνως ζωντανή και νεκρή.

Για το παράδοξο της ‘γάτας’ μια από τις λύσεις που έχουν προταθεί είναι αυτή 

της αποσυνέπειας (decoherence) του συστήματος λόγω δράσης του εξωτερικού 

περιβάλλοντος κατά την μέτρηση. Αλλες απόψεις ενστερνίζονται την συμπαντική 

ισχύ της κβαντικής σε όλα τα επίπεδα, ακόμη για συστήματα με μακροσκοπικές ή 

κοσμολογικές διαστάσεις. Οι ερμηνείες που αποφεύγουν αυτό το πρόβλημα είναι, π.χ. 

οι ιδέες των ‘κρυμμένοι μεταβλητών’ του D. Bohm όπου η Ψ δεν αρκεί από μόνη 

της για να περιγράφει το σύστημα. Εναλλακτικές σύγχρονες θεωρίες επιχειρούν να 

διατηρήσουν την διαπιστωμένη ισχύ της κβαντικής στο ατομικό επίπεδο και να

,νΈνα πείραμα σκέψης είναι γνωστό ως ‘gedanken’ experiment.
20 Το άτομο έχει απλώς μια πιθανότητα να εκπέμψει όπως και μια πιθανότητα να μην εκπέμψει.
21 Αυτό φαίνεται πολύ περίεργο στον μακρόκοσμο: π.χ. το φεγγάρι δεν υπάρχει όταν δεν το 
κοιτάζουμε!
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δώσουν συγχρόνως μηχανισμούς που επιτρέπουν συγκεκριμένα αποτελέσματα και 

στον μακρόκοσμο χωρίς το παράδοξο της ‘γάτας’.

Εναγκαλισμός στην κβαντική σημαίνει πως σε ένα σύστημα που αποτελείται 

από ένα ή περισσότερα υποσυστήματα (π.χ. ένα ζεύγος ηλεκτρονίων) δεν επιτρέπεται 

η απόδοση μια συγκεκριμένης κβαντικής κατάστασης στο κάθε υποσύστημα. Έτσι τα 

εναγκαλισμένα σωμάτια δεν έχουν ιδιότητες από μόνα τους και η μέτρηση του ενός 

επιφέρει αυτομάτως την αλλαγή των ιδιοτήτων του άλλου, ανεξαρτήτως του πόσο 

απέχουν μεταξύ τους. Φαντασθείτε πως είναι σαν να ρίχνουμε δύο νομίσματα ξανά 

και ξανά σε δύο αντίθετες πλευρές του πλανήτη με αποτέλεσμα πάντα το ίδιο (ή 

ακριβώς το αντίθετο) στα δύο μέρη, αν και η ακολουθία των τιμών στις διαδοχικές 

ρίψεις είναι τυχαία. Ο εναγκαλισμός οδηγεί στην παράλογη δράση από απόσταση που 

διατυπώθηκε αρχικά το 1935 στο πείραμα σκέψης των Einstein, Podolsky και Rozen 

(EPR). To 1964 o Bell έδειξε πως αποκλείεται μια πλήρης αιτιοκρατική ερμηνεία της 

κβαντικής αφού δημιουργεί ποσοτικές διαφορές αν η θέση του σωματίου είναι 

πράγματι γνωστή και συγκεκριμένη πριν μια μέτρηση. Την δεκαετία του 80 

εξετάσθηκε η κατάσταση του σωματίου και τα πειράματα έδειξαν πως το EPR δεν 

σημαίνει πως η κβαντική θεωρία δεν είναι πλήρης, όπως πίστευε ο Einstein, αλλά 

είναι επακόλουθο της κβαντικής θεωρίας.

Οι εξαιρετικά περίεργες συνέπειες του εναγκαλισμού μπορεί να 

χρησιμοποιηθούν, π.χ. για την ασφαλή μετάδοση μηνυμάτων στην κβαντική 

κρυπτογραφία. Ο εναγκαλισμός έχει επιτρέψει να σταλεί μιά κβαντική κατάσταση 

αυτομάτως από ένα μέρος στο άλλο ενώ δίνει την δυνατότητα ασφαλούς μεταφοράς 

ενός μηνύματος αφού οποιαδήποτε μέτρηση του σωματίου κατά την μεταφορά θα 

ανιχνευθεί αμέσως. Αυτό συμβαίνει αναγκαστικά αφού μια τυχόν επέμβαση από 

τρίτον θα προκαλέσει την κατάρρευση της εναγκαλισμένης κυματοσυνάρτησης. Ο 

εναγκαλισμός επιτρέπει σε δύο ανθρώπους με απομεμακρυσμένες θέσεις να 

μοιρασθούν μυστικά χωρίς τον κίνδυνο κάποιος να ‘σπάσει’ τον κώδικα, όπως μπορεί 

να συμβεί στην συνηθισμένη κρυπτογραφία. Στα πλαίσια όμως της κβαντικής 

θεωρίας δεν χρειάζεται καθόλου να ανησυχούμε για κάτι τέτοιο . 22

22 Το πρόβλημα είναι όντως να δεχθούμε πως η κβαντική'] δουλεύει με τον τρόπο που το κάνει. Αν αυτό 
συμβαίνει, τότε οι παράξενοι κανόνες της επιτρέπουν φυσιολογικά την εμφάνιση της κβαντικής 
κρυπτογραφίας, των κβαντικών υπολογιστών, κλπ. Περισσότερα για το θέμα αυτό στο Κεφ. 8.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ:
’ I

> Α1. Γιατί η ενέργεια σωματίου μάζας m που κινείται σε δυναμικό μηδέν

εντός διαστήματος [Ο,α] και άπειρου εκτός αυτού (γνωστό ως απειρόβαθο 

ΐΐηγάδι δυναμικού) δεν μπορεί στην κβαντική να λάβει την κλασσική τιμή 

μηδέν (να βρεθεί στον πυθμένα του πηγαδιού);

Λύση;

V ( x )
‘ ■

ο α χ

A v £ mln= 0  τότε η ολική ενέργεια θα είναι μηδέν εντός του πηγαδιού όπου η

κινητική είναι ρ2/2m και η δυναμική μηδέν. Άρα,

ρ2/2m+ 0 = 0 
=> ρ = 0.

Επομένως η ορμή του σωματίου θα είναι απολύτως καθορισμένη με αβεβαιότητα 

Αρ — 0 και από την αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg έπρεπε να ισχύει

Δχ £  h /2 A p  = οο 
=> Δχ = οο.

Το αποτέλεσμα αυτό όμως δεν μπορεί να γίνει δεκτό αφού η αβεβαιότητα στην θέση 

του σωματίου περιορισμένου στο πηγάδι εύρους α είναι το πολύ Δχ = a . Άρα με την 

υπόθεση Emin = Ο καταλήγουμε σε άτοπο που δεν μπορεί να ισχύει στην κβαντική 

λόγω της αρχής της αβεβαιότητας.

Η αβεβαιότητα Αρ πρέπει να είναι μικρότερη από την τιμή ρ , ώστε να  έχει 

νόημα η τελευταία, και από την αρχή της αβεβαιότητας Ax Ap'Zh/l
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ρ 2  Α ρ 2  fr/2Ax = fr/2a

θ £ - pL>ML>J L - E
2m -  2m “  *ma2 ™η'

Επομένως, η μικρότερη δυνατή ενέργεια iimjn δεν είναι μηδέν όπως στην κλασσική 

φυσική και οι δυνατές ενέργειες είναι Ε > Emm. Στο σχήμα φαίνεται και η πλήρης 

κβαντική λύση αυτού του προβλήματος En -  (fr2x 2/2ma2)n 2, « = 1,2,3,··· που 

θα δοθεί σε παρακάτω κεφάλαια. Η χαμηλότερη ενέργεια λέγεται ενέργεια μηδενικού 

σημείου που στην περίπτωση αυτή είναι για « = 1: Εχ = h2^ l 2 m a 2 και ικανοποιεί 

την παραπάνω ανισότητα.

> Α2. Από την αρχή της αβεβαιότητας να εκτιμηθεί η χαμηλότερη

ενεργειακή στάθμη σωματίου μάζας m στο παραβολικό δυναμικό 

V(x) = wi»2x 2/2  αρμονικού ταλαντωτή κυκλικής συχνότητας ω .

Λύση:

Η ενέργεια μπορεί να γραφεί ως

• Ε - Ρ 2 \ mQ)2x2
2m 2

και αν υποθέσουμε ότι τα λάθη στον προσδιορισμό της θέσης και της ορμής Αχ και 

Αρ είναι αμελητέα με αβεβαιότητες μικρότερες των αντίστοιχων τιμών χ και ρ  

πρέπει να ισχύει ρ  > Δρ και χ > Α χ ,  αντιστοίχως. Επομένως από την αρχή της 

αβεβαιότητας Αχ Ap2.fr/2
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(Δρ)2 . ηιω2(Δχ)2  ̂ h2 τηω2(Δχ)2L· > --------- 1--------------- ^ ---------- τ' Η---------------
2m 2 8 m(Ax)2 2

 ̂ _ h 4mco, . ΐιω
Ϊ> 2-Τ= --------- 7=—(Ar) = — .

yfSm(Ax) V2 2

Στον υπολογισμό έγινε χρήση της αλγεβρικής σχέσης (a -  b)2 £ 0 => α2 + δ2 > 2αΖ>. 

Θα μπορούσε όμως αντί αυτής να ελαχιστοποιηθεί το δεξί μέλος της ανισότητας 

βρίσκοντας για πιό Αχ μηδενίζεται η παράγωγος και αντικαθιστώντας προκύπτει το 

ίδιο αποτέλεσμα. Η ελάχιστη δυνατή τιμή της ενέργειας £ min = Ϋιω/2 είναι στην 

περίπτωση αυτή συμπτωματικά ακριβώς η κβαντική ενέργεια μηδενικού σημείου 

£ 0 = tmj 2 του αρμονικού ταλαντωτή. Η πλήρης κβαντική λύση23

Ε„ =Ηω(η +1/2), η = 0,1,2, · · · φαίνεται επίσης στο σχήμα.

> A3. Από την αρχή της αβεβαιότητας στην μορφή ArAp>h να εκτιμηθεί η

χαμηλότερη ενεργειακή στάθμη σωματίου μάζας m και φορτίου e στο 

ακτινικό δυναμικό V(r) = - e 2/r  του ατόμου του υδρογόνου που εξαρτάται 

μόνο από την ακτινική απόσταση r .

Λύση:

Από την αρχή της αβεβαιότητας με Δτ = α και p ^ A p 't  h/Ar- h/a η ολική 

ενέργεια £  ικανοποιεί την ανισότητα

2ί Προσέξτε πως οι ενέργειες στην περίπτωση του αρμονικού ταλαντωτή ξεκινάνε από την τιμή 
» = 0 ενώ στο απειρόβαθο πηγάδι της A1 και στο ακτινικό δυναμικό του ατόμου της A3 από την τιμή
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E  = £ - - e-  
2m r
 ̂{tap)2 e2

2m (Ar)
. n2 e2

Από την ελαχιστοποίηση ως προς a

2 ma2 a

η2 ε2λ
2 ma1 a )

h2=> a =
me2

= 0

προκύπτει η ακτίνα του Bohr η = α. Με αντικατάσταση στην ανισότητα

h2m2e4 g2me2Ε>
2mh4 Λ 2 

/«e4 2/»g4

~2h2 ~~2hr  
me4
2Λ2

me'
η ενέργεια δεν μπορεί να είναι μικρότερη από την ελάχιστη τιμή Emin = που

2η *

συμπτωματικά είναι πάλι ακριβώς η ενέργεια μηδενικού σημείου Ε] στην ακριβή 

λύση στο δυναμικό V(r). Η αρχή αβεβαιότητας στην μορφή ArAp^h/2  δίνει την

ΙΪΙΘ̂πιο χαλαρή απαίτηση Ε £ - 4 - ^ - .  Η πλήρης κβαντική λύση του προβλήματος που 

ήδη συναντήσαμε στο άτομο του Bohr είναι ,
nr* .

φαίνεται στο σχήμα και θα δοθεί στα παρακάτω κεφάλαια.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Η ΕΞΙΣΩΣΗ SCHRODINGER

*ακόμη κι αν κάτι είναι παράλογο 
υπάρχει μέθοδος να περιγράφει'

W. Shakespeare

Ο Schrddinger με μια εμπνευσμένη πρόβλεψη βασισμένη στην υπόθεση de 
Broglie ‘έφτιαξε’ την περίφημη κυματική εξίσωση που φέρει το όνομά του. Η 
εξίσωση Schrodinger δεν έχει αυστηρή μαθηματική απόδειξη αλλά αποδείχθηκε 

αφάνταστα επιτυχής. Όπως θα δούμε λύση αυτής της κυματικής εξίσωσης, που 

αποτελεί την βάση της κβαντικής θεωρίας, είναι η κυματοσυνάρτηση Ψ(χ,ί) και 

στην κβαντική καθορίζει την πιθανότητα παρατήρησης, π.χ. ενός ηλεκτρονίου. Η 

στατιστική ερμηνεία της κβαντικής αποκλείει, έστω και κατ’ αρχήν, την πλήρη 
πληροφορία για τα κβαντικά σωμάτια.

Το αρχικό ερώτημα στο οποίο απάντησε ο Schrddinger είναι: ποιά είναι η 

κυματική εξίσωση που νπακούουν τα κύματα de Broglie; Ένα στοιχειώδες επίπεδο 

κύμα κυματανύσματος k = 2π)λ και κυκλικής συχνότητας ω ~ 2 π ν  που κινείται 

κατά μήκος του x -  άξονα, την χρονική στιγμή ί έχει μετατόπιση το πραγματικό 

μέρος της μιγαδικής συνάρτησης

Από τις σχέσεις de Broglie για το αντίστοιχο σωμάτιο ενέργειας Ε = Κω και ορμής 

p - h k  με παραγωγίσεις της Ψ(*,/) ως προς /

Ψ(χ,ί) = exp[/(Arλ: — /)] . (2. 1)

/Λ—  = /Λί-ια>)Ψ

(2.2)

= ΕΨ

και ως προς χ
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- i h ----= -#{/£)Ψ
dx

= Μ Ψ  (2.3)

= ρ ψ

οδηγούμεθα κατευθείαν στην εισαγωγή "γραμμικών τελεστών. Παρατηρούμε πως η 

δράση των ihd/dt και - ih d /d x  στην Ψ(λ:,/) την πολλαπλασιάζουν απλώς με τις 

σταθερές Ε και ρ , αντιστοίχως, χωρίς να την αλλάζουν. Επομένως, μπορεί να 

ορισθεί1 ο τελεστής ενέργειας
t

Ε - * Ε := Λ · ί  , (2.4)
·;·ί

ορμής

Ρ ~ * Ρ  = - ^ 4 -  (2·5)-.·■·. σχ
και ο τελεστής θέσης χ  = χ  που στην περιγραφή αυτή πολλαπλασιάζει την Ψ επί χ . 

Αν ορισθεί μια δεύτερη αναπαράσταση της ολικής ενέργειας παρουσία δυναμικού 

V(x,t) από τον Χαμιλτονιανό τελεστή

C.2
H  = £ L  + V{x,t) = ̂ -  + V(x,t) 

2m 2m

_ ν
■ -* ± ·

a .

/

dx.
2m

+ V(x,t)

n 2 d2
+ V(x,t) ,

2m dx2

προκύπτει η χρονικά εξαρτημένη μονοδιάστατη εξίσωση Schrddinger

(2.6)

^ Η  Ψ(χ,ί) . 
dt

(2.7)

Αν αντικατασταθεί η Χαμιλτονιανή από την (2.6) γράφεται στην μορφή

1 Θα δούμε παρακάτω πως οι τελεστές Ε, ρ ,χ , Η , επειδή αντιστοιχούν σε μετρήσιμες δυναμικές
μεταβλητές λέγονται Ερμιτειανοί.
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f t2 Θ2Ψ

2m dx:
+ ΚΨ (2.8)

Η εξίσωση Schrddinger (2.8) ουσιαστικά κατασκευάσθηκε από την απαίτηση2 να έχει 

λύση την κυματοσυνάρτηση επίπεδου κύματος (2.1) για ελεύθερο σωμάτιο (V = 0) 

γενικεύοντας το αποτέλεσμα σε αυθαίρετο δυναμικό V 3. Οι δυναμικές μεταβλητές 

ρ  των κλασσικών εξισώσεων αντικαθίστανται από τους κβαντικούς τελεστές £, ρ , 

σύμφωνα με την γνωστή αρχή της αντιστοιχίας με ολική ενέργεια το άθροισμα της 

κινητικής ενέργειας και της δυναμικής ενέργειας. Η κινητική ενέργεια ρ 2/ 2m

αντικαταστάθηκε από τον τελεστή - (p 2/ lm  )(d2/dx2) ενώ η δυναμική ενέργεια 

παρέμεινε V(x,l), αφού χ = χ .

Στην τρισδιάστατη μορφή όπου ο τελεστής του διανύσματος θέσης r  είναι 
r = xex + yey + zez, ο τελεστής του διανύσματος ρ της ορμής

( d d d \ρ = -;7iV = -/ft — ex +— ex +— ex και η εξίσωση SchrOdinger
\οχ οχ Οχ J

ih
dt

=  Η  Ψ ( ? , ί ) (2.9)

περιγράφεται από την Χαμιλτονιανή

ύ  ** ϊ„ -  4\ Λ ( &  &  -3*
2m ; 2mx dx2 dy2 dz2

) + V ( x , ' y , z xt ) „  (2.10)

με Λαπλασιανή την V; d2 d2 d7
dx2 dy2 dz2 1 2 3

"Για Οχύθερο σωμάτιο μάζας m η δυναμική ενέργεία είναι μηδέν και η διαφορική εξίσωση που 

ικανοποιείται από την κυματοσυνάρτηση Ψ(χ,/) της εξ. (2.1) που απαραιτητως θα πρέπει να

1 Ρ2αναπαράγει την σχέση ενέργειας-ορμής Ε  = —m u 2 -  — . Από την αναλογία της ενέργειας £  με το
2 2 m

τετράγωνο της ορμής ρ  παρατηρούμε πως η κατάλληλη εξίσωση πρέπει να περιλαμβάνει απλή 

παράγωγο ως προς t (για να δώσει την Ε ) και διπλή παράγωγο ως προς χ  (για να δώσει την ρ 2 ).

3 Συνηθίζουμε να το αποκαλούμε δυναμικό ενώ η πιο σωστή ονομασία θα ήταν συνάρτηση δυναμικής 
ενέργειας.
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2.1. Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger

Θα μελετήσουμε την χρονικά εξαρτημένη εξίσωση Schrodinger για σωμάτιο 

μάζας m που κινείται στο δυναμικό V(x) 4 όταν δεν εξαρτάται από τον χρόνο t, όπου 

σύμφωνα με την κλασσική φυσική η ενέργεια διατηρείται. Τέτοια κλειστά συστήματα 

αφορούν το σημαντικότερο μέρος των προβλημάτων της κβαντικής. Η εξίσωση 

Schrodinger

$ 3Ψ(χ,0
dt

ti1 a 2vFQ,Q 
2m dx2

+ ν(χ)Ψ (χ,ί) (2.11)

είναι μια μερική διαφορική εξίσωση ως προς χ, t και θα εφαρμόσουμε την μέθοδο 

χωρισμού των μεταβλητών. Με την μέθοδο αυτή επιλύεται χωριζόμενη σε δύο 

εξισώσεις, μία για την x  και μία για την t, αρκεί η μιγαδική κυματοσυνάρτηση Ψ να 

γραφεί ως το γινόμενο

ψ(χ) · (212)

Η αντικατάσταση της Ψ στην εξίσωση Schrodinger

ih Μ Ι  ψ{χ) = ~ X(t) + ν (χ )χ θ )  Ψ(χ) (2.13)
dt 2m dx1

και η διαίρεσή της με το γινόμενο χ (ί)  ψ(χ) δίνει

J L Μ > = ____ *1. (2.ΐ4)
χ{ί) dt 2my/{x) dx2

Παρατηρούμε πως το πρώτο μέλος της (2.14) δεν εξαρτάται από την θέση x  ενώ το 

δεύτερο μέλος δεν εξαρτάται από τον χρόνο t . Επομένως, για να ισχύει η ισότητα 

πρέπει το καθένα από τα δύο ανεξάρτητα μέλη να είναι ίσο με μία σταθερά (την ίδια), 

έστω την Ε, της οποίας το νόημα θα το δούμε σε λίγο.

Οι δύο εξισώσεις είναι τώρα κανονικές και όχι μερικές διαφορικές, μια 

γραμμική ομογενής για το χρονικό μέρος

4 Με τα λιγότερο συνηθισμένα χρονικά εξαρτημένα δυναμικά V(x,i) που επιβάλλουν μεταβάσεις 
μεταξύ των διακριτών ενεργειακών σταθμών θα ασχοληθούμε αργότερα (Κεφ. 7.3).
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» _ !_ 4 ϊ 2>.·£,
m  ώ

(2.15)

και μία για το χωρικό μέρος

Π2 ό 2ψ(χ) 
2m dx2

+ Υ(χ)ψ(χ) = Ε ψ(χ) (2.16)

Η επίλυση της εξίσωσης ως προς 1 γίνεται εύκολα

ί(ιΜ 1  = Εχ(1) 

z ( t)  λ

(2.17)

που ολοκληρώνεται αμέσως

In χ(ί)  = - — / + const, (2.18)
h

και αν αγνοήσουμε την αυθαίρετη σταθερά θέτοντας const = 1, αφού μπορεί να 

απορροφηθεί στην ψ(χ) ,  έχουμε

Ζ ( ι )  =  exp(-/£//&). (2.19)

Για την χωρική εξίσωση (2.16) που εξαρτάται από την θέση χ  οι λύσεις προφανώς 

θα εξαρτώνται από την μορφή του δυναμικού V(x) . Ο κύριος στόχος της κβαντικής 

είναι να ευρεθούν ο ι λύσεις ψ(χ) της χρονικά ανεξάρτητης εξίσωσης Schrddinger 

(2.16). Η σταθερά Ε που εισάγαμε παραπάνω φαίνεται αμέσως πως πρέπει να έχει 

διαστάσεις ίδιες με την V(x)> συνεπώς ενέργειας. Επειδή η ολική ενέργεια 

διατηρείται λόγω του χρονικά ανεξάρτητου δυναμικού V(x) η Ε διατηρείται και 

είναι η ολική ενέργεια του σωματίου.

^  Η λύση της χρονικά 4ΐνε$ί^τη£ης εξίσωσης S ^ r6 d in g e r σεδυναμ ικό^ 

που δεν μεταβάλλεται με τον χρόνο έχει την μορφή
, ν>

Λ·; ■> 'ν .; .ν ·*• % ' · L * , ν > ν-

■'.'ϊ- *. >ψ·ι; βχρ(-®/Λ) φ(χ)ϊ*&' ’
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όπου Ε  είναι ολική ενέργεια του σωματίου ενώ η ψ(χ) υπολογίζεται από την 

χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger

2 2
^ < ί ψ ψ _ + ν{χ-)ψ{χ) = Ε ψ {χ) . (2.21)

2m άχλ

Συνηθίζεται να αποκαλούμε την ψ(χ) χρονικά ανεξάρτητη κυματοσυνάρτηση αλλά 

δεν πρέπει να αγνοούμε ότι η κυματοσυνάρτηση Ψ (χ,0  έχει πάντα την χρονική 

εξάρτηση της εξ. (2.20) όταν το δυναμικό είναι χρονικά ανεξάρτητο.

❖  Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger είναι μια διαφορική 
εξίσωση δεύτερης τάξης και οι λύσεις της ψ(χ) πρέπει να είναι 
συνεχείς και να έχουν συνεχή πρώτη τουλάχιστον παράγωγο. 
Επιπλέον, κάθε ψ(χ) πρέπει να είναι μονοσήμαντη και πεπερασμένη 
στον διαθέσιμο χώρο ικανοποιώντας συγκεκριμένες οριακές 
συνθήκες5. Οι δυνατές τιμές Ε είναι οι ιδιοτιμές της ενέργειας που 
ορίζουν τις ενεργειακές στάθμες του συστήματος

Ε\, Ε2, Ε$, ···,/?„, ···

ενώ οι αντίστοιχες λύσεις είναι οι ιδιοσνναρτήσεις της ενέργειας

Ψ ι ( χ \  Ψ2 (χ )> ψ Λ * \  - .^ ( 4 · · ·  ·

Ο δείκτης η στις ψ  είναι γνωστός ως ένας κβαντικός αριθμός. Οι 
λύσεις της χρονικά εξαρτημένης εξίσωσης Schrodinger είναι

β~,Ε^ ' ψ χ(χ), e - ‘̂ y 2{x), e " c""V „W ,r iE2t/h - iE j t /h

❖  Οι ιδιοτιμές ενέργειας En και οι ιδιοσνναρτήσεις ψη (x) προκύπτουν 
από την λύση της εξίσωσης ιδιοτιμών

&Ψη ~ Ε„ ψη (2.22)

λ κι οτου Χαμιλτονιανού τελεστή Η  = ----------- + V{x). Το σύνολο των
2m dx2

A

ιδιοτιμών Εη αποτελεί το ενεργειακό φάσμα του τελεστή Η  που 
αντιστοιχεί στις δυνατές τιμές του φυσικού μεγέθους της ενέργειας. 
Ένας τελεστής Λ έχει εξίσωση ιδιοτιμών Α ψ η = α η ψ„ με ιδιοτιμές 
α„ και ιδιοσυναρτήσεις ψ„

5 Οι οριακές συνθήκες είναι υπεύθυνες για την κβάντωση των ιδιοτιμών.
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❖  Παρατηρούμε πως οι λύσεις της χρονικά εξαρτημένης εξίσωσης 
Schrodingcr σε κλειστό σύστημα δεδομένης ενέργειας Ε προκύπτουν 
από τις λύσεις της χρονικά ανεξάρτητης εξίσωσης και 
πολλαπλασιασμό τους με τον χρονικά εξαρτημένο παράγοντα φάσης 
exp(-iE i/ΐι). Ο φασικός παράγοντας Et/h για γνωστή σταθερή 
ενέργεια δεν έχει ιδιαίτερη φυσική σημασία αφού η κανονικοποίηση 
της |ψ |2 είναι παρόμοια με αυτήν της \ψ\2 επειδή η πυκνότητα

πιθανότητας |Ψ(*,/)|2 = = ψ*β+ιΕ(Ι*' y/e~,Et!h = |ψ/(*)|2 είναι
ανεξάρτητη του χρόνου.

❖  Η γενική λύση της χρονικά εξαρτημένης εξίσωσης Schrodinger πάντα 
μπορεί να γραφεί με την υπέρθεση ή επσλ),ηλία των παραπάνω λύσεων 
με τον γραμμικό συνδυασμό

Ψ (*,0  = e~‘E"'/h Ψ„(χ) ■ (2.23)
' η

Οι μιγαδικοί συντελεστές cn στο ανάπτυγμα θα υπολογισθούν σε 
άλλα κεφάλαια.

2.2. Ένθετο στοιχείων στατιστικικ

Η κβαντική είναι μια πιθανοκρατική θεωρία ώστε είναι απαραίτητη μια 

εισαγωγή σε βασικές έννοιες θεωρίας πιθανοτήτων και στατιστικής. Αν τα παρακάτω 

σας είναι γνωστά μπορείτε να υπερπηδήσετε το κεφάλαιο 2.2.

2.2.1. Μέση τιμή και διασπορά

Η θεωρία πιθανοτήτων και στατιστικής διαπραγματεύεται τους 
νόμους στους οποίους υπακούουν τα τυχαία γεγονότα. Σε αυτά αγνοούμε 
το αποτέλεσμα όπως, π.χ. στην ρίψη ενός νομίσματος που τα δυνατά 
αποτελέσματα είναι δύο: Κ ή Γ. Μπορούμε όμως να υπολογίσουμε την 
πιθανότητα λήψης ενός συγκεκριμένου αποτελέσματος με έναν αριθμό 
Ρ , 0 <7* £ 1. Η πιθανότητα εκφράζεται και με ποσοστό επί τοις %. Στον 
κλασσικό τρόπο υπολογισμού η πιθανότητα μπορεί να εκτιμηθεί από το 
πηλίκο

του αριθμού των ευνοϊκοιν αποτελεσμάτιον Να δια του συνολικού
αριθμού των αποτελεσμάτων Ν. Στην περίπτωση ρίψης ενός (τίμιου) 
νομίσματος για τα δύο δυνατά αποτελέσματα (Κ ή Γ) οι πιθανότητες 
είναι
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ι
2 ’

με άθροισμα μονάδα ενώ στην ρίψη δύο νομισμάτων τα δυνατά 
αποτελέσματα είναι τέσσερα με

ρ κ κ  = ρ κ τ  = ρ γ κ  = ρ γγ  =  ^

αθροίσματος πάλι μονάδα.

Ο κλασσικός τρόπος υπολογισμού της πιθανότητας δεν είναι 
πάντα εφικτός και η πιθανότητα συνηθέστερα υπολογίζεται από την 
συχνότητα εμφάνισης του αποτελέσματος σε ένα στατιστικό ‘πείραμα’. 
Αν σε Ν  επαναλήψεις μέτρησης ενός φυσικού μεγέθους Α εμφανίζεται 
Νχ φορές το αποτέλεσμα αχ, Ν 2 φορές το αποτέλεσμα α 2, κλπ. τότε η 
συχνότητα εμφάνισης του αποτελέσματος α„ είναι

/„  = Ν Χ + Ν 2 + Ν 3 +
■ Ν= , « = 1,2,3,

Ν

Σε πολλές (Ν  - » οο) επαναλήψεις του πειράματος η πιθανότητα 
υπολογίζεται από την συχνότητα εμφάνισης στο όριο

ρη =  fn/V->CO

και είναι ένας πραγματικός αριθμός μεταξύ μηδέν και ένα. Προφανώς για 
το άθροισμα των πιθανοτήτων ισχύει ^ Ρ „  = 1.

η

Σχ. 2.1. Μ ια δ ια ιφ ιτ ή  κατανομή π ιθα νότιμα ς μ ε  Ρη τις  π ιθανότητες να  

συμβούν τα αποτελέσματα  GCn. Σ το  σχήμα φαίνονται η μ έση  τιμή  (4 ) και η  

α βεβα ιότητα  ΔΑ γύρω  από  την μ έσ η  τ ιμ ή .
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Η μέση (ή αναμενόμενη) τιμή του μεγέθους Α με δυνατές τιμές 
α ι,α 2,··· και αντίστοιχες πιθανότητες Ρ],Ρ 2, ' “ ορίζεται ως

(Α)=Σ<*ηΡη >
η, η

Η διασπορά ^(ΔΑ)2  ̂ των τιμών του μεγέθους γύρω από την μέση τιμή
μπορεί να εκτιμηθεί από την μέση τιμή της απόστασης του Α γύρω από 
την μέση τιμή

(< « )’ )=.{( Α -(Α » 2)

= {α 2 +<Α>2 -2Α<Α)}

= (α 2) + {Α)2 -2(Α)(Α>

- ( α 2) - ( α>!

και η αβεβαιόνμα ορίζεται

Μ  = +α/{Α2)-(Α )2,.

Παρατηρούμε πως για τον υπολογισμό της αβεβαιότητας απαιτείται και 
η μέση τιμή του τετραγώνου

Ό,τι ειπώθηκε αφορά φυσικά μεγέθη Α που λαμβάνουν διακριτές τιμές 
# 1, α2, ·*· με πιθανότητες PUP2," ·  λήψης της κάθε μιας, όπως 
φαίνεται στο Σχ. 2.1. Επιπλέον, στο σχήμα φαίνονται η μέση τιμή και η 
αβεβαιότητα. Στην στατιστική η αβεβαιότητα είναι γνωστή και ως 
τυπική απόκλιση.

Τα παραπάνω γενικεύονται για συνεχείς τιμές του Α όπου αντί 
της πιθανότητας Ρη να ληφθεί το αποτέλεσμα α„ ορίζεται η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας Ρ (α ). Όταν η Ρ(α) πολλαπλασιασθεί επί το 
στοιχειώδες διάστημα τιμών d a  δίνει την πιθανότητα οι τιμές να είναν 
στο διάστημα (α ,α  + d a ) 6. Τα αθροίσματα για την μέση τιμή και το

6 Αν βάλλουμε τις τιμές του Α σε κουτιά μήκους δα παίρνουμε ένα ιστόγραμμα. Ο  αριθμός των 
τιμών σε κάθε κουτί αν διαιρεθεί με τον ολικό αριθμό στο όριο δα -+ 0 προσδιορίζει την αντίστοιχη 
πιθανότητα P{a)da  και το ιστόγραμμα γίνεται η συνεχής καμπύλη Ρ(α).
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τετράγωνο της αβεβαιότητας (διασπορά) μετατρέπονται σε 
ολοκληρώματα

(Λ)= Jda  a  Ρ (ά), (Α 2)= jd a  α 2 Ρ (α), Jda Ρ(α) = 1 

πάλι με την αβεβαιότητα

( Μ ) Ψ φ * ) - ( Α } 2  .

Ρ(«)Α

Σχ. 2.2. Η σ υ ν ε χ ή ς  κατανομή πυκνότητας πιθανότητας P(cc) μ ε  

Ρ(α) d a  την  π ιθανότητα  η Α  να έχει τιμές στο διάστημα a ta  + d a . 
Η  μ έσ η  τιμή  {Αί) και η αβεβαιότητα  Δ Α  φαίνονται στο σχήμα.

Η πιθανότητα οι τιμές της Α να είναι στο διάστημα (a,b) είναι
b

P(a,b) = jd a  Ρ(α) ενώ η συνολική πιθανότητα είναι προφανώς μονάδα
α

+00
Jda  Ρ(α) = 1. Μπορείτε να φαντασθείτε πως η συνεχής καμπύλη 

—00
προκύπτει από ένα ιστόγραμμα στο όριο του κουτιού μικρού εύρους.

2.2.2. Η Γκαουσσιανή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότηταςΡ (α )
η

Η συνάρτηση Gauss είναι πολύ συνηθισμένη πυκνότητα 
πιθανότητας στην στατιστική. Έχει την μορφή

7 Η Gauss εμφανίζεται πολύ συχνά λόγω γενικότερης ισχύος του κεντρικού οριακού θεωρήματος 
(νόμου των μεγάλων αριθμών).
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/>(«) =
1 («-«ο)2 

e 2aJ , α ε ( - « ν κ » ) ,

Εχ. 2.3. / /  συνεχής κατανομή πυκνότητας πιθανότητας Gauss μέσης 
τιμής α0 και διασποράς σ 2.

είναι κανονικοποιημένη

+00

p a  Ρ ( α )  = 
-00

+αθ
Jda

-00

(a-gp)2
β 2a2 « 1 ,

δίνει μέση τιμή

+00 ] +*
( Α ) =  frfaa/>{e) = r = ?  «

4ο ν2Λ·αζ _>

(a-ap)2
2<τ2 = «ο

κοι μέση τιμή του τετραγώνου

+00 - +Λ
p 2) = p er α 2 Ρ ( α )  = , ■ ■— p a  a

—flo υ 2/Γ ίΤ ~flO

(g-gp)
ε 2a2 = σ 2+ α £

Επομένως, η διασπορά των τιμών γύρω από την μέση τιμή είναι 

( ( Μ ? )  =  ( Α 2 ) - ( Α ) 2 =  σ 2 * α \  - α \  = σ 2 .
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Η αβεβαιότητα ΑΑ = σ  στην συνάρτηση Gauss διαβάζεται κατευθείαν 
από την μορφή της. Τα παραπάνω ολοκληρώματα είναι γνωστά ως 
ολοκληρώματα Gauss8.

2.3. Κβαντικές ιιέσεα τιαές και διακυμάνσεις

Η Ψ (χ,/) θα προκόψει από την λύση της διαφορικής εξίσωσης Schrodinger 

όταν είναι γνωστή η αρχική συνθήκη Ψ(χ,Ο). Περιγράφει ένα κύμα πιθανότητας, με
Λ

|Ψ(Χ,0| μια κατανομή ή πυκνότητα πιθανότητας εύρεσης του κβαντικού σωματίου 

στην θέση χ  την χρονική στιγμή t . Η κλασσική φυσική περιγράφεται, επίσης, από 

διαφορικές εξισώσεις, π.χ. στην μορφή Hamilton dx(t)/dt = dH/dp,

dp(t)/dt = -d H /d x  με Η  = p 2/2m  + V(x) (την κλασσική Χαμιλτονιανή^) Η λύση 

των κλασσικών εξισώσεων δίνει την θέση x(t) και την ορμή ρ(ί) κάθε χρονική 

στιγμή ί ,  όταν οι αρχικές συνθήκες χ(0),ρ(0) είναι γνωστές. Η διαφορά της 

κβαντικής λύσης Ψ (χ,/) είναι πως το σωμάτιο αντί να έχει καθορισμένη θέση και 

ορμή έχει την δυνατότητα να βρεθεί σε οποιοδήποτε σημείο του διαθέσιμου χώρου με 

μια πιθανότητα την χρονική στιγμή t. Η πιθανότητα να βρεθεί στην απειροστή

περιοχή (x ,x  + dx) είναι |Ψ (χ,/)|2 dx ενώ η πιθανότητα να βρεθεί στην πεπερασμένη

b
περιοχή (a ,b ) είναι P{a,b) = ||Ψ (χ ,/) |2 dx. Στις κβαντικές μετρήσεις9 κάποια από

τις δυνατότητες που πριν εκφράζονται μόνο με πιθανότητες μετά την μέτρηση 

υλοποιείται με την κατάρρευση της κυματοσυνάρτησης σε μια συγκεκριμένη θέση χ . 

Αν η χρονικά εξαρτημένη εξίσωση Schrodinger

ih
δΨ
dt

h 2 δ 2Ψ 
2m dx2

+ ν ψ , (2.24)

πολλαπλασιασθεί επί Ψ* και η μιγαδική συζυγής της

ih ------
dt

Λ ΐ £ ϊ 1  + Κ*ψ ·
2m dx2

(2.25)

Προκύπτουν από την διαδοχική παραγώγιση ως προς α των δύο μελών του ολοκληρώματος
+00

I dx e ■ax2±bx

■00

[ π  b2/4 a  , .= J — e ' στο παράρτημα A.
Va

Η μέτρηση είναι η ‘Αχίλλειος πτέρνα’ της κβαντικής θεωρίας.
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πολλαπλασιασθεί επί ψ , ενώ στην συνέχεια οι δύο αφαιρεθούν κατά μέλη, έχουμε

{ at at 2m
ψ * £ !Ζ _ ψ £ !^ _ 1  + (κ-Κ *)ψ*Ψ  . (2.26)

etc2 ax2 )

H (2.26) παίρνει την μορφή

M + V M  = 1  P(X,t) ( v - v ' )
at dx ih v '

(2.27)

αρκεί να ορισθεί η πυκνότητα πιθανότητας Ρ = Ψ* Ψ της οποίας η παράγωγος ως 

8Ρ .... &¥ ...δΨ*προς ί δίνει —  = Ψ —  + Ψ
dt dt dt

και το ρεύμα πυκνότητας πιθανότητας

J  =
h_ 

2 im
* θΨ* ^Τ* — -----  του οποίου η παράγωγος ως προς χ  δίνει

%  3 Κ )

dJ h ( ψ . θ 2Ψ  Τ ^ Ί
dx 2 m i\ dx2 dx2 J (2.28)

Στην περίπτωση που το δυναμικό είναι πραγματικό (V = V*) το δεύτερο μέλος 

γίνεται μηδέν και η (2.27) είναι παρόμοια με την κλασσική εξίσωση συνέχειας

dP(x,t) , dJ(x,t) 
dt dx

(2.29)

γεγονός που δικαιολογεί τις ονομασίες για την πυκνότητα και το ρεύμα πιθανότητας 
που δόθηκαν παραπάνω.

Παρατηρούμε πως:

Η κυματοσυνάρτηση Ψ(*,/) επιτρέπει τον ορισμό της πυκνότητας 

πιθανότητας P(x% t) ή πιθανότητα ανά μονάδα απόστασης Λ

Ρ(χ,Ι)  = \ Ψ ( χ , 0 \ 1 = ' ¥ ' ( χ , Ι ) ' ν ( χ , 0  , (2.30)

με P(x,t) dx την πιθανότητα εύρεσης του σωματίου στην θέση (χ ,χ+ ά χ)  την 

χρονική στιγμή., ί . Η πιθανότητα εκφράζεται ισοδύναμα στο στατιστική ‘ensemble?
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πολλών σωματίων (π.χ. μιας δέσμης) που περιγράφονται από την ίδια Ψ (χ,ί). Το 

ρεύμα (ροή) πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς ρεύμα πιθανότητας

J (x ,t) =
h

2im

Λ

dx dx
(2.31)

δίνει την πιθανότητα διέλευσης του σωματίου ανά μονάδα χρόνου από την θέση χ .

Από την ολοκλήρωση της εξίσωσης συνέχειας στο χωρικό διάστημα (α,ύ) ο

d  I
ρυθμός μεταβολής της πιθανότητας10 11 — | jdxP (x,t)

λ .  dP(a,b,t)
dt

dP(a,b,0
dt

= jdx P(x, t) = -  jdx -  J(a, t ) - J (b ,t )
dJ(x,t)

dx
(2.32)

αντισταθμίζεται από το ρεύμα πιθανότητας J (a ,t ) -J (b ,t )  στην ίδια περιοχή. Αν το 

παραπάνω ολοκλήρωμα επεκταθεί σε όλο τον διαθέσιμο χώρο (-οο,+οο) τότε

ά_
dt

'+00 Ν
jdx P (x,t)

-̂00 J
J(-co,t) -  /(+ oo ,f) = 0 (2.33)

λόγω απαίτησης μηδενισμού της Ψ και του ρεύματος J  από την (2.31) στα όρια 

χ  = ±οο Π. Από τον μηδενισμό της παραγώγου στην (2.33) το ολοκλήρωμα της ολικής 

πιθανότητας παραμένει ανεξάρτητο του χρόνου

+00
jdx Ρ(χ, t) = const. (2.34)

-00

10 Η πιθανότητα να βρεθεί ένα σωμάτιο με χ στο διάστημα (α ,δ) την χρονική στιγμή / δίνεται από
b

το ολοκλήρωμα της πυκνότητας πιθανότητας P(a,btt)  = \dx P(x>t) ενώ από την διατήρηση της
a

+οο
ολικής πιθανότητας Ρ (-  οο,+οο) = jdx Ρ(χ, /) =1.

-00
11 Μία κυματοσυνάρτηση Ψ(χ, t) πρέπει στα όρια χ -+ ±οο να μηδενίζεται γρηγορότερα από 

1/7|·τ|, \χ\ -» οο για να είναι τετραγωνικά ολοκληρώσιμη με / dx |ψ(χ, ί)\2 < οο.
-οο
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ενώ η σταθερά μπορεί να επιλεγεί const = 1 επειδή η κυματοσυνάρτηση ^(.χ,Ο
ρ

υπολογίζεται μόνο με ακρίβεια ενός σταθερού αριθμητικού συντελεστή ~. Το 

ολοκλήρωμα

+οο +οο

\d xP {x ,t)=  = l (2.35)

σημαίνει πως το σωμάτιο θα βρεθεί κάπου με βεβαιότητα στον διαθέσιμο χώρο. Αυτό 

οδηγεί στην βασική σχέση κανονικοποίησης της κυματοσυνάρτηση^ 3

\d x \¥ (x ,t f
-eo

=  1 (2.36)

για κάθε χρονική στιγμή t .

> Στην κλασσική φυσική Ρ(χ,ί) είναι η πυκνότητα του αριθμού των 
σωματίων και J (x J )  είναι το ρεύμα πυκνότητας αφού μπορούμε να δούμε 
τις κλασσικές τροχιές των σωματίων. Όταν οι Ρ και J  πολλαπλασιασθούν 
επί την μάζα w η κλασσική εξίσωση συνέχειας δίνει την αρχή διατήρησης 
της μάζας ενώ αν πολλαπλασιασθούν επί το φορτίο e δίνει την αρχή 
διατήρησης του φορτίου. Στην κβαντική φυσική από την αρχή της 
αβεβαιότητας είναι αδύνατη η ακριβής γνώση της ορμής και της θέσης κάθε 
χρονική στιγμή αφού το γινόμενο των αντίστοιχων αβεβαιοτήτων (λαθών) 
τους Αχ και Αρ δεν γίνεται αυθαίρετα μικρό και ικανοποιεί την ανισότητα 
του Heisenberg (1.16). Η μιγαδική κυματοσυνάρτηση Ψ (λ·,/) περιγράφει την 
κατάσταση του σωματίου ή του κβαντικού συστήματος με ττυκνότητα 
πιθανόνμας το τετραγωνισμένο πλάτος Ρ(χμ) και ρεύμα πιθανότητας 
J(x ,t) που είναι διαφορετικές έννοιες από την κλασσική πυκνότητα και το 
ρεύμα πυκνότητας.

> Στην περίπτωση δυναμικού V(x) που δεν εξαρτάται από τον χρόνο (Κεφ.
2.1.) οι λύσεις είναι της μορφής Ψ(.ν,/) = βχρ(~ ίΕ ί/Λ )ψ (χ)  με ψ(χ) τις
στάσιμες καταστάσεις του συστήματος. Η χρονική εξάρτηση απουσιάζει από 
την πυκνότητα πιθανότητας

/>(* * ) = Η * ) |2

12 Αν η Ψ (χ,/)  είναι λύση μιας γραμμικής εξίσωσης, όπως η Schrfldinger, τότε όπως μπορείτε εύκολα 

να διαπιστώσετε και η c Ψ ( χ , 0  είναι επίσης λύση, για οποιαδήποτε σταθερά c που μπορεί να είναι 
και μιγαδική.
13 Οι μη κανονικοποιημένες 4'(χ,/)  δεν μπορεί να περιγράφουν κβαντικά σωμάτια αφού οι φυσικά

πραγματοποιήσιμες καταστάσεις πρέπει να αντιστοιχούν σε τετραγωνικά ολοκληρώσιμες
* κυματοσυναρτήσεις που μηδενίζονται στα όρια, τουλάχιστον για διακριτά φάσματα.
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και το ρεύμα πιθανότητας γίνεται

J{x) = (hjlim ) ]y/* * (χ) dip(x)/dx -  ψ(χ) θψ*(x)/dx\ .

Όταν επιπλέον V = V* από την εξίσωση συνέχειας η απουσία χρονικής 
εξάρτησης στην Ρ οδηγεί σε σταθερό J  ανεξάρτητο του χ .

>  Η μέση τιμή της θέσης με αντίστοιχο τελεστή χ - χ  υπολογίζεται από την 
P (x,t) σύμφωνα με την στατιστική

+00 +CO
{χ)= jd x x \W ( x , t f=  \ ά χ ψ \ χ , ί ) χ ψ ( χ , ί )  , (2.37)

—00 —00

και δεν εκτιμάται βεβαίως από διαδοχικές μετρήσεις στο ίδιο σωμάτιο. Αν 
αυτό συνέβαινε μετά την πρώτη μέτρηση η κατάρρευση της 
κυματοσυνάρτησης θα έδινε παρόμοιο αποτέλεσμα και στις επόμενες 
μετρήσεις. Η μέση τιμή λαμβάνεται από μετρήσεις της θέσης πολλών 
σωματίων σε ένα στατιστικό ensemble όπου όλα τα σωμάτια, π.χ. μιας 
δέσμης, περιγράφονται από την ίδια Ψ .

>  Ο ρυθμός μεταβολής της μέσης τιμής θέσης (χ) είναι η παράγωγος ως προς τον 
χρόνο και από την εξίσωση συνέχειας (2.31) δίνει14

d ( x )

dt

+00 ^ -ΚΟ -
= \ d x x - |Ψ|2 = -  \ d x x i - J  

J δ/ 1 1 J dx—CO —CO
r

-00 dx\ dx dx j

14
b  Q g  ^ b  Qj'

Στην ολοκλήρωση κατά παράγοντες \dx f — = /  g\a -  \dx g — για
a  dx a  dx

* 3Ψ &¥ *
/  = x, g = Ψ -------Ψ ------- ο πρώτος όρος μηδενίζεται αφού στα όρια Ψ(±οο) = Ο, Ψ (±οο) = Ο.

dx dx
+ 00 !+ οο + 00 + 00

Έχουμε, επίσης, f ά χ ψ - -----= Ψ Ψ Ί  -  J ά Ψ * —  = -  { άχψ* — . Γενικότερα ισχύει
δχ Ι-οο dx dx— οο - οο -  οο

ο τύπος μεταφοράς της παραγωγού από το ένα ολοκλήρωμα στο άλλο
+ ΟΟ + οο
J dx f(x) g(nHx) = (-  l )n j  dx f (rt*(x) g(x) , μετά από n παραγοντικές ολοκληρώσεις με / <«)

την n-οστή παραγωγό, αφού οι κυματοσυναρτήσεις και οι παραγωγοί τους στα όρια μηδενίζονται 

/(* )£ * "  _ι>(*) = **· =  Ο τύπος είναι ιδιαίτερα χρήσιμος στις

ολοκληρώσεις που αφορούν την Ψ και τις παραγωγούς της.
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dx dx J

δΨ_
dx

ι -Η»
= — f ΛΨ*

w J
- λ — 1 ψ = ^ .  

3x/ w

Επομένως, η μέση τιμή της ορμής μπορεί να ορισθεί από το ολοκλήρωμα

+οο f  ** ‘
( »  = [ d x ^ { x , t ) \ - i h ^ { x , t ) ^  jdx^-(x , l )pW (x , t )  (2.38)

με τον τελεστή ρ  ανάμεσα από τις Ψ*και Ψ ώστε να ικανοποιεί την 
κλασσική εξίσωση d{x)/dt = (p)/m για τις μέσες τιμές. Από τα παραπάνω 
επιβεβαιώνεται και η παραδοχή του τελεστή της ορμής ως ρ  = - itid/dx.

> Γενικότερα, για οποιονδήποτε τελεστή Α(χ,ρ) το αντίστοιχο φυσικό μέγεθος 
Α έχει μέση τιμή

+00

( Α ) =  J <&+·(*,/) Λ
- 0 0

Ψ(Χ.*)

Οι μέσες τιμές του τετραγώνου θέσης είναι

+00

.(χ2) = ' |Λ Ψ * ( χ ,Ϊ) χ 2 Ψ(*,ί)· 
— 00

(2.39)

(2.40)

και του τετραγώνου της ορμής

/  Λ V
(ρ 2) = \ d x 'V ' { x , t ) \ - i h ^ - j  Ψ( * ,0  

—00

= -ft2 J dx Ψ*(χ,Ι) -
-οο

+00

- , ft2 g y fe O
- I  a* &
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+CO
=>{p2) = +ft2 I  dx 

-0 0

Οι αβεβαιότητες θέσης και ορμής (Δχ) = ^ ( χ 2) - { χ ) 2 , (Αρ) = ρ 2) - { ρ )2

πρέπει προφανώς να ικανοποιούν την αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg 

Αχ Αρ> h/2 . Όταν V = V(x) ο τύπος της μέσης τιμής (2.39) στην χρονικά

+CO
ανεξάρτητη μορφή γράφεται (Α)= ^άχ ψ*(χ)Α ψ(χ) με την ψ(χ) αντί της

—00

Ψ (τ,/) από την χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger (2.21).

Στον τρισδιάστατο χώρο η πυκνότητα πιθανότητας P(r,t) και η ροή πυκνότητας 

πιθανότητας J ( r , t )  είναι

3Ψ(χ,ί)
dx

(2.41)

P {rJ) = \V(JF,tf (2.42)

και

h r , t )  = <T,t) ν ψ (Ρ ,0 -Ψ (Ρ ,0  νψ ·(Γ ,/)]. (2.43)
2mi

Όταν το δυναμικό είναι πραγματικό ικανοποιείται η τρισδιάστατη εξίσωση συνέχειας

WLH + V . J ( r , t ) . 0
dt

(2.44)

και το ολοκλήρωμα του διανύσματος J  σε μια επιφάνεια είναι ίσο με την 

πιθανότητα το σωμάτιο να διέλθει από την επιφάνεια ανά μονάδα χρόνου. Η ολική 

πιθανότητα παραμένει σταθερή όπως το ολικό φορτίο στον ηλεκτρομαγνητισμό αφού

από τον νόμο του Gauss ■— j d 3r P {r,t) = -  j d 3r V -J (r ,t)  = ~^dS J  = 0 ■

Άσκηση 1. Δίνεται η φθίνουσα με εκθετικό τρόπο κυματοσυναρτηση 
Ψ (χ,ί) = A e~lEl/h e~aW, xe(-oo ,+ oo), με τις Α ,Ε ,α ,  πραγματικές 
σταθερές:

(ί) Να κανονικοποιηθεί η Ψ  για να υπολογισθεί η σταθερά A .
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(ϋ) Να υπολογισθούν οι μέσες ή αναμενόμενες τιμές (x), (χ 2) και 
η αβεβαιότητα (ή τυπική απόκλιση) Α χ .

(Ηί) Να υπολογισθούν οι μέσες ή αναμενόμενες τιμές (ρ), ( ρ 2) και

η αβεβαιότητα (ή τυπική απόκλιση) Α ρ , Να υπολογισθεί το γινόμενο 
των αβεβαιοτήτων Αχ Αρ και να ελεγχθεί αν ικανοποιεί την αρχή της 
αβεβαιότητας του Heisenberg.

(iv) Να σχεδιασθεί η κατανομή (ή πυκνότητα) πιθανότητας 
P(x,t) = |Ψ (χ ,0 |2και να υπολογισθεί η πιθανότητα το σωμάτιο να είναι 
έξω από την περιοχή [(χ) -  Αχ, (χ) + Δχ].

(ν) Αν P{a,b) είναι η πιθανότητα το σωμάτιο να βρεθεί στο
διάστημα (a,b) την χρονική στιγμή t να δειχθεί ότι
dP(atb) „  . f / . , . . ft ,
---------- = J (a yt ) - J ( b j )  όπου 7(x,f) = ------ Ψ —— Ψ - γ— είναι

ώ  2 ίηι { οχ dx
το ρεύμα πιθανότητας. Να ερμηνευθεί το αποτέλεσμα.

Λύση:

Σχ.2.4. Η χρονικά ανεξάρτητη πυκνότητα πιθανότητας ( A = Va ) γίνεται 
P(x,t) = |Ψ (* .0 |2 = «  e+iE,/h e-*** = a  e~2aW = \ψ(χ)\2 με 

|Ψ(*,ί)|2 = |^(.*)|2 = α  e~2<a . για χ  > 0 και |^(*)|2 = a  e+2fl“ ,

λ/2για χ < 0 , με (χ) = 0 και Αχ = . Η πιθανότητα που ζητείται στο

ερώτημα (iv) δίνεται από το γραμμοσκιασμένο εμβαδόν.
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(i) Η κανονικοποίηση της ψ  γίνεται με το ολοκλήρωμα15:

+00 +00

j d x P { x , t )  =  | ί & Ψ * ( χ , 0 Ψ ( * , 0  =  1
—00 —00
+CQ / \*

=> A1 J *  (<Γ,£"* e-“W) e-®/» «.-«Μ = j
-00

A2 e riEtlfle~iEtitl
( ο +00

\dxe~2a^ x) + \d xe -lax.

V-co
= 1

f e2ax 0 g-2ar 00 Ν

2α\ —CQ 2α ° ,
= 1

A - 4 a  ,

που επιτρέπει τον υπολογισμό της σταθερός Α. Από την μορφή της 

Ψ (χ,ί) -  exp(~ iEt/fr) ψ(χ) με την επιπλέον φάση λόγω της χρονικής 

εξάρτησης θα αρκούσε όλοι οι υπολογισμοί να γίνουν με την 

ψ(χ) = Va exp (-a  |x |).

(Η) Η μέση τιμή θέσης (χ) υπολογίζεται από την κανονικοποιημένη 

Ψ (τ ,0  = 4 α  e~lE,/h e~a^  με το περιττό ολοκλήρωμα

+00 +C0

{χ)= jd x x P (x ,t)=  jdi:Ψ * (χ ,ή  χ Ψ (χ ,ί)
— 00 -0 0

+00
=> a  jdx χ e~2aM = Ο.

\%ίΗ \
Τα εκθετικά ολοκληρώματα υπολογίζονται στο Παράρτημα Α με διαδοχικές παραγωγίσεις
+ ©ο

του \dx e*** = (lfa )  ως προς α 
Ο

■»■ι$
j) Ν
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και του τετραγώνου (χ2}

+αο +οο

(x 2) = j d x x 2 P(x,t) = jdx'¥*(x,t) χ2 Ψ(χ,ΐ)
-0 0 -00

+00+00 +00 

=> α  j dx x2 e~2a\*\ = 2a jdx x2 e~2ax = 2a 2! 1
-00 (2 a )3 2 a 2

Η αβεβαιότητα θέσης είναι Δχ = J (x2) - ( x ) 2 = — .
' 2 a

(ill) Ο υπολογισμός των μέσων τιμών ορμής αφού 
&V/dx = - α  Ψ , χ >0 και 8Ψ/δχ = αΨ , χ < 0 ,  είναι

(ρ)  = -ih J dx Ψ ' ( χ , ( )  ^

(  ο
=  - / Λ α

υ οο

Jdx ψ * ( χ , 0  ψ ( χ , 0 -  jdx Ψ'(χ,/) Ψ(χ,ή
\ —00

=  0

και

+00

-00

9Ψ(χ,ί)
ax

+00
= ft2a 2 J t /x T * ( x , / ) T ( x , / )  = ft2a 2

-οο

Η αβεβαιότητα της ορμής είναι 4 Ρ = ^ ( ρ 2) - ( ρ ) 2 = Λ α . Το γινόμενο

αβεβαιοτήτων Δ χΔ ρ  = ^ - Λ α  = είναι σε συμφωνία με την αρχή της

αβεβαιότητας.

(Ιν) Η πιθανότητα που μας ενδιαφέρει είναι ν/0
^  ^  %

?■ W- 
'

;\7
\N

VO
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(* )-Δχ  ΉΟ

Ρ(-  οο,(χ) -  Δχ) + Ρ((χ) + Δχ,-Κ») = f a  P(x,t) + f a p ( x , t )  =
-co ( * ) + Δ *

4*09 +00
2 f a \ V { x , t f  =2 f a a e - 2ca=2a

(χ)+Δ* V2/2 a

Άρα το σωμάτιο με πιθανότητα ίση με e ~ ^  * 0,24 ή 24% μπορεί να βρεθεί 
έξω από την περιοχή με όρια (χ) -Αχ,(χ) + Αχ. Η πιθανότητα να βρεθεί εντός

αυτής της περιοχής είναι 1 -  e~̂  * 0,76.

(V) Από την εξίσωση συνέχειας για ορισμένη χρονική στιγμή ί

dP(a,b)
dt

a  a

dJ(x,t)
dx

Άσκηση 2. Δίνεται η κανονικοποιημένη χρονικά ανεξάρτητη 
κυματοσυνάρτηση

σωματίου

ψ(χ) = 2a-Jaxe~ax, χ > 0 

= 0, χ < 0

με την α  πραγματική σταθερά.

(I) Για ποια τιμή του χ η Ρ(χ) =|^(*)|2έχει μέγιστο;

(II) Ποιες είναι οι τιμές των <χ>, <χ2>, Αχ;

(III) Ποια είναι η πιθανότητα σωμάτιο να βρεθεί στο διάστημα

(Ιν) Να υπολογίσετε τις <ρ>, <ρ2>, Αρ και το γινόμενο Δ* Αρ. 
Α πάντηση:

0,
1 I
a J

>

(1) ΛΓ = —, (II) <*> = — , { x ' ) . ± tA x - J S / 2 a .
a  2α ' ' a 1
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( B O f l O < x < - |  = x  fd y y 2e~y = 1 -  5<?~2 « 0.32 με την αντικατάσταση
L « J  2 ο

y  = 2α χ  και διαδοχικές εφαρμογές της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες.

(ίν) <ρ> = 0, <ρ*> = ΐί2α 2, Αρ = ha, Αχ Αρ = — ha = — h.
2α 2

Άσκηση 3. Δίνεται η χρονικά ανεξάρτητη κυματοσυνάρτηση σωματίου 

τύπου Gauss16

ψ(χ) = Λ β~αχ2/2.

Να υπολογισθεί η σταθερά Α από την κανονικοποίηση και να δειχθεί ότι η 

αβεβαιότητα θέσης Δχ και ορμής Αρ έχουν γινόμενο ακριβώς h /2. Η 

κυματοσυνάρτηση αυτή περιγράφει την χαμηλότερη ενεργειακή στάθμη του 

απλού αρμονικού ταλαντωτή η-0 . Να βρεθεί η μέση ενέργεια (Ε) στην ψ{χ) . 

Από την απαίτηση η ψ{χ) να είναι λύση της εξίσωσης Schrodinger στο

δυναμικό V(x) = - γ - χ 2 να υπολογισθεί η τιμή της παραμέτρου α  και να

βρεθεί η ενεργειακή στάθμη που αντιστοιχεί.

Λύση:

Α2=1Ι ^ ’ ^  = 0, ((Δχ)ί ) “ ^ ·  ((Λρ)2) = ̂ - .

Δ , . λΡΛ  (Ε) (ρ2) , ((Δρ)2) ^ 2((Δχ)2)
2 ’ W  2 m 2 2m 2

_ h2a  ̂ ηιω2 _ h2 ηιω  ̂ ηιω2 h Ηω
4m 4a  4mh h 4 ηιω 4 4 2

Η κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση είναι

16 Τα ολοκληρώματα Gauss υπολογίζονται με διαδοχικές παραγωγίσεις του \d x  e_ar = ψ τ / α  ως
-  00

προς α στο Παράρτημα Α. <
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ψ(χ) =
a
n j

V/4
- α χ 2/ ΐ

9

και οι παραγωγοί της ως προς χ

ψ '(χ) = -< χχ  ψ ( χ )  

ψ \ χ )  = (α2χ 2 ~ α )  ψ(χ) .

2
Με αντικατάσταση στην εξίσωση Schrodinger στο δυναμικό V(x) = -------χ 2

- — ψ"(χ ) + ν (χ )ψ (χ) = Εψ{χ)

=> - | - ( « 2χ2 -  α) Κ*) + ~ - Χ 2 ψ(χ) = £>(*)2m 2

£  = r mm1 2 7 Λ

2w
2 ί α* + -----

2m

και την λογική απαίτηση η ιδιοτιμή Ε  να είναι ανεξάρτητη της χ  δίνει για την

ω ω 1 h 2a 2 
2 2m

mw=>α = -----  .
n

\

Επομένως, η ενέργεια

^ 2/ηω _
2 mh 2 17

17 Παρατηρείστε πως η σταθερά α  έχει διαστάσεις μήκους “2 ώστε ο εκθέτης να είναι αδιάστατος ενώ

η |ίΚ*)|2 έχει διαστάσεις μήκους_ϊ για να δίνει αριθμό που εκφράζει πιθανότητα αν
πολλαπλασιασθεί επί το μήκος dx  . Οι κυματοσυναρτήσεις ψ(χ) στην μία διάσταση έχουν πάντα

διαστάσεις μήκους “ */2, όπως φαίνεται π.χ. στον παράγοντα κανονικοποίησης του απειρόβαθου 
πηγαδιού (Κεφ. 1, A1).
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είναι ίση με την χαμηλότερη κβαντική ενέργεια Eq = του απλού
'· Λ . r *·

αρμονικού ταλαντωτή μάζας m και κυκλικής συχνότητας ω με αντίστοιχη

ιδιοσυνάρτηση ψ 0(χ )= (— }

Άσκηση 4. Να υπολογισθούν οι < χ > ,  < χ 2 >, Δχ, < / ? > ,  < ρ 2 > ,  Δρ 

και το γινόμενο Δχ Δρ για σωμάτιο στην w-οστή στάθμη απειρόβαθου 

πηγαδιού στο (0, α) που περιγράφεται από την κανονικοποιημένη 

κυματοσυνάρτηση

, ν 2 . η π χ  ,Λ ν
iM * ) = i / - sin----- . ^ ε (Ο ,α )  .\ α  a

Απάντηση:

M - f .  (ρ ) - » ,

και Δχ Δρ = \π*____1_
12 2 η2

\n h .

Το ελεύθερο σωιιάτιο

Στη απλή περίπτωση του ελεύθερου σωματίου όπου το δυναμικό είναι ακριβώς 

V(x) = 0 η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrddinger

- s ^ ·  * · < * » ■  <2 ·« >

επιλύεται ακριβώς18. Αν γραφεί στην μορφή

ψ"(χ) + k 2ψ(χ) = 0, k 2 = 2m E /h2 , (2.46)

επιδέχεται λύσεις του τύπου τρεχόντων κυμάτων ψ(χ) = Λ exp(±ikx), με

k = (2mE/h2 ),/2 > 0, Α μια σταθερά και συνεχές ενεργειακό φάσμα Ε  = h 2k 2l2 m . Η 

λύση exp(+/Ax) μπορεί να ερμηνευθεί ως τρέχον κύμα προς τα δεξιά στον x -  άξονα 11

11 Μην ξεχνάτε πως η εξίσωση SchrOdinger κατασκευάσθηκε να έχει γνωστή λύση σε αυτήν την 
περίπτωση.



I

και η exp(-ikx) <»ς τρέχον κύμα προς τα αριστερά στον χ -  άξονα. Η γενική λύση 

της εξίσωσης Schrftdinger για το ελεύθερο σωμάτιο αφού είναι δεύτερης τάξης 

εκφράζεται και με τον γραμμικό συνδυασμό των δύο ανεξάρτητων λύσεων, την 

υπέρθεση των δύο κυμάτων

ψ(χ) = Aexp(+ikx) + Bexp(-ikx), Ε  --------  , (2.47)
2 m

με A, Β δύο αυθαίρετες σταθερές. Για A = Β ή Α - - Β  μπορεί να πάρει την 

μορφή19 20 στάσιμων κυμάτων ψ(χ) = Α coskx, ψ{χ) = Bsm kx  με νέες σταθερές Α,Β 

και ισοδύναμη γενική λύση

h2k 2
ψ(χ) = Acoskx + Bsinkx, Ε = ------  , (2.48)

2m

που συνήθως χρησιμοποιείται όταν το δυναμικό είναι περιορισμένο. Η χρονικά 

εξαρτημένη κυματοσυνάρτηση είναι γινόμενο της ψ(χ) με τον χρονικό παράγοντα

φάσης exp(-iE t/fi)  και γράφεται στην γνωστή μορφή μονοδιάστατου επίπεδου 

κύματος

Ψ(*,/) = Α &xp[i(+kχ -ω ()]  + Β exp[;(-/tχ - ω ή ]  (2.49)

με ω = E jh , k  = p /h  με Ε , ρ  την ενέργεια και ορμή του συστήματος.

■S Η πυκνότητα πιθανότητας Ρ(χ,ΐ) και το ρεύμα πιθανότητας J(x ,t)  για 
τρέχοντα κύματα Ψ (χ,/) = A cxp(-iEt/h)cxp(±ikx), k>  0 , υπολογίζονται με 
αντικατάσταση στους ορισμούς (2.30), (2.31)
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P(x,t) = \A I2 (2.50)

J(x ,t)  = ±\A\2 — . (2.51)
m

Το πρόσημο ± αφορά την διεύθυνση του ρεύματος στον άξονα χ  που μπορεί 
να είναι θετικής (+) ή αρνητικής ( - )  φοράς. Η πυκνότητα πιθανότητας

σωματίων είναι \Α\2, π.χ. ανά nm, που όταν πολλαπλασιασθεί με dx σε nm
Α Λ

δίνει έναν αριθμό (που εκφράζει πιθανότητα) ενώ όταν πολλαπλασιασθεί με 
την ταχύτητα p /m  δίνει το ρεύμα J , Οι κυματοσυναρτήσεις στάσιμων 
κυμάτων ψ (χ ,ί)  = Aexp(-iE t/h)coskx  ή Ψ (χ,ί) = Aexp{-iEt/fi)smkx

δίνουν πυκνότητες πιθανότητας P{x,t) -  Μ|2 cos2 kx, |Ζ?|2 sin2 kx με 
μηδενικό ρεύμα πιθανότητα J (x ,i) = 0 όπως αναμένεται για στάσιμα κύματα.

19 <?±/ρ = cos(p±is\n<p
20 Η σταθερά κανονικοποίησης έχει διαστάσεις μήκους"ι/2 (π.χ. nm'l/2).

ι

I
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Το ρεύμα J  στο δυναμικό V(x) είναι πάντα μηδέν για πραγματικές ψ(χ) 
από την (2.31).

Σχόλια:

1. Παρατηρούμε πως η κανονικοποίηση της Ψ στην περίπτωση του ελεύθερου 
σωματίρυ (2.49) αποτυγχάνει σύμφωνα με την (2.36) αφού το ολοκλήρωμα 
απειρίζεται

+00
|(/χ |Ψ(χ,0 |2 ->«> (2.52)

—00
αντί να είναι μονάδα. Αυτό είναι αναμενόμενο αφού το ελεύθερο σωμάτιο 

όπως και το επίπεδο κύμα μιας συχνότητας είναι εξιδανικευμένες περιπτώσεις. 

Το ελεύθερο σωμάτιο δεν είναι περιορισμένο σε κάποιο σημείο του χώρου και 

παρά το γεγονός ότι η Ψ είναι συνεχής και πεπερασμένη παντού η 

πιθανότητα να το βρούμε σε μια περιοχή στο διάστημα ( -  οο,+οο) μηδενίζεται.

2. Η ταχύτητα υ  του αντίστοιχου κλασσικού σωματίου δεν συμπίπτει με την 

φασική ταχύτητα του κύματος υ^ασ = ω/ k . Από τις σχέσεις σωματίου-

κύματος de Broglie £  = Λ και p - h k  αφού V = Ο η φασική ταχύτητα 

του κύματος

(θ Ε m u^ _ u
u<to<T-l ' 7 " 2 ^ r  2

είναι ακριβώς η μισή της ταχύτητας του σωματίου. Πως όμως συμβιβάζεται 

αυτό ποσοτικά με τον δυϊσμό σωματίου-κύματος;

Διέξοδοι:

1. Ένας τρόπος να αποφευχθεί το πρόβλημα της κανονικοποίησης για την 
Ψ (χ,0  του ελεύθερου σωματίου είναι να θεωρηθεί το σωμάτιο περιορισμένο 
σε μια περιοχή του χώρου μήκους L (τελικά θα ληφθεί L οο). Αν αντί 
±ikx γράψουμε ikx με το k θετικό και αρνητικό το πρόβλημα παύει να 
υπάρχει με την κανονικοποίηση που δίνει

1 1
\dx  |Ψ (χ,ί)|2 = 1 =>\Α\2 jdx  |e'(fa- E,/ft)| = 1 => A = -Jl/L . (2.53) ! 
ο ο

Περαιτέρω μπορούμε να θεωρήσουμε πως η κυματοσυνάρτηση είναι 
περιοδική (η ίδια σε διαδοχικά κουτιά μήκους L ) με την συνθήκη

Ψ(χ,>) = Ψ(χ + 4 0  (2.54)

απ*όπου

A e,kx = A elk(x+L) ■ (2.55)
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και
9 jr

e‘kL = 1 => cos kL = 1 => k = —  n, « = 0,± 1, + 2,
L

(2.56)

Άρα, οι κανονικοποιημένες κυματοσυναρτήσεις είναι

e i ( 2 m / L ) x n = 0,±1,±2,··· (2.57)

ενώ η ενέργεια λαμβάνει τις διακριτές τιμές

ρ 2 /ι2£ 2 2λγ2Λ2 2
£  = £—  = ------- = ------ — η

2m  2m  ml}
n = 0,±1,±2,··· .(2.58)

Η συνθήκη περιοδικότητας που επιβάλαμε στην κυματοσυνάρτηση έκανε το 
συνεχές ενεργειακό φάσμα Ε = ρ 2 / 2m του ελεύθερου σωματίου διακριτό που 
γίνεται ξανά συνεχές στο όριο L -» οο. Το πρόβλημα της κανονικοποίησης με 
την γραφή της κυματοσυνάρτησης στην μορφή (2.57) κατά κάποιον τρόπο 
αίρεται. Το μήκος L δεν έχει ιδιαίτερη φυσική σημασία και όταν 
ταυτοχρόνως η —»<» και /,-><» το κυματάνυσμα k από την (2.56) 
παραμένει σταθερό με θετικές και αρνητικές τιμές. Οι λύσεις για το ελεύθερο 
σωμάτιο είναι της μορφής Ψ (χ,ί) = Λ/ΐ/Σ  exp(-iEt/fi + ikx) με τον

παράγοντα κανονικοποίησης -J\}L να απαλείφεται στους υπολογισμούς που 
μας ενδιαφέρουν.

2. Ο δυϊσμός σωματίου-κύματος από τις σχέσεις de Broglie είναι συνεπής αλλά 
με την ταχύτητα του κυματοπακέτου που αντιστοιχεί στο σωμάτιο. Αυτό 
φαίνεται σε ένα απλό παράδειγμα υπέρθεσης δύο μόνο ημιτονοειδών κυμάτων 
με τις ίδιες σχεδόν συχνότητες. Το κύμα που θα προκύψει από την συμβολή 
τους κινείται με μια διαφορετική ταχύτητα, συνήθως μικρότερη. Έστω οι

f ( x , t ) = sin(^x-iwr), g (x ,t) = sin(/t'jc — tu'/) 

που περιγράφουν κύματα με k  ~ Jc', ω «  ω '. Το άθροισμα των δύο κυμάτων 

με την βοήθεια τριγωνομετρικών ταυτοτήτων γράφεται

/ (χ, t) + g(x, t) = sin(& x  -  ω t) + sin(£';c -  ω 'ή

= cos( k - k ' ω -ω '  ") . f k  + k' ω + ω' )
------- x - -------- 1 sin ------- x ----- -— t

l  2 2 J l  2 2 j

και αφού (k + k ')/2  « k  και (ω + ω ')/2 « ω γίνεται

Α χ ,Ο  + g(x,t) = c o s ^ y x  - — t j f ( x , t )
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m m

2 sin(kx-(i)t)

sinikx-cirtWsinfk’x-ayt)

Σχ. 2.5. To άθροισμα δύο κυμάτων με περίπου ίδιες παραμέτρους k « k \  α> « ω ' . Το 
κυματοπακέτο (το περίγραμμα τύπου cos στο κάτω σχήμα) κινείται με ταχύτητα 
ομάδας ίση με την κλασσική ταχύτητα του σωματίου ενώ το κύμα με ταχύτητα φάσης 
την μισή της κλασσικής ταχύτητας.

Η υπέρθεση των δύο κυμάτων που φαίνεται στο σχήμα συμπεριφέρεται ως το 

κύμα f ( x , t )  = s in (k x -m t)  ταχύτητας ω/k  που μεταφέρει το κυματοπακέτο 

cos((dk/2)x -  (dm/2)t) ταχύτητας άω/d k . Στην περίπτωση αυτή το 

κυματοπακέτο κινείται με την ταχύτητα ομάδας υομ^ ας = dm jdk  ενώ το

κύμα με την φασική ταχύτητα υ^ασ - c o /k . Η ταχύτητα ομάδας του

κυματοπακέτου είναι ακριβώς ίση με την κλασσική ταχύτητα του αντίστοιχου 

σωματίου

σε αγαστή συμφωνία με την αρχή κύματος-σωματίου de Broglie.

3. Η κανονικοποίηση του συνεχούς φάσματος ελεύθερου σωματίου στο 

κεφάλαιο 3.3 θα γίνει με την βοήθεια της συνάρτησης δέλτα.

(2.59)

Ασκηση 5. Να υπολογισθούν οι ιδιοσυναρτήσεις και οι ιδιοτιμές του 

τελεστή -  όταν ψ(χ) = ψ(χ  + 1), L = σταθ. Από τις λύσεις χωρίς την οριακή
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συνθήκη να καταγραφούν οι ιδιοτιμές και ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της ορμής ρ  

για το ελεύθερο σωμάτιο. Να ευρεθούν και οι ιδιοτιμές ενέργειας και να εξετασθούν 

οι εκφυλισμοί ενέργειας και ορμής.

Λύση: Ο τελεστής - ζ —  έχει εξίσωση ιδιοτιμών
dx

~ ί^ -ψ (χ )  = λ ψ (χ )  
dx

με λύση την

ψ{χ) = C βιλχ, C = σταθ.

Από την ικανοποίηση της οριακής συνθήκης ψ[χ) = ψ{χ + L)

C βίλχ = C ea

(2.60)

(2.61)

ο  e iXL = 1 

ο  cos XL  = 1

ο  λ  L = 2π n, η = 0, ± 1, ± 2, · ■ ·

Άρα οι ιδιοτιμές και ιδιοσυναρτήσεις του -  ζ—  γίνονται
dx

0 '— χ  η «
λ η = —  η, ψη(χ) - C e  1 Χ", « = 0, ± ϊ, ± 2 -·· (2.62)

Παρομοίως, οι ιδιοτιμές του τελεστή ορμής ρ  = - ih—  για ελεύθερο σωμάτιο
dx

(χωρίς την παραπάνω οριακή συνθήκη) με κύματα που κινούνται προς στις 

δύο κατευθύνσεις στον χ  άξονα είναι ± ti k με θετικό k και οι αντίστοιχες

κυματοσυναρτήσεις Ψ±(χ,ί) = e~,Et̂  ψ±(χ) = A e~‘E,fi  e±,kx. Οι ιδιοτιμές
Λ

ενέργειας που αντιστοιχούν στις Ψ± (χ,ί) από την / /  Ψ± = £  Ψ± με την

„ ρ2 ^2^2
αντικατάσταση του τελεστή Η  είναι £  = λ—  = ------- και το ενεργειακό

2m 2m
φάσμα είναι συνεχές. Το φαινόμενο στην ίδια ιδιοτιμή να αντιστοιχούν 

διαφορετικές ιδιοσυναρτήσεις ονομάζεται εκφυλισμός. Στο ελεύθερο σωμάτιο 

η ενέργεια Ε  είναι διπλά εκφυλισμένη επειδή αντιστοιχεί σε δύο 

κυματοσυναρτήσεις Ψ±( τ , 0 . Η ορμή δεν είναι εκφυλισμένη επειδή οι ±t i k  

αντιστοιχούν στις Ψ± (χ, t ) .
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Α ΣΚ Η ΣΕΙΣ:

> Α1. Να επιλυθεί η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schr5dinger στο
αττειρόβαθο πηγάδι δυναμικού του σχήματος όπου η λύση ψ(χ)  μηδενίζεται στα όρια 

χ  = 0 και χ  = α. Παρά την φαινομενική εξιδανίκευση του δυναμικού το αντίστοιχο 

φυσικό πρόβλημα είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον αφού το δυναμικό περιγράφει σωμάτια 

που κινούνται ελεύθερα στο διάστημα 0 μέχρι α σε ένα ‘σύρμα’ μήκους ο. Στον 
τρισδιάστατο χώρο το πρόβλημα αντιστοιχεί σε ελεύθερα σωμάτια σε κυβικό κουτί 

πλευράς α. Αν εποικισθούν οι ενεργειακές στάθμες που θα προκύψουν τοποθετώντας 
όλα τα ηλεκτρόνια σε αυτές μέχρι την ενέργεια Fermi προκύπτει η Θεωρία του 

η?£κτρονικού αερίου της στατιστικής {αέριο Fermi) που ερμηνεύει πολλές κβαντικές 
ιδιότητες στις χαμηλές θερμοκρασίες, όπως η θερμοχωρητικότητα των στερεών. Όταν 
τα ηλεκτρόνια αλληλεπιδρούν με δυνάμεις Coulomb πάλι μπορεί να χρησιμοποιηθεί 
η ίδια εικόνα αλλά με οιονεί-σωμάτια στην θέση των σωματίων, σύμφωνα με την 

θεωρία του Landau {υγρό Fermi).

Λύση:

V( x)

Εκτός (χ <, 0, χ  £ α): Αφού το δυναμικό είναι άπειρο το σωμάτιο είναι αδύνατον να 

βρεθεί στην περιοχή αυτή όπου η λύση είναι ψ{χ) = 0.

Εντός {0 < χ < α ) \  Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrttdinger ικανοποιείται με 

δυναμικό V{x) = 0
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Τι2 δ 2ψ{χ)  
2m δχ2

= Εψ(χ) ,

που μπορεν να γράφει στην μορφή

ψ " (χ )  + k 2y /{x )  = 0, k 2 = 2 m E /h 2 ,

με £  > Ο.21 Παρατηρούμε πως την ικανοποιούν οι συναρτήσεις sin Αχ και coskx 

αφού αν παραγωγισθούν δύο φορές δίνουν, εκτός από πολλαπλασιαστικές σταθερές, 
τον εαυτό τους:

— sin Αχ = k c o s k x  
άχ

^  sin kx = - k 2 sin(Ax)

— coskx = - k s i n k x  
dx

d 2 cosAx = - k 2 coskx.
d x 2 dx2

Επομένως, η γενική λύση της εξίσωσης22 είναι ο γραμμικός συνδυασμός των δύο 
λύσεων για το ελεύθερο σωμάτιο

ψ { χ )  = A cos kx + Β sin kx, E  = h 2k 2
2m

Επισημαίνεται πως οι πλήρεις λύσεις θα προκύψουν από τις οριακές συνθήκες 

στα σημεία χ  = 0, α αφού s i n = 0, π = 0, ± 1, ± 2, ···.

χ = 0: ψ(0)  = 0 => Λ  cosO + 5sin 0 = 0 => A = 0.

χ  = a:

ψ(ά)  = 0 => Β  sin ka = 0 
=>sinA» = 0

* η π
= > k  =  — , « = 1,2,3,··· 

a
AA

Επομένως οι λύσεις" είναι

ψη(χ)  = Β  sin η = 1,2,3, 
a

με την Β  θετική πραγματική σταθερά που θα προκόψει από την κανονικοποίηση

21 Όταν Ε <  0 η εξίσωση γράφεται ψ(χ)η - κ 2ψ(χ)  = 0 με κ ~  = 2w |£|//i2 . Την εξίσωση

ικανοποιούν οι e+fCC και <?_Λ* και ο γραμμικός τους συνδυασμός δεν μηδενίζεται για χ = a . Αρα, δεν 
μπορεί να έχουμε Ε < 0 σε αυτό το πρόβλημα.
22 Επιλέξαμε στάσιμα κύματα στην ελεύθερη κίνηση εντός του πηγαδιού για προφανείς λόγους.
23 Αγνοούμε την τιμή η = 0 γιατί δίνει παντού ψ = 0 ενώ οι αρνητικές τιμές του η δίνουν ίδιες 
λύσεις με τις θετικές τιμές του η .
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+00
\ά χ ψ 'η(χ )ψ„(χ)  =

—CO

Jd* \Β\2 sin2 = 1 => |Z?|2 jd*

(  2 n n x \1-cos-----
a

\

= 1

^ \ b \2 ^ \ b \2 ^
1 2 2 n n

(  . 2 n m  . ,Λ sm-------- sinO
a_______

\

= 1

= > B  =  '* a '

Οι κανονικοποιημένες λύσεις της εξίσωσης Schrodinger για σωμάτιο μάζας m στο 

απειρόβαθο πηγάδι εύρους α τοποθετημένου στο (Ο, a ) είναι οι ιδιοσυναρτήσεις

■, Ν ' Ϊ2 . ηπχ , ‘
Wn(x) = \ h sm-----· π = 1 ,2 ,3 ,—V a a

με διαστάσεις μήκους’1/2 ώστε το μέτρο στο τετράγωνο αν πολλαπλασιασθεί επί 

μήκος δίνει έναν αριθμό που εκφράζει πιθανότητα. Με αντικατάσταση των ψ η (χ)  

στην εξίσωση SchrOdinger

Λ2 d 2 r

2 m d x 2

2m  a 2

[2 . ηπχλ jf Ϊ2 . ηπJ —sm----- = E\ J — sm—
y a  a J a

J  [2 . ηπft2 η 2π 2 (  Ϊ2 . Π7ΣΧ̂— sm- 
a a

ηπτ j

προκύπτουν οι αντίστοιχες διακριτές ιδιοτιμές ενέργειας

π 2ί ϊ2

η 2 m a2
η 2, w = 1,2,3,

Το ίδιο ακριβώς αποτέλεσμα προκύπτει από την κινητική ενέργεια 

Ε = ρ 2/ 2 m  = h 2k 2/2 m  του σωματίου που είναι ελεύθερο εντός του πηγαδιού αν 

γίνει η αντικατάσταση k  = η π / α  που ευρέθη παραπάνω. Αρα, με την επιλογή του k  

στις λύσεις sin kx και cos kx η ορμή είναι ακριβώς p - h k .

Σχόλια:

^  Μόνο ορισμένες ενέργειες επιτρέπονται. Το ενεργειακό φάσμα είναι 
διακριτό.
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S  Η χαμηλότερη ενεργειακή στάθμη = fi2x 2/2 m a 2 δεν είναι μηδέν

ι

όπως στην κλασσική φυσική αλλά είναι η κβαντική ενέργεια μηδενικού 

σημείου του απειρόβαθου πηγαδιού.

^ Παρατηρείστε στο σχήμα πως η ψ„(χ)  εμφανίζει n -1 κόμβους όπου 

μηδενίζεται, εκτός από τα όρια χ  = 0, a . Η μορφή των ψ η(χ) είναι αυτή

των στάσιμων κυμάτων αφού πρέπει να μηδενίζονται στα όρια και εκτός 
του πηγαδιού λόγω της παρουσίας άπειρου δυναμικού, 

ν' Το ολοκλήρωμα που περιλαμβάνει κανονικοποίηση και ορθογωνιότητα 

των ψ„ (χ) μπορεί να υπολογισθεί ταυτόχρονα

και οι ψ„{χ)  λέγεται ότι είναι ορθοκανονικές (κανονικοποιημένες για 

n - m  και ορθογώνιες όταν η Φ η ϊ ) .

Συνοψίζουμε τα βήματα επίλυσης της εξίσωσης Schrodinger στο απειρόβαθο 

πηγάδι δυναμικού V ( x ):

1. Γραφή της Χαμιλτονιανής και της εξίσωσης Schrodinger.
2. Εύρεση των γενικών λύσεων για το ελεύθερο σωμάτιο ψ(χ)  ενέργειας Ε.

3. Εφαρμογή των οριακών συνθηκών ώστε να υπολογισθεί το σύνολο των 

διακριτών λύσεων για τις ιδιοσυναρτήσεις ψ„{χ) και τις αντίστοιχες 

ενέργειες Ε η , με η τον κβαντικό αριθμό που χαρακτηρίζει την κατάσταση

του σωματίου. Οι οριακές συνθήκες συνοψίζονται στην απαίτηση 

συνέχειας της ψ (χ )  ενώ όταν το δυναμικό δεν παρουσιάζει άπειρη 

ασυνέχεια στο συγκεκριμένο σημείο συνέχεια και της παραγώγου ψ'(χ) . 

Στο απειρόβαθο πηγάδι μόνο συνέχεια της ψ(χ )  στα σημεία χ  = 0, a .

sin(«-w);r sin(« + w)^
a a

1, n - m  

0, n * m .

J



Ασκήσεις 67

4. Κανονικοποίηση των ιδιοσυναρτήσεων ψ„(χ) με το ολοκλήρωμα · , ν W.

ή»  ̂ ν:ί.·'

' ' > : · ' ' Ι ά χ ν/ ’Λ χ ) ψ »(χ ϊ  =  ι · .
/·,:· / '  , ; — ■ ' ι ?:

Είναι επίσης εύκολο να δειχθεί η γενικότερη σχέση ορθοκανονικότητας

Α των ιδιοσυναρτήσεων ψ η(χ) με το ολοκλήρωμα
* »*■ , ' · * *«■'*·

:: ; .!>/·.■*■ ' .·*'■ 4«0 ;·' . , ; - . ,.·· . - ' ·■
]άχψ"η(χ) ψ „ ( χ )  = δ„„

. γτ··
V ·. !*'·'■■ (V
\ : : : Μ■ ' ' · :
‘ .. "k

-00

που περιλαμβάνει την κανονικοποίηση (η = ηι) και την ορθογωνιότητα ' , ;

(η *  m)  μαζί από το γνωστό ως δέλτα του Kronecker

f _ j ' ·  " ■ m
"m Ί θ ,  n * m

*

rN

5. Η απουσία χρονικής εξάρτησης στο δυναμικό V(x)  επιτρέπει την άμεση 

εύρεση των χρονικά εξαρτημένων ιδιοσυναρτήσεων ·

,ί .V : , y „ ( .x .O  = exp(~ iE„t/h)  ψ „ (χ ) .

y  Α2. Να επιλυθεί το πρόβλημα σκέδασης δέσμης σωματίων ενέργειας Ε  σε

Ο, χ  < Ο
βήμα δυναμικού V(x)  = , με V0 θετική σταθερά. Όταν Ε  > V0 και

[ν0 , χ>ο

Ε < V0 να υπολογισθεί το ρεύμα πιθανότητας στις δύο περιοχές από την συνέχεια της 

ψ(χ)  και της παραγώγου της ψ \ χ )  = ά ψ (χ ) /ά χ  στο σημείο ασυνέχειας του 

δυναμικού * = 02\  Να ευρεθεί το ποσοστό των ανακλώμενων σωματίων από τον 

ορισμό του συντελεστή ανάκλασης

24 Η ψ είνω πάντα συνιχής και πεπερασμένη γιατί αν υπήρχε ασυνέχεια κάπου η πιθανότητα εύρεσης 

του σωματίου σε αυτό το σημείο θα είχε δύο τιμές που δεν είναι παραδεκτό. Η ψ' είναι επίσης 
συνεχής στο σημείο χ μόνον όταν η ασυνέχεια του V(x) στο ίδιο σημείο είναι πεπερασμένη. Εδώ η ψ' 
είναι συνεχής στο σημείο χ * Ο αφού για μικρό ε Ο

ψ '(ε) -  ψ '( -ε )  *= —  
<1χ

άψ
dx

+ε
ΐ Λ ^ Ο ' ( * ) - £ )  = Ο

ft*
= 7 * 4 ^

-r -ε Λ \ Λ /  -* 
επειδή για x = Ο το δυναμικό Ρ (χ) παρουσιάζει πεπερασμένη ασυνέχεια. Η συνέχεια της ψ'
προφανώς δεν ισχύει στα όρια του απειρόβαθου πηγαδιού (A 1) όπου το δυναμικό παρουσιάζει άπειρη 
ασυνέχεια (ισχύει όμως στο πηγάδι δυναμικού με πεπερασμένα τοιχώματα του Κεφ.4).
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R ^
h

και το ποσοστό των διερχόμενων σωματίων από τον συντελεστή διέλευσης

όπου J ,  είναι το προσπίπτον (incident) ρεύμα, J R το ανακλώμενο (reflected) ρεύμα

και J T το διερχόμενο (transmitted) ρεύμα με Η σχέση αυτή ισχύει πάντα

και ισοδυναμεί με την αρχή διατήρησης των εισερχόμενων και εξερχόμενων 

σωματίων.

Λύση:

Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger για σωμάτιο μάζας m

~ ^ Ρ τ ·  +  ν ( χ ) ψ ( χ )  =  Ε ψ ( χ )
2m οχ2

μπορεί να γραφεί

Ψ  +
2 m

Ψ
( E - V ( x ) )  ψ (χ )  = 0.

Στην κλασσικά επιτρεπτή περιοχή I (*<0) η εξίσωση ισοδυναμεί με αυτή του 

ελεύθερου σωματίου

ψ '' + k 2 ψ (χ )  = 0, k 2 = ^ ^ - > QΗ1
που έχει γενική λύση

Ψι(χ)
i’i';

-  eikx + r e~tkx< 9

προσπίπτοντος κύματος e ikx πλάτους μονάδα, το οποίο εν μέρει ανακλάται από το 

βήμα δυναμικού r e~ik* με πλάτος r . Στην περιοχή I το συνολικό ρεύμα από τις

(2.50), (2.51) είναι του προσπίπτοντος κύματος e,kx ορμής ftk  με τιμή J ,  = —
m



V : : -  γ ' ' ' ' . ·. ' :V'>'ίΤν, ■

μείον το ρεύμα του ανακλώμενου κύματος r e ikx αντίθετης ορμής - t i k  με

τιμή J R = | r\2 — , ώστε 
σι

•/ / - ^ = £ ( , - k |2)·

Αυτό μπορεί να επιβεβαιωθεί με κατευθείαν υπολογισμό με την y/j (χ) στον τύπο του 

ρεύματος πιθανότητας

J ,  - J R = ^ [ ( e l iX + r e ' lkXi  ^ ( e ila + r e - lla) - ( e ,kx + r  e - ihc) £ ( e lkx + r e ~ikx)* j
= -^ -[l - r ’r  + r*e2lkx - r  e~2ihc +1 -  r r -  r*e2,kx + r e~2lla]

2 im 1 J

- ί ( Η , ρ ) .
m

To ρεύμα J  είναι ανεξάρτητο του x όπως προβλέπεται από την εξίσωση συνέχειας 

αφού απουσιάζει η χρονική εξάρτηση στην Ρ  = |Ψ| = \ψ\ .
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Η περιοχή II είναι κλασσικά επιτρεπτή μόνον όταν Ε > V0 ενώ απαγορεύεται 

όταν Ε < V0. Στην κβαντική διακρίνουμε τις δύο περιπτώσεις.

W::

■k

Ε  > V0 : Στην περιοχή II (χ  > 0) η εξίσωση

ψ" + V 1 ψ (χ) = 0, V 1 = - - ° )  > 0
t r

έχει λύση

Μ ' T$H > Λτ. < · ■·* * V *2

■ r\r; για διερχόμενο κύμα e lkx πλάτους / , ενώ υπάρχουν κύματα μόνο προς τα δεξιά αφού
·· ' '(5

δεχθήκαμε το κύμα να προσπίπτει από αριστερά. Από τις περιοχές I και II

*;·-

•V
· · : ' · · · . · ·
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„ fi2k 2 h 2k 2 τ,
Ε  = ------ -- ---—  + V0

2m 2m

e ‘k* ψ
t e ik ' x

Ε
r e - i k x  ν

U

(I) (Π)

0 Λ

Στην περιοχή II το διερχόμενο ρεύμα του κύματος ορμής % k' είναι

Μ Τ ·

ενώ η διατήρηση του ρεύματος πιθανότητας αριστερά και δεξιά J ,  - J R

m m

Από τους ορισμούς των συντελεστών ανάκλασης και διάδοσης

ικανοποιείται η γενικότερη σχέση

Η συνέχεια των ψ ( χ ) ,  ψ ' ( χ )  στο σημείο χ=0

Ψ ι (  0) = ^ 7/(0)

Κ ( 0 )  = ^ ( 0 )

δίνει τις εξισώσεις

J T δίνει
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* ( l - r )  = *7

που επιλύονται με /* = (£-/:')/(£  + &') και t = 2k/(k  + k '). Τα ποσοστά ανάκλασης 

και διάδοσης των σωματίων της δέσμης είναι αντιστοίχως

ενώ οι κλασσικές τιμές είναι R =0t Τ=1. Παρατηρούμε πως στην κβαντική φυσική η 

προσπίπτουσα δέσμη και για Ε > V0 ‘αισθάνεται’25 το βήμα δυναμικού Κ0, με 

αποτέλεσμα να υπάρχει κάποιο ποσοστό ανάκλασης R *  0 και σε αυτήν την 

περίπτωση. Τα σωμάτια δεν βλέπουν το βήμα δυναμικού μόνον όταν Ε »  V0 οπότε 

το ποσοστό των ανακλώμενων σωματίων μηδενίζεται, όπως στην κλασσική εικόνα.

• Ε < V0 : Στην περιοχή II (χ  > 0) η εξίσωση

έχει την k '2 αρνητική. Ο k ' είναι τώρα μιγαδικός αριθμός k ' = ικ  με k '2 = - κ 2 

ενώ η εξίσωση

έχει λύση που ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες είναι μια πραγματική συνάρτηση απλής 

εκθετικής (φθίνουσας) μορφής

23 Τα κβαντικά σωμάτια δεν ταξιδεύουν σε ευθεία γραμμή (απλώς με μειωμένη ταχύτητα στην περιοχή 
II όπως τα κλασσικά για να μην αισθάνονται το βήμα δυναμικού όταν περνάνε από πάνω του) αλλά 
αντιστοιχούν σε κύματα κατά κάποιον τρόπο ‘διαπλατυσμένα* και το δυναμικό τα επηρεάζει.

ψ" + k '2 ψ (χ) = 0, k '2 = — —  < 0

ψ" -  κ 2 ψ (χ) = 0, κ 2 = ^  > 0
f t2
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και Ε  = h 2k 2 h 2k ' 2
+ V0 . Ο όρος e +KX δεν υπάρχει στην ψ [{(χ) αφού

2m 2m

απειρίζεται στο όριο *-»+<». Το διερχόμενο ρεύμα πιθανότητας λόγω της 

πραγματικής ψ μ ( χ )  είναι ακριβώς μηδέν J T -  0. Αντίστοιχες πράξεις όπως στο 

ερώτημα (α) με την αντικατάσταση k '  = ί κ  δίνουν

J i
η  =

k - ΐ κ 2 ( k - ϊ κ ^ *1

*
k 2 + κ 2

k  + ΐ κ ^k  + ϊ κ j 1 k  + ΐ κ ; k 2 + K 2
=  1

Τ  = = 0
J i

σε συμφωνία με την κλασσική πρόβλεψη.

V ( x ) ‘
e itx

Z7 . . .  . _ .... .....  _
t e ik 'x

L·

re ~ikx y0

(I) (Π)

ft

0 X

Η λύση ψ ο ( χ )  = t  e '* *  με t  = --------Φ 0 επιτρέπει στα σωμάτια να υπεισέλθουν
k  + i/c

στην κλασσικά απαγορευμένη περιοχή πεπερασμένου V0, χωρίς όμως και να 

διέρχονται, επειδή η πραγματική ψ β ( χ )  εξασφαλίζει μηδενικό ρεύμα J T (αφού 

J ι  = J r ) με συντελεστή διέλευσης Τ  = J j - j J f  = 0 .  Μια εκτίμηση του πόσο 

εισέρχεται το σωμάτιο στην κλασσικά απαγορευμένη περιοχή δίνεται με το μήκος

εισόδου  -  = - = = £ =  από  την μείωση της ψ η ( χ )  στο e~l της τιμής της. 
κ  Tj2m (V0 - E )

Παρατηρούμε πως το μήκος εισόδου είναι αντιστρόφως ανάλογο της μάζας των 
σωματίων (τα μεγάλα σωμάτια διέρχονται ευκολότερα) ενώ στο κλασσικό όριο h = 0
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το μήκος εισόδου μηδενίζεται. Τα σωμάτια όταν είναι μικρά εισέρχονται στην 

απαγορευμένη περιοχή αλλά δεν μένουν αρκετά σε αυτήν.

Οι συντελεστές R, Γ= 1 -  £ , με /? = ί - ——Ί = — L j —
\ k  + k )  [ J e + J e -V *

για E > V 0 ,

φαίνονται στο σχήμα συναρτήσει της ενέργειας Ε  του προσπίπτόντος κύματος μαζί με 

το αντίστοιχο κλασσικό αποτέλεσμα για V £ . Παρατηρούμε πως το κλασσικό όριο 

Λ = 0 προκύπτει μόνο όταν Ε »  V0 ενώ το γεγονός ότι υπολογισμοί των R, Τ  δεν

περιλαμβάνουν την κβαντική σταθερά h δεν σημαίνει βεβαίως πως είμαστε στο 

κλασσικό όριο.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΗΣ ΚΒΑΝΤΙΚΗΣ

1th in g s sh o u ld  b e  m a d e  a s  s im p le  

a s  p o s s i b l e . . . b u t n o t s im p le r ’

A . E in ste in

Οι κβαντικοί νόμοι της φυσικής περιγραφής του μικρόκοσμου, με την 

εισαγωγή των κυμ α τοσυνα ρτι)σεω ν  Ψ για να περιγράφουν τις κβαντικές καταστάσεις
A

και τοιν τελεστώ ν Λ για τις δυναμικές μεταβλητές Α  που χαρακτηρίζουν τα κβαντικά 

συστήματα (όπως τα σωμάτια μιας δέσμης), είναι ριζικά διαφορετικοί από αυτούς 

των μακροσκοπικών σωμάτων. Η γνώση της Ψ επιτρέπει τον υπολογισμό των 

μέσων ή αναμενόμενων τιμών (A) για τις διάφορες δυναμικές μεταβλητές που

μετρούνται σε ένα πείραμα1. Επιπλέον, οι Ψ μπορεί να ιδωθούν ως δ ια νύσ μ α τα  

κατάστασης σε έναν αφηρημένο μαθηματικό χώρο συναρτήσεων που αποτελείται από 

ένα σύνολο πολλών αξόνων Ψ, , Ψ2, Ψ3 > “ ', συνήθως ο ρ θ ο γώ ν ιω ν  (κάθετων μεταξύ

τους) και κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ ένω ν  (μέτρου μονάδα). Ο συναρτησιακός χώρος της 
κβαντικής είναι γνωστός ως δ ια νυ σ μ α τικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  H ilb e r t με τον κάθε άξονα του 

χώρου την ιδ ιοσννά ρτηση  που αντιστοιχεί σε μία από τις δυνατές καταστάσεις

στις οποίες μπορεί να βρεθεί το σύστημα. Η βασική ιδέα είναι η δυνατότητα ενός 

συστήματος στην κβαντική κατάσταση Ψ να υπάρχει μια ορισμένη χρονική στιγμή 

σε ένα 'μ ίγμ α ' όλων των δυνατών καταστάσεων, σύμφωνα με την ονομαζόμενη α ρχή  

της υπέρθεσης η επα λλη λία ς . Η κυματοσυνάρτηση Ψ π ρ ιν  μ ια  μέτρηση  εκφράζεται με 
τον γραμμικό συνδυασμό

Ψ  = ί 1Ψ 1+ ε2Ψ 2 +  ε3Ψ 3 + ··· , (3.1)

1 'Ενα πείραμα συνήθως γίνεται σε πολλά σωμάτια (ensemble) μιας δέσμης και το αποτέλεσμα της 
μέτρησης ενός φυσικού μεγέθους δεν είναι κάποια από τις ιδιοτιμές του αντίστοιχου τελεστή, όπως για 
ένα σωμάτιο, αλλά η μέση τιμή. Το κάθε σωμάτιο είναι σε μια ιδιοτιμή που πριν είχε μια πιθανότητα 
εμφάνισης ενώ η δέσμη των σωματίων δίνει την κβαντική μέση τιμή που μετρείται συνήθως.
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όπως ένα συνηθισμένο διάνυσμα με συνιστώσες τις προβολές του στους άξονες του 

Ευκλείδιου χώρου. Η διανυσματική εικόνα οδηγεί κατευθείαν στην στατιστική  

π ερ ιγρ α φ ή  όπου το σύστημα έχει την δυνατότητα να βρεθεί σε κάποια από τις ΨΛ με

αντίστοιχες πιθανότητες |c„| . Όταν η ψ είναι κανονικοποιημένη το άθροισμα των

Ν 2
πιθανοτήτων είναι απαραιτήτως μονάδα ^ \ c „ \  =1 ενώ μετά  την μέτρηση  το

/)=ι

σύστημα θα βρεθεί μ ε  β εβ α ιό τη τα  σε κάποια από τις Ψ) , Ψ2 > ^3 > ‘" · Η διαφορά από 

τον Ευκ/είδιο χώρο είναι ότι τα διανύσματα του χώρου Hilbert είναι μιγαδικές
Λ

συναρτήσεις, έχουν μήκη που προσδιορίζονται από το μέτρο μιγαδικών αριθμών και 

ο αριθμός τους μπορεί να είναι άπειρος. Όταν οι Ψ| , Ψ2, Ψ3>·'· ε̂ ναι λύσεις της

εξίσωσης Schrodinger η γραμμικότητα του χώρου Hilbert εγγυάται πως το άθροισμα
(3.1) είναι πάλι λύση ενώ η πρόσθεση ή ο πολλαπλασιασμός με βαθμωτό μέγεθος 

οποιονδήποτε διανυσμάτων του χώρου Hilbert δίνει διανύσματα του ίδιου χώρου.
Ο Dirac πρότεινε ένα διάνυσμα κατάστασης να συμβολίζεται στην γενική 

περίπτωση με το δ ιά νυ σ μ α  k e t | Ψ ). Στον συμβολισμό του Dirac ένα διάνυσμα ket

συμπληρώνεται από ένα δ ιά νυ σ μ α  b ra  (ψ| με αποτέλεσμα όταν τα βάλουμε μαζί

αποτελούν την παρένθεση b ra c k e t  (ψ |ψ) που ορίζει το εσω τερικό  γ ινό μ ενο  των

διανυσμάτων κατάστασης. Η υπέρθεση στο απλούστερο σύστημα δύο καταστάσεω ν  

επιτρέπει σε ένα διάνυσμα κατάστασης πριν την μέτρηση να γραφεί

|νί ' Η 1|Ψ1) + ο2|Ψ2). (3·2)

Οι |ψ ,),|ψ 2) είναι πιθανές καταστάσεις με αντίστοιχα πλάτη πιθανότητας τις

μιγαδικές συνιστώσες c , , c 2 και αντίστοιχες πιθανότητες |cj| ,|c2| να συμβούν.

Επισημαίνεται πως υπέρθεση δεν σημαίνει πως η |ψ) είναι ‘κολλημένη’ κάπου

ανάμεσα από τις Ιψ,), [Ψ2) αλλά μπορεί να ερμηνευθεί, σε αντίθεση προς την κοινή

λογική, πως είναι τα υ το χρ ό νω ς  κα ι στ ις  δύο , σαν να υπάρχει σε δύο παράλληλους 
κόσμους. Αυτό συνεπάγεται πως ένα κβαντικό σωμάτιο σε μια μέτρηση θα είναι με

2 Το τετράγωνο του μέτρου ενός μιγαδικού αριθμού z = a + ib , a ,b  e 31, ί = V—T , είναι ο θετικός 

πραγματικός αριθμός |ζ|2 = ζ ζ = (a  -  ib) (a  + ib) = a 2 + b 2 .
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βεβαιότητα πότε στην μία και πότε στην άλλη από τις δύο καταστάσεις, ενώ πριν την 

μέτρηση η κάθε μία έχει απλώς μια πιθανότητα να συμβεί. Το σύνολο των |Ψ |), |Ψ2)

εκτός την επιλογή να είναι ο ρ θ ο κ α νο ν ικ ό  πρέπει να αποτελεί μ ια  πλήρη  βάση του 
διδιάστατου διανυσματικού χώρου Hilbert στην οποία εκφράζονται τα διανύσματα 

κατάστασης |ψ). Η ορθοκανονικότητα σημαίνει πως οι |ψ|), |Ψ2) ε*ναι ο ρ θ ο γώ ν ιες

με εσωτερικό γινόμενο (Ψ| | ) = 0 και κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ ένες  με | Ψ|) =

1^ ) = 1. Η πληρότητα  επιτρέπει σε οποιοδήποτε διάνυσμα κατάστασης αυτού 

του χώρου Hilbert να αναπαρασταθεί ως άθροισμα της μορφής (3.2) με κατάλληλους 

μιγαδικούς συντελεστές c,, c 2 .

Η υπέρθεση μπορεί να κατανοηθεί στον διδιάστατο χώρο Hilbert με την 

έννοια της πόλω ση ς του φ ω τό ς . Ως πόλωση ορίζεται *1 κατεύθυνση ταλάντωσης 

του ηλεκτρικού πεδίου στο κάθετο επίπεδο προς την διάδοση ενός κύματος. Τα μη 

πολωμένα κύματα έχουν πόλωση σε όλες τις δυνατές κάθετες κατευθύνσεις 
ταλάντωσης ενώ όταν το φως περνάει από συγκεκριμένα κρυσταλλικά υλικά 

(πολωτές) τα εξερχόμενα κύματα πολώνονται σε μια συγκεκριμένη κατεύθυνση (Σχ. 
3.1(a)). Οι πολωτές επιτρέπουν να διέλθει φως πολωμένο μόνο κάθετα σε έναν 
ορισμένο άξονα που λέγεται οπτικός άξονας του κρυστάλλου. Π.χ. αν το φως 
διαδίδεται στον y  άξονα και ο οπτικός άξονας του κρυστάλλου είναι ο jc από τον 

συγκεκριμένο πολωτή διέρχεται φως πολωμένο στην κατεύθυνση του άξονα ζ  

(κατακόρυφα). Επομένως, αν το προσπίπτον κύμα είναι ήδη πολωμένο κατακόρυφα 

(στον άξονα ζ) θα διέλθει από τον πολωτή ενδ) αν είναι πολωμένο οριζόντια (στον 

άξονα χ)  όχι. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση που το προσπίπτον κύμα είναι 
πολωμένο σε μια αυθαίρετη (πλάγια) διεύθυνση γωνίας φ  με τον οπτικό άξονα χ . 

Τότε ένα ποσοστό του προσπίπτοντος κύματος, αυτό που αντιστοιχεί στην 

κατακόρυφη συνιστώσα, διέρχεται από τον πολωτή όπως προκύπτει από την ανάλυση 

της πλάγιας διεύθυνσης σε κατακόρυφη εΐηφ και οριζόντια cos<p συνιστιδσα. Το 

κύμα που προέρχεται από την κατακόρυφη συνιστοίσα επειδή εκφράζει το ενεργειακό 

περιεχόμενο της έντασης διέρχεται σε ποσοστό sin2 φ  του προσπίπτοντος κύματος,

ενώ δεν διέρχεται ποσοστό cos2 φ  από την οριζόντια συνιστώσα.

Όμως, το φως αποτελείται από μια δέσμη φωτονίων και είναι αδύνατον κάθε 
φορά να διέρχεται ένα κλάσμα του φωτονίου. Αν μειώσουμε την ένταση του φωτός 

ώστε τα φωτόνια να προσπίπτουν στον κρύσταλλο ένα-ένα το κάθε φωτόνιο ά λλο τε
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διέρχεται και άλλοτε όχι. Εδώ είναι η ουσία του προβλήματος: δεν γνωρίζουμε αν ένα 

Φωτόνιο διέρχεται ή όχι αλλά μόνο την πιθανότητα sin φ  να διέλθει καθώς και την

συμπληρωματική πιθανότητα cos2 φ  να μην διέλθει. Αρα, η διεύθυνση πόλωσης 

ενός φο)τονίου δεν είναι προβλέψιμη επομένως ούτε η διέλευσή του ή όχι από τον 

πολωτή. Το φωτόνιο πολωμένο κατά μήκος του πλάγιου άξονα γωνίας φ  με τον 

οπτικό άξονα του πολωτή θεωρείται πως είναι στην κατάσταση υπέρθεσης

[/) = sin<z>|i) + c o sp |o )  (3.3)

ασβεστίτη
Σχ.3.1. (α) Αριστερά το φω ς δεν είναι πολωμένο και αποτελείται από 
φω τόνια πολω μένα σε όλες τις κατευθύνσεις. Δεζιά, μετά την διέλευσή 
του από τον πολωτή, οι ταλαντώσεις του ηλεκτρικού πεδίου 
προσανατολίζονται με το φως πολωμένο στην κατακόρνφη 
κατεύθυνση.
(β) Ο πολωτής σπάει την δέσμη φωτονίων σε δύο στέλνοντας 

κατακόρυφα πολω μένα φωτόνια στην μ ια  δέσμη και οριζόντια 
πολω μένα φω τόνια στην άλλη ενώ  τα πλάγια πολωμένα φωτόνια είναι 
στην κβαντική υπέρθεση των δύο. Το κάθε φωτόνιο μπορεί να 
ανιχθευθεί στην μ ία  ή την άλλη δέσμη μ ε μ ια  πιθανότητα που εξαρτάται 
από την γωνία.

των καταστάσεων με το φωτόνιο κατακόρυφα και οριζόντια πολωμένο. Ενώ δεν 

μπορούμε να πούμε σε ποια από τις δύο καταστάσεις πόλωσης (κατακόρυφη ή 

οριζόντια) είναι το σύστημα που περιγράφεται από την (3.3), αν μετρηθεί θα δώσει

την κατακόρυφη με πιθανότητα sin2 φ  και την οριζόντια με πιθανότητα cos2 φ . Το 

φωτόνιο είναι ταυτόχρονα και στις δύο καταστάσεις πόλωσης ενώ το άθροισμα των
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Ο 7πιθανοτήτων για τα δύο ενδεχόμενα είναι sin φ  + cos φ  = 1. Είδαμε λοιπόν πως μια 

αυθαίρετη (πλάγια) κατεύθυνση πόλωσης του προσπίπτοντος κύματος οδηγεί στην 

υπέρθεση των δύο δυνατοτήτων κατακόρυφης και οριζόντιας πόλωσης για το κάθε 
φωτόνιο, που έχει και τις δύο πολώσεις ταυτόχρονα. Αυτό φαίνεται στο παράδειγμα 
του Σχ. 3.1 (β) πρόσπτωσης φωτός στον πολωτή από το υλικό ασβεστίτη (calcite). 
Κατά την πρόσπτωση ακτινών φωτός laser στον κατάλληλο κρύσταλλο (Σχ. 3.2) ένα 

φωτόνιο, π.χ. στο υπεριώδες, διασπάται σε δύο φωτόνια μικρότερης ενέργειας. Στην 

πάνω κωνική διάταξη τα διερχόμενα φωτόνια είναι κατακόρυφα πολωμένα ενώ στην 

κάτω είναι πολωμένα στην οριζόντια κατεύθυνση. Η υπέρθεση

Σχ.3.2. Δημιουργία εναγκαλισμένων ζευγών φω τονίω ν όταν la ser  
διέρχεται από κατόΙΛηλο πολωτή. Τα φωτόνια στην τομή των δύο 
κω νικώ ν σχημάτων είναι στην κατάσταση υπέρθεσης των δύο 
κατευθύνσεων χω ρίς να έχουν συγκεκριμένη πόλωση (δείτε το 
εξώ φυλλο του βιβλίου).

των δύο κατευθύνσεων πόλωσης υλοποιείται στην ενδιάμεση περίπτωση τομής των 
δύο κωνικών σχημάτων όπου τα ζεύγη φωτονίων δεν έχουν συγκεκριμένη πόλωση 

αλλά συμπληρωματικές πολώσεις το ένα με το άλλο. Τα δύο σωμάτια μπορεί να 

θεωρηθούν ως εναγκαλισμένα. Αν στην κατάσταση πόλωσης |J) αντιστοιχηθεί το

διάνυσμα |θ) και στην κατάσταση πόλωσης |ο )  το |1) η υπέρθεση των δύο, π.χ. η
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σημαίνει πως ένα φωτόνιο έχ ε ι τα υτοχρόνω ς και τις δύο  π ο λώ σ εις  με

πιθανότητες ( l / ή 50% να συμβεί η μία ή η άλλη σε μια μέτρηση.

Η κατάσταση πόλωσης του φωτονίου αποτελεί ένα παράδειγμα quantum bit 
(qubit), που είναι η μ ο ν ά δ α  κ β α ντ ικ ή ς  π λη ροφ ορία ς. Αντίθετα με το συνηθισμένο 

κλασσικό bit 0 ή 1 το qubit ερμηνεύεται πως αναπαριστά ταυτοχρόνω ς  τις 

καταστάσεις |0) και |1) με την κατάσταση υπέρθεσης |^} = α|θ) + /?|ΐ),

\α\ + \β \  = 1. Τα qubits είναι τα βασικά στοιχεία των κβαντικών υπολογιστών που

δίνουν την δυνατότητα κωδικοποίησης άπειρης πληροφορίας, με όλες τις ενδιάμεσες 

τιμές εκτός από 0 και 1. ,.ι

3.1. Αιανυσματικοί χώροι

Δ ια νυ σ μ α τ ικ ό ς  χ ώ ρ ο ς  είναι ένα σύνολο διανυσμάτων |α), |ό), |c), ··· στον 

οποίο ορίζεται η π ρ ό σ θ εσ η  | a )  + 1 b )  και ο π ο λλα π λα σ ια σ μ ό ς  λ \ a ) δια νυσμά τω ν μ ε  

β α θ μ ω τ ό  μ έ γ ε θ ο ς  λ  .

• Το ά θ ρ ο ισ μ α  δύο διανυσμάτων είναι πάλι διάνυσμα | a )  + 1 b) = | c) ενώ ισχύει 

η μεταθετική |α} +|ύ) = |ύ) + |α) και η προσεταιριστική ιδιότητα 

(jo) + |ό))+|ε) = |α)+ (ji) + |c)). Επιπλέον υπάρχει το μηδενικό διάνυσμα |0) 

και για κάθε | α) το αντίστροφό του |-α ) , ώστε | α ) + 1 -  α) = 10) .

• Ο π ο λλα π λα σ ια σ μ ό ς  διανύσματος \α )  μ ε  έν α  μιγαδικό βαθμωτό μέγεθος λ  

δίνει το νέο διάνυσμα \ο) = λ \α)  ενώ ισχύουν οι ιδιότητες 

λ (\α ) + \δ)) = λ \α )+  λ \ δ ) y λ ( μ \ α ) )  = ( λ μ ) \ α ) ,  0|α) = |0), 1|α) = |α ) ,κλπ.

• Το εσ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ εν ο  δύο διανυσμάτων | α ), 16) ορίζεται από τον μ ιγα δ ικ ό

α ρ ιθ μ ό  ( α \ b )  = ( b \ a)* . Το εσωτερικό γινόμενο ενός διανύσματος με το εαυτό 

του είναι προφανώς πραγματικός αριθμός (α\α)  = (α\ά)* > 0, με {α\α) -  0 

όταν | α) =  0 . Το μέτρο του διανύσματος | α)  ορίζεται y f ( a \ a ) .

Μ )
4 ϊ
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• Το διάνυσμα | α)  είναι κ α νο ν ικ ο π ο ιη μ ένο  μέτρου μονάδα ^ (ο \α )  = 1 όταν 

{ α \ α )  = 1 ενώ δύο διανύσματα |a ) , |b)  είναι ο ρ θ ο γώ νια  όταν το εσωτερικό 

τους γινόμενο είναι (α|δ) = 0. Το σύνολο των | a ) , | b )  είναι ο ρ θ ο κ α νο ν ικ ό  

όταν τα \ a ) y \b )  είναι κανονικοποιημένα (α |α )  = (ύ |ύ) = 1 και ορθογώνια 

μεταξύ τους ( a  | b)  = 0 .

3.1.1. Ευκλείδιοα διανυσιιατικόα γώρος

Το πιο συνηθισμένο παράδειγμα διανυσματικού χώρου είναι ο τρισδιάστατος  

χώρος? συντεταγμένων όπου ένα διάνυσμα \α )  στον συμβολισμό που επιλέξαμε 

γράφεται

\a )  =  o x \ e x ) +  a y \e})  +  a z \ez ) , (3.4)

αντί του συνηθισμένου a  = a x e x + a y e v + a z e z και τα δια νύσμ α τα  β ά σ η ς  αυτού του

χώρου είναι {|ex), | <?_>,), | θ }  ή \ex , e y , e 2 ] με a x , a y , a .  τις σ υν ισ τώ σ ες  του

διανύσματος. Τα διανύσματα βάσης είναι ο ρ θ ο γώ νια  όταν τα εσωτερικά γινόμενα 
ικανοποιούν μεταξύ τους τις σχέσεις

{e* K )  = 0. {ey \ e z )  = 0. (er lO  = ° (3.5)

(ή ex · ey = 0, ex · ez = 0, ey · ez = 0) και κανονικοποιημένα όταν τα εσωτερικά 

γινόμενα με το εαυτό τους είναι μονάδα

< « ,1 0  = 1. {ey \ey ) = \, ( « , | 0  = 1 (3.6)

(ή ex · ex = 1, ey ey = l, ez · ez = 1). To διάνυσμα | a) επιτρέπεται να εκφρασθεί και 

σε οποιοδήποτε άλλο σύνολο διανυσμάτων βάσης, π.χ. στην νέα βάση

{ h > . k 2M«3>}

|a) = ei|ei> + a2|e2) + a3|e3). (3·7)

(ή ά  = α χ e, + α 2 e 2 + α3 έ3) αρκεί να ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις της γραμμικής

ανεξαρτησίας των βασικών διανυσμάτων για να αποτελούν μια πλήρη  βάση. Η βάση 
συνηθίζεται να είναι ορθοκ α νονικ ή* . 3 4

3 Διάσταση ενός χώρου είναι ο αριθμός των γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων βάσης.
4 Όταν τα διανύσματα βάσης δεν είναι κανονικοποιημένα μπορούν εύκολα να κανονικοποιηθούν ενώ 
γίνονται ορθογώνια με την διαδικασία ορθογωνοχοίησης Gram-Schmidt του Παραρτήματος Β.
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ο Η έννοια της ορθοκανονικότητας περιλαμβάνει την ορθογωνιότητα και 

την κανονικοποίηση των | ex), | e2), | ε3). Η ορθοκανονική βάση 

απαιτεί τα διανύσματά της να είναι ορθογώνια

{e„ |em) = 0, ότανn * m  (3.8)

ή en ·em = 0 όταν η ψ π ι  καικανονικοποιημένα

(e„\em) = 1, όταν n = m (3.9)

ή e n -em = l  όταν n - m .  Οι δύο σχέσεις ορθοκανονικότητας 

εκφράζονται συνοπτικά με το εσωτερικό γινόμενο

= (3·10)

ή e„-em = S n m, όπου δ ηηι είναι το δέλτα του Kronecker με δ η ιη = 0 

όταν n ^ m  και δ ηίη = 1 όταν n = m .

ο Η έννοια της πληρότητας ενός διανυσματικού χώρου συνδέεται με την 

γραμμική ανεξαρτησία των διανυσμάτων βάσης. Αυτό φαίνεται αμέσως 

στον τρισδιάστατο διανυσματικό χώρο που περιέχει τρία γραμμικώς 

ανεξάρτητα διανύσματα, ενώ οποιαδήποτε τέσσερα διανύσματα είναι 
απαραιτήτως γραμμικώς εξαρτημένα. Η μαθηματική διατύπωση της 

γραμμικής ανεξαρτησίας των \e{), \e2), |e3) γίνεται με την

αναγκαστική προϋπόθεση

αχ = α2 = = 0 (3.11)

για να ικανοποιείται η συνθήκη μηδενισμού

a x\e[) + a 2 \e2) + al \e3l) = 0.  (3.12)

Τότε τα τρία διανύσματα βάσης του τρισδιάστατου χώρου είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα, ενώ ένα επιπλέον διάνυσμα αφού μπορεί να 
εκφρασθεί συναρτήσει των τριών οδηγεί σε τέσσερα γραμμικώς 
εξαρτημένα διανύσματα αυτού του χώρου. Άρα μπορεί να ειπωθεί πως 

το σύνολο {|e,), je2), |e3)} αποτελεί μια πλήρη βάση του

τρισδιάστατου διανυσματικού χώρου και κάθε διάνυσμα |α) αυτού

του χώρου γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των τριών 
διανυσμάτων βάσης. Για να είναι βάση ένα σύνολο διανυσμάτων
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απαραίτητη προϋπόθεση είναι η γραμμική τους ανεξαρτησία που 
συνεπάγεται την πληρότητα του διανυσματικού χώρου, 

ο Τα παραπάνω γενικεύονται εύκολα και για οποιοδήποτε Ν  -  διάστατο 

ορθοκανονικό σύνολο διανυσμάτων {| ), | e2), | e3), * * ·, | )} με

εσωτερικό γινόμενο

<*„km> = < W  (3.13)

Το σύνολο αυτό για να είναι και πλήρες πρέπει οποιοδήποτε διάνυσμα 
του χώρου να μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός των 
διανυσμάτων βάσης

\α ) - ° \ \  e l ) + ^2 I + ^3 I^3 ) -̂--- h I )· Ο ·14)

To επιπλέον διάνυσμα |α) αυτού του χώρου μαζί με τα Ν  

διανύσματα βάσης οδηγεί απαραιτήτως σε Ν  +1 εξαρτημένα 

διανύσματα. Το σύνολο των διανυσμάτων {|e,),|e2),|e3)**·**|^)}

επιλέγεται να είναι ορθοκανονική και πλήρης βάση του Ν  -  διάστατου 

διανυσματικού χώρου.

3.1.2. Διανυσιιατικός Υώοος συναρτήσεων

Τα παραπάνω ισχύουν για έναν οο-διάστατο διανυσματικό χώρο όπου τα 

διανύσματα είναι οι συναρτήσεις /(* )  και τα διανύσματα βάσης οι un(x ) .  Ένα 

παράδειγμα απειροδιάστατου διανυσματικού χώρου αποτελούν οι συναρτήσεις βάσης

un(x) = -^coswx, n = 0,1,2,··· (3.15)
V/Γ

που υπεισέρχονται στην ανάπτυξη της συνάρτησης /(* ) σε  σειρά Fourier

/ < * ) = Σ / > · < * ) .  <3·16>
π* 0

στην ισοδύναμη μορφή

Ι / ) = Σ / > « )  · (3.17)
Λ» 0

Παρατηρούμε την πλήρη αντιστοιχία με την γραφή ενός συνηθισμένου διανύσματος 

με τις συναρτήσεις | / )  = f ( x )  να αντιστοιχούν στα διανύσματα | α ) ,  τα πλάτη

Fourier /„ στις συνιστώσες α„ και οι συναρτήσεις |w„) = (l/V^)cosmr στα
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διανύσματα βάσης \e„) . Απομένει να ελεγχθεί αν τα \u„), χ  e  [ - π , π ] ,  αποτελούν

μια ορθοκανονική και πλήρη βάση αυτού του διανυσματικού χώρου. Για να γίνει αυτό 

χρειάζεται να ορισθεί το εσωτερικό γινόμενο δύο συναρτήσεων u n(x), u m(x) του 

απειροδιάστατου χώρου με το ορισμένο ολοκλήρωμα5

+π

' (u n \ u m) = \ dx Un {X)um{x). . (3.18)
-/Γ

ν' Έλεγχος ορθοκανονικότητας της βάσης των | un):
+/r |  +jr

(un\u m )~  \dx  u n (x ) um(x) = — \dx cos nx cos mx 
t  f t  J—ft 
1

4  <*
cos(n + m)x  + cos(« -  m)x

sin(« + m)x
2 (« + m ) n

+π sin(« -  m)x
2(n -  m )n

+Jt

-It

λ . (sin(w-w)x)
+Λ”

x cosOW 1 f
(2(n -  m)) π- 2k

-n
0, w * w

+>r

= 1, n =  m

απ' όπου προκύπτει η σχέση ορθοκανονικότητας
+π

{«« \um) = \ d x  u„ (x) u m (χ) = δ„
- η

ανάλογη της γνωστής {en \em) = Sn m.

m

(3.19)

(3.20)

5 Το εσωτερικό γινόμενο δύο Ν  -  διάστατων διανυσμάτων

(a \b )  =  a {bx + a 2b2 + α3δ3 + · · · « Σ * Λ
η

στο όριο Ν  οο μπορεί να αντικατασταθεί από ένα ολοκλήρωμα της μορφής

(α[ό) β fdx a(x)b(x ).

Στην κβαντική η μορφή του γινομένου περιλαμβάνει τις μιγαδικές συνιστώσες του πρώτου 
διανύσματος

{α]Ζ>) = θ| δ| +c>2 b2 + α3 δ3 +*— > \dx a (x) b(x) .
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Ύ Έλεγχος πληρότητας της βάσης των |ι/„):

Η ιδιότητα της πληρότητας των un(x) ικανοποιείται σύμφωνα 
με το ορισμό αφού αν πολλαπλασιάσουμε την

y / M4= cos/«  = 0 (3.21)
n=0 v<r

επί (ΐ/V/r) cosmx για κάθε m και ολοκληρώσουμε στο διάστημα 
ορισμού της* e [-π,π]

|  00 +JT 00
- Σ /"  \ dx C0SnX C0SmX = S».m = fm  = °· (3.22)

Παρατηρούμε πως η συνθήκη μηδενισμού (3.21) απαιτεί όλα τα πλάτη 
να είναι μηδέν (/„ = Ο, η = 0,1,2,··*)· Αυτό ικανοποιεί επακριβώς τον
ορισμό της γραμμικής ανεξαρτησίας των |un) = (ΐ/V/r)cosnx.

^ Υπολογισμός των πλατών Fourier /„:

Αν η /(χ )  πολλαπλασιασθεί επί un(x) = -irCosnx και ολοκληρωθεί
ν π

από -  π  έως + π , αλλάζοντας το σύμβολο από η σε m ,

|  + Λ ’ |  Τ Λ

Jife/(x)cosnx = — y / OT Jife/(x)cosmxcosnx
m -η

= Σ / Α .

+/Γ

-Λ'
i.m (3.23)

m

υπολογίζονται τα πλάτη Fourier

J +ΛΓ
f n  =  - ^  /< & /(* ) COS Λ*. (3.24)

Οι συνιστώσες του διανύσματος |α) δίνονται από τα εσωτερικά 

γινόμενα

«„ = ( * »  (3.25)

όποτε το διάνυσμα |α) στην βάση των |<?„) γράφεται εξής τρόπο

Ι« > = Σ * > » > = Σ < * » ΙΟ  -
/» η

(3.26)
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Στην περίπτωση του αναπτύγματος σε σειρά Fourier | / ) = ^ /„ |w n) το
«=ο

εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων βάσης (en \ em) = Sn m αντικαθίσταται από το 
ολοκλήρωμα

+π

(“«I««) = jd x  u„(χ),um(x) = 5n<m (3.27)
- π

και οι συνιστώσες α„ = (e„\α) από τα πλάτη Fourier

f„ = («„ I/ )  = Ί=Γ \dxf ^  cosm (3·28)

00

3.1.3. Αιανυσιιατικόα γώοος Hilbert '

Οι μαθηματικές ομοιότητες των εξισώσεων της κβαντικής και του εσωτερικού 

γινομένου δύο διανυσμάτων επιτρέπουν το διάνυσμα κατάστασης, που είναι 
ταυτόσημη έννοια με την κατάσταση ενός συστήματος, στην χρονικά ανεξάρτητη 

εκδοχή6 να περιγράφεται από το ket \ ψ ) . Σε αυτό αντιστοιχεί το συζυγές διάνυσμα

bra που συμβολίζεται με [ψ\ και το εσωτερικό γινόμενο των δύο διανυσμάτων

κατάστασης \ψ) και \φ) είναι το γινόμενο του bra της μιας (<ρ\ κατάστασης και του

ket της άλλης \ψ ) στην μορφή του μιγαδικού αριθμού (φ \ψ ) .  Επισημαίνεται η
! i
i i μικρή διαφορά από τους χώρους των συναρτήσεων αφού στους χώρους Hilbert πρέπει

■ I να διατηρηθεί η σειρά τω ν όρων στο εσωτερικό γινόμενο επειδή το  ολοκλήρωμα
| j περιλαμβάνει την μιγαδική συζυγή της πρώτης συνάρτησης

ι_ ’
{φ \ψ)=  \ ά χ φ ' { χ ) ψ ( χ )  . (3.29)

! ’ I

| :; Από τον ορισμό του βαθμωτού γινομένου των δύο συναρτήσεων απορρέουν οι
I 1 ]
| : ιδιότητες

; ; 1

!: . 6 Τα ίδια ισχύουν και για τις χρονικά εξαρτημένες | ψ ) .
Μ : :
■ί ' ιi *

J
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{ φ \ ψ ) =  \ d x  φ ' ( χ ) ψ ( χ )  = { \d x  φ { χ ) ψ \ χ ) ]  = { ψ \ φ ) % 3

{ φ \ λ ψ )  = λ ( φ \ ψ ) ,  ( λ φ \ ψ )  = Χ ( φ \ ψ ) ,  < l e C

ένω όταν { φ \ ψ ) - 0  οι \φ), \ψ)  είναι ορθογώνιες και όταν ( ψ |^) = 1 η \ψ )  είναι 

κανονικοποιημένη.

Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrbdinger

Η\ψ„) = επ\ψ„) (3.31)

είναι μια εξίσωση ιδιοτιμών για τον Χαμιλτονιανό τελεστή Η  με ιδιοσυναρτησεις 

\ψη) και αντίστοιχες ιδιοτιμές Ε η . Το ορθοκανονικό και πλήρες σύνολο των

ιδιοσυναρτήσεων { \ψ η) } αποτελεί μ ια  βάση ενός διανυσματικού χώ ρου συναρτήσεων

ώστε οποιαδήποτε ομαλή συνάρτηση \ψ )  γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός

\ψ ) = Σ<>η\ψη) . (3.32)
η

όπως και στην περίπτωση των σειρών Fourier. Το ανάπτυγμα της \ψ )  στις 

ιδιοσυναρτήσεις \ψ η) αντιστοιχεί στην έκφραση ενός διανύσματος σε πολυδιάστατο 

χώρο με συνιστώσες τις προβολές στους άξονές του = Η ομοιότητα
η

στις δύο περιπτώσεις επιτρέπει να ορισθεί η \ψ) στον απειροδιάστατο διανυσματικό 

χώρο συναρτήσεων χώρο Hilbert ενώ η επιλογή της βάσης καθορίζει το σύνολο των

Η ιδιοσυνάρτηση |^„) σε μια αλλαγή συμβολισμού μπορεί να 

αντικατασταθεί από το διάνυσμα κατάστασης |/?), όπου ο δείκτης η προσδιορίζει 

ένα σύνολο τιμών για φυσικές μεταβλητές ή τους κβαντικούς αριθμούς που την 

προσδιορίζουν. Η βάση των ιδιοσυναρτήσεων |w) είναι ορθοκανονική και πλήρης
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σε αντιστοιχία με την (en \em) = 5 n m. Τα πλάτη της προβολής της |^) = S cn|w) στιζ
;·»

ιδιοσυναρτήσεις |«) μας ενημερώνουν για το ‘πόσο πλάτος’ της \ψ) ανήκει στην 

ιδιοσυνάρτηση |μ) σε αντιστοιχία με την συνιστώσα α„ = (en |α).

Τα πλάτη c„ υπολογίζονται από το εσωτερικό γινόμενο για κάθε | m)

( η \ ψ )  =  ( τ η \ Σ ο η\η)

=yL cAm\n)
η

~  ^π^ιη,η

(3.34)

= c.

ώστε

m m s m (3.35)

Επομένως, οι συνιστώσες ενός διανύσματος \ψ) στο σύνολο των 

διανυσμάτων |«) είναι οι μιγαδικοί αριθμοί (η\ψ)  από τις προβολές του 

διανύσματος κατάστασης \ψ) στις ιδιοσυναρτήσεις της βάσης |«).

Αν γράψουμε την \ ψ )  αντικαθιστώντας τα πλάτη

k)=Z(«k)lM)
= Z I« )(« k )

(3.36)

παρατηρούμε πως ισχύει γιά κάθε ket' \ψ).  Επομένως, το ket μπορεί να

αφαιρεθεί από τα δύο μέλη επιτρέποντας να εξαχθεί η βασική σχέση 

πληρότητας της κβαντικής

που δεν έχει ανάλογο στην διανυσματική ανάλυση7.

(3.37)

7 Η πληρότητα είναι σχέση μεταξύ τελεστών. Αν η (3.37) επιδράσει σε συναρτήσεις {φ\ αριστερά και 
| ψ ) δεξιά δίνει το απαιτούμενο αποτέλεσμα, πχ της εξ. (3.39).
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Από την |«/) = ]£ (h|v'}|h} =X cn|w) τ<> αντίστοιχο bra από την (3.37) είναι
η  η

( Η = Σ Ι ηΧ »Κ Η = Z < ^ l w)(wl = Z ( Mk » l = Σ ε» > 1  και από
η  η η  π

απαίτηση κανονικοποίησης {ψ \ψ ) = 1

{ ψ \ ψ ) = Σ Φ \  Σ Φ )
η  ι»

= Z c«c«.W m)
n,m

= V c ’c δ/  ι  n  m  n.m  

η ,tit

= Σ Κ Γ =».
π

το άθροισμα των μιγαδικών συντελεστών cn είναι

(3.38)

Αν o i > )  = £ c w|/i), \φ) = Σ ά»\η) Χ̂ουν συνιστώσες τις cn = {η\ψ ) και
η η

d n = ( η \ φ )  το εσωτερικό γινόμενο υπολογίζεται

< P k }  = Z ^ m M Z C»ln>
m η

- Σ ^ > Ι « >  (3·39)
n,m

= Σ ^  = Σ < £  C« ·

Επομένως, σε αντιστοιχία με την διανυσματική εξίσωση |σ) = Σ α»Κ ) ^χ°υίιε τι1ν
η

συνάρτηση κατάστασης ως υπέρθεση

k ) = 2 » >

=i(«k)l«) (3.40)

συναρτήσει των συνιστωσών c„ = {ψ „\ψ ) της |^ )  από την οποία προκύπτει η σχέση 

πληρότητας

ί-ΣΙ-Χ- (3.41)

για το σύνολο των ιδιοδιανυσμάτων |w). Στο αριστερό μέλος της εξ. (3.41) είναι ο 
ταυτοτικός τελεστής 1 = 1 ή τελεστής μονάδα.
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3.2. Τελεστέ€

Η απεικόνιση ενός συνόλου μαθηματικών αντικειμένων \ψ) σε ένα άλλο ίδιο 

με το αρχικό \φ ) γίνεται με έναν τελεστή λ

\ ψ ) - * \ φ )  = Α \ ψ ) · . (3.42)

Οι |^), \φ) μπορεί χρονικά ανεξάρτητες ή χρονικά εξαρτημένες κυματοσυναρτήσεις,

με τις συνηθισμένες ιδιότητες όπως συνέχεια, παραγωγισιμότητα, κλπ, που 

διασφαλίζουν την δυνατότητα εκτέλεσης των αναγκαίων μαθηματικών πράξεων. Η
Λ

γραμμικότητα ενός τελεστή Α  εκφράζεται από την σχέση

Α(θχ\ψχ) + ε2\ψ2)) = (εχλ\ψχ) + α2Α \ ψ 2)), cx, c 1 =const., (3.43)

Η δράση του τελεστή Α στον γραμμικό συνδυασμό των \ψ{) , \ψ 2) είναι ο γραμμικός 

συνδυασμός των εικόνων τους λ\ψχ), λ \ψ2) που προκύπτουν από την δράση του Α

στις \ ψ χ ) , \ ψ 2 )  ξεχωριστά.

(3.44)

□ Ο τελεστής θέσης χ  = χ  απλώς πολλαπλασιάζει την συνάρτηση επί χ  και 
είναι γραμμικός αφού

X (C11 Ψ \ ) + c21Ψ 2 ))  = Cj X I ψ χ ) + C2x  IΨ2.)

=  ΟχΧ \ ψ χ )  + 02χ \ ψ 2)

□ Ο διαφορικός τελεστής D  = d /d x  παραγωγίζει την αντίστοιχη συνάρτηση 
ως προς χ  και είναι, επίσης, γραμμικός αφού

Σ>(σχ\ψχ) + ε2\ψ1))=εχί)\ψχ) + ο2ύ \ψ2)
d  I \ d ,  . ■ (3·45>

= c , — k , ) + c 2 - | ^ 2)
dx

Οι μαθηματικές πράξεις πρόσθεση, αφαίρεση, κλπ, μεταξύ τελεστών 

γίνονται όπως και με τους αριθμούς εκτός από την περίπτωση του πολλαπλασιασμού. 
Στους τελεστές δεν ισχύει πάντα η ιδιότητα της μεταθετικότητας στον 

πολλαπλασιασμό, δηλαδή 2 · 3 Φ 3 · 2 για τους τελεστές®. Στην γενική περίπτωση για
A JK

τους Α , Β  έχουμε

Α Β * Β Α  (3.46)

8 Είναι σαν να επιχειρήσουμε να ‘φορέσουμε πρώτα τα παπούτσια και μετά τις κάλτσες’ υποθέτοντας 
πως είναι το ίδιο με την συνηθισμένη αντίστροφη πορεία.
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που επιτρέπει να ορισθεί ο μεταθέτΐ]ς δύο τελεστών

Λ , β \ = Λ Β - Β Λ  . (3.47)

Αν A , Β ήταν αριθμοί ο μεταθέτης τους θα ήταν μηδέν ενώ στην περίπτωση των 

τελεστών συνήθως είναι διάφορος του μηδενός. Επομένως πρέπει να είμαστε πολύ 
προσεκτικοί στον πολλαπλασιασμό των τελεστών γιατί η σειρά με την οποία 
εμφανίζονται είναι σημαντική. Ένας τελεστής Spa πάντα στην συνάρτηση που είναι 

αμέσως στα δεξιά του ενώ στο αποτέλεσμα, που είναι μια νέα συνάρτηση, δρα ο 

τελεστής που είναι στα αριστερά. Στο παράδειγμα

Α Β \ ψ ) = α (β \ψ )) (3.48)

ο Β δρα στην \ψ) και ο Α θα δράσει στο αποτέλεσμα της νέας συνάρτησης Β \ψ )  

που προκύπτει.

□ Ο μεταθέτης των τελεστών θέσης και ορμής χ  = χ, ρ  = - ih (d /d x )  είναι

[χ,ρ] = χ ρ - ρ χ  . (3.49)

Μπορεί να υπολογισθεί αν βάλουμε κάθε μέλος της (3.49) να δράσει σε μια 

βοηθητική συνάρτηση ψ ( χ ), αρκεί αυτή να είναι παραγωγίσιμη, κλπ, ώστε

X ρψ(χ) = =  -ΟιχψΧχ)

ρ χ ψ ( χ )  = -/7) - ^ ( χ ψ ( χ ) )  = - ih (  ψ{χ)  + χ ψ ' ( χ ) )  
αχ

ώστε
[χ,ρ] ψ(χ )  = { χ ρ - ρ χ )  ψ{χ)  = - i h x ψ '(χ )  + iti(^(χ) + χ ψ \ χ ) )

= ih ψ(χ )  .

Επομένως,

(3.50)

Αυτός είναι ο πιο βασικός μεταθέτης της κβαντικής υπεύθυνος για την αρχή 
της αβεβαιότητας του Heisenberg Δχ·Δρ £ Λ/2 που εκφράζει την αδυναμία 

ταυτόχρονης μέτρησης θέσης και ορμής με αυθαίρετη ακρίβεια. Για δύο
A A

τελεστές Α , Β  μπορεί να αποδειχθεί (παράρτημα Γ) η γενικευμένη σχέση 

Heisenberg για το γινόμενο των αβεβαιοτήτων

^ Μ έ : κ μ > ) > | / 2 (3.51)



92 Κεφ. 3 Τα μαθηματικά της κβαντικής

Παρατηρούμε πως μόνον όταν οι τελεστές μετατίθενται [λ , β] = 0 τα 

αντίστοιχα φυσικά μεγέθη που θεωρούνται συμβατά μετρούνται ταυτοχρόνως 

μ ε  αυθαίρετη ακρίβεια, διαφορετικά, όταν [α  , β] φ 0 , θεωρούνται ασύμβατα 

και υπάρχει όριο στην ακρίβεια μετρήσεων των Α ,Β  από την (3.51). Η 

μέτρηση του Α με ακρίβεια οδηγεί στην μέτρηση του Β με λιγότερη 
ακρίβεια και αντιστρόφως.

Ϊ&ϊπαρατηρήσιμα μεγέθη Α ,Β  που αντιστοιχούν στους τελεστές9 Α ,Β  λέγονται 

συμβατά μεγέθη τό τε  και μόνον τότε όταν ο μεταθέτης είναι μηδενικός (Xi?]=0. 

Όταν ο μεταθέτης δεν μηδενίζεται [λ , .β]* 0 είναι ασύμβατα και κατά την μέτρηση 

οδηγούν α τ φ  αρχή της αβεβαιότητας του  Heisenberg ΑΑ Δ Β  > \ ( \Α , Β ]) \ / 2 .
,ί: ·, , · υ?. ■ ! , . , ; -I. .. - 1 'J·., ■ ί ‘ 1 ' ’ · ’

Η μέση τιμή και η αβεβαιότητα μιας μεταβλητής που αντιστοιχεί στον
Λ

τελεστή Α υπολογίζεται από την
+00

(Λ )= \ d x  ψ \ χ ) Α ψ { χ )  = (ψ \Α \ψ )
—οθ

Α  Z cJ w> (3·52)
n m

= 'Z c*ncm(n\A\m)
n,m

και με την εξίσωση ιδιοτιμών Α  |«) = α„ |«)

{ A ) = Y , c *nc m a m (n \m )
nym

= Z C«C* a m Sn,m · (3·53)

= Z l C«l2 a n ■

Μετά τον υπολογισμό και της μέσης τιμής (^2)= Σ Κ Γ  υπολογίζεται η
η

αβεβαιότητα ΑΑ = ^ Λ 2}-(Λ )2 .

9 Τα παρατηρήσιμα μεγέθη συνήθως αντιστοιχούν σε ερμιτειανούς τελεστές (Κεφ. 3.2.1.)
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3.2.1 Έοιιιτειανοί τελεστές

Ο ερμιτειανός συζυγής Α* του τελεστή Α ορίζεται από την ισότητα

(3.54) 

. (3.55)

από την μιγαδική συζυγή ιδιότητα του εσωτερικού γινομένου. Άν γράψουμε το πρώτο 

διάνυσμα με ένα νέο ket από την ιδιότητα του εσωτερικού γινομένου

στον τελευταίο ορισμό

για V|^),|?>)

ή ισοδύναμα

{ < ρ \ Α ψ )  =  ( * ι / \ λ ¥φ )  = ( λ + φ \ ψ )

{ φ \ Α \ ψ )  = ( φ \ χ )  = { χ \ φ ) '  = {ψ\Α+\<ρ)*

έπεται το διάνυσμα bra

(3.56)

(3.57)

Ο τελεστής Α είναι ερμιτειανός όταν ισούται με τον ερμιτειανό συζυγή του εαυτού 

του Α. = Ά*’

(3.58) °

> Όταν |^) = |^) ο ορισμός ενός ερμιτειανού τελεστή ισοδύναμε! με την 

απαίτηση πραγματικής μέσης τιμής για το αντίστοιχο φυσικό μέγεθος

(3.59)

στις μετρήσεις στο κβαντικό στατιστικό ensemble.

> . Θεώρημα: (I) Οι ιδιοτιμές ερμιτειανού τελεστή είναι πραγματικές και (U) οι 

ιδιοσυναρτησεις που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι ορθογώνιες 

μεταξύ τους.
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Απόδειξη:

(i) Από τον ορισμό με την αντικατάσταση \ψ ) = \φ) = |«) προκύπτει η 

{n\A\n) = (μ|Λ+|«)* και με την εξίσωση ιδιοτιμών λ \π )  = α η\π)

α η {π\π) = α„(π\π)  ο α„ = α„.  (3.60)

(ii) Από τον ορισμό του ερμιτειανού τελεστή (n\A\m) = {m\A\n)* με τις 

A \ m ) - a m\m),  λ \π )= ·α„ \π)  και την συνθήκη πραγματικών ιδιοτιμών 

a n =a*n έπεται η σχέση ορθογωνιότητας (n \A \m)- (m\A\n) = 0 o  

a m{n \m ) - a„{n\m) = 0 ο  (a m - a n) (n\m ) = 0 ο  {n\m) = 0, όταva„  * a m.

Οι ιδιότητες των ερμιτειανών τελεστών συνοψίζονται στις

=  A

(χ α ) '  = £ a \ x <=c  

(α+β)+ = Α* +Β+
{α β ^ β * α *

με πιό ενδιαφέρουσα την τελευταία που αποδεικνύεται ως εξής:

\φ) = Α Β \ ψ )  = Α \ χ ) )  \ χ )  = Β \ ψ ) ,  {χ \  = { ψ \Β + 

και

(Ψ \  =  ( Ζ \ Α + = ( Ψ \ Β + Α +

ενώ (φ\ = ( ψ \ (Λ2?)+ ο ορισμός (3.62) μαζί με την (3.63) δίνουν το απαιτούμενο 

αποτέλεσμα.

(3.61)

(3.62)

(3.63)

3.2.2. Α ναπαράσταση τελεστώ ν ιιε υ,ϋτοεα

Α π ό  την δράση του τελεστή λ  στην \ψ)  = ] ζ ( Η ν ') |Μ) ΥΡ«μμένη στην
η

αυθαίρετη βάση  {|«)}, εισάγοντας 1 = ^ |« ) { « | και l = ^ | m)(Bll από την

πληρότητα,
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Α\ψ) = Σ \ η)(η\λ \Ί')
η

= ΣΙ',Χ',ΜΣ1'”>Η \ψ)
η m

= Σ Ι" )< " Ι^ Ι " ,Χ,” Ιν'>
n,m

= Σ ^ « Ι " Χ '” Ιν') ·
n,m

(3.64)

Διώχνοντας την \ψ) από τα δύο μέλη ο τελεστής Α γράφεται στην μορφή μήτρας 

Λ - Σ 4 . Ι  μήψ αζ1° Anm = {n\A\m). Αν υπολογίσουμε όλα τα
_ n , m  ;

στοιχεία μήτρας στην συγκεκριμένη βάση η μήτρα είναι

Α\2 A12 "
Α21 Α2 2 Α23 ”

Α3\ Α32 α}3 ■■
’· ι • *

(3.65)

Η μήτρα διαγωνοποιείται στην βάση των ιδιοδιανυσμάτων { |« ) }11 που ικανοποιούν 

την εξίσωση ιδιοτιμών A\n) = a n\n). Το στοιχείο μήτρας Anm = {n\A\m) γίνεται 

Km=am{n\rn) = am Sn m και η λ = Σ 4 ,« Μ Η  = Έα« 5»./»Ι"ΧΗ παίρνει την
n%m n,m

διαγώνια μορφή Λ -  ]Γ α Λ|/ι)(/ψ . που γράφεται

0 0
0 «2 0 ··.
0 0 α3 · ·

V : 1 ·' '·)
(3.66)

με τις ιδιοτιμές ως τα διαγώνια στοιχεία και τα μη διαγώνια μηδενικά. Επομένως, 

εκτός από την λύση της διαφορικής εξίσωσης SchrOdinger, ο εναλλακτικός στόχος 

της κβαντικής είναι η διαγωνοποίηση μιας μήτρας, συνήθως για τον Χαμιλτονιανό 

τελεστή Η . Αν αυτό επιτευχθεί οι ιδιοτιμές, π.χ. της ενέργειας Ε„, διαβάζονται από 

τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου.

10 Το στοιχείο μήτρας της /ι-οστής γραμμής και m-οστής στήλης δίνεται από το σάντουιτς 

(n\A\m) = Anm.
Μ Η γραφή της μήτρας είναι διαφορετική στις δύο βάσεις που συνήθως δεν συμπίπτουν παρά to 
γεγονός όη χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο. Οταν συμπέσουν η μήτρα είναι ήδη διαγώνια.
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Τα ιδιοδιανύσματα με μονάδα στην αντίστοιχη γραμμή και μηδέν αλλού

Τ '<Γ r <ρ
0

·|2) =
1

.13) =
ο

0 0 1
ν :> <:)

(3.67)

προφανώς αποτελούν μια ορθοκανονική βάση {n\m) = 6„m στην οποία το bra 

\ψ)~ 5 > J « )  είναι διάνυσμα στήλης
Λ

k )  = ci|l) + c2|2) + c3|3) + ···

Τ v
0 1 0 c2= cl 0

+ c2
0

+ c3
1

+ ·** = c3
J ; Jy < J

(3.68)

Ο γραμμικός μετασχηματισμός | φ) = Α | ψ) = £  c„ λ | π) = dm | m) δίνει νέα πλάτη
« m

dm={m\<P)

= ̂ c n{m\A\n) (3.69)
n

~ Σ  Amn
n

και ο γραμμικός μετασχηματισμός \φ) = Α\ψ) σε μορφή μήτρας εκφράζεται με το

γινόμενο

■A„ A\2 1̂2 ..Λ

d2 A2l An A23 • · 4 c2d3 3̂1 A32 A33 « · » c3
< : j  ̂ : • « V  ̂ : /

(3.70)

που περιλαμβάνει τα δύο διανύματα στήλης και την απειροδιάστατη μήτρα. Η 

αντιστοιχία είναι

'< 0 <An Al2 A\2 -·'
d2

. k > =
2̂
C3

A,A = a2\ a22 a23 ···

3̂1 ^32 A33 ” ·
•

V ·· V K '· J i, : : : v

(3.71)
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Η ερμιτειανή συζυγής μιας μήτρας έχει στοιχεία A*m = {m\A\n)* και

προκύπτει από την αλλαγή των γραμμών σε στήλες με ταυτόχρονη λήψη των 

μιγαδικών συζυγών στοιχείων

( Α*Α \ Α2\ α ;,

Α + = Α\2
*

Α22
*

α 32 ··· 
* (3.72)

4  3 Α23 Α33 ··*
k : • : ’·>

Η μήτρα είναι ερμιτειανή όταν Α + =
A
Α ή Παρατηρούμε

πως τα διαγώνια στοιχεία μιας ερμιτειανής μήτρας είναι πραγματικοί αριθμοί 

Αηη = Α*„„ ενώ τα συμμετρικά ως προς την κυρία διαγώνιο είναι ίσα με τα μιγαδικά

συζυγή τους Anm = A*mn > m *n . Η ερμιτειανή μήτρα είναι A* = Α * , όπου το

σύμβολο -  παριστάνει την ανάστροφη μήτρα που προκύπτει από αλλαγή των 

γραμμών σε στήλες και αντιστρόφως και ο αστερίσκος δηλώνει τον μιγαδικό συζυγή.

Στην γραμμική άγεβρα ενδιαφέρον παρουσιάζει η αντίστροφη μήτρα Α~χ που 

ορίζεται από το γινόμενο Α~] A - A  Α~] =1 όπου 1 είναι η μήτρα του τελεστή 

μονάδα με διαγώνια στοιχεία ένα και μη διαγώνια μηδέν. Η ορθογώνια μήτρα ορίζεται

ως Ο = 0 _1. Ιδιαίτερου ενδιαφέροντος στην κβαντική είναι οι μοναδιαίες μήτρες που 

ορίζονται από την ισότητα

t / + * ΰ ~ 1· . (3.73)

Ένας μοναδιαίος μετασχηματισμός ορίζεται από την δράση του τελεστή \φ) = ϋ \ψ )  

και αφήνει αναλλοίωτο (διατηρεί) το εσωτερικό γινόμενο (<ρ\φ) = (ψ \ψ ) . Οι

μοναδιαίοι μετασχηματισμοί διατηρούν τις πιθανότητες πριν και μετά στον 

μετασχηματισμό και είναι βασικοί στην κβαντική.

Πρόβλημα 1. Να δειχθεί ότι η μήτρα A »
1 Γ

I - /  2,
είναι ερμιτειανή και η

ύ  s  exp(/iS)12 είναι μοναδιαία. Η μήτρα L/(t) = exp (-iH t/ft)  είναι ο τελεστής

12 Ο 0  εδώ είναι μια εκθετική συνάρτηση τελεστή.
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χρονικής εξέλιξης που περιγράφει την κβαντική χρονική εξέλιξη όταν το δυναμικό δεν 

εξαρτάται από τον χρόνο.

Λύση:

Η ερμιτειανή συζυγής της Α κατευθείαν από τον ορισμό είναι
Λ*

Α + = ι* ( - ο  ι _ γ 1 η _
- ϊ  2

= A , αρα η Α είναι ερμιτειανή. Η συνάρτηση

μήτρας U = exp( iA) ικανοποιεί τον ορισμό της μοναδιαίας μήτρας αφού

ϋ + = exp(- /Λ+) = exp(- ί λ )= ϋ ' 1. Το ίδιο συμβαίνει και γιά τον μοναδιαίο 

τελεστή χρονικής εξέλιξης με την κυματοσυνάρτηση σε χρόνο t

Ψ (χ ,0  = ύ ( ί )  ψ(χ) = exp

λύση της χρονικά εξαρτημένης εξίσωσης Schrodinger.

. Η- i — t 
h

ψ(χ) με Ψ(χ,Ο) = ψ (χ). Η Ψ (χ,/) είναι

ο - 1 (I  Γ
Πρόβλημα 2. Να δειχθει o n  η μήτρα U = -pH

V2U
είναι ορθογώνια και

μοναδιαία. Να δειχθεί πως η δράση της 0  στην ορθοκανονική βάση

' η

,ι>

πιθανότητες να συμβεί η κάθε μία εκ των |0), |1) σε μια μέτρηση. Δίνεται η 

κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση

(\Λ
Ι°)=  0 .|1> =

W

ι \ |0)± |ι)δίνει τις καταστάσεις υπέρθεσης | ί )  = —^ — , με 50%

μ - 3 γ(ϊ) - > +> ·
'  2 Ϋ  4 ( 2  ' 2 = -  ή 80% και 20%, 

5 '
με πιθανότητες λήψης των |0), |1) τις J  - - -  , ^

αντίστοιχα. Η κυματοσυνάρτηση που θα προκόψει από την δράση της μοναδιαίας

μήτρας U  ενισχύει ή μειώνει αυτές τις πιθανότητες;

Λύση:
ι η  ι > „

= U , που υπολογίζεται ώστε το« ι  I Π ΠΗ αντίστροφη μήτρα U  = -̂ =-1 ^

γινόμενο U U  ' -  L· ^ j .  ικανοποιεί τον ορισμό της μοναδιαίας μήτρας
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\ψ) δίνει την k>=i o |0>* d o |1>=vk(i) *“ ν&ς ",θ“ν6η̂
1 Ϋ  |

= —  λήψης της κάθε μίας εκ των |0), |1), που 
α/10 / 10

αντιστοιχούν σε ποσοστά 90% και 10% αντίστοιχα. Παρατηρούμε πως μετά 

την δράση της μήτρας ύ  η μεν πρώτη ιδιοκατάσταση ενισχύεται 

(δημιουργική συμβολή) ενώ η άλλη μειώνεται (καταστροφική συμβολή).

Πρόβλημα 3. Έ να σύστημα δύο καταστάσεων στην ορθοκανονική και πλήρη βάση 

{10), 11)} περιγράφεται από τις σχέσεις

// |0 )  = α |0) + /?|1)

//|1) = /?|0) + α|1), α ,β ε Μ .

(i) Να βρεθεί η μήτρα που αναπαριστάνει τον τελεστή Η .

(Η) Να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές και ιδιοσυναρτήσεις του Η .

(iii) Ποιά είναι η μήτρα Η στην βάση των ιδιοσυναρτήσεων;

Λύση:

(Η  Η \
(ΐ) Η μήτρα είναι Η = 00 01 με στοιχεία μήτρας

V «io « ι ι /

#00 = <0|# |0) = (0 |(α |0 ) + /?|1)) = α (0 |0 ) + β{0\\) = α  

# ο ι  = <0|W|1> = <0|(/?|0) + α |1 »  = /?(0|0> + α(0|1) = β  

# ιο  = <11 Η\ 0) = (11 (α | 0) + β\ 1)) = α{\ \0) + β{1\1) = β  

= <1|W|1> = (1|(/?|0) + α|1)) = /?{1|0) + α(1|1) = a

ώστε

f  =a0O)(O|+ |.lKl|)i^O>(l|+ |O)(l|) = g  g .

(«) Η διαγωνοποίηση της Η γίνεται από τον υπολογισμό της ορίζουσας

del
α - Ε

β β 1 = 0α - Ε )

με την λύση της εξίσωσης { α - Ε ) 2 -  β 1 = 0 .  Ο ι ιδιοτιμές είναι 

*Ε±=;α·£φ ενώ οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις |± ) υπολογίζονται από
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την λύση ενός γραμμικού και ομογενούς συστήματος. Για την Ε+ το

σύστημα
ί α - Ε + β

Kc2 )
= 0 δίνει C\ = c£ και επειδή απαιτείται

= 1 έπεται η λύση13 

= 0 δίνει

+ 2 1 ++)c2
11

1ι
V β  α - Ε

η κανονικοποίηση (+|+) = 1<=> 

cl = ^ 2  = l/V2 . Για την Ε_ το 

c f  = -C2 και απο την κανονικοποίηση c f = - c j  = 1/V 2  . Άρα, τα

ι ™  1 γ π
κανονικοποιημένα ιδιοδιανύσματα |+) = -=■ , |- )  = -γ=\ είναι οι

V 2 W  V2V~1>

καταστάσεις υπέρθεσης | ±) = με 10) = Μ , 11) = .
V2 w  W

(iii) Η μήτρα Η  στην βάση των ιδιοδιανυσμάτων |±) έχει την διαγώνια μορφή

//.-.ί.ΗΧ+|+£ |-Χ-· = |'£0· ° ].

Πρόβλημα 4. Ο τελεστής προβολής ή τελεστής μέτρησης ορίζεται από την σχέση

P„=\n){n\,P„2 = P„

για V ιδιοτιμή α„ στην εξίσωση A\n) = a n\n ) . Ο τελεστής προβολής έχει δύο 

ιδιοτιμές: 1 ή 0 . Να δειχθεί ότι η μη εκφυλισμένη ιδιοτιμή 1 αντιστοιχεί στην 

ιδιοσυνάρτηση |«) ενώ η εκφυλισμένη ιδιοτιμή 0 αντιστοιχεί στις ιδιοσυναρτήσεις
A

I/μ) , tn φ η . Επίσης, να δείξετε ότι ο \ - Ρ η = \ - \η ) (η \ ,{ \ -  Ρ„) = Ρ„ είναι επίσης 

τελεστής προβολής και να βρείτε τις ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή
A

ανάκλασης 1 -  2Ρ„ = 1 -  2|«){«|, (1 -  2Ρ„) =1. Να περιγράφετε το αποτέλεσμα της 

δράσης αυτών των τελεστών. Γιατί ο τελεστής προβολής λέγεται και τελεστής 

μέτρησης;

Λύση: Ρ^ =\n)(n\n)(n\ =\n)(n\ = P„, {\-2P„)[n) = \ri)-2\n)(n\n) = -\n) με

13 Στα ιδιοδιανύσματα προφανώς έχουμε κάποια ευχέρεια επιλογής για τα cx, c2 . Εδώ επιλέγουμε 
πραγματικούς αριθμούς.
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ιδιοτιμή -1  κλπ. Από την δράση του Ρ„ στην \ψ) = ]Tc,„|/w) το αποτέλεσμα
m

είναι η ιδιοκατάσταση | λ) που προκύπτει σε μια μέτρηση.

Πρόβλημα 5. Σε ένα σύστημα δύο καταστάσεων οι τελεστές Λ , Β έχουν ο μεν 

πρώτος ιδιοτιμές α0 , αχ και ιδιοσυναρτήσεις τα ορθοκανονικά διανύσματα ( |0 ) ,  |1)} 

ενώ ο δεύτερος ορίζεται από την σχέση

β|ο) = -Ίΐ>
5|1> = /|0) .

(ί) Να βρεθούν οι μήτρες που αναπαριστάνουν τους τελεστές Λ , Β στην 

βάση { |0 ),|1 )} .
A

(ii) Να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις του Β . Πως 

αναπαριστάνεται ο τελεστής Α στην βάση ιδιοσυναρτήσεων του Β ;

(in) Στην κανονικοποιημένη κατάσταση

|^ )  = - r L = ( |o )+ a |i) ) ,A E S R ,
VI + λ2

να υπολογίσετε τις μέσες τιμές (A), (Β) και τις αβεβαιότητες ΑΑ, ΔΒ 

των αντίστοιχων με τους τελεστές μετρήσιμων μεγεθών.

Λύση: Οι μήτρες στην βάση (|0 ),|1 )}  είναι

Μ :  «,)· Μ - ,  ό)· α 2 =( α \  0 1
0 α,2

Β2 =\
Ί  θ '
,0 1 ,

Η διαγωνοποίηση της μήτρας Β δίνει ιδιοτιμές-ιδιοδιανόσματα 

β ± =±\,  |± ) = · Στην νέα βάση των { |+ ), |- )}  οι μήτρες έχουν

την μορφή

/5 - ΐ ί α'0 + α ι « ο - * .
2 ^ 0  ~ α ) « ο + α ι

Οι μέσες τιμές στην συγκεκριμένη \ψ) υπολογίζονται από τις 

{ Α ) = ( ψ \ Α \ ψ ), ( Β )  = { ψ \ Β \ ψ )  ,(α 2) = ( ψ \ Α 2 \ ψ ),  (Β 2) = { ψ \ Β 2 \ ψ ) . Π.χ. η 

μέση τιμή
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(Α) = {ψ\Α\ψ) = [< ο |-α ( ι |1 ΑΛ |ο )+ α |ι)

. Vl + A2 .
S1 +

__
1

_ (0|Λ|0) + α(0|Λ |ΐ) -  ΐλ{\\Α\0) -  i2^(\\A \\) a  + ΐλβ  -  ΐλβ  + λι α
“* Λ ”  Α _ “  ·

1 + Α 1 + ^

Τα αποτελέσματα που προκύπτουν μετά από πράξεις για τις αβεβαιότητες 

^(«ο -«!_) -A g _ 1 - ^ 2είναι Δ/ί =
1 + λ' 1 + Λ'

. Ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο

υπολογισμός της μέσης τιμής του τελεστή μετάθεσης [Α,Β\ αφού οι Α,Β

πρέπει να ικανοποιούν την γενικευμένη αρχή της αβεβαιότητας (3.51). Το 

αποτέλεσμα είναι ( [Α,Β\) = (ψ\[Α,Β]\ψ) = 0.

Λ Α
Πρόβλημα 6. Για τους ερμιτειανούς τελεστές Α , Β ισχύουν οι ιδιότητες 

Α 2 = \ , Β 2 = 1 ,Α Β  = -Β Α .

(ΐ) Αν η |0) είναι ιδιοσυνάρτηση του Α με ιδιοτιμή +1 να δείξετε ότι η

11) = Β 10) είναι ιδιοσυνάρτηση του Α με ιδιοτιμή -1.

(ϋ) Να κατασκευάσετε τις μήτρες A, Β.

(iii) Να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις του iAB . 

Απάντηση:

Α =
( \ 0 
0 -1

,Β  =
ο η
1 ο

, για τον iAB : ιδιοτιμές ± 1 και ιδιοσυναρτήσεις

ι ± ) = Μ Μ
'  λ/2

3.3. L d v ey sc  φ ά σ μ α  ιδ ιο τ ι ι ιώ ν - σ υ ν ά ο τ η σ η  δ έ λ τ α

Στην περίπτωση που το φάσμα ιδιοτιμών ενός τελεστή είναι συνεχές

Α\Ψα) = α \Ψα)> «ε(-οο,+οο), (3.74)

το ανάπτυγμα της \ψ) στην βάση των ιδιοδιανυσμάτων \ψα ) αντί αθροίσματος 

γίνεται με το ολοκλήρωμα

\ψ )= \ά α  (ψα \ψ )\ψ α) (3.75)
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με πλάτη πιθανότητας (ψα \ψ) και την σχέση πληρότητας 1= jc/a \ψα){ψα \ · Η

συνθήκη ορθοκανονικότητας της βάσης εκφράζεται με την μαθηματική συνάρτηση 

δέλτα του Dirac

{ψα\Ψα·) = δ (α - α ') (3.76)

που αποτελεί γενίκευση του δέλτα του Kronecker Sn m στο συνεχές. Η τιμή της 

συνάρτησης δέλτα είναι μηδέν για α * α '  αφού οι \ψα), \ψα·) είναι ορθογώνιες και 

απειρίζεται για α  = α '  γιατί οι \ψα) δεν είναι κανονικοποιημένες, όπως τα επίπεδα 

κύματα στο Κεφ. 2.4.

Σχ. 3.3. Η γενικευμένη συνάρτηση δέλτα δ€(α -  α') = ----ζ------------r  με
π  €2 + (σ -σ ')

όρια: a - d \  δ  Λ α - μ ’) = -* οο
π  6

αΦα!\ δ Λ α ~ α ’) =  --- -— r->0.
π { α - α ') 2

Οι ιδιότητες της συνάρτησης δέλτα εκφράζονται με τα ολοκληρώματα:

•fco
>  jdx δ(χ) <ρ(χ) = φ(0) όπου επιβιώνει μόνο η τιμή *  = 0 ,

•foo
>  jdx δ ( χ - α )  φ(χ) = <ρ{α) επιβιώνει η τιμή χ  = α ,

> jdx δ(χ) = 1 και η δ(χ) είναι κανσνικοποιημένη, 
—00
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για οποιαδήποτε βοηθητική συνάρτηση φ(χ) . Η δ(χ) είναι μιά γενικευμένη 

συνάρτηση. Η ισότητα δύο γενικευμένων συναρτήσεων διαπιστώνεται από την 

εξίσωση των ολοκληρωμάτων τους μαζί με μιά βοηθητική συνάρτηση φ(χ) . Είναι 

σχετικά εύκολο να δειχθούν οι βασικές σχέσεις της συνάρτησης δ (χ ) :

* χδ(χ) = 0 , (3.77)

.  δ{λχ) = ± · δ { χ ) , λ ζ Κ ,
μ|

(3.78)

(3.79)

Η πρώτη αποδεικνύεται από την ισότητα των ολοκληρωμάτων για Ϋ φ (χ ) :

+ 0 0 +00

^άχ(χδ{χ))φ (χ) = $φ(ΟΪ) = $= jdx  (0) φ(χ) ο  χδ(χ) = 0 . (3.80)
-00 — 00

Η δεύτερη με την αντικατάστασης = \λ \χ :

+00 -ΚΟ ι -ΚΟ /  I \
\άχ{δ{λχ))φ(χ) = —  fdy δ (γ )  «?(y/|A|) = — ̂ (0) -  fdy 3̂'81)

όπου για λ  = -1 παρατηρούμε πως η συνάρτηση δέλτα είναι άρτια δ (-χ )  = δ (χ ) . Η 

ιδιότητα της κανονικοποίησης προκύπτει από τον ευθύ και αντίστροφο 

μετασχηματισμό Fourier της δ(χ)

1
4 ϊ π

+00
e ' ikxd(x) =

<=> δ(χ) =
1 1 +0° 

-+/fac- ?L = —  \dk
4 ΐ π  2π ■’

- 0 0

+/fcce

(3.82)

1 **
και παρομοίως για την δ (-χ )  = —  \dxe

2π  J
- i k x = δ (χ ) . Επομένως, η παραγωγός της

—00

δέλτα δ'(χ) = - δ '( - χ )  είναι μια περιττή συνάρτηση. Χρήσιμη είναι και η δέλτα μιας 

συνάρτησης δ  ( / ( χ ) )  = > η— ->—π- για την οποία χρειάζονται οι απλές ρίζες *,· της
j  ν % ) \

εξίσωσης f ( x )  = 0 στο διάστημα που μας αφορά. Η απόδειξη απαιτεί την
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γ ρ α φ ή /(χ )  = (x -X j ) f { x j )  στα σημεία που μηδενίζεται η /  και την (3.78). Π.χ. με 

την ιδιότητα αυτή να δείξετε ότι δ(χ2 -  α2) = .

Σχ. 3.4. Η παράγωγος Se(a -  α') της γενικευμένης συνάρτηση δέλτα.

Α ναπαράσταση θέσης: Η εξίσωση ιδιοτιμών jc|x') = x '|x ')  7ια τα
διανύσματα θέσης ελεύθερου σωματίου αντιστοιχεί στο συνεχές φάσμα 
ιδιοτιμών χ' e ( -  οο,+όο) με τις συνθήκες ορθοκανονικότητας

4οο

(* |* ') = δ(χ -  χ') και πληρότητας 1 = j dx | jc)(jc| . Από το ανάπτυγμα του ket
- 0 0

•HO
\ψ)= ^άχ\χ)(χ\ψ) το πλάτος πιθανότητας στην αναπαράσταση Θέσης

-α ο  ' ’

+00 400

(χ \ψ)= |x') ( jc '|r> =  jdx 'δ(χ '-χ)ψ(χ ')  = ψ{χ) (3.83)
- ο ο  - ο ο

ταυτίζεται με την ψ(χ) και το εσωτερικό γινόμενο δύο συναρτήσεων είναι

4«0  400  400

(ψ\ψ) = (<P\x)(Αψ)  = = J i* f« K jr)V W  · (3.84)
—00 -οο -00

Α ναπαράσταση ορμής: Η ορμή του ελεύθερου σωματίου αποτελεί επίσης 
παράδειγμα συνεχούς φάσματος με ιδιοτιμές ρ  και ιδιοσυναρτήσεις

ψρ(χ)  = celpx/h (Κεφ. 2.4)

Ρ « (-« .+ » )  & ( χ \ ρ )=  (ρ\χ)* = c e lpx/h , c e C , (3.85)
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την συνθήκη ορθοκανονικότητας (ρ \ρ ') = δ ( ρ - ρ )  και πληρότητας
+ ο ο

1= jd p \p )(p \.  Με την βοήθεια των ιδιοτήτων της συνάρτησης δέλτα η
— οο

κανονικοποίηση επιτρέπει τον υπολογισμό της σταθερός

(ρ \ρ ')=  J dx{p \x){x \p ’) = \ d x (x \p)*(x\p') = c2 \dxe~ ipx/t‘ eip'x/T‘

= c2 \ά χ β - ί(ρ- ρΊχ/η = c22k

<=> (p \p /) = c2 2nh 8{p -  p')<^> c =
■fbcfr

(3.86)

ώστε (x\p) = (p\x) = . Από το ανάπτυγμα του keti* = 1 ..JPx/h

\ψ) = jd p \  ρ)(ρ \ψ )  το πλάτος πιθανότητας στην αναπαράσταση ορμής είναι
Ή»

Τ'·—
ψ ( ρ ) = ( ρ \ ψ ) =  \<&{ρ\χ){χ\ψ)

+οο

— οο

<=> ψ ( ρ )  =  j d x  *~ψ φ  Ψ ( χ ) . (3.87)

Επομένως, το ket \ψ) μπορεί να γραφεί από τα πλάτη πιθανότητας στην 

αναπαράσταση θέσης — (χ \ψ) ή ισοδύναμα στην αναπαράσταση ορμής 

Ο1 ψ ( χ ) 9 ψ ( ρ )  συνδέονται με τον ευθύ μετασχηματισμό Fourier

■■ ' . —<*>

και τον αντίστροφο
|·. +°· ‘

Στην αναπαράσταση ορμής το εσωτερικό γινόμενο είναι
+οο +°° +»

(φ\ψ)= jdp (φ\ρ)(ρ\ψ)= J  dp {ρ\φ)* (ρ\ψ) = \άχφ(ρ)*ψ(ρ)

(3.88)

(3.89)

(3.90)
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Παράδειγμα 1: Η ψ(χ) = eikx δίνει ψ{ρ) = V 2/$  S ( p - h k ) . Παρατηρούμε πως το 

κύμα ψ(χ) έχει αβεβαιότητα Δχ = <*> ενώ η ψ(ρ) που είναι συγκεντρωμένη λόγω 

της συνάρτησης δέλτα μηδενική αβεβαιότητα Δ/? = 0 .

Π αράδειγμα 2: Η ψ(χ) = δ (χ - α) δίνει ψ(ρ) = ( l/4l7^t)e"ipa^ . Εδώ συμβαίνει το 

αντίθετο με το παράδειγμα 1. Οι αβεβαιότητες είναι Αχ = 0 και Αρ = οο.

Π αράδειγμα 3: Η ψ(χ) = (ΐ/ 2 ;τσ2 )^4 exp[- χ 2/ 4 σ 2 ] , * € ( -  οο,+οο) δίνει πυκνότητα

πιθανότητας την συνάρτηση Gauss />(*) = \ψ(χ)γ = ( ΐ/2 /τσ 2 )^2 e x p [ -x 2/ 2 a 2 ] με 

Δχ = σ . Στην αναπαράσταση ορμής από το ολοκλήρωμα Gauss

+00  ̂ Γ ~  ^
J dx <?'“* ±Αχ = ^  e4a: ψ (ρ) = -Ja/h (2/π)'14 exp[-σ 2ρ 2/Λ2], ρ  e ( - οο,+οο) η

-CO

πυκνότητα πιθανότητας είναι £(/>) = |^(/>)|2 = (cr/Λ) (2 //r),/2 e x p [ -2 a 2/?2/ / ) 2]. Η

μέση τιμή της ορμής και του τετραγώνου της μπορεί τώρα να υπολογισθούν από τα 

αντίστοιχα ολοκληρώματα στην μία ή την άλλη αναπαράσταση

2 -Η»
= l d p p 2 P(p) = h2/ 4 a 2 ,

. +00 +αΟ
(ρ)= \dppP (p)  = 0 , ( ρ 2) = Λ2 Jdx

-«Ο

3 ^
3* -00

ώστε η αβεβαιότητα ορμής είναι Ap = h/2σ.  Παρατηρούμε πως το γινόμενο των 

αβεβαιοτήτων AxAp = at)/2σ  = Λ/2 είναι σε οριακή συμφωνία με την αρχή της

αβεβαιότητας του Heisenberg, όπως αναμένεται για κυματοσυναρτήσεις τύπου 

Gauss.

Παράδειγμα 4: Η κανονικοποίηση της κυματοσυνάρτησης του συνεχούς φάσματος 

για το ελεύθερο σωμάτιο (δείτε Κεφ. 2.4) μπορεί να επιτευχθεί και με την βοήθεια της 

συνάρτησης δέλτα. Η ψρ(χ) -  yj\/27th exp[/px/fi] , χ e  ( -  οο,+σο) από τις ιδιότητες 

της συνάρτησης δέλτα δίνει το ολοκλήρωμα κανονικοποίησης

+β> . +00 - +Ο0
\ d x  ψ ' Λ χ ) ψ Α χ )  = —  ( d x  e - ‘PI l h e i P'x<h = —  [ d x  = δ ( ρ - ρ ' ) .* r r Onto * Onto *-03 -CO
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Η τρισδιάστατη κίνηση ελεύθερου σωματίου στην διεύθυνση ορμής ρ  περιγράφεται 

από την

Ψρ(τ) = (1 /2^)“3/2 exp [ip ■ r/h]

με συνθήκη κανονικοποίησης

+ο° /  1 \3  +οο
p r  ψ * ρ ί7 )ψ ρ '{7 ) = ( - Μ  \ d x  e - W *  e rP'rr/* =  δ ( ρ  -  ρ ')

-00 ^ ' '  -CO

= δ{ρχ -  p'x)s(p y -  ρ'γ )δ (ρζ -  ρ'ζ).

1
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• Το ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  γ ι ν ό μ ε ν ο  των κυματοσυναρτήσεων φ ( χ )  και ψ { χ )  στον διανυσματικό 

| χώρο Hilbert ορίζεται

I .
I .

με ιδιότητες

·■?.·V-" ■
■ :«··. ■

( φ \ ψ ) =  \ d x  φ \ χ )  ψ ( χ )  = [ \ d x  ψ ' ( χ )  φ { χ ' $ ’= ( ψ \ φ ) * ,  

{ φ \ λ ψ ) - λ ( φ \ ψ ) ,  ( λ φ \ ψ )  =  £ ( φ \ ψ ) ,  AeC,

( ψ \ ψ )  = j d x  \ ψ ( χ )  | £ 0, με ( ψ \ ψ )  = 0 όταν ψ ( χ )  -  0 για Vx, 

{ φ \ ψ ) - 0 ,  όταν οι φ ,  ψ  είναι ορθογώνιες, και

(3.91)

{ ψ \ ψ ) =  \ d x \ y / ( x ) f = 1 , όταν η ψ  είναι κανονικοποιημένη.

• Οι τ ε λ ε σ τ έ ς  δρουν στις κυματοσυναρτήσεις ψ ( χ )  ενώ υπακούουν στις εξισώσεις 
ιδοτιμών. Στην συνηθισμένη αναπαράσταση θέσης14 οι πιό γνωστοί είναι

θέσης:

ορμής:

χ  ψ ( χ )  =  χ ψ ( χ )

Ρ ψ{χ) = - ΐ Η ^ ^ ·
Ο Χ

,2 *2.m ti* d ur(x)
Χαμιλτονιανής: Η  ψ ( χ )  = -   ------+ V  ( χ )  ψ ( χ )  στην μονοδιάστατη, και

2m dx

Μ Στην αναχαράσταση ορμής ρ = ρ ,  x * i h — , κλπ.
d p
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η2 - 2
στην τρισδιάστατη περίπτωση Η  ψ{?) = ------V ψ{9) + V(r) ψ(7) ,

2m

στροφορμής:

με συνιστώσες

«Φ Λ *

1 = r xp,

I = ν ρ  - ζ  ρ  = -ih  χ  7 r y
d

l = z p  - x p  = - I  z —y x z  l  dx

d ]

dy)
d

X —
dz

/
l = x  p  -  y p  = -ih  z  r y

λ

/

• Αν A είναι μια δυναμική μεταβλητή συστήματος που περιγράφεται από τον τελεστή
Λ

Α τότε η μέση τιμή στην κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση ψ  είναι

{Α) = (ψ\Α\ψ) = \dx ψ*{χ) Α ψ(χ) ; (3.92)
' I' 1 X. ' ···*. ' ri-·**, ϊ

π.χ. η μέση τιμή της θέσης όταν το σύστημα περιγράφεται απο την κυματοσυνάρτηση ψ 

είναι

(*) -  {ψ\*ψ)={ψ\Αψ)
= jdx ψ*(χ) χ ψ(χ)·

•  Ο ερμιτειανός συζυγής Α + του τελεστή Α ορίζεται από

(φ \λ ψ )  = (λ* φ \ψ )  για Vφ ,ψ ,

ή με την ισοδύναμη σχέση

(3.93

Ο Α είναι ερμιτειανός τελεστής όταν είναι ερμιτειανός συζυγής του εαυτού το

(φ \λ ψ )  = (Αφ\ψ}  για Ί φ ,ψ
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I ^άίχφ '(χ)Α  ψ(χ)=  jdx ψ*(χ)Α φ(χ) γ ια ^ φ ,ψ .  (3.94)

ΐ Οι πλειοψηφία των τελεστών της φυσικής είναι ερμιτειανοί και αντιστοιχούν σε

i καρατηρήσιμα φυσικά μεγέθη.
\
\
I · Ένας ερμιτειανός τελεστής (λ = Λ+) έχει πάντοτε πραγματική μέση τιμή που
i

αντιστοιχεί στην μετρήσιμη τιμή του αντίστοιχου φυσικού μεγέθους A
)
1 [ψ \λ ψ )  = { λ ψ \ ψ) = (ψ \Αψ)*

=>(ψ\λ\ψ) = {ψ\Α\ψ)*

* ( Α )  = (Α )' .

• Ένας ερμιτειανός τελεστής (α  = Α+) έχει πραγματικές ιδιοτιμές α„ και ορθογώνιες 

ιδιοσυναρτήσεις ψη, ψτη που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές an*am. Από τον ορισμό 

του ερμιτειανού τελεστή και την ορθοκανονικότητα της βάσης (ψ„ \ψ„) = Sn m

{ψη \Αψη) = <*Λψη\ψη) = <*η 

{* Ψ η \ Ψη) = <*»{ψη\ψη) = <*η'
>=*α„=α„

και επομένως

ψ „  | ψ „  )  = { α „ ψ „  | ψ „ )  =  α „  { ψ „  | ψ „ )

<ψη Μ ψ„) = (ψ*\«m¥m) = a m{¥mWm).

(«, ~ ) { ψ »  \ v m ) - 0  => ( ψ .  I ^ ) = °·ό τ α ν * «.

Α Λ

Θεώρημα: Οταν ίύο τελεστές >4 κα/ 2? έχουν κοινές ιδιοσυναρτήσεις μετατίθενται

[α , β \= Α Β -Β Α  = 0 . (3.95)

Απόδειξη: Έστω οι A, Β έχουν κοινές ιδιοσυναρτήσεις |π) με ιδιοτιμές αη β η

αντίστοιχα

Α\η) = α„\η) ) ^  ΑΒ\π) = /4#,|«) = «» /*> )] 
Β\π) = β„\π) J A4|w) = i ^ « )  = /?na > ) J

< * { A B - B A ) \ n )  =  Q

<*[α ,β ] = 0 .
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Α Α

• Θεώρημα: Όταν δυο τελεστές Α και Β που αντιστοιχούν σε παρατηρήσιμα φυσικά 

μεγέθη A , Β μετατίθενται

[Λ A I Λ Α  A A

Α ,Β \= Α Β -Β Α  = Ο, (3.96)

έχουν κοινές ιδιοσυναρτήσεις απουσία εκφυλισμού των ιδιοτιμών. Τα αντίστοιχα μεγέθη είναι 

συμβατά με απολύτως καθορισμένες τιμές συγχρόνως στην ίδια κατάσταση που σημαίνει πως 

τα. A , Β μετρούνται ταυτόχρονα με αυθαίρετη ακρίβεια (ΔΑ -  ΔΒ = 0). Αντιθέτως η σχέση 

μετάθεσης π.χ. η [x, ρ] = ih οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η θέση x και η ορμή ρ  δεν είναι 

ταυτόχρονα μετρήσιμα μεγέθη (ισχύει η αρχή αβεβαιότητας Ax Αρ > ίι/2 ).

ίΑ Λ Ί A
Α ,Β \-  0 αν ο τελεστής Α έχει ιδιοσυνάρτηση |«) με ιδιοτιμή 

α„ Α\η) = α„\π) ο  ^(£ |»))=  £ (λ |λ)) = α„(ζ?|«)) θα έχει ιδιοσυνάρτηση και την 

Β\π) που αντιστοιχεί στην ίδια ιδιοτιμή α„. Όταν δεν υπ*άρχει εκφυλισμός οι 

ιδιοσυναρτήσεις |«) και Α\ π) δεν είναι ανεξάρτητες και πρέπει να συνδέονται με 

μια σταθερά αναλογίας, έστω την β„ , οπότε

Β\η) = β„\π)

ώστε η |«) είναι ιδιοσυνάρτηση και του τελεστή Β με ιδιοτιμή β„.

• Ο U είναι μοναδιαίος τελεστής όταν ικανοποιεί την

ύ ΰ + = ύ +ό = ι ,  (3.9 7;

ώστε \<ρ') = ύ \ φ )  και \ψ') = ύ \ψ )

(φ'\ψ') = (ύ φ \ύ ψ )

= { φ \ύ +ύ Ψ)

= {<ρ\ψ)

αφού (ύφ \ψ ^  -  (φ \ύ * ψ ^  από τον ορισμό του ερμιτειανού συζυγή ύ +. Αποτέλεσμα είνα 

η δράση του U να διατηρεί αναλλοίωτο το εσωτερικό γινόμενο των συναρτήσεων.

• Διακριτό φάσμα ιδιοτιμών: Σε σύστημα που περιγράφεται από την κυματοσυνάρτησ 

|^ )  ένα φυσικό μέγεθος Α (π.χ. η ενέργεια Ε) μπορεί να λάβει μια οποιαδήποτε ιδιοτιμή α

του Α (η εξίσωση ιδιοτιμών είναι Α\ψ„) = α η\ψ„)), π.χ. μία από τις ιδιοτιμές της ενέργεια
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Ε„ με πιθανότητα Pn = | c„\2, όπου cn είναι οι συντελεστές στο ανάπτυγμα \ψ) = ^c„ \ψ„) 

στον χώρο των ιδιοσυναρτήσεων (χώρο Hilbert) με πλάτη
+00

C„ =  {ψ„\ψ) = \dx ψ*„(χ) ψ(χ)· (3.98)

Το αντίστοιχο φυσικό μέγεθος Α όταν το σύστημα είναι στην κατάσταση ψ{χ) εκτιμάται 

από την μέση τιμή {Α) . Π.χ. η μέση τιμή της ενέργειας είναι

<£) = £ /> „£ „  (3.99)

και η αντίστοιχη αβεβαιότητα

ΔΕ = V< £ 2 > -  < £  >2 = Δ Σ ρ*Ε1 ~ Σ Ρ«Ε« l·* £ /> „ = !. (3.100)
\  η

• Συνεχές φάσμα ιδιοτιμών: Στην περίπτωση συνεχούς φάσματος ιδιοτιμών ενός 

τελεστή

Α\ψα) = α\ψα), ae(-oo,+oo), (3.101)

η ορθοκανονικότητα γενικεύεται

{ψα \ψα')~ \άχψ α(χ)ψ α{χ) = δ {α -α ') , (3.102)

όπου δ (α -α ')  είναι η γενικευμένη συνάρτηση-<5 του Dirac. Παραδείγματα συνεχούς 

φάσματος δίνουν οι ιδιοτιμές xe(-oo,+oo) του τελεστή θέσης χ και /? g (- οο,+οο) της

ορμής ρ = -/Λ — για ελεύθερο σωμάτιο με ιδιοσυναρτήσεις θέσης 
dx

+00
|x), με (χ|χ’) = <5(χ- χ'), JoCx |x>(x| = 1 (3.103)

-οο

και ορμής
ι -η»

I ρ>= //7Χ/Λ’ με(ρ \ρ '} = δ('ρ ~ ρ<)’ J + I p Xp I - 1 . (3·104)
—οο

αντίστοιχα. Αν η ψ(χ) αναπτυχθεί στην βάση των ιδιοδιανυσμάτων θέσης στην 

αναπαράσταση θέσης τα πλάτη πιθανότητας {χ|^) ταυτίζονται με την ^ ( jc)

{χ\ψ) = ψ(χ). (3.105)

Στην αναπαράσταση ορμής η
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{ρ\ψ ) = ψ (ρ)

οδηγεί στην αντίστοιχη κυματοσυνάρτηση ορμής

ψ (ρ) = ~ = ^ \ d x  β-,ρχη'ψ(χ) . 
—00

(3.106)

(3.107)

Επανάλτηι/π:

❖  Η χρονική εξέλιξη ενός κβαντικού συστήματος προκύπτει από την λύση της χρονικά 
εξαρτημένης εξίσωσης Schrodinger

i h ~ {-X-j )  = Η Ψ (χ ,ι)  
ot

και η Ψ (χ,ί) περιέχει όλη την πληροφορία για ένα κβαντικό σύστημα. Όταν το 
δυναμικό δεν εξαρτάταί από τον χρόνο είναι αρκετή η λύση της χρονικά 
ανεξάρτητης εξίσωσης Schrodinger

Η \ψ η) = Ε„\ψ„).

❖  Σε κάθε μετρήσιμη ποσότητα Α αντιστοιχεί ένας κβαντικός τελεστής A . Όταν 
γίνεται μια μέτρηση τα δυνατά αποτελέσματα για ένα φυσικό μέγεθος είναι οι 
ιδιοτιμές του αντίστοιχου τελεστή (π.χ. οι δυνατές τιμές ενέργειας είναι οι ιδιοτιμές 
Ε„ από την εξίσωση Schrodinger Η \ψ η) = Ε„\ψ„)).

❖  Οι ιδιοσυναρτήσεις \ψ„) οποιουδήποτε τελεστή που αντιστοιχεί σε ένα φυσικ<
μέγεθος αποτελούν πλήρες και ορθοκανονικό σύνολο σε έναν χώρο Hilbert. Με άλλ< 
λόγια μπορούμε να περιγράφουμε την κατάσταση ενός συστήματος με μι< 
κυματοσυνάρτηση Ψ (χ,ί)  (ή ψ(χ) ) που είναι γραμμικός συνδυασμός τα>' 
ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή θέσης, είτε του τελεστή της ορμής, είτε του τελεστ 
της ενέργειας, κλπ.

❖  Αν ένα σύστημα περιγράφεται από μια κυματοσυνάρτηση Ψ (χ,ί) και ένας τελεστή
A

Α αντιστοιχεί στην φυσική μεταβλητή Α τότε επαναλαμβανόμενες μετρήσεις τη 
χρονική στιγμή ΐ στην ίδια κατάσταση του συστήματος θα δώσουν για το μέγεθος 
την μέση τιμή

(Α)=  <Ψ Μ |Ψ >= \ d x ^ \ x , t ) A  Ψ(χ,ΐ).
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ:

> Α1. Αν οι κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις \ψ\) και \ψ2) αντιστοιχούν στην

ίδια ιδιοτιμή, χωρίς να είναι ορθογώνιες με

+00 ·. ... ·>»·.“<: ■ V* .· .i· ;, *
{ψ\\ψι)= f a  ψ \\χ) ψ2{χ) = d e %  ,

—CO' **·■

(1)

να βρείτε τους κανονικοποιημένους γραμμικούς συνδυασμούς | ψ) = C\ | ψ\) + c21 Ψί ) , 

C |,c2 elH των |^ |)  και \ψ2) που είναι: (ι) ορθογώνιοι με την \ψχ) και (Η) 

ορθογώνιοι με την \ψ\)+\ψ2)> (Αν τα πλάτη είναι μιγαδικοί αριθμοί

c\ = \c\ I ei5,c2 = \c21elS»$ 6 91, αλλάζουν τα αποτελέσματά σας;)

Λύση:

W) = C\\w\) + c2\<i/2), (ψ\ = 0\{ψ \\ + 02{ψ2 \, {ψ\\ψ\) = {ψ ι\ψ 2) = \ και 

{ψ\ I Ψ ΐ)=  {Ψι I Ψ\ )=  d € 91 . Από την κανονικοποιημένη | ψ)

(ψ I ν ') = 1 ο  c,*c, (ψι | ψ , > + c* c2 {ψ\ \¥ i)+c\cx (ψ2 \ Ψ ι )  + ο2α2{ψ2\Ψι) = \ 

ο  | c, |2 + (c,* c 2 + c2cx )d + |c2|2 =1

o  c ,2 +2C|C2 d+ c-χ = 1 , όταν C |, c2 e  .

Η απαίτηση να είναι η \ψ) = ο^\ψ\) + ο2\ψ2) ορθογώνια με την |ψ\) δίνει

(ψ\\ψ) = 0 ο  C\ \ψ\) + ο2{ψχ\ψ2) = 0

O C | + c 2rf = 0 .

Λύνουμε τις προηγούμενες γραμμοσκιασμένες εξισώσεις και

(U) Η απαίτηση να είναι η W) = C \ \ y / \ )  + c2\yr2) ορθογώνια με την | ^ | )  + | ^ 2) δίνει 

{C| +  c2 ) ( t / + l ) = 0  ώστε c2 = -C | και από την κανονικοποίηση της | ψ)

Cl
I

W 2 -2  </’
C2

I ' - ^2-2d
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(Παρατηρούμε πως τα μιγαδικά πλάτη cx = \ολ\βιδ, c2 = |c21e 's , δ  e  91, είναι επίσης 

λύσεις).

>  Α2. Να εξηγήσετε τι εννοούμε όταν λέγουμε πως το σύνολο των \ψ \), |^ 2),

\ψ2) ,·· ·  είναι κανονικοποιημένο, τι ορθογώνιο και τι ορθοκανονικό. Μιά 

κανονικοποιημένη κυματοσονάρτηση \ψ) μπορεί να γραφεί με τον γραμμικό συνδυασμό 

|^ )  = c1|^ i ) + c2|^ 2 ) + c3 (^ 2 ) + ·"· (Ο Να δώσετε την φυσική ερμηνεία των 

συντελεστών c„ να τους υπολογίσετε για συγκεκριμένες \ψ), \ψ„) και να βρείτε το

άθροισμα ^ |c „ j  . (ϋ) Αν ένα φυσικό σύστημα αναπαράγεται πολλές φορές ώστε μια
#ι

μέτρηση φυσικού μεγέθους που αντιστοιχεί στον τελεστή Α δίνει κάθε φορά τα 

αποτελέσματα α χ, α 2, α 3 με λόγους πιθανοτήτων 1 :2 :3 , να βρείτε πριν μια μέτρηση

την κυματοσονάρτηση του συστήματος \ψ) ως γραμμικό συνδυασμό των 

ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή \ψ \) , |^ 2)= \ψ$) και να ελέγξετε πως εξαρτάται από τα

αποτελεσματά σας η κυματοσονάρτηση \ψ) μετά  την μέτρηση. 

Λύση:

(ii) Από τους λόγους των πιθανοτήτων h i 2 _ ι h i 2 _ 2 

h i 2 ” 2 ’ h i 2 3
τα τετράγωνα είνα

|c2| = 2 |ojI , |c3| = —|c2|2 =3|c(|2 και την κανονικοποίηση της \ψ) στην ορθοκανονικι

βάση των ιδιοσυναρτήσεων\ψχ) ,  \ψ2), \ψ2) του λ  :

{ψ\ψ) = \<ζ> W \) + c2c2{ys2 |{/2) + c3c3(^3k3> = 1

< ^ic ,|2 +|c2|2 + |C3|2 = l

<=>h i 2 + 2|ci|2 +3|c!|2 -1

<=> c, r  = -

Επομένως,

1

2 1 1 1 ■'
h i  = —, |c2|2 = - ,  |c3|2 = — από την οποία προκύπτουν τα πλάι

ο 3 2
1

V2
ci = °2 ~ °3 = ± ~7π ®στε Ί  κυματοσονάρτηση πρίν μιά μέτρηση είναι
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Μετά την μέτρηση το αποτέλεσμα είναι μία εκ των \ψ \) , \ψ2) , \ψζ) που παρατηρούνται με

πιθανότητες |C||2 = i  |c2|2 = ^ ,  |c3|2 = ^  , αντίστοιχα.
6  3 2

|_ A 3 j · Η κυματοσυνάρτηση αρμονικού ταλαντωτή μάζας m και κυκλικής συχνότητας
ν ̂  V®

ω είναι ^ (x )  = i4exp
< 2(tf + 0)2 ,

είναι γνωστή η ιδοσυνάρτηση ^ 0(jc) = (π α 2 ) exp

, με Λ, α και b πραγματικές σταθερές ενώ

/  2 \  χ
{ 2α:

, a2 = ti/mco,

ενεργειακής ιδιοτιμής £ 0 =Λα>/2. Πια είναι η πιθανότητα μια μέτρηση της 

ενέργειας συστήματος που περιγράφεται από την ψ(χ) να δώσει την τιμή 

Ε0 = Κω/2 ; Πότε γίνεται μονάδα αυτή η πιθανότητα;

Λύση:

Από το ολοκλήρωμα κανονικοποίησης

+00(ψ\ψ) = 1 <=> A2 J dxe (a+b) = 1
*—<30

ο A = [πτ(α + ό)2]

προκύπτει η κανονικοποιημένη ψ(χ) =

πλάτος πιθανότητας είναι

\π(α + b)2 J/4
ί )  
I  2(α + 6)2 J . Το ζητούμενο

+00  ̂ I J +00 *
οϋ =(ψϋ \ψ)= \d xψ ΐ Μ  Ψ(χ) = ν -.... τ/ 4 γ----------- - ρ -  f<& e 2οί

-* [λγο J |π·(α + δ)Ζ] -«

.2 .2 

e
χ- ** 

2(o+4)J

2α(α + b) I '/2

α 2 + (σ + δ )2 _

Η πιθανότητα σύστημα στην κατάσταση \ψ) να δώσει την τιμή Ε0 = Λω/2

I .2 _  2a(g + b)
R)l ~ 2 / t\2a + (λ + b)

γίνεται μονάδα όταν δ = 0 . Στην περίπτωση αυτή \ψ) = c0| ^ 0) με |c0|2 = 1.
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(i) Όταν οι ψ(χ) και φ(χ) διαφέρουν κατά μία σταθερή φάση α άκ

ψ(χ) = β,αφ(χ) περιγράφουν την ίδια φυσική κατάσταση. Να δείξετε ότι αι 

ισχύει για οποιαδήποτε σταθερή τιμή του α και να εφαρμόσετε το αποτέλεσμα γι< 

= π!2, π. Τι συμβαίνει στην μέση τιμής της ορμής όταν η φάση είναι a(x); (ii) Όι

η \ψ) είναι ιδιοσυνάρτηση \ψ ) - \ψ η) ενός τελεστή Α (α \ψη) = α„\ψη}) να δείξ 

πως μιά μέτρηση του αντίστοιχου φυσικού μεγέθους Α δίνει ακριβώς την αντίστο 

ιδιοτιμή α„ με μηδενική αβεβαιότητα ΛΑ -  0.

Απάντηση:

0) ( ρ ) ψ = f a  Ψ*(χ )
—00

= 1 'd x  {eiaM <p(x)j ( -  iheia{x) M i l  _ ih^ l e< ^ )9{x)
J v dx dx >—00

= {ρ)φ+Η<*'(χ))·

. - - - Γ A A1
^ 5 (i) Όταν οι τελεστές A, B μετατίθενται [A, 5 J= 0  έχουν κο\

ιδιοσνναρτήσεις. Το αντίστροφο ισχύει απουσία εκφυλισμού.

(Η) Αν οι ερμιτειανοί τελεστές λ , Β μετατίθενται [λ, β] = 0 να δείξετε πως κι

τελεστής A Β  είναι ερμιτειανός.
A A A A A A A Α

(Hi) Αν οι τελεστές A, Β  είναι ερμιτειανοί και οι τελεστές Α + Β, ΑΒ + ΒΑ ε 

ερμιτειανοί.
α α

(ίν) Αν οι τελεστές A, Β είναι ερμιτειανοί και δεν μετατίθενται ο μεταθί 

\α ,β \ δεν είναι ερμιτειανός ενώ ο ί[λ, Β\ είναι ερμιτειανός.
Α

(ν) Δείξτε πως όταν ο τελεστής Α είναι ερμιτειανός το ίδιο ισχύει και για 

Α ”, όπου η θετικός ακέραιος.
Α

(νί) Αν μια φυσική ποσότητα Α περιγράφεται από τον ερμιτειανό τελεστή Α 

δείξετε πως η μέση τιμή (Α) είναι πραγματικός αριθμός και ισ;
‘j

(α 2)=  f a \ A y / ( x f .
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*£·' - ' rufit'fi
>  Α 6 . ' Ενα κβαντισμένο σύστημα δύο καταστάσεων περιγράφεται από τις

\ψ \)λψ ι)  αντίστοιχες ιδιοτιμές £, = 5eV,Ε2 = 1 OeV. Η κανονικοποιημένη 

κυματοσυνάρτηση Ψ(χ, 1) την χρονική στιγμή /=0 είναι

k )  = 0.8|^>, +ϋ\ψ2)

με c μια σταθερά.

(I) Να βρείτε την μέση ενέργεια (Ε).

(ii) Την πιθανότητα να μετρηθεί η τιμή ενέργειας 5eVή 8eV,

(Hi) Τ η νΨ (* ,ί) .

Απάντηση: Η σταθερά από την κανονικοποίηση 0.82 -he2 = 1 είναι c = 0.6.

(I) (Ε) = |0.8|2 Εχ + 10.6|2 Ε2 = 6.8eK.

(ii) Η πιθανότητα μια μέτρηση της ενέργειας να δώσει 5eV είναι 

/>, = |0.8|2 = 0.64 ενώ είναι μηδενική η πιθανότητα να προκύψει η τιμή 8eV.

(ΙΗ) Ψ(χ,0 = Σΰ„β » | ^ n) = 0 .8 c "5,,/A| ^ | )  + 0 .6 c _lo" /ft|^2>·

-

$ >  , Α 7. )f Σωμάτιο σε ‘κουτί’ (απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού) χαρακτηρίζεται από την 

κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση

V a a

- E i

12 ( x
a V a.

Λ a 0 < x < - ,

a
-  < x < a. 
2

Ποια είναι η πιθανότητα Pn να ληφθεί σε μια μέτρηση η ιδιοτιμή της ενέργειας Ε„ ; 

Πως με την βοήθεια αυτού του αποτελέσματος μπορεί να υπολογισθεί το άθροισμα

Σ η~4>
π* 1,2,3

Απάντηση:

[2 * tlTOC
Αφού p n(x) = J —sm----- , n = 1 ,2 ,3 , ··· (δείτε την A 1 του Κεφ.2)

Λ νΛΗΛ/,-̂

%

'/■
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V24 Φ
~2 \dy y sin ny—γ j<ty y sinny

Φ
2 ^ 4 * 9 *  .— —  J ay y sin ny

όπου έγινε η αντικατάσταση —  = y στο πρώτο, —  = π  - y στο δεύτερο ολοκλήρωμα και
a a

sin(H/r - α )  = sin n n  cos a -  cos η π  sin a = -(-1)"  sin a . Μετά μετά από πράξεις

2(_ ι)(»-0/2
2 . ηπ

η~π~ 2
Πζ~τ £. . η η

°η = ^ 24 ~γ~2  Sltl—  = <
V24 „2 2 η it

. η = 1,3,5,

0, 17 = 2,4 ,6 ,

και αντίστοιχη πιθανότητα να ληφθεί η Εη
/ϊ-1 2

° (_1) 2
,  ν

96 -4 , ,  c _
j ^  » Λ 1»3,5 ,* ·*  

Λ*
0 , η = 2,4 ,6 ,..

Από την απαίτηση κανονικοποίησης ]Γ ? „ = 1 ο  λ-4 = —  ενώ το άθροισμα
«=1,2,3.... «=1,3,5,.,. 96

στους άρτιους όρους είναι

«=2,4,$... *=1,2.3,... 10 *=1.2,3,...

και το ολικό άθροισμα σε άρτιους και περιττούς

Σ "'4= Σ w ·4-^  Σ Σ»-16 16 ^2,3....

Σ »'4= Σ + Σ- Σ * * * ±  Σ'*
«5*1,2,3,.= λ=1,3,5,„ w=2,4A»« n=l,3,5„. ιο  «*1^3,..

o i l -± ϊ  ς> - -  -

ο  5 > - .  ™ . « 1 .
« Α 3 _  9615 90

| Την χρονική στιγμή / = 0 σωμάτιο στο απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού είναι 

στην κατάσταση ψ(χ) - Αχ(α - χ), όπου α το εύρος του πηγαδιού. Ποιά είναι η 

κατανομή πιθανότητας των ενεργειών και η Ψ(χ,ί);
Απάντηση:



Ασκήσεις 121

+00 13ο
Από την κανονικοποίηση ^άχ\ψ(χ)^ = 1 ο  A = J —  . Τα πλάτη πιθανότητας

—οο ^

υπολογίζονται από το ολοκλήρωμα

■κο a
c„ = jdx ψ*„(χ) ψ(χ) = jdx

- 0 0

2 . n/Dc — sin----
\ ia  a j

x(a -  x)

με την βοήθεια των

nn nit
jdy y  sin y  = - w / r ( - 1)" , jdy y 2 sin y  = - n 2x 2( - 1)" + 2 ( - 1)" -  2 ,

P » ·
2λ/60

> rV
( l- ( - ! ) " )

2
*

4 λ/60
— *

* V
* 0,

n =  1 ,3 ,5 · ··  

» = 2 , 4, 6,

Η μέση ενέργεια υπολογίζεται (E) = ^P„E„  =  5 ■ -  και η κυματοσυνάρτηση
ma

ν '  4λ/60 (  ΠΓ . ηπχ
+ (^ ,ο =  Σ  T T  f sin—  

„=U... *  « IV0 α >

-/=a-r
. £« =

2λ #  2
2 W

Να υπολογίσετε την μέση ενέργεια (Ε) = ^Ρ „  Ε„ στο απειρόβαθο πηγάδι 

με την ψ(χ) της Α8 και να ελέγξετε το αποτέλεσμα από τον κατευθείαν υπολογισμό 

της ’μέσης τιμής {Η) = (ψ\Η\ψ) αφού το σωμάτιο εκεί είναι ελεύθερο Η = ρ 2 / 2 m .

Πως υπολογίζονται οι (ε 2  ̂ και Δ £  με τους δύο τρόπους; 

Απάντηση:

1ος τρόπος: (£> =  £ / > „ £ „

- Σ 4ι/60  2 η2* 2 2
1 1 1 ^ π η 2 ma

η2π 2 16-60  y  _Ι_ 
Ima2 π 6 „miJ s

J > V  16-60 π 4 

2»ια2 π 6 96
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2ος τρόπος:

<*> -  (Ψ\Η\Ψ) -  “  ] *  ![ ,(„ .* )]
ο3 ο 2m

λλ*2 β ^2
— — .{*&■ χ(α-χ)—-[χ(α-χ)] 
2ιηα*.$ dx1

30ft 
2ma '

2 α
2 J<& χ(α-χ)

= 5
mo2 ’

Παρομοίως, (e 2  ̂= 1.2(E) .

'f'-i ii · Στο απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού σωμάτιο στο (Ο,ο) χαρακτηρίζεται από

την ψ(χ) = ψ/,(χ) = V 2/ο sin(πτ/α) που αντιστοιχεί στην θεμελιώδη « = 1 στάθμη. 

Αν ο τοίχος μετακινηθεί απότομα από x = α στο x = 2α ώστε η κατάσταση του 

συστήματος παραμένει η ^ (χ )  ορισμένη στο (Ο,ο) ποιά είναι η πιθανότητα μια

ϋ 2π 2 ΐι2π 2μέτρηση της ενέργειας στο νέο πηγάδι να δώσει Ε  = ----- - , Ε  = ------- η2 με r,
Sma* 2 mal

= άρτιο;

Απάντηση:

Θα αναπτυχθεί η ψ(χ) = 2/a sin(πτ/α) , x e  (Ο,α), στις νέες ιδιοσυναρτήσεις

Ψη(χ) = sinl T -  > « = 1,2,3,··· χ € (0,2ο) 
V 2α 2α

με αντίστοιχες ιδιοτιμές

„  η 2π 2 2 δ 2π 2 2 , 0 7
£« = Τ ~ Γ Τ '1 " Γ Τ  " ’ « = 1,2,3,

2m(2o) 8/wa

Επομένως,
+ C 0

c „ =  jV x^*(x) <μ(χ) —
—00

και το ολοκλήρωμα δίνει

2 V 2 ' ; 2, . „ . W 2 slnT------ Uv sin 2_y sm ^ --------- ------,
π  i  π  4 - «

2 . ΛΧ— sin — 
v ■ o °  y

ηπ
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Για η = 2 από την παραγώγιση αριθμητή και παρονομαστή έχουμε c2 = ενώ οι άλλοι

όροι για η = άρτιο είναι μηδέν. Για η = περιττό έχουμε

4V2 ( - i f - " '2
Cn =

π  4 - η '
, η = 1,3,5,

ώστε

Ρ> =
4 ΐ

και Ρ„ =0, η = 4 ,6 ,8 ,

4>/2 ( - l ) (n' l)/2
π

Η πιθανότητα Ε =
8ma2

4 -w

= £j είναι P

, η = 1,3,5,··· .

2 2
£  =

8wa:
= P. =

32

9πΑ
και η πιθανότητα

£  = — r  w2 = —~ r (2 « )z = £ 4, £ 8, £ i 2 , ··· για α άρτιο είναι P4 = P8 = P12 = ··· = 0.
2ma4 &maA

Παρατηρείστε πως π.χ. γιά η=4 η νέα ιδιοσυνάρτηση ψ{χ) = J \ f a  sin(4flx/(2a)) χ  e  (0,2a) 

αποτελείται από δύο ημικύματα (θετικό και αρνητικό) στο διάστημα χ e  (Ο,α). Όταν 

πολλαπλασιασθεί με την ψ(χ) = ^ f l ja  sin(πχ/α) που είναι ένα θετικό ημικύμα στο ίδιο 

διάστημα ορισμού της χ € (0,α ) ,  δίνει συνολικά μηδέν όταν ολοκληρωθεί λόγω θετικών και 

αρνητικών τιμών. Φυσικά προκύπτει μηδέν στο διάστημα ολοκλήρωσης χ e  (α ,2 α )  λόγω 

μηδενισμού εκεί της ψ (χ) .

• Σωμάτιο μάζας m περιορίζεται στο διάστημα (0, α). Αν το σωμάτιο είναι στην

πχ—  να δείξετε ότι η 
V L )

κατάσταση που περιγράφεται από την ψ(χ) = - ^ s in ^ ~ ^ jc o s

ψ(χ) είναι γραμμικός συνδυασμός δύο ιδιοσυναρτήσεων με διαφορετικές ενέργειες. Να 

προσδιορίσετε τις πιθανές τιμές που θα προκύψουν στην μέτρηση της ενέργειας του 

συστήματος που περιγράφει η ψ(χ) και την πιθανότητα της κάθε μιας.

(I) Να ελεγχθεί αν οι τελεστές ρ χ , χ ρ χ , ρ 2 είναι ερμιτειανοί. Θεωρείστε πως οι
* ;

κυματοσυναρτήσεις και οι παραγωγοί τους στο άπειρο τείνουν στο μηδέν.
* *ν:
1 ν ν  ···
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(«) Δείξτε πως

'  9ψ*
ψ dx ψ dx ^

στην μονοδιάστατη περίπτωση 

με ολοκλήρωση κατά παράγοντες και την

απαίτηση μηδενισμού της ψ(χ) στα όρια χ  —> ±α>.

(iii) Σε σύστημα σε απειρόβαθο πηγάδι στο (0, α) να βρείτε την μέση κινητική : 

ενέργεια όταν είναι στην κατάσταση ψ(χ) = Λ sin2 (πχ/ α) και όταν είναι στην}.

ψ (χ) = Α χ { α - χ ) .  ;;'■i
(ίν) Να υπολογίσετε τις αβεβαιότητες Δφ, ΔΙΖ και το γινόμενό τους για ένα 5

d *
σύστημα στην κατάσταση ψ(φ) = A sin φ όπου lz = ~ih— . \

9φ I
(ν) Να υπολογίστε την μέση τιμή του τετραγώνου της στροφορμής \
• • α  ^ ^
/  = lx +ly + 1Ζ στην κατάσταση ψ(β, φ ) -  A sin & cos φ I

(ί) Να δείξετε με κατευθείαν υπολογισμούς την ορθοκανονικότητα των 

ιδιοσυναρτήσεων του τελεστή Η  σε απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού.

Να ελέγξετε τις παρακάτω σχέσεις ισότητας μεταξύ τελεστών

d . d

* ± L . X±-,,
dx x  dx

\2
/  + —  

dx
d  d 2

= 1 + 2—  +
dx dx2 ’

d  d+ —  = l  + r 1 + 2x—  +
dx) dx dx2 '

ί d  \ 2 d 2_  2 d_
2 x  dx '

( i ±
Vx dxX dx )  dx

'  d d )  d2 .  d2 d —  + —  = — — + 2 ----- +
K  .·Λ i\
l \

Kdx dy) dx2 dxdy dy2
».

Οι πράξεις θα γίνουν με την βοήθεια μιας βοηθητικής συνάρτησης ψ(χ) στην οποία 

δρουν οι τελεστές και ξεκινώντας από την δράση του αριστερού μέλους της ισότητας 

στην ψ(χ) θα καταλήξουμε στο δεξιό μέλος να δρά στην ψ{χ) και η ισότητα θα . 

αποδειχθεί. Δεν εκτελούμε πράξεις στους τελεστές έστω κι αν αυτό φαίνεται
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προκλητικά εύκολο, π. χ. είναι λάθος να γραφεί — x = 1. Εκτελείται μόνο η δράση
dx

του πλησιέστερου τελεστή στην συνάρτηση ψ (χ) . Το αποτέλεσμα είναι μιά νέα 

συνάρτηση στην οποία θα δράσει ο αμέσως επόμενος πλησιέστερος τελεστής, κλπ. 

Επιλύουμε δύο από τις παραπάνω:

Α~Τχ)~Τ̂ χΨ{χ))\ x d x  ) x d x

Λ ± {
x d x \

1 [ άψ{χ) άψ(χ) d2ψ(χ)
χ{ d x  d x  d x *

( 2 d  d 2 , . .
= - T + T j k W  

\ x d x  d . r

και με την βοηθητική συνάρτηση y/(x,y)

(έ+|) v(x-s (£ + •£ •1 i — + — 1 w(x>y)la*· dy)
' d_+ d^

ISr dy) 
dt//(x,y) . d v (x ,y )\

<dx dy, \  dx dy J
_ d 2ty(x,y) | δ 2ψ (χ ,γ)  t d 2ty(x,y)  ̂ δ 2ψ (χ ,γ)

dxd dxdy dydx dy4

< d2 Λ \
- + 2 —r -  + —Ί 

dx2 dxdy dy2 )

, _ ;

Να αποδείξετε τις πολύ χρήσιμες σχέσεις μετάθεσης [λ, β \ = ΑΒ -  ΒΑ μεταξύ

τελεστών:



Να ελέγξετε τις παρακάτω ισότητες με μεταθέτες όπου f(x) είναι μια 

αυθαίρετη συνάρτηση του χ
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[X’P x ) - ih

[x,Py \= 0

k P z ]  = 0

[ f ( x \ h }  = ih^ r

[ / ω . ? , 2] = 2 « | : ί χ + » 2 χ τ

[x2 , [ x , p l \ = - 4 h 2x

[h , x ] = - — p x
m

[ H J l ] =  2 » f p , + * ’ 0

^ ^ ι ^ ^ ^ % . Ό τ α ν  να δείξετε τότε ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις μεταξύ των

τελεστών Α,Β

[ Α Α Λ Ι  A
Α ,Β 2\= 2Β

[ λ ,Ρ \= 3 Β 2

[α 2, β 2\= ι (α β + βα)

Γ & " ·
Η κυματοσυνάρτηση στο χώρο των ορμών ρ  = Μ



Ασκήσεις 127

ψ(ρ) = - j= =  jdx e~ipx/l> ψ{χ)
—00

έχει αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier την κυματοσυνάρτηση στον χώρο των 
θέσεων

Κ * )  =  ;τ = τ  \ dP  eipX/,> ·
—CO

(i) Να αποδείξετε το Θεώρημα Parseval
+00 +00
jdp ψ*{ρ) ψ(ρ)= \<1χψ'{χ) ψ(χ)·

—οο -co

(Μ)
+00

Να αποδείξετε πως η μέση τιμή (ρ)= J  dx ψ \ χ )
-00

ψ{χ)

+00
εκφράζεται ισοδύναμα (ρ)= jdx ψ '(ρ)  ρ  ψ{ρ) συναρτήσει της ψ(ρ) και

—00 ’

να ερμηνεύσετε την Ρ(ρ) = | ψ(ρ )|2 . Να δείξετε, επίσης, ότι η μέση τιμή της

+00 +00
θέσης είναι (χ)= jdxip*(x) χψ(χ)= j  dp ψ*{ρ)

—00 —00

τελευταία ερωτήματα να  ορισθούν οι τελεστές ρ , χ στην αναπαράσταση 

ορμής.

(+Λ£)*Ρ)*Από τα

0)

Λύση:

+00 +* Μ -Α \
= jdx jdx' Ψ (χ)[~δ(χ-χ '))ψ(χ')

-00
+<ο

= jdx ψ \ χ )  ψ(χ)·
—ΟΟ
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(U)
+οο +οο - +οο -  +οο

( ρ ) =  j d p  ψ \ ρ ) ρ  ψ { ρ ) =  J d p  - j =  j d x  e +,pxlh ψ \ χ )  p - j = =  j d x ' e ~ ipx'/h ψ ( χ ’) 
—00 —00 —00 —00—co 

+00 +00
- o o

f  - +00

—00 —oo

+00 +00

= j d x  jd x ' ψ \ χ )  —  j d p p e +ipx/h- ipx'lh
2 7ih\  -CO

ψ (χ ' )

= j d x  jd x ' y / * ( x ) \ ^ - i h — δ { χ  -  x ' ) ^ { x ' )
—00 —oo 

+00 ✓ 5
= j d x  ψ * (x) - i h — j y / ( x ) .

—00

+00
{ x )=  j d p  y / \ p ) ^ i h - ^  ψ ( ρ )

—00
+00+00 . +00 ·. +c0

- l + i k  ^*00
+00 +00

—CO V27ih

(  * +00

—00 —00 \  ”00 
+00 +00

=  jdx jdx' Ψ* (x) S(x -  λ:') x' ψ(χ')
—oo —CO
+00

=  jdx Ψ* (x) X ψ{χ)·
-00

Χρησιμοποιήσαμε τις

+00
-  jdpeipix~x')/h =2πΗδ(χ-χ’)

x ' ψ {χ ')

•00
- 1 + 0 °

.  Α ± φ { ρ ) = '  \ 4 χ χ β - * ' ΐ * ψ { χ )
dp V2jtfi ■— OO

+00
j d p  p  e ‘‘ip(x-x')/n =  f  _  2 π ϋ δ ( χ -  x ' ) .

•00

v\ "̂l)iji-' · · ^

t-fV:

:·ί
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Ε Π Ι Λ Υ Σ Ι Μ Α  Σ Υ Σ Τ Η Μ Α Τ Α

'να μπορούσε αυτοί οι υπολογισμοί 

να γίνουν με μια μηχανή ατμού. . . ’ 

C. Babbage

Η χρονικά εξαρτημένη εξίσωση Schrfldinger για το διάνυσμα κατάστασης 

|ψ (ί))  που είναι συνάρτηση του χρόνου ί γράφεται

/λ| - | ψ (0 > -# !* (')>  (4.1)
a t .

με τον ερμιτειανό τελεστή* 1 Η να αντιστοιχεί στο παρατηρήσιμο φυσικό μέγεθος 

της ενέργειας, όπως στην κλασσική φυσική η Χαμιλτονιανή Η είναι η ολική 

ενέργεια του συστήματος. Η εξίσωση SchrOdinger για ένα κλειστό κβαντικό σύστημα 

είναι επιλύσιμη αφού με την αντικατάσταση

ι γ ί ^ ^ > ι * ( ο $  . (4.2)

όπου |Ψ (0)) = |^ )  η χρονικά ανεξάρτητη λύση ενώ η Χαμιλτονιανή είναι Η (/) λόγω 

χρονικά εξαρτημένου δυναμικού V(x,t) μπορεί να γραφεί από μαθηματική άποψη

ς
Ί ,

Ίί
m u m> ' *

(4.3)

(Θα μελετήσουμε την περίπτωση που η Χαμιλτονιανή δεν εξαρτάται από τον χρόνο 
Η {ι) -Η  οπότε η χρονική εξέλιξη περιγράφεται από τον μοναδιαίο τελεστή

Η μέση τιμή μιας δυναμικής μεταβλητής Α εξαρτάται από τον χρόνο

1 Από το σημείο αυτό εγκαταλεϋιεται το ‘καπέλλο’ πάνω από τους τελεστές.

1 Ισχύει το ανάπτυγμα του τελεστή U(t) « 1 -  (iH ι/h) + (iHt/ti)1 -  ̂  (iH t /h f  + ...
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+00
<Λ) = <Ψ(0 Μ|Ψ(0 )=  \ d x V \ x , ή  Α Ψ ( χ , ή

—00

(4.4)

και θα δούμε πως αλλάζει με τον χρόνο υπολογίζοντας την πρώτη χρονική παράγωγο. 

Αφού Η +=Η  η ερμιτειανή συζυγής της εξίσωσης (4.1) είναι

ί ί , | · ; τ « )  - { ' ν ·  ι ι

ι fiA
= - - ( Ψ ( 0 |  {Η A - A H )  |Ψ(/)) + (ψ(0| —  |ψ(0> ih at

απ’ όπου καταλήγουμε στην εξίσωση για τις μέσες τιμές

Μ ,  1 ( [ Α , Η ) ) + ( ψ )
dt ■■i»u  \ d t l

(4.6)

Παρατηρούμε πως η μέση τιμή ενός τελεστή {Α) που δεν έχει φανερή εξάρτηση από 

τον χρόνο {dA/dt = 0) υπολογίζεται σε κάθε κατάσταση |Ψ(/)) από την μέση τιμή 

του μεταθετή του με την Χαμιλτονιανή {[Λ,//]). Όταν \Α,Η\ = Ο η μέση τιμή (Α)

είναι χρονικά ανεξάρτητη και το αντίστοιχο παρατηρήσιμο μέγεθος μια σταθερά της 

κίνησης. Άρα, στην κβαντική φυσική η διατήρηση της μέσης τιμής (Α) συνδέεται με

τον μηδενισμό του μεταθετή [Α,Η] του αντίστοιχου σε αυτήν τελεστή με την 

Χαμιλτονιανή.

Παράδειγμα: Τα παραπάνω εφαρμόζονται στον υπολογισμό της μέσης τιμής της 

θέσης και της ορμής σωματίου που κινείται σε δυναμικό V(x) ανεξάρτητο του 

χρόνου. Γιά τους τελεστές χ, ρ  ισχύουν οι εξισώσεις

d(p) ^  IdV\
dt m ’ dt \dx  /  K "

σύμφωνα με το θεώρημα του Ehrenfest και οι μέσες τιμές υπακούουν στους νόμους 
της κλασσικής φυσικής.

Λύση:
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^  =  U [ x , H } )
dt ih

\_

ih

1
ih2m

= M

x , £ -  + V(x) 
2 m

( [* .  p]p+p[x> p]>

m

d ( p )  _ 1 |
dt ih *S+rw

=-(^> ·

Στον υπολογισμό χρησιμοποιήσαμε τους μεταθέτες

[x, ρ] = ih, [ρ, Κ(αγ>] = -ih

ενώ [ρ, /(ρ )] = 0, [χ, V(xj\ = 0. Παρατηρούμε πως οι μέσες τιμές περιγράφονται 

από εξισώσεις ίδιες με τις κλασσικές εξισώσεις του Newton

dx _ ρ dp dV
dt m '  dt dx

για τις μεταβλητές x, ρ  σωματίου μάζας m σε δυναμικό V(x\ σε συμφωνία με το 

θεώρημα του Ehrenfest που συνδέει την κβαντική με την κλασσική φυσική. Αν η 

κυματοσυνάρτηση |Ψ (0) παριστάνει ένα κυματοπακέτο η μέση τιμή της θέσης (χ)

είναι στο κέντρο του και ο ρυθμός μεταβολής της ικανοποιεί τον κλασσικό νόμο 

κίνησης. Για να γίνει αυτό απαραίτητη προϋπόθεση είναι η δύναμη -dV/dx  που 

ασκείται στην θέση χ  = (χ) να είναι ίση με την μέση δύναμη -  (dVjdx), γεγονός4---*
Ό

που βεβαίως δεν ισχύει γενικά αφού

dV
dx *Η*)

r (4.8)

Όταν ένα κυματοπακέτο ε(ναι επαρκώς εντοπισμένο οι διαφορές των δύο μελών της
(4.8) ε(ναι αμελητέες και η κίνησή του δεν διαφέρει από την κλασσική.
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Στην κλασσική φυσική η απουσία χρονικής εξάρτησης στην Χαμιλτονιανή 

σημαίνει πως το δυναμικό είναι χρονικά ανεξάρτητο V φ Υ(() οπότε διατηρείται η 

ενέργεια σύμφωνα με την βασική αρχή της ομογένειας του χρόνου. Όταν το δυναμικό 

είναι χωρικά ανεξάρτητο V φ  Υ(χ) διατηρείται η ορμή στην βασική αρχή ομογένειας 

του χώρου. Επιπλέον όταν το δυναμικό δεν εξαρτάται από την γωνία στροφής γύρω 

από τον ζ άξονα διατηρείται η συνιστώσα £ζ της στροφορμής £ = r x p  ενώ για 

πλήρη σφαιρική συμμετρία V Φ ν{θ,φ) σε στροφές στις γωνίες θ, φ των σφαιρικών

συντεταγμένων διατηρείται η ολική στροφορμή £ σύμφωνα με την αρχή ισοτροπίας 

του χώρου. Τα κλασσικά συμπεράσματα επεκτείνονται και στην κβαντική φυσική για 

τις μέσες τιμές των αντίστοιχων φυσικών μεγεθών με τα ζεύγη: χρονική συμμετρία - 

διατήρηση ενέργειας, χωρική συμμετρία - διατήρηση ορμής και σφαιρική συμμετρία - 

διατήρηση στροφορμής.

Στην κβαντική φυσική:
Υ  Από τον ρυθμό μεταβολής της μέσης τιμής της Χαμιλτονιανής Η
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ώστε

η χρονική ανεξαρτησία του δυναμικού Υ φ Υ(() (το ίδιο πάντα) 

συνεπάγεται την διατήρηση της μέσης ενέργειας (Η) = σταθ.

Υ  Από την η χωρική ανεξαρτησία του δυναμικού

V Φ V(x) (το ίδιο παντού) οδηγεί στην διατήρηση της μέσης τιμής της 

ορμής (ρ ) = σταθ.

Υ  Όταν το δυναμικό δεν εξαρτάται από την γωνία στροφής φ γύρω από τον 

ζ άξονα V φ  Υ(<ρ) μηδενίζεται η ζ συνιστώσα της ροπής Μ = r x F ,

dV dVMz =xFy - y F x = - χ —  + y —  = 0 και η μέση τιμή της ζ συνιστώσας 

£ζ =xpy - y p x της στροφορμής £ = r x p  έχει σταθερή χρονική
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παράγωγο3 = = (Μ 2) = 0 ο  (έζ) = στάθ. Στην
at in

περίπτωση κεντρικού ή σφαιρικά συμμετρικού δυναμικού V * ν(Θ,φ), 

ανεξάρτητου από τις γωνίες Θ, φ  των σφαιρικών συντεταγμένων,

διατηρείται η μέση τιμή της ολικής στροφορμής ^ 4.

Άσκηση 1.

οι σχέσεις

Ό ταν οι χ, ρ  δεν εξαρτώνται φανερά από τον χρόνο να δειχθούν

d  / χ 2 \ - ( * Ρ  +  Ρ Χ ) '
d t '  ' m

± μ , ( Λ μ ε \
d r y '  m \  dx l

± {p>) = J p *JL+ * L p\ .
d r  '  \  dx d x y /

Λύση: Προκύπτουν από αντικατάσταση στην (4.6) των μεταθετών

μ - = - L [ , = , ^ ] „ » ( 2 ± £ £ )
2 m  ~m

[xp,H] = -~-[xp, P2 ]+ [xp, V(x)] = ih 2- ikxdf/J X^2m m ax

p \ J L  +  V { x )
2 m

* Για τους τελεστές t s * x p y -  y  p x , H  *=(l/2m ) { p \  + p 2 + p \  )+ F (x t y %z)  ισχύουν όπως 
εύκολα μπορείτε να το διαπιστώσετε οι σχέσεις μετάθεσης:

[* .// ] = i h p x / m  , [ } \ Η  ] = i h p y / m , [ z t H ]  = i h p z / m ,

[ρχ , Η  ] = - i h d v / c br= ihFx , [py t H  ] = - i h d V /d y =  ihFy , [pz , H  ] = - i h d v / d z *  ihFz .

4 Στο Κεφ. 5 όπου περιγράφεται κίνηση σε κεντρικό δυναμικό K (r), π.χ. στο άτομο του υδρογόνου, 

διατηρείται το μέτρο της στροφορμής στο τετράγωνο t 2 και μία συνιστώσα, π.χ. η Ι ζ . Επιπλέον ο 

μεταθέτης των f .x , i y t ( z ξεχωριστά με την Η  είναι μηδέν ώστε από την (4.6) ισχύει *σταθ.
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Άσκηση 2. Να μελετηθεί η χρονική εξέλιξη της κυματοσυνάρτησης 

|Ψ(0) = <Γί£ί/Λ |Ψ(0)) ή Ψ(χ,0 = e~iE,!n Ψ(χ,Ο) = e~iE,lh ψ{χ) ελεύθερου 

σωματίου (V = 0) με

που για t = 0 δίνει την Γκαουσσιανή πυκνότητα πιθανότητας

Ρ(χ) = |^(*)|2 = I  ̂ ε-χ2/ΐσ2, χ e (- οο,+οο) .
\2 π σ 2

Να εξετασθεί επίσης η χρονική εξέλιξη του γινομένου των αβεβαιοτήτων 

Ax(t) Αρ(() σε σχέση με την αρχή αβεβαιότητας του Heisenberg.

Λύση:

Από την Ψ(.τ,0) = ψ(χ) υπολογίζονται (Κεφ. 3, σελ. 107, Παράδειγμα

3) οι μέσες τιμές για t = 0:

+00

(*>ο = (Ρ)ο = °. <*2)0 = σ2. {ρ 2}ο = *2 /  dx
-οθ

δψ(χ)
dx

1 L
4σ2

και

( χ ρ ) 0 = - λ ]  d x  ψ \ χ ) χ ^ ψ ( χ )  = - i » 7  dx i~ i^ ) xj t ^ e~x2/2a2 ” m/1
—00 —co V

( p x ) 0 = ( x p ) 0 - i h  =  - i h / 2

ώστε

H 2)0 *■ W o -- ^

= {p 2\  ~(p )1 = '

Επομένως, το γινόμενο των αβεβαιοτήτων για ΐ = 0 είναι σε συμφωνία με την 

αρχή του Heisenberg στο όριο

Δχ(0)Δρ(0) = σ ^ -  = ^ .
2σ 2



Η χρονική εξάρτηση υπολογίζεται από τους ρυθμούς μεταβολής των 

μέσων τιμών από την (4.6) για την θέση

dt m

d(x2) (xp+px) 
dt m

d ip xx f)  d{x2) d(x)2 d(x2) d(x) _ {xp + px) \  (x)(p)  ’

dt dt dt dt dt m m

4.1. Σνμμετρίες-αρχές διατήρησης 135 >

και την ορμή

d(p) !dv\
dt \d x  l

dt v dx dx I 

d((*p)2) d (p2) d{p)2 d(p2) 2{p)d{p)_
{ ' £ τ ' ) Μ £

ενώ

d{xp)
dt

d(px)
dt

m

a
- m

m
(dV_

[dx

Όταν το δυναμικό είναι παντού μηδέν V = 0 έχουμε για την ορμή

για Vi.

; »-Παρομοίως για  την αβεβαιότητα θέσης

</((Λχ)2) _ (χρ + ρχ) _ 2(χ)(ρ)
dt m m

ο
</2((Ay)2) _  1 d(xp + px) _ 2 d ( £ ( . _  2 ( ) d(p) 

dt2 ~ m dt m dt w  -  w  -*·m dt m dt

^ βλ,ο^

i
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m nr

ο

Αφού αντικαταστήσουμε την ( ίά ρ γ \  επιλύουμε την διαφορική εξίσωση

^{(Αχ)2) ηί 
dt2 2 m2o 2

με μία ολοκλήρωση αφού ληφθούν υπ’ όψιν οι μέσες τιμές για t = 0

rf((Ax)2)  h 2  ̂ | d ((lto ); )

d t 2m 2· σ 1 dt

η 2

2 m 2a 2
γ+ 0

ί=0

και δεύτερη, ώστε τελικά

·. -τνκ· - η . ·: X · i'-ίΠ̂ «· ’. ~ £ϊ.'ν$·'ν» v»*?.!

t - v ~ • v s ^ / 2 + i r 2

Από τις παραπάνω το γινόμενο των αβεβαιοτήτων είναι για V/:

' & * W

I
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4.1.1. Εικόνα Schrfldinger - εικόνα Heisenberg

Από την λύση της εξίσωσης Schrfldinger |Ψ (0)= exP(“ ^  ̂ Λ)Ι^(Ο)) *1 

τιμή του Α  όταν δεν έχει φανερή χρονική εξάρτηση μπορεί να γραφεί

όπου η φανερή χρονική εξάρτηση μεταφέρεται από τις |Ψ) στον τελεστή Α  που 

είναι πλέον χρονικά εξαρτημένος με την βασική σχέση μετασχηματισμού

Η μέση τιμή στην ε ι κ ό ν α  S c h r d d i n g e r  είχε χρονική εξάρτηση λόγω της |Ψ(0) ενώ 

τώρα στην ε ι κ ό ν α  H e i s e n b e r g  έχει χρονική εξάρτηση από τον Α ( ί ) . Επομένως, η μέση 

τιμή ενός χρονικά ανεξάρτητου τελεστή Α  στην χρονικά εξαρτημένη κατάσταση 

|Ψ(/)) είναι ισοδύναμη με την μέση τιμή του χρονικά εξαρτημένου τελεστή Α( ΐ )

στην χρονικά ανεξάρτητη κατάσταση |Ψ(0)).

Οι δύο εικόνες της κβαντικής επιτρέπουν υπολογισμούς τύπου μ α ύ ρ ο υ  

κ ο υ τ ιο ύ , δίνοντας δεδομένα στην είσοδο και λαμβάνοντας απαντήσεις στην έξοδο 

χωρίς να μας ενδιαφέρει τι συμβαίνει στο κουτί. Είναι ταυτόσημες με την έννοια ότι 
ίδια δεδομένα στην είσοδο θα δώσουν τις ίδιες ακριβώς απαντήσεις στην έξοδο, 
ανεξαρτήτως της εικόνας που έχουμε επιλέξει. Πιό βολική είναι ίσως η εικόνα του 
Heisenberg όπου τα διανύσματα του χώρου Hilbert δεν αλλάζουν με τον χρόνο και 
επιπλέον μοιάζει με την κλασσική περιγραφή αφού οι εξισώσεις για τους χρονικά 

εξαρτημένους τελεστές χωρίς τις μέσες τιμές είναι ίδιες με τις κλασσικές. Στη εικόνα
S *■’* , *

Heisenberg η παράγωγος του χρονικά μεταβαλλόμενου τελεστή A{t),~ U(t)* A U (t)

{ Α )  ={Ψ(/)|/ί|Ψ(/))= (Ψ(0)|(ε-,/ί,/Λ)+ A  m o »  

= (Ψ(0)| e +iH '/ h A  e ~ im lh  |Ψ(0»

= (Τ (0 ) |Λ (0 |Ψ ( 0 » (4.9)

(4.10)
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εκφράζεται από τον μεταθετή5 του A{t) με την Χαμιλτονιανή Η αντίστοιχα με την 

κλασσική εξίσωση

dA l̂  = _ _ L  H e +iH,/hA e~iHl/h +— e+lH,/h A Η
dt iti iti

~ ~ ^ H A ( t )  +  ^ - A ( t ) H  
Λ iti

A ^  = l m / r ]  .at
(4.11)

πχ ^ (0  _ p(0 Φ (0 _ dV(x) και jdxV)  ̂_ {pi0)
mdt m dt dx

στην εικόνα Heisenberg ή την εικόνα Schrodinger, αντίστοιχα.

dp(t)\ ldV(x)\ 
dt I \  dx I

Η εικόνα Schrodinger αφορά χρονικά εξαρτημένες καταστάσεις και χρονικά 

ανεξάρτητους τελεστές ενώ η εικόνα Heisenberg χρονικά ανεξάρτητες καταστάσεις 

και χρονικά εξαρτημένους τελεστές. Οι δύο εικόνες είναι ισοδύναμες χωρίς τα 

αποτέλεσματα να εξαρτώνται από την επιλογή της μιάς ή της άλλης. Η εικόνα 

Schrodinger μετασχηματίζεται στην εικόνα Heisenberg από τις ιδιότητες του 

μοναδιαίου τελεστή U με την απεικόνιση

Ψ 5 } - * |ψ / / ) = [ / +|ψ 5 )

As -> Αη =U+ As U

και η εικόνα Heisenberg στην εικόνα Schrodinger με την απεικόνιση

ΑΗ As =U ΑΗ U+ .

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Οι Χαμιλτονιανές στην μία και την άλλη εικόνα συνδέονται με

dHs
dt

= U
dt

(4.16)

αφού οι δύο άλλοι όροι από την (4.2) εξουδετερώνονται.

5 Ο τελεστής Η  μετατίθεται με οποιαδήποτε συνάρτηση τελεστήχ//)·
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Ασκηση 3. Σωμάτιο είναι στην κατάσταση |Ψ(/)), όχι ιδιοσυνάρτηση του 

τελεστή Α που δεν εξαρτάται φανερά από τον χρόνο, και μετατίθεται με την 

Χαμιλτονιανή Η. Να δειχθεί ότι: (ι) η (Α) δεν μεταβάλλεται με τον χρόνο και

(ii) οι πιθανότητες λήψης συγκεκριμένων τιμών του Α είναι, επίσης, χρονικά 

ανεξάρτητες.

Λύση: (ii) Επειδή [Α,Η] = 0 οι τελεστές Α, Η έχουν κοινές ιδιοσυναρτήσεις

με ιδιοτιμές Ε„, απ, αντίστοιχα. Η κυματοσυνάρτηση |Ψ(/)) που περιγράφει 

την κβαντική κατάσταση του συστήματος μπορεί να αναπτυχθεί στις κοινές 

ιδιοσυναρτήσεις {| η) } *

με πλάτη πιθανοτήτων cn(t). Με αντικατάσταση στην (4.1) προκύπτουν οι 

εξισώσεις για τα πλάτη

με λύσεις cn(t) = c„(0)e~tEntfri ώστε

|c„(/)|2 =|c„(0)|2 = σταθ.

4.1.2. Κ ατοπτοικύ συυαετοία-διατύριιστι laoTiuiac

Η ισοτιμία αφορά την διατήρηση της φύσης της κυματοσυνάρτησης, άρτια 
όπως το cos ή περιττή όπως το sin, όταν το δυναμικό είναι κατοπτρικά συμμετρικό 
V(x) = V(-x). Ο τελεστής ισοτιμίας Π ορίζεται από την δράση στην συνάρτηση

H\n) = E„\n)
Λ|/ί) = α »

η

ψ(χ)

Π ψ(χ) = ψ(-χ) (4.17)
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\ ■ 

\ J

i j · ι i
! j |

όπου αλλάζει το πρόσημο της μεταβλητής χ - > - χ .  Η επαναληπτική δράση του 

τελεστή Π ισοδύναμε! με δύο διαδοχικές ανακλάσεις που δεν αλλάζουν την ψ(χ)

Υ12 ψ(χ) = ΙΙψ(τχ) = ψ{χ) (4.18)

και μπορούμε να γράψουμε Π = 1, όπου 1 ο ταυτοτικός τελεστής με ιδιοτιμή 

μονάδα.

■ Ο τελεστής ισοτιμίας είναι ερμιτειανός Π = Π+ .

*

■ Ο τελεστής ισοτιμίας είναι μοναδιαίος Π+ = Π-1.
4

■ ■ Οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις του Π είναι ± 1, ψ±{χ) με Π ψ±(χ) = ±^+(χ) ·
\

Απάντηση στο τελευταίο ερώτημα: Η εξίσωση ιδιοτιμών 11ψ(χ) = λ ψ(χ) με 

δράση του Π και στα δύο μέλη δίνει ιδιοτιμές

Π 2 ψ(χ) = λΥΙψ(χ) = Λ2 ψ(χ) 

λ2 = \ ο λ  = ±1 . (4.19)

Οι ιδοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές λ = ±1 είναι οι ψ±(χ). 

Για λ  = +1 η άρτια ιδιοσυνάρτηση Π ψ+ (χ) = ψ+ (χ) = ψ+ (-χ) και για λ  = -1 

η περιττή ιδιοσυνάρτηση Π ψ_ (χ) = -ψ_ (χ) = ψ- (-χ), που γράφονται 

συνοπτικά ^ ±(χ) = ± ^±(-̂ χ)·.

Λ = +1 (άρτια) λ = - \  (περιττή)
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■ Με την παρουσία κατοπτρικής συμμετρίας ή συμμετρίας ανάκλασης 
i f  (-x) = Η(χ)  η ισοτιμία είναι σταθερά της κίνησης και συνεπάγεται την 

μετάθεση της ισοτιμίας με την Χαμιλτονιανή

[Π ,//] = 0 . (4.20)

Επομένως, οι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών Π, Η είναι κοινές με αποτέλεσμα 

ιδιοσυναρτήσεις της Η που επιζητούμε να είναι άρτιες (θετικής ισοτιμίας) ή 

περιττές (αρνητικής ισοτιμίας) απουσία εκφυλισμού.

Παραδείγματα: Το δυναμικό V(x) = {\/2)nm2x2 του αρμονικού 

ταλαντωτή παρουσιάζει κατοπτρική συμμετρία αφού V(x) = V(-χ) 

που οδηγεί σε διατήρηση της ισοτιμίας με άρτιες ή περιττές λύσεις για 

τις ιδιοσυναρτήσεις ενέργειας. Το πηγάδι δυναμικού στο διάστημα 

(Ο,σ) έχει κατοπτρική συμμετρία γύρω από την τιμή all με
συμμετρικές και αντισυμμετρικές λύσεις. Η συμμετρία γίνεται 

εμφανής (Ασκηση 6) όταν το πηγάδι τοποθετηθεί στο (-α/2, +α/2) 

οπότε V(x) = V(-x) με λύσεις άρτιες ή περιττές εναλλάξ.

Ένα κβαντικό πρόβλημα επιλύεται ευκολότερα όταν υπάρχει κατοπτρική συμμετρία 
μ(*) = μ(-χ) που συνεπάγεται την διατήρηση της ισοτιμίας και απουσία 

εκφυλισμού6 οδηγεί σε άρτιες ή περιττές ιδιοσυναρτήσεις της Χαμιλτονιανής Η με 

θετική ή αρνητική ισοτιμία αντίστοιχα.

Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι οποιαδήποτε αυθαίρετη συνάρτηση ψ(χ) γράφεται 

ως άθροισμα μιας άρτιας και μιας περιττής

r W  .  2 Μ ψ ζ Ά  *  = ψ ,  <„) ♦  ψ .  ( , ) . (4.21)

Ασκηση 5. Να δειχθεί ότι οι τελεστές

6 Στην περίπτωση εκφυλισμού μπορεί να υπάρξει μικτή ισοτιμία όπου άρπες και περιττές λύσεις 
αντιστοιχούν στην ίδια ιδιοτιμή.
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(4.22)

ικανοποιούν τις σχέσεις

Ρ± =  Ρ± , Ρ+Ρ _ = Ρ _ Ρ + = 0 ,  Ρ+ + Ρ_ =  1 (4.23)

και να υπολογισθούν τα γινόμενα ΓΙΡ+ εισάγοντας τις |^ +) = Ρ+\ψ±) που 

είναι άρτιες ή περιττές αντίστοιχα.

ώστε Π \ψ±) = ±Ρ±|^+) = Π Ρ±\ψ±) = ±|^±) με τις άρτιες και περιττές ψ±, 

αντίστοιχα. Οι ψ+ υπακούουν σε ξεχωριστές εξισώσεις και δεν 

αναμιγνύονται μεταξύ τους.

Άσκηση 6. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις παρουσία κατοπτρικής 
συμμετρίας με διατήρηση της ισοτιμίας σωματίου μάζας m στο απειρόβαθο 

πηγάδι δυναμικού του σχήματος, ελεύθερου σωματίου εντός των ορίων 

χ = -α /  2 και χ = +<?/2.

Λύση:

Π Ρ± = -Π (1 ± Π) = = +ρ±
2 2

Λύση; ο m ο
ο
ο

ο
ο

Ψ 2 ( χ ]

- α / 2 0 +α/2 χ
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Η έκδηλη κατοπτρική συμμετρία V ( x )  = V ( - x )  α πό  τον μηδενισμό 

του μεταθετή [Π ,//] = 0 οδηγεί στην διατήρηση της ισοτιμίας και οι μη 

εκφυλισμένες ενεργειακές ιδιοτιμές χαρακτηρίζονται από συγκεκριμένη 

ισοτιμία +1 ή -1 με ιδιοσυναρτήσεις απουσία εκφυλισμού, είτε  ά ρτιες  είτε  

περιττές. Η αναγνο>ριση ύπαρξης μιας συμμετρίας εκτός από την αισθητική 

πλευρά του θέματος συνήθως δεν επιλύει το πρόβλημα αλλά απλώς βοηθάει 
στην λύση του7. Εδώ ξεχωρίζουν δύο ανεξάρτητα υποπροβλήματα για τις 
άρτιες και τις περιττές λύσεις που μ π ο ρ ε ί να λ υ θ ο ύ ν  ξεχω ριστά .

Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schr5dinger στο δυναμικό F(jc) = 0 

εντός του πηγαδιού

y / " ( x )  +  k 2y / (x )  =  0,  k 2 - 2 m E / h 2 , £ > 0 ,

δέχεται την γενική λύση μορφής στάσιμων κυμάτων ( Κεφ. 2, Α1)

ψ(χ) = A coskx + Β sin kx , A, Β = σταθ, Ε  = h2k 2/lm.

Από την απαίτηση μηδενισμού της ^ ( jc) εκτός του πηγαδιού (στο άπειρο 

δυναμικό) σε συνδυασμό με την απαίτηση συνέχειας (προφανούς μόνο για την 

ψ ) στα σημεία χ = -σ /2 , + aj2 , προκύπτουν οι οριακές συνθήκες8

ψ(- a/2) = ψ(+ a/2) = 0.

Για τις άρτιες λύσεις επιβιώνει ο όρος costa: και για τις περιττές λύσεις ο 

όρος sin k x . Η οριακή συνθήκη για τις άρτιες λύ σ ε ις  δίνει

cos* * —= 0 ο  *a = ±/r, ±3/r, ±5/r, ··· o k -  — , >7 = 1,3,5,···
2 a

ενώ για τις περ ιτές λύ σ ε ις

sin*—= 0 ο * α  = 0,±2;r,±4;r,··· ο  * = — , w = 2,4,6, ···.
2 a

7 Παρατηρούμε πως η προσπάθεια να λυθούν τα επιμέρους προβλήματα στα οποία ανάγεται ένα 
πρόβλημα με την βοήθεια της συμμετρίας είναι σαφώς μικρότερη από την λύση του αρχικού. Στην 
περιγραφή με μήτρες η συμμετρία pirrarpbu.t την α/*χική Χαμύ.τονιανή μήτρα σε μπλόκ-διαγώνια μορφή 
και οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις υπολογίζονται από την διαγωνοποίηση των ιπιμίιρους μητρών, ένα 
σαφώς ευκολότερο πρόβλημα.
* Λν δεν χρησιμοποιηθεί η συμμετρία το πρόβλημα λύνεται ως εξής: Από την αντικατάσταση της ψ 
στις οριακές συνθήκες Acoskajl  + Β sin kaj  2 = 0 και Λ cos k α/2 + Β sin k a/2 = 0. Αν επιλύσουμε 

και τις δύο ως προς Λ cos ka/2 και εξισώσουμε τότε 5 sin k a/2 *0 απ' όπου, είτε Β~0 που οδηγεί 
στις άρτιες λύσεις είτε Β sin kaj  2 *0 που ισοδυναμεί με Α=0 και οδηγεί στις περιττές λύσεις.
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Οι αρνητικές τιμές η < 0 είναι ίδιες με τις θετικές ενώ αποκλείεται η μηδενική 
λύση ψ = 0 γιά η=0. Άρα, οι κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις για 
σωμάτιο μάζας m στο απειρόβαθο πηγάδι εύρους α τοποθετημένου στο 
(-α/2,  + α/2) είναι ενα)λάξ άρτιες και περιττές θετικής και αρνητικής 
ισοτιμίας9

και

Έ » ( χ )  =  0 I

1.
Οι αντίστοιχες ιδιοτιμές ενέργειας από την Ε =

2 m
είναι ήδη γνωστές

ί

Η κανονικοποίηση, π.χ. για τις άρτιες ιδιοσυναρτήσεις ελέγχεται από το 

ολοκλήρωμα

Ερώτηση: Τι άλλαξε από την τοποθέτηση του απειρόβαθου πηγαδιού στο 

διάστημα ( -  α/2 , + α/2) αντί για το διάστημα (0, a);

Απάντηση: Ουσιαστικά τίποτε. Οι ιδιοτιμές που εξαρτώνται μόνο από το 
εύρος του πηγαδιού α παραμένουν ίδιες στην μορφή και την μαθηματική 
γραφή τους ενώ και οι ιδιοσυναρτήσεις με την μορφή των στάσιμων κυμάτων

9 Οι άρπες συναρτήσεις στο πηγάδι ανπστοιχούν στους περιττούς κβαντικούς αριθμούς σ=1,3,5 ,...
και οι περιττές στους άρπους αριθμούς π=2, 4, 6.......Το αντίστροφο συμβαίνει στον αρμονικό
ταλαντωτή (Κεφ. 4.4) όπου οι άρτιες ανπστοιχούν στους άρπους αριθμούς και οι περιττές στους 
περιττούς αριθμούς.

► .· I

κλπ.

Λ



είναι ίδιες στα δύο προβλήματα. Αυτό όμως που αλλάζει είναι η μαθηματική 
περιγραφή των ιδιοσυναρτήσεων λόγω αλλαγής του κέντρου άξονα του 
πηγαδιού: από sin που ήταν με την κατοπτρική συμμετρία V(x) = V(-x) 

ξεχωρίζουν σε άρτιες cos και περιττές sin. Όταν το πηγάδι είναι στο διάστημα 

(0, α) οι ιδιοσυναρτήσεις είναι εναλλάξ συμμετρικές και αντισυμμετρικές 

γύρω από το σημείο x = α/2 . Στην μεταφορά του πηγαδιού στο διάστημα 

(-α/2, +α/2) οι ιδιοσυναρτήσεις γίνονται άρτιες και περιττές γύρω από το 

χ=0. Τα αποτελέσματα της αλλαγής στην γραφή των ιδιοσυναρτήσεων για το 

πηγάδι στο διάστημα (-α /2 , + α/2) μπορεί επίσης να προκόψουν από τις 

λύσεις για το πηγάδι στο διάστημα (0, α) με τον μετασχηματισμό 

χ -> χ -  α/2 . Αν μεγαλώσουμε το εύρος του πηγαδιού, π.χ. από α σε 2α, στις 

λύσεις για τις ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις απλώς θέτουμε όπου α το 2α.
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Στην αναπαράσταση ορμής: Από τις i//n(x) = J — s in -^ ·, n = 1,2,3,-·· για το
V a α

απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού, π.χ. τοποθετημένου στο διάστημα (0, α) , μπορεί να 

υπολογισθούν οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις στον χώρο των ορμών από τα

ολοκληρώματα Fourier ψ„(ρ) = - τ —-· \^χ Ψη(χ) e ^ h . Μετά από πράξεις με την
s } 2 n h  '

βοήθεια της συνάρτησης δέλτα οι ιδιοσυναρτήσεις γράφονται με το άθροισμα

Ψ*(ρ) = ^ . & ^ * * * - * Ι™\Ρ{ρ-ηι&Ια)Η- \)η*'Ρ(ρ + η * Ιά ^  , « = 1,2,3,··· 2/ V 1th

που περιλαμβάνει τις ‘συναρτήσεις περίθλασης’

μετατοπισμένες στα σημεία ρ-±ητάί /α.  Οι ψ„(ρ) είναι ουσιαστικά αθροίσματα 

δύο συναρτήσεων F(p) με κέντρα τα σημεία ρ  = tnnft/a και περιγράφονται από 

εικόνες περίθλασης όπως στο σχήμα 1.4.10 Για τις υψηλά διεγερμένες καταστάσεις

10 Να σχεδιασθούν οι δύο πρώτες ψ\ ( ρ )  *Ψί ( ρ ) και οι αντίστοιχες πυκνότητες πιθανότητας

Ρ\(Ρ)< Ρ2( ρ )-
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n —tco χα δύο κυματοπακέτα ξεχωρίζουν και απομακρύνονται με αντίθετες 

κατευθύνσεις στον ρ  άξονα σε αντιστοιχία με την κλασσική κίνηση ίδιας ενέργειας 

και ορμής p ~ ± h k .  Από τις ψη(ρ) στην w-οστή ενεργειακή στάθμη μπορεί να 

υπολογισθούν οι μέσες τιμές της ορμής11
+οο +οο

(ρ )„ = |φ Ρ \ψη(ρ)\2 = 0 , (ρ2)„= \dP Ρ2 \ψ Λ ρ )\2 = (nxfr/a)2
—CO -CO

ώστε Apn = nrthja όπως οι αντίστοιχες

+00 +C0

(*)„ = \ώ ίχ \ψ„(χγ  = α /2 ,. (x2)n = jdxx2 \ysn(x)\2 =(α2/ η ) ( 4 - 6 / π 2η2)
-00 —C0

στην αναπαράσταση θέσης (Κεφ.2. Άσκηση 4). Οι μέσες τιμές των θέσεων στην η- 

οστή ενεργειακή στάθμη υπολογίζονται ισοδύναμα στην αναπαράσταση ορμής από 

τα ολοκληρώματα
+α> /· λ \  +«) /  ρ. \  +

(χ)„= I  dp ip*n(p) ^ih—  y/n{p), (x2)n = { dp ψ*„(ρ) ih—  ψ„(ρ)
'CO -00

i h — 1
l  d p )

αν ληφθεί υπ’ όψιν ότι στην αναπαράσταση ορμής αλλάζει ο ορισμός των τελεστών με

ορμή ρ  = ρ  και x = ih—  ενώ στην αναπαράσταση θέσης ήταν χ = χ και
dp

Άσκηση 7. Η κατάσταση ενός σωματίου σε απειρόβαθο πηγάδι την χρονική

στιγμή /=0 είναι |Ψ(0)) = ( \ ψ \ ) +  \ ψ ι ) ) / ^2  με (*) = J -  sin — ,ν a a

12 2πχ
ψ 2 {χ )  = J — sin---- τις δύο πρώτες ιδιοσυναρτήσεις της Χαμιλτονιανής Η .

V a a

Η κυματοσυνάρτηση |Ψ(7)) την χρονική στιγμή ί όπως είναι γνωστό είναι12

ιψ( ° ) = ^ ( ^ ,/Λ i ^ ) +e"/£Wv 2) ) ·

11 Να δείξετε με την βοήθεια της συνάρτησης δέλτα πως οι μέσες τιμές είναι ίδιες στην μία ή την άλλη 
αναπαράσταση, με τον κατάλληλο ορισμό των τελεστών.
12 Ένα παράδειγμα του γενικού αποτελέσματος: κάθε γραμμικός συνδυασμός των λύσεων της εξίσωσης 
Schrodinger είναι πάλι λύση λόγω γραμμικότητας της εξίσωσης

A
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(Η)

(Hi)

(i)

(iv )

Λύση;

(ii)

Να δείξετε ότι η |Ψ(/)) είναι κανονικοποιημένη λύση της χρονικά

εξαρτημένης εξίσωσης Schr5dinger με £ ( =
2 ma2

, Ε2 = 4 £ ..

Λ

Να υπολογισθεί η πυκνότητα πιθανότητας />(*,/) = |Ψ(*,0| και να

σχεδιασθεί η εξάρτηση από την θέση x των διαδοχικών όρων της 
διακρίνοντας τις καταστάσεις ‘Γ, ‘2’ και *1+2’. Ποιά είναι η

συχνότητα ταλάντωσης μεταξύ των 4 Γ και ‘2’;

Να αποδειχθούν οι σχέσεις για τις χρονικά εξαρτημένες μέσες τιμές: 

α ,2 α 16α
7 Χ Χ \ Ύ  “

0
{χ)= |Λ *|Ψ (Χ ,/)|2 = § - ^ T COSft,2i'

(p) = - ih \d x 'V \x ,t) δΨ(χ,ί) 8ft .= —  sin co2\t
ο dx 3 a

με <ο2\= — ------ , ώστε d{x)/dt = (p)/m. Επιπλέον, δίνεται το
h

ολοκλήρωμα

ar,  . 7tx . 2ττχ 8α2 \dx χ sin— sin---- = ------ -.
λ a α 9π2

Να δείξετε την αρχή της αβεβαιότητας του Heisenberg στην μορφή 

ΔΕ Δί £ h/2.

Η συχνότητα ταλάντωσης μεταξύ των ‘ Γ και *2’ είναι

*>2ΐ = — ·
Λ 2 m c r

ι 2  1
|Τ (Χ ,/ ) |2 = - | | r i ( j c ) | 2 + ^ \ ψ ϊ ( χ γ  +ψ\(χ) Ψ ι ( X )  cosfi>21/

Ι^ ι (λ)Γ

0

t o  M l 2 
Ί ·

—
α χ  0

ψ \ ( χ ψ ι ( χ )

‘2 ’

λ / \  r
a  χ  0

Ί + Τ

^ 7 .α χ
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(iii) Η μέση τιμή του χ' είναι

<Ψ|χ'| Ψ) = {ψχ \χ'\ ψ ι ) + (ψ2 \χ'\ ψ2) + e~icô  {ψχ |χ'|ψ2) + β+ίω*' (\μ2 |χ'|ψχ)

= (ψ[ Μ ψ\) + (ψ2 \ΑΨ2) + 2 Re{e“î 'i ({/, |*'|ψ2)} .

Ο μετασχηματισμός χ’ = χ - α/2 δίνει

{ψ\ Μ Ψ\) = 0 , {ψ2 |*'|ψ2) = 0 και

(iv)

Μ  Μ ί^ 2 } = <Ψ\ Μ?^2 ) - ~(ψ\ \ψ2) = -  fdx X sin— sin2 α * α
nx . 2;cc 16α

9;γ2 ’

Επομένως,

(x ') = 2 R e { e - ^ ( i/ , | x V 2)}

= {Μ |*Ί ΐΜ ^ " ”21' + Μ  1*1 ψ\)β~ία>2χ1}

16α
=  COS6)2xt

9π

απ'όπου προκύπτει το απαιτούμενο αποτέλεσμα για την μέση τιμή 

(χ) = {χ') + α/2. Παρομοίως αποδεικνύεται η μέση τιμή της ορμής

Μ ­

η  μέση ενέργεια είναι (Η) = j  Εχ + Ε2 =~^ΕΧ, *1 ρέση

τιμή του τετραγώνου ^ //2) = Ε2 = ^ Ε Χ και *1

αβεβαιότητα

ΔΕ = τΙ(η 2) - ( Η ) 2

που δεν εξαρτάται από τον χρόνο αφού η Η  είναι σταθερά της κίνησης.

1 ΗΗ αβεβαιότητα στον χρόνο εκτιμάται από A t-------------------ώστε
©2ΐ Ε2 - Ε χ

το γινόμενο των αβεβαιοτήτων γίνεται

ΑΕ A t - - Ε χ Λ = 3 £  h
2 1 Ε2 - Ε χ 2 "3Εχ 2

σε οριακή συμφωνία με την αρχή αβεβαιότητας του Heisenberg για τις

μεταβλητές ενέργειας-χρόνου Δ£ Δ/ > —.
2
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Επανάληψη: Η  εξίσωση S chrdd inger σε σταθερό δυναμικό Vq ·

tl2 δ2ψ(χ)
ΐ μ  d x 2

+ ν(χ)ψ(χ) = Εψ(χ), V{x) = Vq = σταθ.

ψ * + λ ν  =  0 ,  * 2 = · ^ ( £ τ Κ0) > 0  ,

έχει λύσεις είτε cos, sin είτε e+/Ax, e~ikx και τους γραμμικούς συνδυασμούς 

, ψ(χ) = A cosbc + Β sin kx
•s’ .,'

ή ισοδύναμα .. · .Λ  j , 

ψ{χ) = A e+,hc + Be~ikx ..  ; ^

, *. - · 'ν’* ·

·. \  *
, V*.

v ·.-

• *· J j’· , ; t W

\/V-. ;*:·■■■:
'■ '-'•'tt·* :4

E < V 0 : ψ’ ~ κ 2ψ = 0 ,  k 2 — —y-(^o - Έ ) > 0 ,
h

·. ■ ■: »s /

;v *· : ·.'*■*. .vJ ’·Χ?&Ι 
; ‘V-nS
. ;  ^  ;·. /'λ ···:.· .

επιδέχεται πραγματικές λύσεις, αύξουσας ή φθίνουσας εκθετικής μορφής β+κχ,β~!?β.
*' ' *

καί τον γραμμικό συνδυασμό
*,·'
'/α

-κχψ(χ) = Α έ  +Be

Οχ πλήρεις λύσεις ευρίσκονται μόνο από τις οριακές συνθήκες. Απαίτηση συνέχειας

της ψ ( χ ) >  ενώ όταν το δυναμικό δεν παρουσιάζει άπειρη ασυνέχεια απαίτηση
*■ ‘J

συνέχειας και της παραγωγού ψ \ χ ) .  Λ.: . ^ ·.■=.-. .  ,

Ασκηση 8. Σωμάτιο είναι στο δυναμικό

V(x) =

οο, χ < 0 
0 , Ο ί χ Ζ α  

Υ ο . Χ Χ *
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a) Όταν Ε <V0 να δείξετε ότι tan V2m E  --------a Ε
V0- E  '

b) Να σχεδιάσετε την ψ0(χ).

Λ ύση:

a) 0 £ χ < α :  ψ" + k 2iy = 0 , k 2 = ImEjh2 > 0 με γενική λύση 

ψ(χ) =  A cosfoc + Bsinkx, Α,Β = σταθ.

Η οριακή συνθήκη (μόνο για την ψ)  όταν χ = 0, επειδή ψ(χ) = 0 στην 

περιοχή άπειρου δυναμικού χ < 0 , δίνει

ψ(0) = Λ cos £0 +.8 sin £0 = 0 <=> A = 0.

Άρα,

ο < χ < α

χ > a : ψ“-  κ 2ψ = 0 , κ 2 = 2m(V0 -  Ε) /Η2 > 0 με γενική λύση

ψ(χ) = CeKX JrDe~'a ,C,D = σταθ.-ΚΧ

Η απαίτηση τετραγωνικά ολοκληρώσιμης λύσης με ψ = 0 για χ -» οο, ; 

μηδενίζει τον πρώτο όρο για τον οποίο ισχύει Ce** -> 00, χ  - » οο ενώ .
ϊ

)0Γ · Iπαραμένει ο δεύτερος όρος με£>ε -> 0, χ  - » οο. Άρα, ;

χ> α.

Από την προσαρμογή των ψ(χ) και ψ\χ)  στο χ = α (εδώ το δυναμικό

παρουσιάζει πεπερασμένη ασυνέχεια και η οριακή συνθήκη αφορά τις |
I

ψ, Ψ')

7 Λ 
> \

. ..Λ.*. w
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Β sin ka = D e"*0 

kB cos ka = - kD e~m
► o  tmka  = -

k
κ

•JlmE
<=> tan --------- a E

v0 - e

b) Η ψ ( χ )  = 0 γιο  x = 0 ενώ ψ ( χ )  = 0 για χ  ->  «  δίνει γ ιο  την 

ιδιοσυνάρτηση της χαμηλότερης ενεργειακής στάθμης ψ 0 ( χ )  με

V'o(°) =  ^ o ( 00) =  0 ,

που σύμφωνα με το ‘θεώρημα των κόμβων’ έχει ένα μόνο ακρότατο 

(μέγιστο) και η γραφική της παράσταση φαίνεται στο σχήμα.

Άσκηση 9. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις στο δυναμικό 

συνάρτησης δέλτα V(x) = - λ  δ(χ) , λ  > 0 . Οι ιδιότητες της συνάρτησης δέλτα

περιγράφονται στο Κεφ. 3.3.

Λύση:

V(x)

Το δυναμικό V(x) = -Λ  <J(x) που φαίνεται στο σχήμα για λ  > 0 είναι μια 

οριακή περίπτωση του απειρόβαθου πηγαδιού δυναμικού. Η εξίσωση 

Schrtidinger

στις περιπτώσεις Ε < 0 και Ε > 0 επιλύεται με δέσμιες καταστάσεις και 

σκέδασης, αντίστοιχα.
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Δ έσμιες κατασ τάσ εις

Ε < Ο: Η λύση στην περιοχή χ < 0 όπου V{x) = 0 από την 

ψ ”- κ 2ψ = 0, κ  = V - ImEjh > 0,

είναι

ψ(χ) = Ae+Kx , χ < 0,

αφού ο όρος e ■κχ ■>οο. Στην περιοχή x > 0 όπου πάλι

V(x) = 0 η λύση είναι

ψ ( χ )  = Be , x>0,

αφού e+KX — >οο. Από την απαίτηση συνέχειας της ψ(χ) στο 

σημείο χ  =  0 προκύπτει A  = Β  με την γενική λύση (Κεφ. 2, Άσκ. 1)

r l A e - * *  , Χ Ϊ Ο Ι

To δυναμικό απειρίζεται στο σημείο χ  = 0 ώστε η οριακή συνθήκη για 

την συνέχεια της παραγώγου ά ψ / ά χ  δεν είναι εφικτή αφού και η 

παράγωγος είναι ασυνεχής. Θα ολοκληρώσουμε λοιπόν την εξίσωση 

Schrodinger στο διάστημα (-  ε,+ε) για ε  -> 0

+ε ,ο ,  ̂ +ε +£
d x — .

2 m  J d x 2ε

όπου το πρώτο ολοκλήρωμα δίνεται από την παράγωγο ά ψ / d x  στα 

σημεία -  ε ,+ ε , ενώ λόγω συνέχειας της ψ  το ολοκλήρωμα στο δεξιό 

μέλος τείνει στο μηδέν, ώστε

Τ ~  I ^ d  7 2 " ~ \ ά χ λδ (χ)ψ(χ) = Ε jd*W(x) >
- €

άψ(χ)
dx

χ=+ε

χ=-ε
+ ~ Τ  /Λ Λ ^ ( χ) ^ ( χ) = 0 .

+S

%2 - ε

Από τις ιδιότητες της συνάρτησης δέλτα (Κεφ. 3.3)13 έχουμε

άψ(χ)χ=+ε 2mA ... Λ
r  + — — ψ ( 0 ) ~ 0
dx X = S n 2

και η ασυνέχεια της παραγώγου της ψ(χ) υπολογίζεται στα όρια

13 Η ιδιότητα της δέλτα συνάρτησης να διώχνει το ολοκλήρωμα δίνοντας την τιμή της συνάρτηση στο 
ολοκλήρωμα δεν εξαρτάται αν τα όρια είναι ± οο.
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lim f->0*
0 Ψ ( Χ )

dx

χ=+ε

x--e
= Α κ β ~ κε -  Α κ β * * ( ~ ε ) ) =  - 2 Α κ .

Επίσης ισχύει

ψ(0) = Α

ώστε από την παραπάνω

.  . 2mλ  . . mX- 2 Α κ  + — — Λ = Ο ο * ·  = ——.
h2 Λ2

Επομένως, η επιτρεπτή ενέργεια από την κ  = V -  ImEjh > 0 είναι

και η αντίστοιχη κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση 

/+ »  \
, με την θετική επιλογή της σταθερός Α γ ια  ευκολία,\dx |K * ) f  = 1

ν - ο ο

2'
ρ .
%,

Αρα, το δυναμικό της συνάρτησης δέλτα δίνει πάντα μία δέσμια 

κατάσταση ανεξαρτήτως του λ .

Σκέδαση

Ε > 0 : Η γενική λύση στην περιοχή χ<0  όπου Κ(*) = 0 από την 

ψ'  + k 2 ψ = 0 , k = -JimE/h > 0

είναι

ψ(χ) = Α ε+ΙΙα + Β e-lkx,x<0,  

ενώ στην περιοχή χ > 0 όπου πάλι Κ (χ) = 0 η λύση είναι

y/(x) = Ce*lla + D e-lix, x > 0 .

Επομένως, με την οριακή συνθήκη στο σημείο χ = 0 , όπου απαιτείται 

η συνέχεια της ψ(χ) , έχουμε A + B = C + D ενώ από την συνέχεια 

των παραγώγων στο σημείο χ «  0 μετά από πράξεις

i k { C - D - A  + B) = - ^ ( A  + B) .
t r
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Η λύση των δύο τελευταίων εξισώσεων για τους αγνώστους 

A, Β, C, D επιτυγχάνεται αν θεωρήσουμε σκέδαση από αριστερά με 

D = 0, όπως συνήθως συμβαίνει στο πείραμα. Οι λύσεις των 

εξισώσεων

Β =

. mX
t—=~
h2k

1 - /
m X

h2k

A , C =
l - i

. m λ
h2k

επιτρέπουν τον υπολογισμό του συντελεστή ανάκλασης R = |β|2/|Λ|2

και διάδοσης Τ = |C|2/|^ |2 :

l  +  m t f / l l p E t

με την γνωστή απαίτηση R + T = 1.

Σ χόλια :
Λ

1. Επειδή η λύση (oc Λ ) δεν εξαρτάται από το πρόσημο της 

σταθεράς X η σκέδαση σε φράγμα δυναμικού V(x) -  λ  δ(χ) με

X > 0 δίνει τους ίδιους ακριβώς συντελεστές ανάκλασης και 

διάδοσης που βρέθηκαν παραπάνω. Είναι προφανές πως σε αυτήν 

την περίπτωση (X > 0) δεν θα υπάρξουν δέσμιες καταστάσεις. 

Επομένως, σκέδαση σε πηγάδι συνάρτησης δέλτα ή σε φράγμα 

συνάρτησης δέλτα δίνουν την ίδια πιθανότητα διέλευσης για το 

σωμάτιο.
2. Οι λύσεις σκέδασης δεν είναι κανονικοποιημένες αφού 

αντιπροσωπεύουν ελεύθερα σωμάτια. Στο Κεφ. 2.4. έχουν 

προταθεί τρόποι αντιμετώπισης αυτού του προβλήματος, όπως η 

εισαγωγή των κυματοπακέτων για να αναπαρασταθούν τα 

σωμάτια.
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\

» __
I 4.2. Το τετραγωνικό πηνάδι δυναιηκού

ί
K(JC) =

Vo.
0, - α < χ < - α , 

V0 β χ > + α .

(4.24)

Στο τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού του σχήματος με πεπερασμένα τοιχώματα οι 

διακριτές λύσεις για Ε <V0 αντιστοιχούν στις δέσμιες καταστάσεις του σωματίου ενώ οι 

ιδιοσυνσρτήσεις υπεισέρχονται και στην κλασσικά απαγορευμένη περιοχή x < - α , χ > +α. Οι 

εξισώσεις SchrOdinger στο δυναμικό V(x) = V0 εκτός και V(x) = 0 εντός

ψ " { χ ) - κ 2ψ ( χ )  =  0,  A-2 = 2m(F0 - £ ) / f t 2 , χ  < - a ,

ψ"(χ) + A V ( x )  = 0, = 2mE/hi , -  a  < at < + a , (4.25)

^ " ( i ) - * r V ( x )  =  0, k 2 =2m(V0 - E ) / h 2 , x>+a, 

επιδέχονται τις λύσεις

= 4  e**. χ < - α .

ψ(χ) -  A cos kx + B sin kx, - a < x < + a , (4.26)
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Στις λύσεις δέσμιας μορφής απουσιάζουν οι εκθετικά αύξουσες ιδιοσυναρτήσεις που τείνουν \ 

στο άπειρο για χ -> ±οο, λόγω απαίτησης τετραγωνικής ολοκληρωσιμότητας της ψ . Έτσι'

δεν υπάρχει όρος e-/oc για χ <-α  όπως και ο όρος e+KX για χ > a .

Το πρόβλημα επιδεικνύει κατοπτρική συμμετρία ή συμμετρία ανάκλασης γύρω από.' 

το μηδέν, με διατήρηση της ισοτιμίας. Η παρουσία της συμμετρίας θα μας βοηθήσει να; 

διερευνήσουμε ξεχωριστά άρτιες και περιττές λύσεις. Για τις άρτιες λύσεις

Αι — Α\ , Β = 0

κια για τις περιττές λύσεις

^ 2  Α] , Α = 0 .

Η προσαρμογή των ψ και των παραγώγων τους ψ' στα σημεία χ = +α14 δίνει για τις. 

άρτιες λύσεις

Acoska = Ai e Ka 
-  Ak sin ka = - κ  Ax e~m

o  tan ka = — 
k

και για τις περιττές λύσεις

(4.27)!

Bsinka = -A, e /ra t , k 1 ) o t a n £ a  = —  .
Bkcoska = κ Ax e'™) κ

.1J
Γραφική λύση: Οι υπερβατικού τύπου εξισώσεις (4.27) και (4.28) δεν επιλύονται;| 

αναλυτικά παρά μόνο αριθμητικά στον υπολογιστή. Επειδή και τα δύο μέλη εξαρτώνται από: 

την ενέργεια Ε μια λύση ιδιοτιμής Εη προκύπτει όταν η Ε συμπέσει και στα δύο μέλη, ΐι

Επομένως, οι εξισώσεις επιδέχονται γραφική λύση με την εύρεση των ιδιοτιμών Ε„ από ταιι 

σημεία τομής των αντίστοιχων καμπύλών. Τα πράγματα διευκολύνονται με τις 

αντικαταστάσεις

(4.29)!

ώστε για τις άρτιες ιδιοσυναρτήσεις η (4.27) γράφεται

tan y = (4.30)1

και οι διακριτές ιδιοτιμές Ε„, όταν υπάρχουν, προκύπτουν από τα σημεία τομής y n τηζι 

Ί λ - y 2 / y  (φθίνουσα) με τις tan^ (αύξουσες, με τιμές της y'l

14 Αρκούν οι λύσεις για χ=α. Οι εξισώσεις είναι παρόμοιες για χ  = - α  λόγω συμμετρίας.

1
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y e (0 ,/r/2 ) u (/γ,3/γ/ 2 )υ (2 /τ ,5 /τ /2 )υ · · · )  όπως φαίνονται στο σχήμα. Για τις περιττές 

ιδιοσυναρτήσεις η (4.28) γράφεται

----- L . V ' E Z  (4,31)
ta n ^  ^

και ε π ε ι δ ή ----- -— = lanf ^  ~  ] οι καμπύλες tan y  μετατοπίζονται κατά π/2
tan .μ ν 2)

(διακεκομμένες γραμμές) με τιμές της y: y  e ( ^ / 2 ,^ ) u ( 3 ^ /2 ,2 ^ ) u ( 5 ^ /2 ,3 ^ ) ^ * * * ‘

Επισημαίνεται πως για δεδομένο Γ0 , ή Λ, η ^ λ - y 2 fy  τέμνει τις tany  σε τιμές που 

αντιστοιχούν σε w = l,3,5,··· για τις άρπες και w = 2,4,6,··· για τις περιττές λύσεις.

Η συνθήκη λ »  σημαίνει Κ0 »  ή a »  (βαθύ ή πλατύ πηγάδι ή και τα δύο) ενώ

οι ISA.-}!..- εκτείνονται σε μεγάλα y  με περισσότερα σημεία τομής με τις tany ,  άρα
y

περισσότερες δέσμιες καταστάσεις που αντιστοιχούν σε μεγαλύτερο αριθμό ιδιοτιμών 

ενέργειας Το αντίθετο ακριβώς συμβαίνει για μικρό λ  « .  Όμως, παρατηρούμε πως 

γιά οσοδήποτε μικρό λ υπάρχει πάντα τουλάχιστον μία άρτια δέσμια κατάσταση,5. Για λ »  

οι γραμμές τείνουν στις προσεγγιστικές τιμές τομής χ * η π / 2 ,  π = 1,3,5,··· και

tl2k 2 h2v2n *  2,4,6,··* για τις περιττές λύσεις. Οι αντίστοιχες ιδιοτιμές από την £  ----------= —
2m 2ma2

> είναι 15

15 Αυτό συμβαίνει πάντα σε μονο- και διδιάστατα πηγάδια. Τα τρισδιάστατα πηγάδια πρέπει να είναι αρκετά 
βαθιά και πλατιά για να υποστηρίξουν δέσμιες καταστάσεις.
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F  a
*2_2 η  π  2

8 ma'
η , η = 1,2,3, (4.32)

συμπίπτουν με αυτές του απειρόβαθου πηγαδιού16, όπως αναμένεται. Παρατηρούμε πως δεν 

υπάρχει αναγκαστικά σημείο τομής για τις περιττές ιδιοσυναρτήσεις. Για να υπάρχει ένα 
μόνο τέτοιο σημείο πρέπει

-\j /1 — π η \ 2

γ=π/2

> 0 θ  ------->0<=>Κ0 £  ,
V 4 0 8ma2

(4.33)

Ερώτηση: Τι άλλαξε στην λύση του απειρόβαθου πηγαδιού για το πηγάδι με 
πεπερασμένα τοιχώματα;
Απάντηση: Αρκετά άλλαξαν. Αξιοσημείωτη είναι η διείσδυση στην κλασσικά 
απαγορευμένη περιοχή αριστερά και δεξιά του πηγαδιού λόγω πεπερασμένης τιμής 
του δυναμικού εκεί σε αντίθεση με το απειρόβαθο πηγάδι. Ο μηδενισμός των 
ιδιοσυναρτήσεων στο άπειρο είναι τώρα υπεύθυνος για τις διακριτές ιδιοτιμές 
ενέργειας των δέσμιων καταστάσεων. Ο αριθμός των δέσμιων καταστάσεων
καθορίζεται από το σημείο όπου μηδενίζεται η ^ λ - y 2 / y  (σημείο τομής με τον

Λ
οριζόντιο άξονα που συμβαίνει όταν Ε = V0, αφού λ - y  = 0 ο

[k2 + re2) a2-  k2a2 = 0 όταν re2 a2 = 0 o 2  m(V0- E )  a2/ti2 =0). Είναι εύκολο να 
δούμε πως ο αριθμός των δέσμιων καταστάσεων προσδιορίζεται από την τιμή του 
μηδενισμού y  = ka -  ay2mV0/fi2 σε σχέση με τον αριθμό των π/2 . Άρα, ο
αριθμός των δέσμιων καταστάσεων εξαρτάται από το βάθος και το πλάτος του 
πηγαδιού και δίνεται από τον αμέσως μεγαλύτερο ακέραιο του αριθμού ρ  στην

σχέση a ^2mV0/h 2 = Ρ ^ ·  ;

Ερώτηση: Πόσες είναι οι δέσμιες καταστάσεις σωματίου μάζας m = 9 x 10 31 Kg σε . 
μονοδιάστατο τετραγωνικό πηγάδι με βάθος V0 =10eV = 1.6x10' J  και πλάτος 

a = 0.2nm = 2.χ10-1 V  (ft = 1.05 xlO '34 Js);

Απάντηση: Από τον τύπο a tJ2mV0/ti2 = ρπ/2  έχουμε ρ  ~ 2.06 και επομένως 3 / 
δέσμιες καταστάσεις. Οι δύο διεγερμένες από αυτές είναι της μορφής:

16 Το απειρόβαθο πηγάδι είναι στο διάστημα ( -  α,+α) με ιδιοτιμές
\>Λ Κ ' ,·
1,2,3,

,* Λ.
Ν λ
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4 .3 . Φ ο ά γ ι ια  δ υ ν α ιη κ ο ύ

Θα επιλυθεί το πρόβλημα σκέδασης στο δυναμικό

0 χ < 0 ,

0, χ > α ,
(4.34)

ι για τιμές ενέργειας Ε . Στην σκέδαση στο πεπερασμένο βήμα δυναμικού V0 (Κεφ. 2: Α1) 

ι που εκτείνεται από χ  = 0 μέχρι χ  -> οο η κβαντική περιγραφή για Ε < V0 έδωσε μηδενικό

ι συντελεστή διέλευσης, όπως η κλασσική. Στο φράγμα δυναμικού που εξετάζουμε το 

δυναμικό εκτείνεται μόνο μέχρι το σημείο χ  = α με αποτέλεσμα ένα μέρος του 

προσπίπτοντος από αριστερά κύματος να διέρχεται στην δεξιά περιοχή ακόμη και όταν 

Ε <V0 . Παρατηρούμε πως για Ε < V0 το σωμάτιο υπεισέρχεται στην ενδιάμεση κλασσικά

απαγορευμένη περιοχή. Αυτό στην κβαντική είναι γνωστό ως το κβαντικό φαινόμενο 

σήραγγας. Πριν το δούμε με λεπτομέρεια θα διαπιστώσουμε επιπλέον πως στην επιτρεπτή 

κλασσικά περιοχή Ε > V0 υπάρχουν συντονισμοί μηδενικής ανάκλασης με κλασσική 

περιγραφή αλλά μόνο για ορισμένες τιμές της ενέργειας.

V(x)
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> Για Ε  > V0 οι εξισώσεις Schrodinger και οι λύσεις τους στο δυναμικό V(x) = 0 

εκτός και V(x) = F0 εντός του φράγματος γράφονται

ψ ' \ χ )  + Η2ψ ( χ )  = 0, ψ ( χ )  = β,Ια + A e ~ ,kx, k  = J ^ ^ - , χ < 0 ,

ψ"(χ) + k'2y/(x) = 0, ψ(χ) -  Β+ elkx + B_e ,kx , k' = -Jl m(E -  K0) /  h2, 0 < x < a ,

i/f"(x) + k 2if/(x) = 0, ψ(χ) -  Celkx, k = ̂ 2m E /h2, x > a ,  (4.35)

με το ίδιο k  αριστερά και δεξιά. Επομένως, η προσπίπτουσα ροή είναι h k jlm , η 

ανακλώμενη h k \A ^ jlm  και η διερχόμενη hk\C^/ 2m ενώ ο συντελεστής ! 

ανάκλασης 7ϊ=|Λ|ί· και διέλευσης (G|r', με R + Τ = 1.

Οι σταθερές A, C μπορούν να υπολογισθούν από τις εξισώσεις προσαρμογής ; 

των ψ , ψ' στα σημεία χ  = 0, a :

1 + A — + Β_

ik ( \ -A )  = ik'{B+-B_)

Jk*a ik'a _  r*JkaB+e‘«a -B _e’ tKa = Ce (4.3 6)

ik'(B+eik'a -B _ e - ik'a)= ikC e ika

και από τον υπολογισμό του Β+/Β_ επιλύουμε ως προς A

._____ sin k'a{k'2 - k 2]
2k k' cos k 'a -  i{k'2 + k2 )sin k'a

(4.37)

Ο συντελεστής ανάκλασης είναι

*  = M 2 =
(k'2 ~ k 2f  sin2#7*?

4 k 2 k '2 cos2 k'a + (k'2 + k 2f  sin2 k'a
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_____ { k ' 2 - k 2 f  sin2 k ' a

4 k 2 k ' 2 + [ k ' 2 - k 2 f  sin2 k ' a

______{ i m V o / h 2 ^  sin2 k ' a

4  k 2 k ' 2 + ( p m V 0 / h 2 f  sin2 k ' a

και ο συντελεστής διάδοσης

T  =  l - R  =
________ 4 k 2 k ' 2________

f a m V 0 / h 2 f  sin2 k ' a  +  4 k 2 k ' 2

(4.38)

(4.39)

Συντονισμοί διάδοσης17: Όταν sin k ' a  - 0  · ο  k ' a  = η π , η  = 1,2,3,···, ή για

αντίστοιχα μήκη κύματος X  = 2α / η  = k ' / ΐ π ,  η  = 1,2,3, ···, για ενέργειες Ε  >  V0

■'ift2:
% = η ·+ :

. i -  ΜΛΊ

ι2'-ί ^ ;ί·Λ

:2Λ>̂· 2 * >> ?·*·>*. k
(4.40)

παρατηρούνται συντονισμοί διάδοσης με μηδενικό συντελεστή ανάκλασης /?=0 ώστε

Μ .

Σχ. 4,1. Ο συντελεστής διάδοσης Τ  συναρτήσει της ενέργειας Ε. Στα σημεία όπου 
Τ  m 1 παρατηρούνται συντονισμοί διάδοσης με  w* “ 0,1,4,9,16 (4.40).

ί εκμετάλευση της παρουσίας των συντονισμών γίνεται με το ‘συμβολόμετρο’ Fabry-Pcrot.
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> Όταν Ε  <F0 η αντικατάσταση Κ = ϊκ  = -  ^ο) = J ^ ( vo ~ Ε ) δίνει

k ,2 = -K 2 , sin *'α = 1  (eik'a -  e~ik'a) = i  (e“  -  e~“ )= i sinh κα, sin2 t o  = -sinh2 κα
21 2

με συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης

R = (2 w V0 jh  Ϋ  sinh2 κα 

{imV^jh2^  sinh2 κα + 4k2 κ 2
(4.41)

T = l - R  = 4 k 2K2
(4.42)

(2mF0/ft2)2 sinh2 «? + 4&2 κ 2 

Η γραφική παράσταση του συντελεστή διάδοσης Τ για £  > Κ0 και Ε < V0 φαίνεται 

στο σχήμα 4.1.

Φαινόμενο σήραγγας: Όταν το φράγμα είναι πλατύ ( κα » 1 )  η διάδοση για

Ε <Vq από την sinh «3 = (e™ - e _W7)/2 « era/2  οδηγεί σε εκθετική μείωση του

συντελεστή διάδοσης Γ με το πλάτος α από την (4.41) που γράφεται 

προσεγγιστικά

°-.:Λ1· ιλ’ -  ' ' τ?·!:Τ ΡΛ
Τ(Ε) « 1 6 —
; '  Λ

1 - —
1 .  η )

.Ηίΐ.;

·2κα (4.43)

Αξίζει να σημειωθεί η ευαισθησία του Τ(Ε) στις μεταβολές της ενέργειας Ε και του 

εύρους του φράγματος α. Αυτό συμβαίνει π.χ. κατά την εκπομπή ακτινοβολίας 

a  -  σωματίων18 από πυρήνες, όπου πολύ μικρές μεταβολές στην ενέργεια £  ή το α 

είναι αρκετές για να προκαλέσουν τεράστιες μεταβολές στον συντελεστή Τ. Αν 

αγνοήσουμε την εξάρτηση από την Ε  στον παράγοντα της συνάρτησης πριν τον 

εκθετικό όρο

Τ(Ε) *β~2κα , /τ = ^ ( Γ 0 - £ ) (4.44) :

η κυματοσυνάρτηση εμφανίζει εκθετική μείωση από το χ -  0 στο α

ψ(α)
(4.45)

Ο

18 Ο Gamow το 1928 υπέθεσε πως τα σωμάτια συγκροτούνται στον πυρήνα με δυναμικό τύπου φράγματος και 
η εκπομπή α-σωματίων οφείλεται στο φαινόμενο σήραγγας.
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Το αποτέλεσμα αυτό είναι γενικό και ισχύει και για κάθε μορφής δυναμικό, όπως 

στο σχήμα, στην οιονεί-κλασσική προσέγγιση WKB19

-2’fd x J ^ ( x ) - E )
T(E)*-e  :’\ Λ ;V . (4.46)

V(x)

Ερώτηση: Τι άλλαξε πηγαίνοντας από το βήμα στο φράγμα δυναμικού;

Απάντηση: Ένα κύμα που προσπίπτει σε φράγμα δυναμικού (ί) με ενέργεια που το 

ξεπερνά Ε > V0 ανακλάται εν μέρει, όπως και στο βήμα δυναμικού, γεγονός που δεν

συμβαίνει στα κλασσικά σωμάτια. Όμως στην σκέδαση σε φράγμα δυναμικού 

εμφανίζεται και για τα κβαντικά σωμάτια η κλασσική συμπεριφορά αλλά σε 

ορισμένες τιμές της ενέργειας (4.40), όπου παρατηρούνται συντονισμοί διάδοσης 

χωρίς καθόλου ανάκλαση. (U) Όταν η ενέργεια του προσπίπτοντος κύματος είναι 

μικρότερη από το ύψος του φράγματος Ε <V0 παρατηρούμε πως στο φράγμα

υπάρχει κάποια διάδοση που απούσιαζε στο βήμα δυναμικού. Αυτό είναι το κβαντικό 

φαινόμενο σήραγγας που δεν έχει ανάλογο στην κλασσική φυσική. Η ύπαρξη του 

σωματίου στην κλασσικά απαγορευμένη περιοχή σημαίνει πιθανότητα να βρεθεί με 

αρνητική ενέργεια. Αυτό μπορεί να συμβεί στην κβαντική, όπου σύμφωνα με το 

θεώρημα του Ehrenfest διατηρείται μόνο η μέση τιμή της ενέργειας, ενώ οι τιμές 

ενέργειας μπορεί να είναι πάνω και κάτω από αυτήν σε ένα εύρος τιμών ΔΕ που 

δίνεται από την αβεβαιότητα στην ενέργεια. Επειδή το σωμάτιο εντοπίζεται στο 

φράγμα έχουμε Δ χ * 0  και από την αρχή της αβεβαιότητας Δ ρ » Η /(2 α )  ώστε

Δ Ε » ft2/i$ma2). Επομένως για να επιτευχθεί το φαινόμενο σήραγγας είναι 

απαραίτητη κάποια ‘δοσοληψία*20 μεταφοράς ενέργειας ΔΕ μικρότερη της Ε. Όταν

* Wentzd-Kramcrs-Brillouin.
ι Σαν ένας όχι τίμιος ταμίας που κλέβει την τράπεζα αλλά επανατοποθετεί εγκαίρως το ποσό που έκλεψε πριν ivcx ο έλεγχος και συλληφθεί.
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αρνητικής ενέργειας γράφεται
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* V » Ε » (4.47)
2m 8 ma‘

που σημαίνει κ α » \  με εκθετικά μικρή πιθανότητα διέλευσης του σωματίου (4.44). 

Το φαινόμενο σήραγγας έχει πληθώρα εφαρμογών και στην μεσοσκοπική φυσική 

των νανοδομών.

4.4. Αρμονικός ταλαντωτής

Αν το δυναμικό του αρμονικού ταλαντωτή V{x) αναπτυχθεί σε σειρά μέχρι τον 

τετραγωνικό όρο ως προς χ

V(x) = V(0) + χ  V'(x 1 =0 + — V \x ) (4.48)
χ=0

η απαίτηση ύπαρξης ελάχιστου για χ = 0 δίνει F'(x)|x=0 = 0 και V"(x)\x=0 = Κ >0, 

Κ  = σταθ. Όταν F(0) = 0 το δυναμικό είναι

V(x) = j x 2

που δίνει την γνωστή δύναμη επαναφοράς F(x) = - dV(x)
dx

(4.49)

= ~ Κ χ . Αν επιπλέον εισάγουμε ;

την <y2 = K jm  το δυναμικό αρμονικού ταλαντωτή για σωμάτιο μάζας m που εκετελεί απλή ;|

αρμονική ταλάντωση κυκλικής συχνότητας ω έχει την μορφή

. map' 2 / . \*·ι·V(x) = ------χ , jc e  ( -  ορ,+οο) .̂ (4.50)
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I 4.4.1. Κλασσική λύση

Η εξίσωση του Newton mx*(t) + ma)2x(t) = 0 έχει λύσεις

F
ί jc(/) = jc0 sin(a>/ + ̂ )
ί χΧί) = χ$ωεο$(ωί + φ)

(4:51)

I με σταθερές jc0 , Φ που καθορίζονται από τις αρχικές συνθήκες *(0), χ '(0 ). Το σωμάτιο
ΐ

ι. ενέργειας Ε εκτελεί ταλαντώσεις γύρω από το σημείο αγ=0 εντός των ορίων ± χ0 = ± ,
V γπω

I αφού η διείσδυση είναι απαγορευμένη στην περιοχή δεξιά και αριστερά21 όπου η δυναμική 

’ ενέργεια είναι μεγαλύτερη από την ολική ενέργεια Ε. Η κλασσική τωκνότητα πιθανότητας 

ι Ρκλ(χ )όχ εύρεσης του σωματίου στο απειροστικό διάστημα (x,x + dx) προκύπτει από το

ι ποσοστό του χρόνου που το σωμάτιο παραμένει στο στοιχειώδες διάστημα dx κατά την 

διάρκεια μιας ταλάντωσης με περίοδο Τ. Από το πηλίκο του χρονικού διαστήματος dt που 

παραμένει στο (χ,χ + ί/jt) δια του χρόνου Γ/2 που χρειάζεται για να διανύσει το ( - χ 0>+*ο)

με ταχύτητα *'(/) = dxjdt και ω = 2/γ/Γ έχουμε Ρκλ (χ ) dx = = -— Χ ^
Λ ** Γ/2 Γ/2

και η

κατανομή πιθανότητας είναι

1 __________2_________

XV )  Τ ω χ0 τ]\~$\η2(ωΐ + φ)

= , Χ €(-Χ 0.+*θ) ·
π ν χ0 - χ2

Η κλασσική πυκνότητα πιθανότητας Ρκχ{χ) φαίνεται μαζί με την κβαντική

4.4.2 Κ βαντική λύση

Η εξίσωση Schrfldinger

Λ2 δ 2ψ(χ) 1 2  2  / χ * , \-   ------+ -m oT x  > ( * )  = Ε ψ(χ)
2m οχ 2

. (4.52)

στο σχήμα 4.2.

(4.53)

1 Το σημείο χ0 προκύπτει από την εξίσωση της δυναμικής ενέργειας με την £  αφού στο όριο της κλασσικής 
Λλάντωσης η κινητική ενέργεια μηδενίζεται.
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γράφεται

ψ \ χ )  +
2mEIF

2 2m ω 2
----χ— X ιμ(χ) =  Ο (4.54) )i

στην μορφή μιας διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης με μεταβλητούς (χ-εξαρτώμενους) J 
συντελεστές22. Αν γίνει η αντικατάσταση με την αδιάσταστη μεταβλητή ξ

ξ
mco

ft
(4.55);

η εξίσωση γίνεται

ψ"{ξ) + [ λ - ξ 2\ψ {ξ) = 0 με λ  = (4.56);

Όταν ξ  -> ±οο λαμβάνει την ασυμπτοτική μορφή !

Κ - 4 2Ψο =0  (4.57)'

αφού ο πρώτος όρος στην αγκύλη της (4.56) είναι αμελητέος σε σχέση με τον όρο που ι 

περιέχει το ξ 2 . Η (4.57) είναι μια διβάθμια διαφορική εξίσωση με βαθμούς -2, 2, 2 που)
ί

επιδέχεται την λύση e 2 +c2 e 2 . Ο δεύτερος όρος φεύγει επειδή απειρίζεται |

στα όρια f  ±co ώστε η ασυμπτοτική λύση χωρίς τον παράγοντα κανονικοποίηοης j

γράφεται ψαο=β 2 . Οι φυσικώς αποδεκτές λύσεις ψ = Ι.ι της αρχικής εξίσωσης (4.56);

J L  J i  ;
θα προκύψουν με αντικατάσταση των ψ - ) κ β  2 , ψ' = )β 2 !

22 Η επιλυσιμότητα μιας διαφορικής εξίσωσης ορίζεται στο βιβλίο Κβαντική I του Σ. Τραχανά. Ο όρος τον ; 

τύπου χ" , που περιλαμβάνει την n δύναμη του χ και την m-οστή παράγωγο της ψ(χ),  χαρακτηρίζεται I 

από τον ‘βαθμό’ d = n -  m . Οι βαθμοί των όρων της συγκεκριμένης εξίσωσης -  2, Ο, 2, Ο έχουν τρεις ι 

διαφορετικές τιμές και η εξίσωση χαρακτηρίζεται ως τριβάθμια. Οι τριβάθμιες εξισώσεις δεν είναι επιΑύσιμεζ- ( 
Αν αφαιρεθεί η ασυμπτοτική τους συμπεριφορά μετατρέπονται σε διβάθμιες που επιλύονται με την μέθοδο «υν j 
δυναμοσειρών.



r ;

4.4. Αρμονικός ταλαντωτής 167

ψ* = -  2ξ)\ + {g2 -  \)>\e 2 οπότε ανάγεται στην διβάθμια διαφορική εξίσωση τον

ί Hermite

h"-2£h' + (* - l)h = 0  . (4.58)

I Η (4.58) είναι διβάθμια με βαθμούς -2, 0, 0, 0 άρα επιλύσιμη για την συνάρτηση Η(ξ) με 

ι την μέθοδο των δυναμοσειρών.

j Η λύση εκφράζεται με την δυναμοσειρά
|
ί

|ι(£) = α0 + «ι£+ *2£2 +··· = Σ α*£* (4.59)
Α=0

και τις παραγωγούς της

, !(ξ) = α, + 2α2 £ + 3α3 £ 2 + · = Σ *  ξ “~' (4.60)
*= 0

Η'(ξ) = 2α2 + 2·3α3ξ + - =  |> + 1 ) ( *  + 2)α4+2£* (4.61)
*=0

που με αντικατάσταση στην (4.58) δίνουν

Σ1<* +1) (k + 2)ak+1 -  2k ak + (λ -  1)α* ] ξ* = 0 . (4.62)
*= 0

Από την απαίτηση μοναδικότητας οι όροι της κάθε δύναμης στις δυναμοσειρές μηδενίζονται

(k + \){k + 2)ak+2 ~2kak +(Λ-1)α*=0 (4.63)

απ’ όπου προκύπτει η αναδρομική σχέση

(2k+ \-A )
Λ*+2 " ( *  + 1)(Λ + 2 )α*

(4.64)

Η (4.64) είναι η λύση της διαφορικής εξίσωσης αφού με δεδομένους τους α0, α\ επιτρέπει 

' τον υπολογισμό όλων των υπόλοιπων όρων της δυναμοσειράς (4.59) για την ίι(ξ). Από τον 

, α0 υπολογίζονται οι άρτιοι όροι α2, ετ4,α 6, ··* και από τον α\ οι περιττοί όροι 

α5, αΊ% ···. Οι άρτιοι είναι
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"  ’  ( 2 k ) .  1

και οι περιττοί

.  (_ 2)* (» -1 )(» -3 )-(·.-Μ  + 3Χ»-2* + 1)
* 1 V 7 (2& +1)! 1

(4.65)

(4.66)

Από την απαίτηση οι λύσεις της (4.58) να είναι κανονικοποιημένες23 η σειρά πρέπει να 
τερματίζεται σε μιά δύναμη k=n και με αντικατάσταση στην (4.64) οδηγεί στην συνθήκη ί 
τερματισμού

2« -  (Λ -1 ) = 0 (4.67) i

από την οποία προκύπτουν οι ενεργειακές ιδιοτιμές του αρμονικού ταλαντωτή

« = 0,1,2, (4.68)

Η αναδρομική σχέση (4.58) για τις επιτρεπτές τιμές της ενέργειας συναρτήσει του « 
γράφεται

_ 2(n -  k)
α *+2 ~ ~ (k  + \ ) ( k  + 2 )a ic '

(4.69)

Για η -  0: α 2 = 0 , με α, = 0 ώστε να μηδενίζονται οι περιττοί όροι, h0 (ξ) = α0 ■ 

και η άρτια λύση είναι ψ 0 (ξ ) = α 0 e-^ 2 . ■

■ Για n = 1: α 3 = 0 , με α0 = 0 ώστε να μηδενίζονται οι άρτιοι όροι, hi (Ο  ~ α \ ξ  και 

η περιττή λύση είναι ψ χ (ξ)  = α χξ  e-^ 2.

■ Για η = 2 :  α 2 = -2 α 0 και k = 2 δίνει α 4 = 0 με h 2(ξ) = «ο (ΐ “ 2£2) και την άρτια" 

λύση ψ2{ξ)  = α 0(ΐ - 2 ξ 2)β~ξ^ 2 , κλπ.

23 C *Διαφορετικά για μεγάλο k η αναδρομική σχέση δίνει προσεγγιστικά ak « ; . , c-σταθ, που αν
W 2J! -

κρατήσουμε την μεγαλύτερη δύναμη οδηγεί στην μη αποδεκτή λύση Η(ξ) = c e* που απειρίζεται στα όρια.
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■ Για αυθαίρετη τιμή του π οι λύσεις ή„(£) είναι πολυώνυμα η -οστής τάξης στην 

μεταβλητή ξ . Οι λύσεις συνήθως εκφράζονται με τα πολυώνυμα του Hermite 

//„(£), όπου γίνεται επιλογή του αυθαίρετου παράγοντα κανονικοποίησης ώστε ο

συντελεστής της υψηλότερης δύναμης του ξ  να είναι 2”. Οι κανονικοποιημένες 

λύσεις για τις ιδιοσυναφτήσεις του απλού αρμονικού ταλαντωτή είναι

'ηιω Λ , 0—  χ ,  η = 0,1,2, . (4.70)

με τα πολυώνυμα του Hermite Η„(ξ) αντί των ί\„(ξ). Τα πρώτα πολυώνυμα είναι

Η0(ξ) = 1. Ηχ(ξ) = 2ξ, Η2(ξ) = 4ξ2 -  2, Η2(ξ) = 8£3 - \2ξ ,-  (4.71)

και υπακούουν στην κανονικοποίηση

]άξ Η 2(ξ)β~ξ* =2" n\-Jn , « = 0,1,2,···. (4.72)
-00

Οι τέσσερις πρώτες ιδιοσυναρτήσεις από την (4.70) φαίνονται στο παρακάτω σχήμα 
με τις διακεκομμένες γραμμές να παριστούν την αντίστοιχη πυκνότητα πιθανότητας.

Σχόλια:

(4) Τα πολυώνυμα του Hermite υπολογίζονται από τους αναδρομικούς τόπους

YuIU/q
'Ύ

>

.rC-<■
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Η „ ^ 2 ξ Η „ - ^ -  (4.73)
αξ

Η ^ = 2 ξ Η η -2 η Η „ . (4 .74),

(Η) Η κβαντική πυκνότητα πιθανότητας στην n-οστή στάθμη

Ρ„(χ) dx = \y/n( x f  dx (4.75)

από τον ασυμπτοτικό τύπο για τα πολυώνυμα για αρκετά μεγάλο η φαίνεται στο , 
σχήμα 4.2 μαζί με την κλασσική εικόνα. Παρατηρούμε ποις η κβαντική Ρη(χ) από

την (4.75) μοιάζει με την κλασσική Ρ *  (jc) από την (4.52) και οι ιδιοσυναρτήσεις ■ 
τείνουν να περιορισθούν εντός των κλασσικών ορίων ( -* 0,+.τ0). Οι κβαντικές τιμές 
είναι διπλάσιες αλλά η μέση τιμή της κβαντικής πυκνότητας πιθανότητας ΡΠ{χ) 

καταλήγει ακριβώς στην κλασσική πυκνότητα Ρκχ{χ) στο όριο ο. Αυτό
ισοδυναμεί με μήκος κύματος που τείνει στο μηδέν και αδυναμία περίθλασης γύρω 
από οποιοδήποτε αντικείμενο, όπως στην κλασσική εικόνα.

(iii) Η πιθανότητα εύρεσης του σωματίου εκτός του διαστήματος κλασσικής 
ταλάντωσης ( - * 0,+.r0) δεν είναι μηδέν με την δυνατότητα του σωματίου να 
υπεισέλθει στην κλασσικά απαγορευμένη περιοχή.

Σχ. 4.2. Η κβαντική πυκνότητα πιθανότητας Ρ(χ) για μεγάλο η από την 

ασυμπτωτική μορφή για τα πολυώνυμα Hermite μαζί με την κλασσική

από την (4.52). Η κβαντική πυκνότητα εμφανίζει w+Ι μέγιστα και είναι 

ακριβώς διπλάσια της κλασσικής ενώ η ακριβής ποσοτική εξίσωση

1
επιτυγχάνεται για την τοπική μέση τιμή της fix) με — \dx' P(x') -Ρκχ(χ) ·

2ε-β
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\ 4.4.3. Αλγεβρική λύση
*

Η Χαμιλτονιανή του μονοδιάστατου απλού αρμονικού ταλαντωτή είναι

/ /  = -£ - + -mft>2 α2 (4.76)
; 2m 2

I με α* την θέση, ρ την ορμή και ω την γωνιακή συχνότητα της κλασσικής ταλάντωσης που 

.συνδέεται με την σταθερά ελατηρίου Κ μέσω της ω = lm  . Θα επιχειρήσουμε να 

ιπαραγοντοποιηθεί η Η  στην μορφή διαφοράς τελείων τετραγώνων

Η = ± -[(η χω χγ  -{h d /d x)1} . (4.77)

ιχωρίς βεβαίως να ξεχνάμε πως οι a = χ , ρ  = -ihd /dx  είναι ερμιτειανοί τελεστές που δεν

μετατίθενται. Αν ορισθούν οι τελεστές α ~ ηιωχ + hd/dx και α+ ~ m ω x -h d /d x  η δράση 

του γινομένου σε μιά αυθαίρετη συνάρτηση / ( α) από την σχέση μετάθεσης [χ,ρ] = ih 

δίνει

ο α+/ ( a) = (mwx + h d /d x)(m m x-tid /d x)f(x )

= (mw χ  Ϋ f i x )  -  ft2 ̂ y / (  Jt) -  t r n a x - ^ — + hm a>$-(xf{x)) (4.78)
OX aA OA

= (2mH + ftma))/ (x) . 

cat

a+a f( x )  = (m w x-h d /d x)(m w x  + h d /d x ) f(x )

= ( n m x f  f ( x )  -  ti2 ~~2 f i x )  + f> m w x ^ ^ - - t im m ^ - ( x f ix ) )  (4.79) 
OX ox ox

= (2mH -  hm (o)f (.t) .

>tav oi (4.78), (4.79) αφαφεθούν κατά μέλη (aa+ -  a* a ) f ix )  = 2 ttm w fix)  αδιάστατο 

ποτέλεσμα για τον μεταθέτη [α,α+]= α α * -α * α  = 2Λ/ηω επιβάλλει την διαίρεση των 

, α* με y]2ftmw , ώστε

α =

ιι [α,α*]= αα* - α 

ιι δημιουργίας α+

- jE r - - - - (m<ox + h d / d x ) ,  α+ = -7 = = τ(//ιω α-Λ9/3α) (4.80)

+ a = 1 . Επομένως, ορίζονται ισοδύναμα24 οι τελεστές καταστροφής α

•Απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή στις πράξεις με τελεστές. Παρατηρείστε πως το άθροισμα στην παρένθεση 
•αι με + στον ορισμό του τελεστή καταστροφής α ενώ με - στον τελεστή δημιουργίας α\  το (διο στην 
:ιφή (4.80) με τις παραγωγούς ως προς χ αλλά και στην (4.81) με τους τελεστές χ και ρ.
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s m m

I

2h I πιω, ■ V
ψ

(4.81*!

με ■ - W  ·

□ Από την γνωστή σχέση μετάθεσης [χ, ρ] -  ih ισχύουν οι

,  Η  1 . Η  1
α τα  = --------- και acr  =  —  λ—  ώστε

Ηω 2  Άω 2
η Χαμιλτονιανή γράφετί

Β *ιΜ ·^ = = ^δ ΐ^Μ + ^ , με Ν = α*α τον αριθμητικό τελεστή ποβί 

προφανώς είναι ερμιτειανός αφού Ν + = (α+α) = α+ (α+ ) -  a*a = Ν .

Μεταθετής [α,Λ+]= 1 :

Γ +1 *ηω\α,α = -----
L J 2ft

χ +

/ηω
1ft"

J P - , - - Ε - 1  
m<o mcoj

+ //?
mo) ,2ft L/wft) .

= - 4 [ ι ·ρ !+ έ [,,' ί ΐ

= - f [ , P ]

_  2n7i 
~~~2h

<=> [α,α^]= (4.82):

Αριθμητικός τελεστής Ν  = fl+a :

=
mco
~ Έ

mco
1ft"

m(0 )

r
x+ Φ. 

m(0 >

χ2 + — 0ζρ-/>*)+
.2 Λ

m(0 τη2ω2
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mm
jc2 + — \x,p] + ~ —

2h 2h1 2hmm

= - L f i i +
tuoylm  2

^  ..2) 1

^ - _ i
Ηω~ 2

>;H = hm fa*a+ ^-f .o
·*■ '

(4.83)

Οι τελεστές / /  και N διαγωνοποιούνται ταυτόχρονα επειδή [ / / , / / ]  =  0 και 

υπακούουν στις εξισώσεις ιδιοτιμών25

H\n) = En\n) 
N\ri)-n\n)

με κοινές ιδιοσυναρτήσεις των Η και Ν  τα ket |« ) .

(4.84)

Α π ό τιςιιδιοτιμές η s  0,1,2,*·· τού1 αριθμητικού τελεστή^' υπολογίζονται όι ιδιοτφές
Ί ■ ΙΗ

ενέργειας του απλού αρμρνικού,ταλαντωτή Εη =  (λ + 1/2) / ι>  0,1,
- . ·Γ ■' .· :■■Λ"' ■■ :V. ·■ ~ ' ν ’ <*·>·η; &

α  Μπορεί να δειχθεί ότι [Ν, α] = -α  και [/ν,,α +] = α+ ώστε

A /(a |«»  = ( w - l ) ( a |« »  (4.85)

Λί(α+|η))=(/» + 1)(α+|«)). (4.86)

Από την ταυτότητα [ΑΒ, C] = Α[Β, C] + [Λ, C ]£  οι

[W,a] = [α+α ,σ ]= α 4[σ,σ]+[σ+,σ]σ = - [ o / j o s  -α  

και

οδηγούν στις

ι25 Ο αριθμητικός τελεστής JV ονομάζεται έτσι επειδή οι ιδιοπμές του είναι οι αριθμοί η ■ 0,1,2,*·»
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Na\n) = (aN -a ) \n )  = (n — 1 )α\η)

και

Ν α +\η) = {α+Ν + a+}n) = (n + l)a +\n) .

Άρα, οι α\η) ,  α+\η) είναι ιδιοσυναρτήσεις του αριθμητικού τελεστή Ν  με ιδιοτιμές | |  

η — 1, η + 1, αντίστοιχα.

□ Οι ιδιοσυναρτήσεις α\η) και |/ι — 1) είναι ίδιες εκτός από μια πολλαπλασιαστική Jr:
Μ

σταθερά c e C  ενώ το ίδιο συμβαίνει γιά τις α~\η) και | η +1) και μπορεί να δειχθεί | ί

οτι

δ  | h}-= Vn-1 η — 

a i  |n )= V « + l Γη4·ί >  ·

Α πόδειξη :

Η πρώτη σχέση αποδεικνόεται από

a\tt) = c \ n - 1) «  (« |α+ = (« - l |c *

<=> (n |a+a |n ) = (« - l |c * c |/ i - l )

» ( » I « W = W 2

« » = Μ 2
<=> c = Vn

και η δεύτερη

α+ |/ι) = c\n +1) «=> (η\α = (η + ljc*

ο  {n\aa+\n) = {n + l\c*c\n + \) 

«=></ι|([α,α+]+ α +α)|«>=|ε|2

<=>(λ |( Ι  +  Λ 0 |λ) =  |ο|2 

<=> l + n =\c\2

<=> C  —  λ/Γ+Π  .

(4.87)

_si
*«

£
m\WiΜ·:
ij·;. t

■

η
Λ'. .

I f

ν I

Με επαναληπτική δράση του τελεστή καταστροφής α στην |«) προκύπτει η 

ακολουθία προς τα κάτω ;;

ο|«) = 4η  Ι / ι - Ι  >
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• a2\n) = -Jn[n- l) \n-2>

α3|η) = V » (» -l)(« -2 )  |« - 3 >  

που τερματίζεται όταν η=0 από την συνθήκη

Με τον τρόπο αυτό υπολογίζεται η μικρότερη τιμή της ενέργειας Ε0.

Οι ιδιοσυναρτήσεις |η ) ,  « = 0,1,2,···. του απλού αρμονικού - ταλαντωτή
* f ' ' — ' ' ( . * 

κατασκευάζονται με την επαναληπτική δράση του τελεστή δημιουργίας α* στην |0)

ως εξής: ..... -  .· -> ■ - ■ ■ :· ^·' · \ V \ v / ! /  - ;  ■

|1) = α+|0)

|3> ^ ΐ 2)- ^ |0>

Υ-+γ»
“ ^ r |0 ) .  » *  0,1,2,··· (4.88)
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Άσκηση 10. Να υπολογισθούν στην βάση |0), |1),|2),|3),··· τα στοιχεία μήτρας

{n\p\ri), για V«,«' = 0,1,2,···

για τους τελεστές

α ,α +, Η , χ , ρ

και να δειχθεί η μορφή των μητρών στην γνωστή ως αριθμητική αναπαράσταση

ro i 0 0 . \ r0 . 0 0 0 Λ ri 0  0 0 . \

0 0 V2 0 . 1 0 0 0 . 0 3  0 0
r

0 0 0 V3 . , ^ + — 0 V2 0 0 , H  =
tua

0 0  5 0 •

0 0 0 0 ·. 0 0 V3 0 •
2

0 0  0 7 *
■ * * > ■ \ V « » * * V

i°
1 0 0 N ( 0 i 0 0 . Λ

1 o V2 0 — i 0 /4 ϊ 0 .
. . * 0 V2 0 v/3 , P - -

\mfia)
0 - 1V2 0

V 2w©
0 0 V3 0 -e 2

0 0 —|V3 0 \

V· * •  ̂ ■ • • * >

Λύση: Από τους ορισμούς (4.81) επιλύουμε ως προς χ, ρ

* = , / - -----[α + α+)§«:

< V I rrihd) (
ft’*.:

και υπολογίζουμε τα στοιχεία μήτρας

(« Η  «') = ((« Η  « ')+ («  Κ Ι « '})

^ (Vm7(m|» '- 1 ) W m' + 1(h|m' + 1)) 

(Vw7 <?„>λ-_ι + V«' + l )

2m<y
~ Τ ”
2/wfi)
X
2wfi>

(Vm+T <5„+1)„' + v«  )

και

(4.89)
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{ " W )  =

= - i  (Vn7 (n |«' -1 ) -  Vn' + l (n |«' +1))

= Sn,ri-1 -V » ' + l^„(„*+|)

= _ / ^ ® ( V ^ 7 T <yrt+ln,_ V ^ i n_ ,n.) .

Παρατηρούμε παις στην βάση |0),|1),|2),··· οι μήτρεςχ ,ρ  είναι τριδισγώνιες (έχουν στοιχεία 

στις πρώτες διαγώνιες πάνω και κάτω από την κύρια διαγώνιο) και ερμιτειανές, αφού

Η ρ Κ )  = («Ί/Ί»)*. (ΜΗ »'>=

με τα στοιχεία πάνω και κάτω από την κύρια διαγώνιο μιγαδικά συζυγή μεταξύ τους. Οι 

μήτρες α, α+ προφανώς δεν είναι ερμιτειανές. Η Χαμιλτονιανή Η  έχει την μορφή μιας 

διαγώνιας μήτρας με διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιμές ενέργειας

Ε” = ί η + ̂ ) Λΰ,> - 0 , 1 , 2 , · .

Ασκηση 11. Για την ιδιοσυνάρτηση ψ$(χ) της βασικής στάθμης του ταλαντωτή η 

δράση του τελεστή καταστροφής α δίνει

Η ^ο(*) και η αντίστοιχη ενεργειακή ιδιοτιμή £ο υπολογίζονται αν αντικατασταθεί 

ο ο με την διαφορική του μορφή των χ  και ρ  και λυθεί η διαφορική εξίσωση

ίηιω Γ f\ d 1 
V 2h _ ηιω άx j

^  V'oO*) είναι Γκαουσσιανής μορφής όπως ήδη έχουμε δεί ενώ η 

υπολογίζεται αν δράσουμε στην ^ 0(χ) με τον a* .

Λύση: Η διαφορική εξίσωση λύνεται

Ψ\(χ)

ηιω αχ
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> ψ„{χ) Λ >

Λ / Ν m0) 2 Λο  mu/oix) ---------χ +σταθ.
υ 2 η

>1
V'oM = Αό expj^— — χ 1 , x e ( “ Oo,-Hx>)

και με αντικατάσταση στην Η ψ 0(χ) = Ε0 ψ0(χ) προκύπτει η αντίστοιχη ιδιοτιμή ενέργειας 

Ε0 =Ηω/2. Η σταθερά κανονικοποίησης δίνεται από το ολοκλήρωμα Gauss

+βο +CO  „ 2 — V2 /-----------  /  \ ! / 4

\d x \W o (x f = \ ο  A  \ d x e  2Λ = 1 » 4  = J ~ r ° 4 > = i — ]̂ ·

Η ψ\ (χ) υπολογίζεται από την α+ ψη(χ) = V« + l (χ) για « = 0:

F l(x) = « V 0(x) = j ^

- ί ^ ) 3/4 1 
^ Λ J  Έ 7 π

3̂/4 Π Γ

V wo) fix Α  πΛ >/

1/4 j f « j
2ft

N -  flier 2
_ ^ — x

πιω.Ϊ
v h J V V r̂

με αντίστοιχη ιδιοτιμή ενέργειας ^  = 3Ηω/2.

naj
2Λ

e 2 ft

m*y 2 -----*

Άσκηση 12. Να δειχθεί ότι στην ιδιοσυνάρτηση |«) του απλού αρμονικού ι 

ταλαντωτή οι μέσες (αναμενόμενες) τιμές της θέσης και της ορμής είναι 

(χ) = (η|χ|«) = 0, (ρ) = («|ρ|«) = 0

όπως και στον κλασσικό ταλαντωτή. Να υπολογισθεί στην κατάσταση |η) η μέση:

τιμή της δυναμικής ενέργειας και της κινητικής ενέργεια? I

{.ΕΚίν) = Ε -  (V) αφού πρώτα αποδειχθούν οι (αα*) = η +1, (α+α) = η· ί 

αποτέλεσμα (Em„) = (V) = Ε{2 είναι το κλασσικό θεώρημα ισχυράπμας (virial j
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theorem)26 για τις κβαντικές μέσες τιμές. Αν Αχ, Δρ είναι οι αβεβαιότητες θέσης και 

ορμής στην η -  οστή κατάσταση

ΔχΔρ = /̂ί + --jft, /? — 0,1,2,···

που είναι συνεπές με την αρχή της αβεβαιότητας.

Λύση: Από τις

υπολογίζονται οι μέσες τιμές

( a )  = { η \ α \ η )  = J n ( η \ η -1) = 0 , ( a +)j  = ( η \ α * \ η )  = VwTl(/?|w +1) = 0. 

Οι μέσες τιμές των τετραγώνων

- s h 0 · * »

“ Οι κλασσικές μέσες τιμές σε μια πλήρη ταλάντωση ολικής ενέργειας Ε με την (4.52) είναι

και

+*ο
n ' T * l e > f i r S l

(£ ...) · Τ < '· ! ) · Τ _ ί  ‘'” '1 Ρ' ,Μ  2 . κ

Λ 2 +1 *-----r  η**1** Ε

*ο ‘*0 X^Xq - X 2

i i* / °  <
2η -χο

χ2 =
ma)~XQ

2η -1
Ji&Vl-x2

("> -  7 (**)
mo;2 +*0 2
—  ί *2 ***<*>

2 ~*0

2 5mQ) f dxx2 
2 -xo
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mha4 ^ - a * a)

(2(α+α) + ι )

2
mha>

= mhw^n + ^

προκύπτουν απο τις

(β 2) = (« |« 2 |« ) = ^ ( « μ ΐ „ - ΐ )  = ο , ^ ^ = ( „ |(α+)2| Λ )=0>

(αα+) = (n\aa+\n) = V ^ T ( « |a |„  + Ι) = („ + ,

( α + α )  = («| (α α + - 1)|«) = « +1 -  j s  n

ώστε

{Εκιν)

(V) =

= Ά ^ ( „ ^ λ ε ,
2m 2m {. 2 )  2

m0} (x  ) _ mm2 fi f

2 mco
η  e „n + -  = —2- 
2 2

καιΔχ Δρ = ί«  + j 1i.

Ά σ κ η σ η  13. Να επαληθευθεί η λύση ψ^(χ) = α 0 expί ma> χ 2
ν 2h

χ  e ( -  οο,+οο),

της εξίσωσης Schr6dinger για σωμάτιο μάζας m στο δυναμικό απλού αρμονικού 

ταλαντωτή V(x)-=—ma>2x2 . Να βρείτε την ενέργεια Ε, την σταθερά

κανονικοποίησης Α0 και να σχεδιάσετε σε ένα διάγραμμα την ιμ0(χ) 

υποδεικνύοντας τις τιμές του χ  όπου ψο(χ) = 0. Να σχεδιάσετε, επίσης, την j

δυναμική ενέργεια, την ολική ενέργεια και να υποδείξετε την περιοχή όπου το : 

σωμάτιο είναι κλασσικά εντοπισμένο. Ποιές είναι οι μέσες τιμές της δυναμικής και , 

κινητικής ενέργειας;

Λύση: Η αντικατάσταση της ψ0(χ) στην εξίσωση SchrSdinger προκύπτουν οι τιμές j

των Ε, Α β. Από την ιμό(χ) =  0 έχουμε χ  =  ±Χο = 4
%_

τηω
ακριβώς στα σημεία i
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περιορισμού της κλασσικής ταλαντωτικής κίνησης. Η δυναμική ενέργεια του σωματίου

Υ(χ) = 1 /ηω 2χ 2 και η ολική ενέργεια Ε0 = —  είναι η ιδιοτιμή της t//0(x) . Η περιοχή 
λ 2

jc0 ,+ jc0) όπου κινείται το κλασσικό σωμάτιο υπολογίζεται από την εξίσωση

Γ "  V  -  ο  ,  = ± ,„  ενώ υκολατίζονται «■ μδοες τιμίς της δ » « μ « ή ς  κμ.

ΐνέργειας στην ψ0(χ)

/r/V 1 2/ 2\ Ε ο π· \ Ρ 2)  1 m ^ 0) Λω  Ε ο(V) = -η \ω ι {χι ) = —  = —  και EKiV = J— L = ----------- = —  = —̂
Χ 7 2 W  4 2 Ktv 2m 2m 2 4 2

ιε συμφωνία με το θεώρημα ισχυρότητας.

Άσκηση 14. Να δείξετε ότι η εξάρτηση από την συχνότητα ω των τελεστών 

καταστροφής, δημιουργίας θέσης και ορμής στην εικόνα Heisenberg της κβαντικής 

(Κεφ. 4.1.1.) είναι

α ( /)  =  σ  e x p ( - i a > f ) t  α * ( 0  β  α * e x p ( + / © / ) t

x ( / ) s  — —( ο  e x p ( - / 6 > f ) + t f + e x p (+ /< y /) ) .
V 2 mω

p ( 0 = - i j ^ ~ ! ~ ( a  e x p ( - ιω ί ) - α *  e x p ( + / a ; f ) )

Λύση: Με αντικατάσταση του μεταθέτη

[Η,α] = ίΐω(α*αα~αα*α)=  -Λέυ[σ+,Λ]σ = -Λ<υσ

ΐν γενική σχέση (4.11) , όπου ο χρονικά εξαρτημένος τελεστής είναι
a t  η

Α(ι) = exp(+ iH t/h )A exp(- / Hl/Λ),

'.ν A -  α προκύπτει η σχέση για τον a(t), κλπ.
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Άσκηση 15. Ένα ακόμη επιλύσιμο πρόβλημα είναι αυτό του μετατοπισμένου ι 

αρμονικού ταλαντωτή, π.χ. παρουσία σταθερού ηλεκτρικού πεδίου F, που δίνει τον > 

επιπλέον όρο eFx στην Χαμιλτονιανή Η. Η Χαμιλτονιανή στην περίπτωση αυτή | 

γράφεται

Η  = Κω(α+α+ —1 + λ  (α + α+), λ  -  e F J - -— .
{ 2  J { '  V 2m ω

Να δειχθεί ότι διαγωνοποιείται ακριβώς με εύρεση ιδιοτιμών-ιδιοσυναρτήσεων. 

Λύση: Με την εισαγωγή των μετατοπισμένων τελεστών καταστροφής και ι 

δημιουργίας

Λ λ ,  . +  +  λA — a Η----- , A = a Η------ ,
Κω Κω

και

λ  + λ  
α + — ,α + —  

Κω Κω,
= I[α , α *]=

Μ = ο , Μ = ο

αν λύσουμε ως προς α,α+ η Χαμιλτονιανή

Η  = Κω{α+α + i  j  + λ(α + α+)

= Κωί Α+ - — ) ( Α - — )  + —  + λ (  Α + Α+
I  Κ ω )\ Κω) 2 ν Κω]

= Κω( Α+A + —1 ———
I 2 ) Κω

είναι σε διαγώνια μορφή με ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις από τις

Η\ =

μ) = *τ 4 “|0 ) , « = 0,1,2,···
ν«!

Παρατηρούμε πως από τις ιδιοτιμές παρουσία του σταθερού ηλεκτρικού πεδίου F
,2

Ε„ = Κω(η + ̂ ) - - ^ — ,η  = 0,1,2,···, 
\  2 ) Κω

αφαιρείται ένας σταθερός όρος ανάλογος του λ? °c F 2 . Ο τελεστής θέσης γίνεται
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και το σύστημα (ελατήριο σταθεράς Κ) έχει νέα Θέση ισορροπίας

χ  = -  ■
h 2λ eF 2—  = ------, Κ -  ηιω

Ιηιω ίϊω Κ

: σε σχέση με τον αρχικό ταλαντωτή. Ο μετατοπισμένος απλός αρμονικός ταλαντωτής 

ι ταλαντώνεται με την ίδια συχνότητα γύρω από την νέα θέση ισορροπίας χ  με παρόμοιες 

ι κβαντισμένες ταλαντώσεις .

4.5. Χρονική ε£έλι£τι σε σύσττιαα δύο καταστάσεων- οαινόαενο Ζήνωνα

Δίνεται η Χαμιλτονιανή μήτρα / /  =
Ό € 

oj
στην βάση |0),|1). Οι ιδιοτιμές-

: ιδιοσυναρτήσεις της είναι

W - ^ · (4.88)

Η μήτρα είναι διαγώνια στην βάση |±)

f+ e  0

+ e 1+)

/ /  =
I ο

- e Ι-)

και η χρονικά εξαρτημένη κυματοσυνάρτηση μπορεί να γραφεί από τις ιδιοτιμές- 

ιδιοσυναρτήσεις

| Ψ(ί )> = c+ e~IE' ,/Α| +) + c . e iE- ,/Λ| - )

= c+ e~ie>,\+) + c_e+,a>'|-) , ω = φ ,

ο |Ψ ( /)> = k . - ‘■ ■ « . . • Η  k
V2

e- i<ul - c . e +ta>'
4 l 10· (4.89)

► h  m u i δίνεται από το ανάπτυγμα της μοναδιαίας μήτρας χρονικής

εξέλιξης

U(t) = exp(- iHt/fl) = 1 -  iHt/h + (iHt/h)2/2 \ - ( iHt /h f / x  + ···

(Ht/h)2 i {Η,/ h f  1 Γ (H t /h f  {Ht/tif
2! 4! K 31 5! 27

27 To Ιδιο αποτέλεσμα προκύπτει στον χώρο των θέσεων με την αντικατάσταση x -►  x -  χ στην Η .
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Επειδή για τις δυνάμεις της συγκεκριμένης μήτρας ισχύουν οι σχέσεις

Η 2" = e2n 1 = e 2"
V

1 °\ t f 2"+1 =e2” Η  = e2n+1 (° Μ, Μ = 0,1,2, 
0 lJ  U  °)

ο μοναδιαίος τελεστής U(t) στην αρχική βάση |0 ), |1) γράφεται

T O  =

! Μ 2 , Μ 4 _ -
2! 4!

- ι
(ω ίf  (ω ή4

1 2 Γ  4!

ο  T O  =
cos ή)/ -  / sin α>Λ

‘ίωί

x-isiiwai cos^y/ J 

ή 'T O = cosώ?̂ Ip)(p| — s i n / 10)(11—/siniz?/ j 1)<01 + cos^/|l)(l| . (4.90)

Από τα στοιχεία μήτρας

c / „ « = (+|ί/(/)|+)= 1 + ) = <+k'lE*'/* l+> * '  

ut M)= < + |t/w l-> = <+Κ ""/Ί - )  - 0

£/_+(») = <-|£/(/)|+> -  ( - | e ' " " /*|+) = 0

t / _ ( 0 ={—|ί/</)|—) = | ->= ( - μ - ' ε- ' /Λ H ' e

είναι διαγώνιος στην βάση |±)

Aimt

>  Όταν την αρχική στιγμή t = 0 : | Ψ(0)) = 10)

^ ίω,. : · . Μ  
κ 0 «

C++C- , c+ - c _

" 7 Γ  ’ V2
Ο  C+ = c_ = l/V 2

= 0

(4.91)

για κάθε χρονική στιγμή t από την (4.89), ή την ^ (Ο )  ^(Οΐ^ίΟ)) απ° ^  

ισοδύναμη μορφή (4.90),

„  .  , , _  ιη\ Ηναι Ρ0 = cos2 cot ενώ ηΗ πιθανότητα παραμονής στην αρχική κατασταση |0) ει υ

πιθανότητα μετάβασης στην |1) είναι ί Ρ ^ β χ τ ψ ί  .

21Η ταλαντωνόμενη πιθανότητα /j = sin 2 eot μηδενίζεται στους χρόνους / = 2ηπΙω > ”
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> Αν όμως το σύστημα την χρονική στιγμή Τ μετρηθεί ισοδύναμα29 σε πολλά διακριτά 

χρονικά βήματα At = Τ /Ν , δηλαδή με στροβοσκοπικό τρόπο, οι αντίστοιχες 

πιθανότητες30 είναι

A t : sin* 1 2 * ωΑί

2 At: sin4 <wA t
..........................  (4.93)

Τ  = N A t: sin2Af α?Δ/« ώΤ
N

2 N
! -> o

και παρατηρούμε πως η πιθανότητα μετάβασης στην |1) την χρονική στιγμή Τ τείνει 

στο μηδέν. Το σύστημα σε διαδοχικές μετρήσεις παραμένει στη αρχική κατάσταση
λ

|0) ενώ σε μιά μόνο μέτρηση έχει πεπερασμένη πιθανότητα sin ωΤ μετάβασης

στην |1) την χρονική στιγμή Τ εκτός από ορισμένες τιμές31. Αυτό είναι το κβαντικό

φαινόμενο του Ζήνωνα γνωστό και ως 'φαινόμενο τον φύλακα*32, όπου πολλές 

επαναλαμβανόμενες μετρήσεις αφήνουν το σύστημα στην αρχική κατάσταση.

> Αν μια κατάσταση γραφεί |ά ) = c o s a |0 )+ s in a |l ) , a  e 9?, με εσωτερικό γινόμενο 

( a ' |a #) = cosa'cosff" + s ina 's ina"  = cos(a '-ar") οι καταστάσεις βάσης είναι 

10) = cos 0 10) +  sin 0 11) =  10 ) , | π/2) =  cos π / 2 10) +  sin π / 2 11) = 11). Αν μετρηθούν

διαδοχικά οι τελεστές Pn = |α„)(αΛ| ,  a n = η ,  η = 1,2,···,#:
2 Ν

ρ\ I °) = I <*\ )(α \ I °> = -  ° ) l« i) = cos^ ·  I « ι)

A  /ll 0) = cos— |α 2)(α 2 |α ι)=  cos— cosf 2 — ----- — l |a s )  =
2  ii / 2Λγ  2Λ 21 u  2N \  IN  I N ) ' cos2 — | a 2) 

2ΛΓ 21

” Υπενθυμίζεται πως στην μέτρηση μιας φυσικής μεταβλητής λ το μόνο δυνατό αποτέλεσμα που μπορεί να 
προκόψει είναι μια ιδιοιιμή του αντίστοιχου τελεστή. Όταν ένα σύστημα περιγράφεται από την |ψ(ί))

α̂ναλαμβανόμενες μετρήσεις ενός παρατηρήσιμου μεγέθους Λ χαρακτηρίζονται από την μέση τιμή (/*).
,0 Η πιθανότητα σε επαναλαμβανόμενες ανεξάρτητες μετρήσεις είναι ίση με το γινόμενο των πιθανοτήτων.
1 Τ « 2ηπ/ω , η « 1,2,···.
2 Σαν να παρατηρούμε (μετρούμε) συνεχούς ένα φαγητό που βράζει και αυτό δεν βράζει ποτέ! Όμως, τα
1>αγητά στον κλασσικό κόσμο βράζουν, ανεξαρτήτως αν τα παρατηρούμε ή όχι.
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/ V W - - ^ | 0 >  = c o s * ^ K > (4.94)

■ το -σύστημα είναι κάθε φορά στην κατάσταση | α„), n = 1,2, · ■ ·, Ν . Η πιθανότητα το 

αποτέλεσμα να είναι μονάδα για αρκετά μεγάλο Ν  δίνεται από τον ασυμπτωτικό

τύπο για Ν  -> οο: cosN «  1 -  Ν
2 Ν

μετά από Ν  διαδοχικές μετρήσεις μεταβαίνει στην κατάσταση |1) με πιθανότητα 

επιτυχίας αυθαίρετα κοντά στην μονάδα αφού

—  . Παρατηρούμε πως η κατάσταση |0)
2.Λ/" J

Ρ Λ - ι - Ρ ι Φ )  = Κ >  *!«»>=■ Λ ί ^ = μ / 2 >  =  |1> (4.95)

ενώ η πιθανότητα είναι μηδενική σε μια μέτρηση

ΛΛ<>> = I«jvX<%|0> = cosi ^ ^ - - ° j  Μ  = c o s | | l )  = 0 . (4.96)

33 Το παράδειγμα αυτό μπορεί να θεωρηθεί ως μια διαδικασία 'ανάστασης της γάτας row Schrodmger’ που, j 
δυστυχώς, δεν είναι υλοποιήσιμη στην πράξη αφού απαιτούνται οι κατάλληλες συσκευές που να αναγνωρίζουν i

τις ενδιάμεσες καταστάσεις | αη ).
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'όσο περισσότερο σκέφτομαι το φυσικό 

μέρος της Θεωρίας του Schrddinger τόσο 

λιγότερο ελκυστικό μου φαίνεται ’

W. Heisenberg

Η επιτυχία της κβαντικής φυσικής στην περιγραφή του μικρόκοσμου 

υλοποιείται με το απλούστερο παράδειγμα του ατόμου του υδρογόνου όπου η

εξίσωση Schrddinger επιλύεται ακριβώς στο δυναμικό Coulomb V(r) = - e 2/ r . To 

δυναμικό αυτό είναι ακτινικής μορφής (κεντρικό ή σφαιρικά συμμετρικό V{r) = V(r) 

αφού εξαρτάται μόνο από την ακτινική απόσταση r = | r | ) ενώ το πρόβλημα σε

σφαιρικές συντεταγμένες διαχωρίζεται σε γωνιακό και ακτινικό μέρος που επιλύονται 

ανεξάρτητα.

5.1. Η τρισδιάστατη εξίσωση Schrodinger

Η ρεαλιστική τρισδιάστατη εξίσωση Schrddinger σε ορισμένες περιπτώσεις 

ανάγεται σε μονοδιάστατα προβλήματα με την μέθοδο χωρισμού των μεταβλητών. 

Αυτό συμβαίνει όταν το τρισδιάστατο δυναμικό μπορεί να γραφεί ως άθροισμα 

συναρτήσεων μιας μεταβλητής V(r) = V\(x) + V2(y) + Vi(z) οπότε η χρονικά 

ανεξάρτητη εξίσωση Schrddinger διασπάται σε τρεις μονοδιάστατες εξισώσεις στις 

συντεταγμένες x%y %z με δυναμικά Κ,(χ), V2(y), 1)» αντίστοιχα. Η πλήρης λύση

της τρισδιάστατης εξίσωσης αποτελείται από ιδιοσυναρτήσεις που είναι απλώς το 

γινόμενο των λύσεων της κάθε μίας μονοδιάστατης εξίσωσης (έχουμε επιλύσει 

αρκετές περιπτώσεις στα προηγούμενα κεφάλαια)

(5.1)
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τ

και ιδιοτιμές το άθροισμα

Έ Ε j ’+ Ε^ ^3 · (5.2)

Στην συνέχεια θα εξετάσουμε: (i) σωμάτιο σε ‘κουτί’ με δυναμικό V(r) = 0 εντός και 

οο εκτός που αποτελεί γενίκευση του απειρόβαθου πηγαδιού (Κεφ.2, Α1) σε 

οποιαδήποτε διάσταση και (ϋ) την επίσης επιλύσιμη περίπτωση σωματίου σε 

κεντρικό δυναμικό V(F) = V(r) που εξαρτάται μόνο από την ακτινική

απόσταση r = 17 1.

Υπενθυμίζουμε τις παρακάτω γενικεύσεις στον τρισδιάστατο χώρο:

> Η χρονικά εξαρτημένη εξίσωση Schrodinger για σωμάτιο μάζας m

i h ^ l  = Η Ψ (7 ,ί)  γράφεται με τον Χαμιλτονιανό τελεστή

h2H  = - — V 2 +V(7) = -  
2m 2m

η2 ( d2
( 5 -3 )

>  Όπως στην μονοδιάστατη περίπτωση όταν το δυναμικό V(r) δεν εξαρτάται 

από τον χρόνο διαχωρίζεται σε χρονικά εξαρτημένο και χρονικά ανεξάρτητο 

μέρος με '¥ (r ,t) = e~‘El/tt ψ(7), όπου η ψ{7) ικανοποιεί την τρισδιάστατη 

χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger

t,2
------ ν 2ψ(7) + ν(7)ψ(7) - Ε ιμ(7).

2m
(5.4)

>  Επιπλέον, όταν
dp -  -

V  = V* ισχύει η εξίσωση συνέχειας —  + V · J  = Ο με
d t

πυκνότητα πιθανότητας ,

Ρ(γ ,0  = |Ψ(γ ,0 |2 (5.5)

και ρεύμα πιθανότητας, αντίστοιχα,

Α 7 ^ )  = ~ { ψ \ 7 , ί ) ν ' ί ' ( 7 ,0 - Ψ ( Ρ , ί ) ν ψ \ 7 , ί ) ) .  (5.6)
2 mi

> Οι κανονικοποιημένες λύσεις επίπεδου κύματος για το ελεύθερο σωμάτιο με 

την συνθήκη (2.54) ψ(χ) = ψ(χ + L),ip(y) = ψ (γ  + L),y/(z) = ψ(ζ + L) είναι

1 ,γ = _ h2k2 h2(2x/L)2 1 2 2 2\ ν -71
ψ (τ) = - 3 7 2  e,lc r , Ε = ——  = («ι + nj + « 3  h nb n2^3  e z . (5·7)

L?^ 2m 2m

με πυκνότητα και ρεύμα πιθανότητας

/>(r,/) = |Ψ (Ρ,0|2 = ~ ,  J(Pd) = ~ k = - ^ Y { ^ e x + n2ey + n3ez) .(5 .i )

J I
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5.1.1. Μέθοδ(κ νωοισιιού Μεταβλητών

Όταν το δυναμικό μπορεί να γραφεί ως άθροισμα συναρτήσεων μιας 

μεταβλητής V(r) = Κ, (χ) + Κ2 (;>) + ^ 3  (ζ ) *1 χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση

Schrfldinger είναι

Γ Λ2 (  d2 δ2 δ2 λ
W(x,y>z) = Ε ιμ(χ,γ,ζ)

<z>[Hx + Hy + H 2\ ψ (χ ,γ ,ζ) = Ε ψ (χ ^ ,ζ )

όπου

Η · Μ- £ &  + ν Μ Η ’ Μ- £ φ * * Μ " · - - £ § !  + ’'* 1  <5·10»

Με αντικατάσταση της ψ(r) = ψ(χ,γ>ζ) = ψ\{χ)ψ7(γ)ψ^(ζ) και διαίρεση με το ίδιο 

γινόμενο η (5.9) λαμβάνει την μορφή

η1 ι a V i ( * ) . „ ,  η2 ι a W * )
2w ψ\(χ) dx2 1 Χ 2ηιψ1{γ) dy2

(E) + V (z ) - E
2w Ψ}(ζ) dz2 +ν^ ζ ) ~ Ε·

(5.11)

Επειδή η ισότητα ισχύει για V x ,*z  ο κάθε όρος στο άθροισμα αφορά διαφορετική 

μεταβλητή που πρέπει απαραιτήτως να ισούται με m  σταθερά για να δώσει το 

άθροισμα την Ε. Με κατάλληλη επιλογή αυτών των σταθερών δ,αχωρ,σμού 

E \,E i ,EJ η εξίσωση διασπάται στις μονοδιάστατες εξισώσεις Schrfidinger

Η χ Ψ Μ  = E t ^,(χ)

Hy = Ε2 ψ2(γ)  (5.12)

Η * Ψ & )  = Ε3 ψ3(ζ)

που γράφονται ισοδύναμα

2m
K + p - ( £ , - F i ( x ) ) ^ (jf) . o

2m
ψ’2 + /)2 (£ 2 -  ^ΟΟ)  Ψ2(χ) = 0 (5.13)

2m
^ + ρ - ( £ 3 - ^ ω ) « / 3(π) = 0
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με Ε  — Ε\ + Ε2 + Ε3 ■ 

5.1.2. Σωιιάτιο σε ‘κουτί’

Το σωμάτιο είναι ελεύθερο με μηδενική τιμή του δυναμικού V=0 εντός του 

κουτιού 0 < * < α, 0 < y  <b, 0 < ,z< c  ενώ οπουδήποτε αλλού V = <χ>. Αυτό το 

πρόβλημα αποτελεί γενίκευση του απειρόβαθου πηγαδιού δυναμικού στις τρεις 

διαστάσεις, όπου V=0 εντός και V -οο εκτός, ενώ θεωρείται μια πρώτη προσέγγιση 

π.χ. των ηλεκτρονίων στα μέταλλα με τον κρύσταλλο ως ένα κουτί διαστάσεων a, b,

c. Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger για το σωμάτιο εντός του κουτιού 

γράφεται

Η2 ί  d2 d2 d2 
2 m \d x 2 dy2 dz2

ψ (χ ,γ ,ζ) = Ε ψ (χ ,γ ,ζ) (5.14)

και επειδή αποτελεί μια τετριμμένη περίπτωση της μεθόδου χωρισμού των 

μεταβλητών με V(r) = Vx(χ) + V2(y) + V3(ζ) = V{(χ) = V2{y) = V3(z) = 0 , επιδέχεται

ως λύση το γινόμενο

¥ (x ,y ,z )  = ψχ{χ) y/2(y) ψ3{ζ). (5.15)

Με αντικατάσταση στην (5.14) προκύπτουν οι μονοδιάστατες εξισώσεις

,Ψ \+ Ιί2ψ\ =0 , ψ"2 + k$y/2 = 0, ψ3 + k 2 ψ3 = 0  (5.16)

με γνωστές λύσεις από την A 1, Κεφ. 2 ώστε

Ε  ■ fl2*i2 , b2k 2 | h2k j  
2m 2m 2m

(5.17)
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■ Με τις οριακές συνθήκες της ψ(χ,γ,ζ) στα όρια του κουτιού όπου 

μηδενίζονται οι ψ όπως στην A1 του Κεφ. 1, είναι εύκολο να δειχθεί ότι

k k - S L  k -
a b c

thK _ «3π (5.18)

όπου η,,η2,/ι3 είναι θετικοί ακέραιοι αριθμοί (όχι απαραιτήτως ίσοι).

■ Οι κβαντικοί αριθμοί w,,/?2,w3 καθορίζουν τις ιδιοτιμές- ιδιοσυναρτήσεις για 

σωμάτιο στο ‘κουτί’ με

. ft2/r2 f>i? 4  ajp  
α2 ύ2 c2

' ιΐ»'ϊ2»Μ3 = ϊ»'2,· 3,'

V V W * · y. Ζ)= η ,  (Λ) Ψη2 (?) ^ ,3 (Ζ)
/ 8 . niTDt . /Ηπν . η3πζ= J---- sin—— s in -^ sm  ——

V abc a b ' c.

(5.19)

» Οι ιδιοτιμές En „ n φαίνονται στο σχήμα με τις τριάδες w,,w2,w3 σε

παρενθέσεις για ‘κυβικό κουτί’ πλευράς α όπου οι ενεργειακές στάθμες 

(ιδιοτιμές) του σωματίου δίνονται από την

Τι2π 2
^«ι.«2,«3 2 ma‘

-(/ι,2 + /ι| +wj?) , n{,n2,n3 = 1,2,3,-·*.. (5.20)

Ima2

11

9

6

3
0

ι i h2n2 It
II

________(123) (231) .
It

(312) (132) (321) (213)
(222)

(113) (311) (131)
(122) (212) (221)

(112) (121) (211) 1*3 ►3 II (Ο II

(111)

------------------ -----------------------------------------------►

'2ΙΙ~ >

£ n , - S ( ' !+ ,2 + ,2 >

■ Παρατηρούμε πως σε δεδομένη τιμή της Ε είναι δυνατόν να αντιστοιχούν 

περισσότερα του ενός σύνολα τιμών των κβαντικών αριθμών w,,/i2,w3. Αυτό

σημαίνει πως περισσότερες από μια γραμμικός ανεξάρτητες 

κυματοσυναρτήσεις ψ αντιστοιχούν στην ίδια ενέργεια Ε με εκφυλισμό της 

ενέργειας. Οι πρώτες 6 ενεργειακές στάθμες που φαίνονται στο σχήμα έχουν
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εκφυλισμούς 1, 3, 3, 3, 1, 6, .... Π. χ. ο εκφυλισμός της τρίτης ενεργειακής

στάθμης με Ε =
2ml?

είναι τριπλός αφού οι ιδιοτιμές είναι

Ε\22 -  Ε2 \2 -  Ε22 \ ενώ οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις είναι διαφορετικές

8 . πχ . 2πν . 2πζ 8 . 2πχ . ττν . 2πζ= r-sm— sin—-sm -----Φ ψ2Χ2 = J —z- sin-----sm— sm----
V cr a a a v a5 a a a

(5.21)
/ 8 . 2nx . 2πν . πζφ ψ22χ = , —  sm-- sm——sin— .

Vaj a a a

Ο εκφυλισμός συνδέεται με την ύπαρξη συμμετρίας σε ένα πρόβλημα ενώ 

αίρεται (φεύγει) όταν η συμμετρία ‘θρυμματισθεί’. Στο πρόβλημα του 

σωματίου σε ‘κουτί’ επειδή Η = Ηχ + Hy + Ηζ με μεταθέτες [Hx,Hy]=0,

[Ηχ,Η:]=0, κλπ. που μηδενίζονται, υπάρχει μεγάλη συμμετρία με αποτέλεσμα 

να παρατηρείται έντονος εκφυλισμός. Η συμμετρία στην μία διάσταση είναι 

προφανώς μικρότερη και ο εκφυλισμός μικρότερος, π.χ. ο εκφυλισμός 

απουσιάζει τελείως στο διακριτό ενεργειακό φάσμα (δέσμιες καταστάσεις) 

του μονοδιάστατου απειρόβαθου πηγαδιού. Όμως, για συνεχή φάσματα 

υπάρχει εκφυλισμός ακόμη και στην μία διάσταση, π.χ. ο διπλός εκφυλισμός 

για τις ιδιοτιμές του τελεστή της ορμής στο ελεύθερο σωμάτιο όπου οι ψρ ,

ψ_ρ αντιστοιχούν στην ίδια ενέργεια μ 2/2m αλλά σε θετική ή αρνητική 

ορμή (Κεφ. 2.4, Άσκηση 5).

■ Όταν το ‘κουτί’ τοποθετηθεί στο [- a/2,+aj2],[- b/2,+b/2],[-c/2,+ cj2] οι 

λύσεις είναι cos ή sin με περιττούς ακέραιους για την άρτια cos και άρτιους 

ακέραιους για την περιττή sin, αντίστοιχα (Κεφ. 4.1, Άσκηση 6). Στην 

περίπτωση αυτή μπορεί να δειχθεί ότι η ισοτιμία της ολικής ψ που εκφράζεται

με το γινόμενο ψ  = ψ\ ψ 2 ψ 2 είναι άρτια όταν το «, + «2 + «3 ε ν̂αι περιττό 

αφού περιττό άθροισμα τριών ακεραίων σημαίνει ότι: (ϊ) και οι τρεις είναι 

περιττοί ώστε οι ψ \ ,ψ 2·>Ψι είναι άρτιες με γινόμενο ψ  άρτια, ή (ϋ) ο ένας 

είναι περιττός και οι δύο άρτιοι ώστε αν η ψ\ είναι άρτια και οι ψ2,ψι 

περιττές το γινόμενο ψ  είναι άρτια. Με παρόμοια συζήτηση η ισοτιμία της 

Ψ  ~ Ψ \ Ψ 7 Ψ ϊ  είναι περιττή όταν το n{ + n 2 + «3 είναι άρτιος.
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Αριθμητική εφαρμογή: Να εκτιμηθεί προσεγγιστικά η τιμή του αθροίσματος 

*? + η] +η] ώστε η ενέργεια ηλεκτρονίου μάζας mc = 9.1xlO“3,ATg σε ‘κουτί’

μεγέθους της ακτίνας Bohr a  *  5.3χ  Ι Ο " 1 1 m  να είναι 5 e V . Όταν ένα ηλεκτρόνιο 

βρεθεί σε ένα μακροσκοπικό 'κουτί' με a = 4m ποια είναι η ενεργειακή διαφορά 

£2,ij -  ; Να επαναλάβετε τον υπολογισμό σας για ένα ηλεκτρόνιο σε

μικροσκοπικό *κουτί ’ ατομικών διαστάσεων με a = 40/7/w.

Ασκηση 1. Σωμάτιο μάζας m  περιορίζεται σε διδιάστατο απειρόβαθο πηγάδι 

δυναμικού με V ( x , y ) = : 0 σ τα  όρια 0 < χ < α ,  0 < y < b ,  a ^ b - c o n s t .  και 

V( x ty )  = οο αλλού. Να βρείτε τις ιδιοσυναρτήσεις και τις αντίστοιχες 

ενεργειακές στάθμες. Ποιος είναι ο εκφυλισμός της βασικής και της πρώτης 

διεγερμένης στάθμης όταν a  = b\

Λύση: Ε«,.λ2
Η2π2 2 2----- =-/ι, + ----- - n i ,
2ma2 1 Imb2 2

Jab
. η ,π χ  . n 2ny

sm—— η*,η2 = 1,2,3,· 
a a

5.2. Κεντρικό δυναιιικό και τι θεωρία τικ στροωοριηκ

Όταν το δυναμικό V(r)  = V(x,y,z) εξαρτάται μόνο από την ακτινική 

απόσταση r, ώστε V(r) = K(r) και είναι ανεξάρτητο από τις γωνίες θ,φ, οι

επιφάνειες σταθερού δυναμικού (ισοδυναμικές επιφάνειες) είναι ομόκεντρες σφαίρες 
- - dVir) r

με την δύναμη F = -VK(r) = — -------παράλληλη στην διεύθυνση της θέσης r .

Επομένως η ροπή είναι μηδενική r x f =  Ο ενώ η παράγωγος της στροφορμής

7: -  r χ ρ που είναι ίση με την ροπή μηδενίζεται: ^  = r x F = Ο. Αρα, στην

κλασσική κίνηση σε κεντρικό δυναμικό η στροφορμή 7 διατηρείται στον χρόνο. Ένα 

παράδειγμα κεντρικού (ή σφαιρικά συμμετρικού) δυνοηιικού αποτελεί το δυναμικό 

Coulomb K(r)ocl/r, όπως είναι το ελκτικό δυναμικό στο άτομο του υδρογόνου

V(r) = - e 2 j r .
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5.2.1. Στροωοοιιή

Στην κβαντική η στροφορμή προκύπτει από το εξωτερικό γινόμενο 1 = 7 χ ρ  

με αντικατάσταση των μεγεθών θέσης και ορμής από τους αντίστοιχους τελεστές

-  -  -  J  d -  δ _ δr ->r και ρ  -» -iKV = -ih\ — e, + — ev +— e. .
\dx x dy y dz z)

> Οι συνιστώσες της στροφορμής l x, t y, l 2 εκφράζονται συναρτήσει των

> Από την σχέση μεταξύ μεταθετών [A,BC\=[A,B]C+B[A,C\ προκύπτουν οι

δ δ δ
’ δχ ’ dy ’ δζ

> Επειδή ,ζ) για κάθε παραγωγίσιμη 

[£x, t y ]=iM2 και παρομοίωςσυνάρτηση ψ ο βασικός μεταθέτης είναι \£x,£y \ 

(κυκλικά)οιμεταθέτες \ly,£z\=iMx , [tz,£x\ = iMy .

μεταθέτες

(5.22)

με I 2 = ί 2χ + £2 +t 2 .

> Από τα παραπάνω στην κβαντική 1x1  = ih l . 

Απόδειξη:

{ tx ,ty \y ' = i xt yy ' - t y t xy'

= ih i zy / .
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Μ 2]» + Φ  V * A ] + [ t x A \ + \tx’t \ \

= Ο + [^jr>^]^ + \^χ.^ζ\^ζ ^ζ\^·χ’^ζ\

= \Mzt y + iUyi z - iUyi z -  iMzty = Ο 

*x £ = {txh +tyey + tze2)x {txex + iyey + έ ^ Γ)

= [^x ĵJ^z+t ĵ'^zj^x+t^z’ x̂]̂ )»

= /ft (̂ xex + t yey + έζβζ) = ihl .

Oi £xf i y9i z δεν μετατίθενται μεταξύ τους (δεν, έχουν κοινές αδιοσυναρτήσεις άρα
·. , ( · ι. ■ ; ,( ·,■ ·;Γ

δεν είναι ταυτόχρονα μετρήσιμες) αλλά μόνο η κάθε μία από αυτές μετατίθεται με το

τετράγωνο του μέτρου Ί 2. Αφού δεν υπάρχουν δύο, συνιστώσες της στροφορμής \

που να μετατίθενται είναι αδύνατον να έχουμε μια κατάσταση όπου περισσότερες της
0

μιας συνιστώσες της στροφορμής έχουν απολύτως καθορισμένες τιμές όπως στην 

κλασσική φυσική. Επομένως, για κεντρικό δυναμικό V = V(r) οι κβαντικές

καταστάσεις χαρακτηρίζονται από ορισμένο Ί 2 και μία μόνο εκ των συνιστωσών της 

2 , π.χ. την ί Χ, αφού το I 2 μετατίθεται με τις συνιστώσες της 2 . Αρα, οι κβαντικές

καταστάσεις για το γωνιακό μέρος καθορίζονται από τις ιδιοτιμές των τελεστών Ί 2, ί Ζ, 

όπως θα δούμε με αντίστοιχους κβαντικούς αριθμούς ί  = 0,1,2 ,···, m = 0,± 1,± 2,··· 

και γράφονται \έ9τη). ’ ,; ,: .·

Οι τρεις συνιστώσες της στροφορμής t  υπολογίζονται σε σφαιρικές πολικές x

d*r = r 2 sin# dr d0  άφ

x = rsin#cos^' 
y  = rsin#sin^ ► 
z = r cos#
O ^ r  <oo 

Ο ϊ θ Ζ π  - 
θ£φ<>2π
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συντεταγμένες

□ Από τον αντίστροφο μετασχηματισμό

9 ar a a# a a  ̂ a
2 2 2 r  = Χ + }> + 2 " dx ax d r  dx δ θ  dx ~ δ φ

η  Ζ  Ζ  
co s#  = - 7= = ■ =  -= Τ  = — ^_= ar_â + a# a a  ̂ a

■Jx2 + y 2 + z 2 r ay ay d r  d y  δ θ  +  d y  δ φ

, V d a>· a a# a δ φ  a
ί Β Ι ϊ φ  = —

δε δζ 3 r  3z 3#  ~ δ ζ  ~ δ φ

οπού ικανοποιούνται οι

— = — = sin/9 cos ̂ , 
d x  r

—  = — = sin# sin ̂ ,
dy r

d r  ζ
—  =  — =  COS# ,
δ ζ  r

—  =  i COS#CO$ Φ,  Μ  =  
dx r dx r sin ̂
δ θ  1 λ . .—  = — cosy sin <ζί, 
d y  r

δφ _ 1 cos^ 
d y  r  sin#

δθ 1 όφ
—  = —  sin# , - ϊ -
d z  r  d z

= 0

Από τις παραπάνω σχέσεις οι συνιστώσες της στροφορμής είναι

tx  = - m y - ~ -  *
δ ζ  d y )

= » . , δ cos φ δ Ί sin^—  +-----—
δ# tan#

σ .*/ δ 3Λ (  δ si
ί ν = - ιη \  ζ ------χ —  = - in  co sd -----------
y  I dx ■ δ ζ) Ψδθ  ta

sin φ  d

l z  - ~ i t i X -------V-----
. d y  r d x j

= -ifl
a

tan# a^>
(5.23)

α Ισοδύναμα στο ορθοκανονικό σύστημα των σφαιρικών συντεταγμένων
/ Λ λ \ μ  ^  1 ^  Λ J ^  A

ψ ,θ ,φ ) απότο σχήμα με V = — Ρ + - — θ + — — — φ έχουμε
dr r δθ  rsin# δφ

r = sin #cos^ ex + sin #sin φ ey + cos# ez
A

Θ = cos# cos ̂ <?Λ + cos#sin^ -sin #ez
A
φ -  -  ύ η φ  ex + cos ̂

οπότε η αντικατάσταση των (r,#,^) στην V δίνει τις συνιστώσες ( x, i y ,£z στις 

σφαιρικές συντεταγμένες όπως στην (5.23).
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□ Από την (5.23) υπολογίζεται το μέτρο της στροφορμής στο τετράγωνο

I 2 = £2 + £2 + ί \  = -Λ2
a2 _ j__ d_ _ j ___

δ θ 2 tan Θ δθ  sin2 Θ δφ2
(5*24)

Η (5.24) οδηγεί στο βασικό αποτέλεσμα όπου το γωνιακό μέρος του Ααπλασιανού

τελεστή V2 = δ 2 δ 2 δ2---r* + ---τ- Η----—
δχ2 dy2 δζ2

εκφράζεται συναρτήσει του I 2 με

I 2 (5.25)

Η μορφή του είναι παρόμοια με την (5.29) αν ληφθούν και εκεί οι σχετικές 

παράγωγοι.

5.2.2. Κεντρικό δυναιιικό V(r)

Το πρόβλημα σε κεντρικό δυναμικό V(r) λύνεται αν βασισθούμε:

1. Στην γραφή της Λαπλασιανής V σε σφαιρικές πολικές συντεταγμένες ν ̂
·. ?

2. Στην επαναληπτική εφαρμογή της μεθόδου χωρισμού, των μεταβλητών
που μετατρέπει τα 3-διάστατα προβλήματα σε μονοδιάστατα. Μ

1. Η εξίσωση Schrodinger στην τρισδιάστατη μορφή γράφεται 

V V  + * V := 0 , k 2 = -^ (£ ’-K(r)) (5.26)

όπου η Λαπλασιανή V2 στις σφαιρικές συντεταγμένες {τ,θ,φ) να διαχωρίζεται σε 

ακτινικό και γωνιακό μέρος

με ακτινική συνιστώσα

V 2= V ?+4 V^ -

- 2  - ΐ
&  d r \

και γωνιακή συνιστώσα

v i =—L . A f  sing— i ί — 1? d

όπου

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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V i  = 1 δ (  . d2sin#—  , V? = .
δθ ) Φ δφ2

(5.30)
sin θ δθ

Είναι ιδιαίτερα σημαντικό ότι το γωνιακό μέρος εκφράζεται από το τετράγωνο του 
τελεστή της στροφορμής από την (5.25)

V2 = - — (5.31)

2. Η μέθοδος χωρισμού των μεταβλητών εφαρμόζεται στην 3-διάστατη εξίσωση 

Schrodinger με την αντικατάσταση
ψ{ε,θ,φ) = Κ{ν)Υφ,φ) (5.32)

ώστε
r 1
* 2r +— * h\ rl ,ψ J

RY + k 2 RY = 0 (5.33)

, rπολ/ζοντας επί —  αφού ο V; δρά μόνο στην R(r) και ο 7 θφ μόνο στην Υ(θ, 
RY

- V 2R + - V l j + r 2k 2 =0
β  r  Υ  VjV

(5.34)

ο  — V2R + r2k2 = = X, (5.35)
R Υ

όπου λ  είναι μια σταθερά διαχωρισμού (το πρώτο μέλος εξαρτάται μόνο από την r 

και το δεύτερο μόνο από τις γωνίες θ, φ επομένως για να είναι ίσα πρέπει το καθένα 

να είναι ίσο με μια σταθερά λ ). Επομένως, προκύπτουν δύο εξισώσεις, η ακτινική με 

μεταβλητή την ακτίνα r

‘ ακτινική’’ f2 R(r) = 0
r~j

(5.36)

και η γωνιακή τις γωνίες Θ, φ

4γωνιακή9 ν 2φΥ(θ,φ)+λΥ(θ,φ) = 0 (5.37)

Θα ασχοληθούμε πρώτα μόνο με το γωνιακό μέρος (5.37) όπου μια ακόμη 
εφαρμογή της μεθόδου χωρισμού των μεταβλητών (ελπίζω να είναι πλέον γνωστή!)
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γφ,Φ) = ®{&)Φ{Φ) (5·38>

αντικατάσταση στην (5.37) και διαίρεση με ΘΦ δίνει

<=> f v i  + —ί — ΘΦ + λ  ΘΦ = Ο 
V s m l O ψ)

« - ν | Θ  + - 4 ~ —ν2φ + Λ = 0 (5.39)
Θ θ sin2# Φ φ

ο  ν^Θ + Asm2 θ = ν?Φ = m2 
Θ θ Φ *

όπου m2 είναι η νέα {δεύτερη μετά n/ν λ )  σταθερά διαχωρισμού (αφού το πρώτο 

μέλος εξαρτάται μόνο από την Θ και το δεύτερο μόνο από την φ για να είναι ίσα

πρέπει το καθένα πρέπει να ισούται με μια σταθερά, έστω m2). Επομένως αντί της 

εξ. (5.37) αρκεί να επιλυθούν οι εξισώσεις για τις Θ{θ) και Φ(^)

‘γωνιακή -  Θ * ν |  Θ(0) + Α -
ύτι2θ

Θ(60;=α (5.40)
- ?.

‘γω ν ια κ ή -φ* V ̂ Φ(^) + ιπ2Φ{φ) = 0 . (5.41)

Η κανονικοποίηση της κυματοσυνάρτησης ψ{εβ>φ) = Λ(γ)Θ(0)Φ(^) που θα

προκύψει από την επίλυση των τριών εξισώσεων στο τρισδιάστατο πρόβλημα δίνεται 
από τις

οο
jd 3r ψ \τ ,θ ,φ )ψ (τ ,θ ,φ )  = jd r r 2 R*(r)R(r) jdCl Υ \θ ,φ )Υ (θ ,φ )

° (5.42)
® π 2π

= jd r r2 R '(r)R(r) jd 9 sin# Θ*(#)Θ(#) Jάφ Φ'(φ)Φ(φ) = 1,
0 0 ο

όπου (ΚΙ = sin θ ά θ ά φ , αφού στις σφαιρικές συντεταγμένες r € (Ο,οο), 

Θ € (Ο,π'), φ € (0,2τγ) . Η κανονικοποίηση μπορεί να γίνει ξεχωριστά για την κάθε 

μία μεταβλητή
® κ 2η
jd r r 2 R '(r)R (r) = 1, J##sin# Θ*(#)Θ(#) = 1, j άφΦ*(φ)Φ(φ) = 1. (5.43)
0 0 ο
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5.2.3. Λύση m e γωνιακής ε£ίσωσικ toe hooc φ

Η εξίσωση (5.41) για την Φ(^)

^ Φ (φ )  + ιη2Φ(φ) = 0 , 0 < φ £ 2 π ,  

έχει την κανονικοποιημένη λύση

Φ ■  (*) 0,± 1,± 2 ,';

(5.44)

(5.45)

π.χ. το ηλεκτρόνιο είναι ένα τρέχον κύμα e ±im  ̂ γύρω από τον πυρήνα, που το 

γράφουμε e ,m  ̂ με τον m να λαμβάνει θετικές και αρνητικές τιμές. Επιπλέον, η 

οριακή συνθήκη ΦΜ(φ) = Φ „(φ + 2π) οδηγεί στην κβάντωση των τιμών του m από

την e ‘m2ir - 1 = >  m  =  0,±1,±2···. Η Φ„,{φ) είναι κανονικοποιημένη αφού το 

ολοκλήρωμα κατά τα γνωστά είναι

]άφ Φ '„(φ)φ*(φ) = y -  Ρ φ = Sm<m:  (5.46)
ο Ι π  ο

β
Η ζ  -  συνιστώσα του τελεστή της στροφορμής ί ζ -  - ih —  από την (5.23) σύμφωνα

δφ

με τα παραπάνω ικανοποιεί την εξίσωση ιδιοτιμών

ϊ ζ φ η (.Φ) = *m Φη>(Φ)>... m = 0,± 1,± 2,··· (5.47)

με ιδιοτιμές τον ακέραιο κβαντικό αριθμό m = 0,± 1,± 2,··· πολλαπλασιασμένο με 

την σταθερά του Planck h. Παρατηρούμε πως αφενός προσδιορίσθηκε η μία ( m ) από 

τις δύο σταθερές διαχωρισμού και αφετέρου υπολογίσθηκαν οι τιμές 0,±Λ,±2Λ,···

που μπορεί να λάβει η ί ζ συνιστώσα της στροφορμής.

5.2.4. Λύση ττκ γωνιακής εϋίσωστκ toe nooc θ

Η εξίσωση (5.40) που περιέχει την απροσδιόριστη ακόμη σταθερά 
διαχωρισμού λ

ν^Θ(0 ) + λ -
m2 λ

sin2 θ
Θ(θ) = 0 (5.48)
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με την αντικατάσταση 

εξίσωση Legendre1

£ = cos# και =
1 β  β

-Τ-Τ— (sin^1— ) γίνεται η συναφής 
sin# ΘΘ δθ

\

(5.49)

που είναι τριβάθμια, ορίζοντας τον βαθμό κάθε όρου xnd mjd xm ως d  = n - m .  Αν

πολλαπλασιάσουμε όλους τους όρους της παραπάνω εξίσωσης με 1 - ξ 2 οι βαθμοί 

των όρων που προκύπτουν είναι-2,2,0,0,2,0,2,0 (3 διαφορετικοί, οι -2 ,0 ,2). Οι 

τριβάθμιες εξισώσεις δεν είναι επιλύσιμες και για να επιλυθεί μια τέτοια εξίσωση με 

την μέθοδο των δυναμοσειρών πρέπει να μετατραπεί σε διβάθμια. Παρατηρούμε πως

αν απούσιαζε ο όρος m2/ ( \ - ξ 2) που απειρίζεται στα όρια ξ  = ±\ θα είχαμε την 

διβάθμια εξίσωση Legendre

( \ - ξ 2 ) ^ - ϊ - 2 ξ ^ : + λ
d_

άξ
θ ( ί )«  0. ί 6 [ - 1,1], (5.50)

που με δύο διαφορετικούς βαθμούς -  2,0  είναι επιλύσιμη.

Όπως και στην εξίσωση Hermite του αρμονικού ταλαντωτή (Κεφ. 4.4) 
βρίσκουμε πρώτα την ασυμπτωτική λύση της συναφούς εξίσωσης Legendre (αφού 

ξ  = cos# εδώ τα όρια είναι στο £ = ±1 ). Με την αντικατάσταση των

Θ(£) = (ΐ -  ξ 2 F (£), Θ', Θ# και διαίρεση των δύο μελών με τον ασυμπτωτικό όρο

( l- ξ 2 Υ 2 η συναφής Legendre γίνεται

( \ - ξ 2) Γ(ξ) -2ξ(ι + 1) η ξ )  + ̂ Λ -s(s + D + Ρ(ξ) = ο (5.51)

ενώ ο απειριζόμενος όρος φεύγει όταν s = ±|m|. Αρα, η ασυμπτωτική λύση είναι

Θ±ι(ί) = ( 1 - ί 2)±Η/2 (5.52)

και αφού η συναφής εξίσωση Legendre εξαρτάται μόνο από το m 2 θα αναζητήσουμε 

λύσεις θετικού |m| (η λύση για -|m| διαφέρει μόνο κατά μια πολλαπλασιαστική 

σταθερά). Επομένως, με την αντικατάσταση
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Θ(ξ) = ( \ - ξ ψ \ / 2Ρ(ξ) (5.53)

λαμβάνεται (να ελεγχθεί!) η διβάθμια διαφορική εξίσωση

( l - ξ 2) Ρ \ ξ )  -  2ξ(\ηι\ +1) Ρ \ξ)  + μ  -  Η  (|w| + 1)) Ρ(ξ) = 0 (5.54)

επιλύσιμη με την μέθοδο των δυναμοσειρών.

Ο ελαχιστοβάθμιος όρος της (5.54) Ρ"(ξ) είναι βαθμού - 2  και με την 

αντικατάσταση Ρ ~ ξ* => (ξ*)" = s(s -  1)£ί-2 = 0 οδηγεί στις συνθήκες έναρξης 

5=0,1 της δυναμοσειράς επίλυσης. Οι μεγιστοβάθμιοι όροι βαθμού 0 είναι 

περισσότεροι του ενός (τρεις) - ξ 2Ρ \ ξ ) - 2 ξ  (|m| + l)F'(£) + [,t-|m|(|/«| + I)]F(£).

Με την αντικατάσταση F  ~ ξ η έχουμε

- ξ\ξηγ - 2£ (Η +i)(£"y+μ  -  Η Ο Η +01 ξ η = ο
<t> [-n(n-\)-2(\m \ + \)n +λ-\ηι\(\ηι\ + \)]ξη = 0 (5.55)

απ’ όπου εξισώνοντας τους όρους ίδιας τάξης προκύπτει μετά από πράξεις η τιμή της 
σταθερός διαχωρισμού

λ  = (/j + |/w|)(n + |/w| + l) = £(£ +1) (5.56)

αρκεί να εισαχθεί ο κβαντικός αριθμός I

/  = w + |/w| = 0,1,2,··· (5.57)

απ’ όπου

= -* , .- /  +1,.·■■·, 0, ···,* - %1 . (5.58)

Οι πλήρεις λύσεις της γωνιακής διαφορικής εξίσωσης (5.49) δίνονται από τα 
συναφή πολυώνυμα Legendre2

λ  Η ρ  (Ρ\0 /'"(i) = ( l - # 2)W/2F -(^) = ( i _ i 2)N/2. (5.59)

όπου Ρι(ξ) είναι τα πολυώνυμα Legendre, λύσεις της απλούστερης εξίσωσης 

Legendre

2 Η λύση της (5.54) δίνεται από τα πολυώνυμα F/"(£) που από την συνθήκη τερματισμού είναι 
n = I - | /μ) βαθμού.



5.2. Κ εντρ ικ ό  δυνα μ ικό  κα ι η  θεω ρία  τη ς  σ τρ ο φ ο ρ μ ή ς  203

Ί

\· ι

I ν - ξ 2) Γ '( ξ ) - 7 ξ Ρ ( ξ ) + % ί + 1)Ρ{ξ) = 0 ,  (5.60)
i

με προσοχή στη αντικατάσταση της Θ από την Ρ . Αντί των Θ ^(ξ )  

χρησιμοποιούνται συνήθως τα συναφή πολυώνυμα Legendre με τον συμβολισμό 

! Ρ™(ξ), όπου τα πολυώνυμα Legendre είναιΡ,(ξ) = Ρ/°(ζ) .
ι

Από τις λύσεις των εξισώσεων ως προς φ και Θ προσδιορίζεται πλήρως η 

γωνιακή εξάρτηση του προβλήματος που έχει την μορφή των σφαιρικών αρμονικών

j Υ?(θ ,φ ) ~ P ?  (cos0) efm* (5.61)

που πρέπει επιπλέον να κανονικοποιηθούν. Με την αντικατάσταση = - I 2/ ΐ ι2

στην γωνιακή εξίσωση V ^ Υ (Θ, φ) + λΥ{Θ, φ) = 0 προκύπτει η εξίσωση ιδιοτιμών

?2Υ!"(θ,φ) = n2t ( t  +1 )Υ!"(θ,φ \ I  = 0 , 1 , 2 , · ( 5 . 6 2 )

απ’ όπου οι ιδιοτιμές για το I 2 είναι δ2έ(έ + 1).

Οι γωνιακοί κβαντικοί αριθμοί είναι:

• £ = 0,1,2,3, ··· : ο κβαντικός αριθμός μέτρου της στροφορμής L2 (ή τροχιακός 

κβαντικός αριθμός).

• m = -£, i  + 1, · · ·, £ - 1, + ί : ο κβαντικός αριθμός της προβολής της στροφορμής

ί 2 στον ζ άξονα (ή μαγνητικός κβαντικός αριθμός) ; >

Στο σχήμα φαίνεται η
στροφορμή £ για ί - 2  με
ακτίνα |?| =Λλ/2<2 + 1) . Η

I περιορίζεται στα ίχνη των 
κυκλικών τομών και οι 
προβολές στον ζ·άξονα
£ 2 Β 0, ± Λ, ± 2ti ,V tx ,t  y .
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5.2.5. Σ<ραιοικ& αοαονικέ& \lrti) = Υ™

Το γωνιακό μέρος της λύσης που συνοψίζεται στις σφαιρικές αρμονικές 

Υ™(θ,φ) = Θ%(θ) Φ„(φ) είναι προφανώς το ίδιο για οποιοδήποτε ακτινικό δυναμικό 

V(r) . Οι σφαιρικές αρμονικές κανονικοποιούνται με το ολοκλήρωμα

jd n  Υ ρ(θ ,φ )Υ ρ \θ ,φ ) = dQ. = ύχιθάθ ά φ . (5.63)

Στον συμβολισμό Dirac οι σφαιρικές αρμονικές γράφονται | ίηΐ) με τις ιδιοτιμές- 

ιδιοσυναρτήσεις για τον τελεστή του μέτρου της στροφορμής από

£2\£m) = h2£(£+1) I tin) (5.64)

και για τον τελεστή της προβολής της στροφορμής

t^ \tm ) = tim\tm) , (5.65)

ενώ ικανοποιείται η συνθήκη κανονικοποίησης

(tm\e'm') = 5tX Sm̂ .  (5.66)

Θα πρέπει να περιμένουμε λίγο για να δούμε τις λύσεις της ακτινικής εξίσωσης (ως 
προς r) που εκτός από την συγκεκριμένη μορφή του δυναμικού V(r) εξαρτώνται και

από το I 2. Στην περίπτωση του ατόμου του υδρογόνου όπου V(r) = - e 2/r  στο Κεφ.

5.3 απαιτείται η επίλυση της εξίσωσης Laguerre.

ΑλνεΒοική αέθοδο£: Ορίζονται οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής όπως στο 

Κεφ.4.4 για τον απλό αρμονικό ταλαντωτή

£+ — t x + ity

t_,=  £x - i£ y
(5.67)

με £x,£y τις συνιστώσες της στροφορμής, για τις οποίες ως γνωστόν ισχύει 

[£x , t y ] = ΐΜ ζ και οι αντίστοιχες σχέσεις από κυκλική μετάθεση.

❖  Ικανοποιούνται οι σχέσεις μετάθεσης

[£+,£.] = 2 Η£ζ

[£z , £ ± \ =  ± h £ ±
(5.68)

και
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[e2,e±]=o (5.69)

ενώ ισχύει

V  + - ( e j _ + e j +)=e\ + e j _ - μ ζ = ι \  + e j +  +μ ζ . (5.70)
2

Απόδειξη:

[έ + ,έ _]=[t  χ + H y,(  χ ~Μ y\

= ~HMZ + i ( - iM z )

=  2 M z

[tz , l ±] = [tz , t x ±U y \

=iMy ± i ( - iM x)

= ±h{tx ±U y )

= ± h t±

\e \e ±]=[el+e l +e U x ±iey]

= [4 .± « J + V l ^ x V  V l J x V  [t\,±Uy] =

= ±i{ex[tx,eyb  [i,.^ k * }+  M V * 1+ V r * ^ y )

= ±an{exez +ezex)-ih{eyez +ezey}+ih{ezey +eyi z}* uh{tzex +e xi z) 

= o.

❖  Από τις βασικές εξισώσεις ιδιοτιμών (5.64), (5.65) η |tm) είναι

ιδιοσυν&ρτηση των ~(2 και ί ζ με ιδιοτιμές £(( + \)ft2 και mh, 

αντίστοιχα. Οι συναρτήσεις που προκύπτουν από την δράση των τελεστών 

δημιουργίας και καταστροφής l ±|lm) είναι επίσης ιδιοσυναρτήσεις των

ί 2 και ( .  με ιδωτιμές Λ2έ(έ + 1) και (m ± 1)Λ, αντίστοιχα. Παρατηρούμε 

πως η ιδιοτιμή της I 2 με ιδιοσυνάρτηση l t |/jn) παραμένει η (δια και 

αλλάζει η ιδιοτιμή της ΐ ζ σε (m ± 1)Λ.
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Απόδειξη:
Από την σχέση μετάθεσης

V \ t 2,£±} = 0 ο  £2 ( t±\tm)) = £~£2\£m) = £(£ + \)h2 (£±\£m»  \

οι £±\ tm ) είναι ιδιοσυναρτήσεις του 1 2 με ιδιοτιμές h2i((  + 1) και από την 

[£ζ ,£±] = ±Μ ± ο  £ζ£± = ί ±£ζ ± Μ ±

έχουμε
ez(£±\em)) = (£±£z ± M ±)\em)

= {£±mh ± M ±)\£m)

= (m ± \)h(£ i\£m))

ώστε οι £±\£m) είναι επίσης ιδιοσυναρτήσεις της £ζ με ιδιοτιμές (m ± \)h . 

Το αποτέλεσμα αυτό να ελεγχθεί όταν £ = 1 με δράση της £+ που πρώτα θα 

γραφεί συναρτήσει των θ, φ από την (5.23).

Από τις (5.64). (5.65) οι \£m ±\) είναι προφανώς ιδιοσυναρτήσεις των 

1} κα ι £ζ με ιδιοτιμές £(£ + \)h2 και {m ± 1 )h , αντίστοιχα και οι ιδιοτιμές 

αυτές αντιστοιχούν στις ιδιοσυναρτήσεις £±\£m). Άρα, £±\£m) <r-\£m±\) και 

με προσδιορισμό των σταθερών αναλογίας οι τελεστές £+, £_ προκύπτουν οι 

βασικές σχέσεις

£ +\ t m )  =  {£(£ + 1) - m { m  + 1)}1/2Λ | ^  +  1)

£-\tm ) = {£(£,+1 )-m {m  -  \)}^2fi\£m-\)T

Οι \£m) για ορισμένη τιμή του £ και τις τιμές m = -£ ,-£  + 1,···,0 ,···,£-1,£  

αποτελούν μια σκάλα με 2£ + 1 ίσα σκαλοπάτια. Ο τελεστής £+ μας οδηγεί 

ένα σκαλοπάτι ψηλότερα αλλάζοντας τον m κατά + 1  ενώ ο £_ ένα σκαλοπάτι 

χαμηλότερα αλλάζοντας τον m κατά -1. Οι τελεστές £± εκτός από τελεστές

δημιουργίας και καταστροφής λέγονται και τελεστές ανύψωσης και 
κατάβασης, αντίστοιχα με

£+\£ £) = 0

£_\£-£) = 0
(5.72)
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συνεπές με το γεγονός ότι η σκάλα περιορίζεται από τα όρια m = ±£. 

Απόδειξη:

Οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής δεν είναι ερμιτειανοί [ ί \  = £*) 

αφού δεν αντιστοιχούν σε μετρήσιμα φυσικά μεγέθη. Οι συντελεστές 

αναλογίας c± στις

£±\£m) = c±\£m±\) ο  {£m\£\ = (£m\£* = (£m ±\\c±

υπολογίζονται από τα διαγώνια στοιχεία μήτρας

( tm \tj+ \tm )  = ((£m\£-)(£+\£m))

= (iw|c*c+|^m) = |c+|2.

Επίσης, οπό την (5.70)
*

e+e. «?2 - λ)

*_/+ = / 2 Λ)

και την ορθοκανονικότητα των \im) (5.66) έχουμε

= (em\(e2 -  έΖ(έ, + Λ))|*»>

= e(e + \)h2-m(m + ])n2.

Επομένως, οπό τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει η σταθερά αναλογίας

c+ = + +

και παρομοίως

c_ = h j t ( t  + \ ) - m ( m - \ ) .

Άσκηση 2. Να κατασκευασθούν οι σφαιρικές αρμονικές με ί  = 2 .

Λύση:
Οι σφαιρικές αρμονικές από την (5.61) είναι

Υ(η {θ,φ)~  P(m(cos0)eim* , € = 0,1,2,··*. »  = -/,-<+_1,-,0,···,<-1,<  

με τα συναφή πολυώνυμα Legendre

jy " ( f l« ( i-* ar /2 dm̂ % T '  * =cos<?

και εξίσωση Legendre £

(1 - ξ 2)Ρ'ι (ξ) -  2ξ Ρ ί(ξ)+ e{t+ \)Ρ ((ξ)= ο .
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Αφού ί  = 2 θα αναζητήσουμε πολυώνυμο στην μορφή Ρ2(ξ) χ  ξ 2 + α (μια άρτια 

συνάρτηση με όρους μέχρι δεύτερης τάξης χωρίς όρους περιττής τάξης αφού είναι

Legendre προκύπτει η σταθερά a  = -1/3 και χωρίς κανονικοποίηση σε αυτό το 

στάδιο έχουμε

ι» =  0 :  P2° ( £ ) oc3 £ 2 - 1  =  3 cos2 0 - 1  .

Άρα, οι σφαιρικές αρμονικές Υ "  χ  Ρ " (ξ )  eim* είναι:

Υ ? (β ,φ )  χ  sin2 θ 

Υ2 1 (β>Φ)χ  sin θ εοεθ  e±!*

Υ$(θ,ψ) oc3cos2 0 - 1  .

Πολικά διαγράμματα: Δείχνουν την γωνιακή κατανομή πιθανότητας |Κ/”| εύρεσης

στα διαστήματα [θ,θ + ά θ \  [φ,φ + άφ], με σταθερή απόσταση r από το κέντρο. 

Συνήθως, εκφράζονται με διδιάστατα σχήματα συναρτήσει της γωνίας θ  μεταξύ του

ζ  άξονα και του ισημερινού επιπέδου, αφού η |ϊ7”| δεν εξαρτάται από την γωνία φ. 

Το τρισδιάστατα σχήματα προκύπτουν από περιστροφή γύρω από τον ζ άξονα.

Λ A

άρτιας ισοτιμίας Ρ = { - 1) = (-1) = 1 )· Με αντικατάσταση του Ρ2 (ξ ) στην εξίσωση

Ρ2( ξ ) χ ξ 2 ~ 1/3
ώστε από την

άξ

0 y
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Οι κανονικοποιημένες σφαιρικές αρμονικές για £ = 0,1,2 και τα αντίστοιχα πολικά

διαγράμματα είναι
r*?fi ,ι

s-τύπου για ^*4 ^ $
4$γ’

ρ-τυπου γιο if·'· ^cos^^j*1 =Ψ. —  s m 0 '$ $  
. 1 4 π  r  . * 1 8 / τ  ” ' ;

3

8π

£ = 1 , m= ± 1

if-τύπου για

iyyj~ ι ? ΐ = · π Ε 0 ό ' β $Φ +jMftrg ;i J  i  · :„V8ff 1 2 - ■ \32π

i

£ » 2 , m= 0 * -  2 , w* ±1 f B 2 ,mB ±2
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Άσκηση 3. Να δείξετε πως η ισοτιμία των. σφαιρικών αρμονικών είναι

ρ  = (-!)'·

Λύση: Από τον ορισμό ψ {-7 ) = Ρψ(7) η αντικατάσταση r - * - r  στις 

σφαιρικές συντεταγμένες δίνει (να ελεγχθεί)

V -» r 

• θ -» π - θ  

φ π +  φ

ενώ ξ  = cos# -> - ξ . Επίσης, τα P?  είναι πάντα είτε άρτιας είτε περιττής μορφής

Ρ Π -  ξ )  *  (ΐ~ (- ξ ) Τ  dmpf i -  d d { ~  ξ Τ  = ( - 1  )*-*ΡΓ(ξ),

αφού ο βαθμός του πολυωνύμου d mΡί (ξ)/άξ™ είναι l - m  και 

d m Pe( -  ξ ) !ά { -  ξ Τ  = (-1 t m d m Ρι {ξ)!άξ"'.

Άρα,

Υρ{θ,φ) oc / f ( £ )  e1”* -> Υ(η {π - θ , π  + φ) oc P f{ -  ξ) eim̂ )  = ( -  l/" m (-  i f  Υ?{θ,φ) 
ώστε

ψ (ΐ)  -> ψ {- 7) = R(r)Yem(n - θ , π  + φ) = ( -  \)1 Υρ(θ,φ) = ( - 1 / ψ{7).

Επομένως, η ισοτιμία είναι άρτια ή περιττή αν ο κβαντικός αριθμός t  είναι άρτιος ή 

περιττός, αντίστοιχα.

Ασκηση 4. Να δείξετε από την ί χ =((+ + 0 / 2  πως οι μέσες ή 

αναμενόμενες τιμές για σύστημα στην κατάσταση | tm) είναι

< θ = ο . (< ; )= i{ i« + i ) - » . 2!» 2

Άσκηση 5. Αν ψ+\,ψ$,ψ-\ ονομασθούν οι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών

της τροχιακής στροφορμής με
£ = \, τη = + 1, 0 , - 1



;ι
ίί

5.2. Κεντρικό δυναμικό και η θεωρία της στροφορμής

να υπολογίσετε τις ιδιοτιμές και ιδιοσυναρτήσεις του £χ αφού πρώτα δράσετε \  

μετους^+,^_.

Απάντηση: Από την £χ = (έ+ +έ_)/2 την δράση των £± στις ψ+\>ψ0,ψ-\ 

και την εξίσωση ιδιοτιμών

ί χ ( ρ ψ + \  +  b ¥ o  + ο ψ Α )  =  λ { α ψ + \  + b t y 0 + ο ψ _ χ )

να προσδιορίστε τις σταθερές α,ό,ε. Το αποτέλεσμα είναι

ιδιοσυναρτήσεις: ιδιοτιμές:

{ψ[+'ίϊψο + Ψ-\)ΐ2 η

(ψ\ ~ Ψ-\ )/·^2 0

(ψι -  'Ιϊψο + ψ_\ )/2 - η .

Άσκηση 6. Είδαμε πως για την γωνιακή στροφορμή £ ισχύουν οι σχέσεις 

ιδιοτιμών

~£2\£m) = £(£ + \)fi2\£m)
£z\£m) -  mh\£m)

αφού οι τελεστές £2,£ ζ μετατίθενται έχουν κοινές ιδιοσυναρτήσεις, τις 

σφαιρικές αρμονικές \£m). Επομένως, οι ιδιοτιμές του τετραγώνου του

μέτρου και της προβολής της στροφορμής είναι συγκεκριμένες και ορίζονται 
με ακρίβεια

Γ4 = ν ^ ΐ ) Α  . ...
£ :  = m b ,  ιπ = - έ , - έ  + 1,···,0,···,έ-1,έ, 

όπου £ ο τροχιακός και m ο μαγνητικός κβαντικός αριθμός. Επειδή 

[* * Α ]* 0, [έ / Γ] * 0, [£2Λ 2]*  0 οι τιμές των £x,£ y δεν είναι

καθορισμένες. Από τον ορισμό £± = £ χ ± i£y να δείξετε τα στοιχεία μήτρας 

{ ( m \( 2\i 'm ')  = m h δ , χ δ „ ,>.m

(£m\£±\£'m') = +

και επειδή οι £± έχουν μη μηδενικά στοι 

κατασκευάσετε τις μήτρες για τους £ζ%£± γ
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βάση {|^ -1  ,m  - 1 ) , \£ -  \,m  = 0) , \ l  = \,m  = - 1)}. Να σχηματίσετε επίσης τα 

γινόμενα των μητρών και να ελέγξετε ότι

[£+,£-] = £ + £ .-£  J + =2 h£a.

Απάντηση: (\m\£±\lm') = y j2 -m '(m '± \)h  Sm m -±1
Ο ο ' ο 4Ϊ 0  ' ί 0 0 θ '

£ ζ = η 0  0  0

II+ 0 0 λ/ 2 , £ .  =  η λ/ 2 0 0

Ο ο 1 1° 0
° . , ο λ/2 0 ,

Ασκηση 7. Να δείξετε ότι (A tx fmia = {A£yfm-n = ti2 £ /2 . 

Λόση:
Οι αβεβαιότητες στο τετράγωνο είναι

με (£χ) = (£y) = 0 επειδή ((£+ + 0 / 2 )  = ((£+ -  0 /2 * )  = Ο. Από τις παραπάνω 

έχουμε

Ί 2 = £2 + £2 + ί 2 => {A£xf  + ( M y f  = Q2) -  (ί2)

=>{Α£Χ)2 +(A£yf = £(£ + \)h2 - m 2ti2, m = -£,···,Ο,···,£

και αν στο δεξί μέλος αφαιρέσουμε την μέγιστη τιμή m = £ έχουμε το άθροισμα των 

ελάχιστων

Από την γενικευμένη αρχή της αβεβαιότητας (ΠΑΡ.Γ)

( M f  (άΒ ?  ί ^ Α , Β ψ
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=> (Δ^ ) 2 (μ >Υ * ^ κ ^ ο ι2 = •j '" 2

με την μέγιστη τιμή m = (  στο δεξί μέλος το γινόμενο των ελάχιστων είναι

Λ2

(A ^ )L  (M y ? ·  = — έ — έ.ν x/min V ^/min 2 2 ‘

Αν επιλυθούν οι δύο γραμμοσκιασμένες εξισώσεις

(Â *)rain = (4^>Ln = ~2*'

Ανακεωαλαίωσυ:
Όταν το δυναμικό είναι κεντρικό ή σφαιρικά συμμετρικό V(r) η εξίσωση 

Schrodinger στις σφαιρικές συντεταγμένες ε,Θ,φ, όπου η κινητική ενέργεια είναι

2m
■V2 = -----

2m
1 d

r dr l d r ) h r2„2 , γράφεται

2m r 2 d r \  dr )
V{r) +

_ v _
Im r2

ψ  = Ε ψ . (5.73)

Με την αντικατάσταση ψ(τ,Θ>φ) = R (r)  Υ (θ ,φ )  το γωνιακό μέρος επιλύεται 

για κάθε V (r) με τις σφαιρικές αρμονικές Υ" (Θ ,φ ) που χαρακτηρίζονται από τους
I
κβαντικούς αριθμούς t %m .  Οι σφαιρικές αρμονικές είναι της μορφής Υ!”(θ,φ)~~  

Pfm(cos0)elm* με Ρ/"{cos0) τα συναφή πολυώνυμα Legendre, ενώ αποτελούν τις

κοινές ιδιοσυναρτήσεις του ζεύγους έ2, έΓ, με ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις για τον 

τελεστή του μέτρου της στροφορμής στο τετράγωνο

ί 2 Υ Μ Φ )  = *2Μ  + *  = 0; ΐ Κ

και για τον τελεστή της προβολής της στροφορμής
. .« ·

£  γρφ,Φ)«tun γρφ.φ), « * -e,-v+y---;i-v,£c tj£
Το ακτινικό μέρος R(r) θα μας απασχολήσει στο Κεφ. 5.3 και εξαρτάται από την 

μορφή του δυναμικού K(r) με το επιπλέον φράγμα δυναμικού λόγω της V

1 d
~2m < 5 · 7 4 )
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5.3. Η ακτινική εξίσωση

Το άτομο του υδρογόνου είναι σύστημα δυο σωματίων (ηλεκτρόνιο και 

πρωτόνιο) όπου λόγω της πολύ μεγαλύτερης μάζας του mp το πρωτόνιο του πυρήνα

μπορεί να θεωρηθεί ως ένα ακίνητο ελκτικό κέντρο γύρω από το οποίο κινείται το 

ηλεκτρόνιο μάζας me . Όπως είναι γνωστό από την κλασσική φυσική το πρόβλημα

ακριβέστερα ανάγεται στην κίνηση του κέντρου μάζας και ενός υποθετικού σωματίου 
με ‘ανηγμένη μάζα ’

mem
μ  = -------—  ,

me + mp

υπό την επίδραση του δυναμικού μεταξύ των σωματίων

V(r) = V(rl - r 2)

και η, ?2 τις συντεταγμένες θέσης των σωματίων.

(5.75)

(5.76)

Σχ. 5.1. Το άτομο του υδρογόνου.

Θα επιλύσουμε την ακτινική εξίσωση Schrodinger (5.74) στο δυναμικό 

V=V(r). Το γωνιακό μέρος λόγω του κεντρικού δυναμικού έχει ήδη επιλυθεί με τις 

σφαιρικές αρμονικές στο Κεφ. 5.2. Επειδή mp&2000me η ανηγμένη μάζα από την 

(5.75) στο δυναμικό Coulomb μεταξύ των σωματίων είναι p m e. Επομένως αρκεί να 

επιλυθεί το πρόβλημα για μάζα m και αν στο τέλος επιθυμούμε μεγαλύτερη ακρίβεια 

μπορούμε να αντικαταστήσουμε την m με την ανηγμένη μάζα μ  του συστήματος 
ηλεκτρόνιο-πυρήνας.
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Το δυναμικό τύπου Coulomb ελκτικής μορφής είναι V(r)  -  - e * 1 2/ r  ενώ

Σχ. 5.2. Το αυθεντικό και το τροποποιημένο δυναμικό στο άτομο του υδρογόνου.

στην ακτινική εξίσωση υπεισέρχεται το τροποποιημένο δυναμικό3

K(r) = . £ 1 + ί ί ί ± Μ ΐ
r 2 mrL

(5.77)

Πριν επιλύσουμε την ακτινική εξίσωση θα συζητήσουμε πρώτα το κβαντικό 

πρόβλημα δύο  σ ω μ α τίω ν  (ελεύθερα και αλληλεπιδρώντα) στις συντεταγμένες του 

κέντρου μάζας.

5.3.1. Αύο ελεύθερα σ ω ιιά τια  στο σύστηιια  κέντρου udCac

Η εξίσωση Schrttdinger για σύστημα δύο  ελ εύ θ ερ ω ν  (μη α λλη λεπ ιδ ρ ώ ντω ν)  

σω ματίω ν  μάζας mι και ηΐ2 με συντεταγμένες Χ\ και χ ι  με την μέθοδο χωρισμού των 
μεταβλητών Κεφ. 5.1.1 έχει λύσεις τα γινόμενα

ψ (* \ , *2) = Ψ\ (*1) Ψ2 (χ 2 ) (5.78)

όπου οι ψ\ (Χ |), ψ 2 (*2) ικανοποιούν τις εξισώσεις

3 Η απλή φυσική του ερμηνεία του δεύτερου (απωστικού) όρου αφορά την γωνιακή κινητική ενέργεια

1 1 . | ^2
- m u 2 = — m ( r 0 ) 2  = - m  ——-   ------ σωματίου μάζας m  σε τροχιά ακτίνας r γύρω από το
2 2 2 m2r2 2mr2

σταθερό κέντρο δύναμης, με στροφορμή i  -  mur = m(rO)r = mr20. Ο όρος αυτός συνήθως 

αποκαλείται φυγόκεντρο φράγμα δυναμικού.
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ι//"(χι ) + ̂ ψ ι(χι) = 0 

ψ2(χ2) + ̂ ψ 2(χ2) = 0
(5.79)

2 wi£] .9  2m-yEy _ _ „  „  , , _ , Λ
με k f  = — Λλ = —  ̂ —~ και Ε=Ε\+Ε2 . Εφ οσον οι λύσεις για κάθε ελεύθερο 

tiz til

σωμάτιο είναι γνωστές οι ιδιοσυναρτήσεις-ιδιοτιμές είναι το γινόμενο-άθροισμα

ψ(χ\·>χ2) = Cexp^xj + ik2x2)

E  = ¥ M - + n2k l
2η\χ 2m2

Οι συντεταγμένες του κέντρου μάζας (Κ.Μ.) ορίζονται

, ,  ν  m\xx+m2x2M = m]+m2, X  =
Μ

m\tn2
μ  = — χ  = χλ- χ 2, 

mx + m2

ενώ + λ2χ 2 = Κ Χ  + kx με ολικτ/ ορμή του Κ.Μ.

Κ  = k{+ k2 ^> P = hK = ρ \+  ρ 2

και σχετική ορμή ως προς το Κ.Μ.

, m2k, -m ,k2 m7 ....k = p = hk = ~ p \ ---- l- p 2.m \

Μ  M “  M

Επομένως οι λύσεις στις συντεταγμένες του κέντρου μάζας είναι
ψ(χ, X )  = C exp (iKX + ikx)

ki2k 2  ̂ h2k \ _ h2K 2 .h2k 2 · 
2ΐϊΐ\· 2w?2 2Μ 2μ *

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

5.3.2. Δύο αλληλεπιδρώντα σωαάτια στο σύστηαα κέντρου udiac

Αν τα δύο σωμάτια της προηγούμενης άσκησης δεν είναι ελεύθερα αλλά 

αλληλεπιδρούνμε δυναμικό V(xx - χ 2) η εξίσωση Schrodinger

h2 d 2 Λ2 d2
2ml dx? 2m2 dx\

y/(xl ,x 2) + V(x] - χ 2)ψ (χ ],χ2) = Εψ(χχ,χ2) (5.85)

με την αντικατάσταση από την (5.81)
1 '\  ■ >

(5.86)
t; \
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στις συντεταγμένες κέντρου μάζας Χ ,χ  γράφεται

Λ2 δ2 ft2 d \ + y(x) ψ(χίΧ )  = Ε φ (χ ,Χ )  . (5.87)
2Μ  δ Χ 2 2μ δχ2 

Η λύση είναι το γινόμενο
ψ (χ ,Χ ) = cxp(iKX)<p(x) (5.88)

όπου τώρα η φ(χ) προκύπτει από την εξίσωση Schrfidingei îa σωμάτιο μάζας μ

ti2 δ 2φ{χ) Γ, , \  ·, .·'*
-   ------T J1 + ν  (χ ) <Ρ(χ)=β ?(*)

με

ε  = Ε

2μ  δχ2

h2K 2 ν ' , /  . ■ ;; m {m 2^Μ ?r m, +m2, μ·=.— —4=?.
2M  · . Λ ; , · , m, + m2y

Στο αντίστοιχο τρισδιάστατο πρόβλημα για το κέντρο μάζας ισχύουν

P  = p ] + h , Μ  = m t + m2 
Μ

-  -  -  -  m iP i-m jP j mym2
Γ — Γ| — Γ2, ρ — » μ  —

m\ + m2 m{ + w2

ενώ η Χαμιλτονιανή Η  = + Κ(|ή -? 2|) με r = |r| ανάγεται στην
2ffit 2m2

H = - L  + £ L  + V(r)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)
2Μ  2μ

με λύσεις y/(R,r) = u(P,R)<p(r) με u(P,R) = (2λΛ)"3/2 βχρ(/ΡΛ/Λ)ενώ η <p(r) 

ικανοποιεί την εξίσωση Schrodinger με μάζα μ

[ ^ + n r ) ] (5·94) 

Ρ 2
ε - Ε -

2Μ
(5.95)

5.3.3. Λύση me σκηνικής ε£ίσωση£

Στο άτομο του υδρογόνου απαιτείται η λύση της ακτινικής εξίσωσης για την

Λ(γ )

_1_δ_
2m r 2 dr

£(£+1)Λ̂ 1

2 mr2 J
R(r) = E R(r) (5.96)
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σε δυναμικό V(r) = - e 2 fr  ενώ το γωνιακό μέρος έχει ήδη λυθεί στο Κεφ. 5.2 για 

κάθε κεντρικό δυναμικό V(r). Με την νέα μεταβλητή y(r) ~  r R(r)  λαμβάνει την 

μορφή

y ”(r) + k 2(r)y (r )  = 0, (5.97)

με οριακές συνθήκες

X 0hy(°o)=0 <5·98)
και

k 2(r ) = τ τ (Ε -V (r ))  =
2m
h2

2m
Ί2

2m
h2

E -V ( r )~
l( t  + \)h2 

2 mr2

E + i 2_ _ W  + W 2
r 2 mr2

Η εξίσωση (5.97) είναι γνωστή ως η συναφής εξίσωση Laguerre

(5.99)

y"ir)+
2m
Ί2

f e2 1 (1 + 1 )h2 
2 mr2

E . +  - —  

r
y(r) = 0, 0 < r < oo . (5.100)

> Η εξίσωση (5.100) είναι τριβάθμια, με βαθμούς -2 ,0 ,-1 ,-2 , και επομένως 

μη επιλύσιμη. Θα αφαιρέσουμε κατά τα γνωστά την ασυμπτωτική λύση.
> Η ασυμπτωτική λύση προκύπτει στο όριο r -» οο από την

y \ r )  + ̂ ~ - y ( r )  = 0 , (5.101)

αφού στην (5.100) οι ασυμπτωτικοί όροι <x - ,  -L- -» 0. Επειδή για δέσμιες
r r*

καταστάσεις Ε < 0 θέτουμε γ 2 = - Im E /h2 >0, ώστε "Τ'2 7» = 0 οι με 

λύσεις y m = e~rr που μηδενίζονται στο όριο r -> οο.

> Επομένως, με την αντικατάσταση Xr) = y^(r)F(r) από την συναφή 

Laguerre οδηγούμεθα στην διβάθμια και επιλύσιμη εξίσωση Laguerre

F ”(r)~  2γ F '(r) +
r2 me2 
K h2r

^  + 1)")
r2

F(r) = 0 (5.102)

> Η δυναμοσειρά λύσης επιτυγχάνεται με αντικατάσταση του rs στους

ελαχιστοβάθμιους όρους και του r" στους μεγιστοβάθμιους από τις συνθήκες 
έναρξης και τερματισμού
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(r* )" _ iii± i)r* = O o s  = f + l , - *  (5.103)

και

- 2 ^ ) ' + ^ r " = 0 o »  = ^ .  (5.104)
trr Τιιγ

Επομένως, η δύναμη έναρξης της δνναμοσειράς είναι s = 1 + ] (κρατάμε μόνο
ΥΥΙ (p-

την θετική) και η δύναμη τερματισμού είναι π = —r—. Αφού ο π αρχίζει από
t r y

την ί  + 1  υποχρεωτικά λαμβάνει τις θετικές ακέραιες τιμές

?ι%ΐ;2,3,-· (5.105)

ενώ οι τιμές του t  = 0, 1,2 ,· · · από την i  + 1 £ η περιορίζονται στις

t  = 0,1,2,3,···,η-1 . (5.106)

Οι λύσεις της ακτινικής εξίσωσης οδηγούν στις ενεργειακές ιδιοτιμές

2m *
we4 *1 ·, /j = 1,2,3-·, (5.107)

και τις ιδιοσυναρτήσεις

me2 r

yn t(r)K e 1,2 "Fnt(r)> < = 0,ί,2,···,«-1 (5.108)

Οι ολικές ιδιοσυναρτήσεις για το άτομο του υδρογόνου συμπεριλαμβάνουν 
και τις σφαιρικές αρμονικές

ΨηΟπ = = ΥΠΘ,Φ) · (5.109)

Σχόλια:

Το ακτινικό δυναμικό V = V(r) οποιοσδήποτε μορφής είναι ανεξάρτητο των 

θ,φ  και λόγω της περιστροφικής συμμετρίας στο ενεργειακό φάσμα δίνει τον 

περιστροφικό εκφυλισμό (όπου η ενέργεια εξαρτόται από τους κβαντικούς 
αριθμούς η, ί  ενώ οι ενέργειες είναι ίδιες για όλα τα m ). Ο περιστροφικός
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εκφυλισμός αίρεται παρουσία μαγνηηκού πεδίου Β (φαινόμενο Zeeman) 

όπου η περιστροφική συμμετρία θρυμματίζεται. Όμως, στο φάσμα του ατόμου 
του υδρογόνου παρατηρούμε πως η ενέργεια (5.107) δεν εξαρτάται ούτε από 

τον κβαντικό αριθμό £ , αλλά μόνο από τον η. Αυτό δηλώνει την παρουσία 

του δυναμικού ή συμτντωμαπκού εκφυλισμού όπου έχουμε ίδιες ενέργειες για 

όλα τα ί .  Ο δυναμικός εκφυλισμός οφείλεται στην ειδική μορφή του

δυναμικού Coulomb V(r) = - e 2/r  που είναι ακόμη πιο συμμετρικό από ένα 

οποιοδήποτε κεντρικό V(r).

ο Ο περιστροφικός εκφυλισμός οφείλεται στην σφαιρική συμμετρία του V(r) 

(ισχύει για VV(r) που δεν εξαρτάται από τις θ ,φ ) και η ενέργεια Ε„ δεν 

εξαρτάται από τον m που λαμβάνει τιμές m = - έ ,-έ  + 1,···,0,··· ,έ - 1,έ , άρα 

ο εκφυλισμός είναι για V£: dt  = 2£+1. Ο δυναμικός ή συμπτωματικός

εκφυλισμός οφείλεται στην επιπλέον συμμετρία λόγω ειδικής μορφής του 

V(r) oc 1fr  και η ενέργεια Ε„ για το άτομο του υδρογόνου δεν εξαρτάται ούτε

από τον £. Αφού ί  = 0,1,2,·-·,«-1, ενώ για W έχουμε εκφυλισμό dt , ο 

ολικός εκφυλισμός της «-οστής ενεργειακής στάθμης (5.107) στο άτομο τοί) 

υδρογόνου είναι

^  = Σ ( 2* + 1) = 2 Σ έ  + 1χ(«-1 + 1 ) = 2 +  ι/„ = »2.

ο Οι σφαιρικές αρμονικές Υ(θ,φ) δεν έχουν διαστάσεις, έχει όμως η ακτινική 

R(r). Η ψ(7) πρέπει να έχει διαστάσεις όγκου-1/2 ώστε η στοιχειώδης 

πιθανότητα \ψ {7 ^ά ^7  να είναι αδιάστατη ποσότητα (όγκος x όγκος).

ο Το έργο ιονισμού (η ενέργεια που απαιτείται ώστε ένα ηλεκτρόνιο από την 
βασική στάθμη π=0 να καταστεί ελεύθερο) είναι 13.6 eV.

ο Οι καταστάσεις με £ = 0 , 1,2,3,··'· στην ατομική φυσική ονομάζονται 

s, ρ , d , / ,  ··· αντίστοιχα, ώστε οι καταστάσεις με κβαντικούς αριθμούς 

«=1,2,3,··· δηλώνονται Is, 2s, 2ρ, 3s, 3ρ, 3d, κλπ. Π.χ. στο άτομο του 

υδρογόνου η βασική στάθμη 1j έχει ενέργεια Ε ! με εκφυλισμό dx = 1 , οι 2s, 

2ρ ενέργεια Ε 2 με εκφυλισμό d2 = 2 2 = 4, οι 3s, 3ρ, 3d, ενέργεια Ε 3 με 

εκφυλισμό d3 = 32 = 9 , κλπ.
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Ανακεφαλαίωση

Στο άτομο του υδρογόνου εξετάζουμε την ακτινϊκή εξίσωση Schrodinger

/ ( r )  + P (r)X r) = 0 μ ε  P (r )  = | -  V{r)- (5.110)

με δυναμικό Coulomb K(r)=-e2/r και οριακές συνθήκες y(0)=y(<x>)=0. Στην

εξίσωση αυτή αντί της μάζας m του ηλεκτρονίου πρέπει να τεθεί η ενεργός μάζα μ, 
αφού πρόκειται για πρόβλημα δύο σωματίων (ηλεκτρόνιο και πρωτόνιο), αλλά 

συνήθως αρκούμεθα στην προσέγγιση μ -m  επειδή η μάζα του πυρήνα είναι πολύ 
μεγάλη. Από τις λύσεις της ακτινικής εξίσωσης προκύπτουν οι ενεργειακές ιδιοτιμές

me4 1

£ * ~ W  I” - 1·2·3'4· -
(5.111)

με η τον κύριο κβαντικό αριθμό και οι ιδιοσυναρτήσεις

{£'- 0,1,2 ,*··,/? — 1
Ψη(η,ϊ,θ,φ) = Rn((r) Υ/”(θ,φ) = Μ ύ . Υη,{θ>φ1 ; (5 .Π2)

[m = 0,*- + ί

όπού έ, m οι γωνιακοί κβαντικοί αριθμοί.

Η γωνιακή πιθανότητα

άφ άθ ύ η θ \Υ ? ·(θ ,4 ^

εύρεσης του σωματίου σε σφαίρα σταθερής ακτίνας στο διάστημα μεταξύ φ ,φ  + άφ ,

π 2η
θ ,θ  + άθ  κανονικοποιείται με jάφ J άθ  sin Θ |>7Μ(^,^)| = 1 . Η ακτινϊκή 

πιθανότητα

ο ο

r 2 Μ ' ΐ  = |> v (r )|2

εύρεσης του σωματίου μεταξύ δύο σφαιρών με ακτίνες r, r + dr κανονικοποιείται με
αο οΟ
Jdr r2 |/?„,(/*)) = jdr |.μΛ§/(r)| = 1. Η ολική πιθανότητα είναι το γινόμενο ακτινικής 
ο ο
και γωνιακής με την κανονικοποίηση

= ] dr r 2 j d6  ^ θ \ Υ ρ { θ ,φ £  m 1 .
0 ο
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ:

>  Α 1 . Ο τρισδιάστατος αρμονικός ταλαντωτής (για τον μονοδιάστατο δείτε
το Κεφ. 4.4.) περιγράφεται από την Χαμιλτονιανη

Η  =  — V2 + ^-ιη (ω 2χ 2 +<o2y 2 + ω 2 ζ 2)
4*9ίΐ £

Να υπολογισθούν οι πιθανές ενέργειες του συστήματος και να εκτιμηθεί ο 

εκφυλισμός καθώς και η ισοτιμία της κάθε μίας όταν ωι =ω2 =ω3.

Λύση:

Αφού V (x ,y ,z) = Vl(x) + V2(y) + V3(z) το πρόβλημα καταλήγει σε 3 

ανεξάρτητους μονοδιάστατους αρμονικούς ταλαντωτές με συχνότητες ω,,ω2>ω} 

στους άξονες χ, y, ζ αντίστοιχα, άρα η κυματοσυνάρτηση είναι το γινόμενο

(η} 3ω ω ω λ ' /4(  Υ/2 Γ

ενώ η ενέργεια το άθροισμα

■̂ η,,/ί2,/ί3 ~ ^ ω\ «1 +^  + ηω2[η2 + ^ )  + Κω3
"3 + 2

,η \,η2,η3 = 0,1,2,3,—

και Η η (ξ) τα πολυώνυμα του Hermite.

Στην ισοτροπική περίπτωση <υ, =ω2 = <υ3 μπορεί να δειχθεί ότι ο εκφυλισμός

της Εη = Ηω(η + 3/2), η - η { + η2 + «3 είγαι ^(« + 1)(« + 2), ενώ η ισοτιμία είναι

άρτια όταν ο η = η{ + «2 + μ3 είναι άρτιος και περιττή όταν ο η = nl +n2 + ni είναι 

περιττός4.

4 Για σταθερό η αν επιλεγεί μια σταθερή τιμή του «, παρατηρούμε πως το άθροισμα 
η2 +  η3 =■ η - ti\ ~ σταθ. μπορεί να γίνει με η -  ^  +1 τρόπους αφού οι 

0 + (n - n  )ί 1+ ( λ - π ( -l)i 2 + (w -n1-2 }  ···, (n-zij -  l)+I, (w-Wjj+O έχουν το ίδιο σταθερό
η

άθροισμα η -  Wj Αρα ο εκφυλισμός δίνεται από το άθροισμα £ ( » - « , + 1 )  = ( π  + ΐ Χ »  +  2 ) / 2 .
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Α 2. Η σκέδαση σε τρισδιάστατο βήμα δυναμικού αφορά σωμάτιο μάζας m που 

προσπίπτει με ενέργεια Ε  στο βήμα δυναμικού V(x)  = V0 όταν χ > 0  και 0

όταν χ  < 0 , με £>V0. Αν το διάνυσμα πρόσπτωσης k = kxex + kyey είναι στο

επίπεδο xy να δείξετε ότι τα διανύσματα ανάκλασης k" και διάθλασης Ρ  

είναι στο ίδιο επίπεδο με το k .  Να δείξετε επίσης πως ισχύουν οι

k = k \ 0  = θ” & = , / 1  -  —  και να υπολογίσετε τα ρεύματα
sin# V Ε

πιθανότητας J  στις δύο περιοχές5.
! %
•. ̂; *·;' ̂
■ ·' - Λ 
ι ** ··* v*f: Ύ
.

IS
l i
Hr
i ti r

k "

e < y

11
P

X i r

Λύση: Για την προσπίπτουσα, την ανακλώμενη και την διαθλώμενη ενέργεια
ισχύει

n h2k2 />2r 2 n2kfl „£  = - —  = —------------- + V0
2m 2m

o  k = k \
2m

S  ΑΨ°ύ k = kxex + kyey στις δύο περιοχές με κύματα του τυπου eJk-r

\·:Λ·

·.

ν ενώ για jc = 0 :

= A eik*x*ik>'y + B e ik'xX+lk'yy *ik' z , 

Ψ/ι (χ , γ , ζ ) = C e ik‘xX+ik'yy+ik''z

5 Υπόδειξη: Aeiax +  q ιρr
CeifX <z> a = β  = γ .
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Ψι(.0^,ζ) = Ψπ(0,γ,ζ)

=> Aeikyy + Beik> !k*2 = Celk>y+ik*z 

=> k'z = k”z = Ο, μ ε y -  Ο, άρα k, Jc', k ’ είναι διδιάστατα.

Έπεται, λοιπόν,

Aeikyy + Beik>'y = Ce'kyy
=>ky=ky= ky.

Η σχέση ky = ky δίνει k sin Θ = k" sin θ" => θ = θ" ενώ από την ky = k'y προκύπτει

που είναι ο νόμος του Snell. Από την επιπλέον συνθήκη μηδενισμού των παραγωγών 

στο χ = 0 λαμβάνουμε Α + Β = C, Akx + Bk "x = Ckx, απ' όπου μπορούν να 

υπολογισθούν και οι πυκνότητες πιθανότητας Jj, Ju στις δύο περιοχές.

περιστροφέα6 όπου σωμάτιο κινείται σε σφαιρική επιφάνεια ακτίνας α. Αυτή 

είναι η απλούστερη περίπτωση κεντρικού δυναμικού V(r) αφού V = 0 για 

r -  α ενώ V = <χ> για r * a . Επειδή το σωμάτιο έχει σταθερή πυκνότητα 

πιθανότητας εύρεσης μόνο στην επιφάνεια r = a για το ακτινικό μέρος της 

κυματοσυνάρτησηςισχύει

η k sin θ = k' sin θ', ώστε

>  A 3 . Να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις ενέργειας του κυκλικού

R(r) = R(a) = σταθ.

Λύση:

Αφού V(a) = 0 και R(a) = σταθ. <=> V^R(a) = 0 ώστε από την ακτινική

εξίσωση προκύπτουν για r = α :

Εχει εφαρμογή στο πρόβλημα ενός διατομικοό μορίου.
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2mcr 21

οι ιδιοτιμές ενέργειας με /  = ma2 την ροπή αδράνειας που φαίνονται στο σχήμα με 

εκφυλισμό d (  =  2 1  +1 για V£ (εδώ δεν υπάρχει δυναμικός εκφυλισμός). Οι 

αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις είναι οι σφαιρικές αρμονικές που έχουν μόνο γωνιακή 

εξάρτηση αΦ°ύ Λ(Ό = σταθ.

Παρατηρούμε πως η διαφορά δύο γειτονικών ιδιοτιμών είναι 

Γ Γ _ . [ / ( ί  + 1) - ( * - 1)/]Λ* Λ’ A2

£4 = 10ε

E j= 6ε

Ε-ί = 3ε 

£ι =ε
£ο = 0

Το φάσμα εκπομπής και απορρόφησης είναι
ε 2ε 3ε 4ε 5ε

ν Α 4 .?  Να υπολσγισθούν οι ιδιοτιμές και οι εκφυλισμοί της Χαμιλτονιανής
V, ■ 4

#  = —  i+ — e]
2/, * 21, ' 2/, 1Ί ^ 2  

όταν: (i)/, = / 2 = /3, (ϋ) /| = /2  * Λ· 

Απάντηση:

(ΐ) / /  == i i ,  £ , = i i i l i l i i ,  d( = 2 έ + 1 .
2 / 2 /,

ώ
'

ΐ
:

Α
Ν

Ν
ΰ

 * 
-

I
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Α 5 . Η 3-διάστατη χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger στο σφαιρικά 
συμμετρικό δυναμικό V(r) είναι

h2 1 δ ί 2 δ ψ \
2m r2 dr I  dr )

V(r) + l 2
2mr2

ψ = Εψ

'· iόπου όπως είδαμε η £2 αφορά τις γωνίες θ,φ.

(i) Γράφοντας ψ(τ,θ,φ) = R(r) Υ(θ,φ) για κάποια λύση να αποδείξετε πως

£2Υ = η2λΥ , λ  = σταθ,

. l £ ( r 2 £ l } +X^ (y . E ) . 0 .
Rdr  I d r) Λ2

(ii) Να δείξετε ότι οι λύσεις για την εξίσωση της Υ(θ,φ) μπορεί να 

εκφρασθούν ως Θ(θ)Φ(φ) όπου ο Φ(φ) είναι της μορφής e±,m̂ . Γιατί ο m 

λαμβάνεται ακέραιες τιμές;

(iii) Να δείξετε ότι η e,m̂  είναι ιδιοσυνάρτηση της ί ,  και να βρείτε την 

αντίστοιχη ιδιοτιμή της.

(iv) Να μελετήσετε την θεωρία για την λύση της συναφούς εξίσωσης 

Legendre που δίνει τις ιδιοτιμές του I 2 στην μορφή ti2X = h2((i +1) με 

£ = 0,1,2,3, · ■ ·. Να υπολογίσετε τον όρο του φυγόκεντρου φράγματος σε MeV 

όταν £ = 1 , r=\ fermi με m την μάζα που αντιστοιχεί σε ένα σωμάτιο α της 

πυρηνικής φυσικής (4 amu).

Δίνονται: οι σταθερές c2 = 9 3 1 . he = 197MeV fermi ενώ τοMeV
amu

αποτέλεσμα είναι περίπου ~10 MeV.

y  Α 6 . (i) Να δείξετε ότι οι κυματοσυναρτήσεις cos#, sin#e'^.sin#

είναι ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών £2 και £, και να βρείτε τις αντίστοιχες 

ιδιοτιμές.
(ii) Να τις κανονικοποιήσετε στην επιφάνεια της μοναδιαίας σφαίρας ώστε αν

μια κυματοσυνάρτηση είναι η ψ από την σχέση Α2 ^άφύηθάθ\ψ\ =1 να

υπολογίσετε την σταθερά κανονικοποίησης Α με το ολοκλήρωμα στα 
κατάλληλα όρια.
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(iii) Να δείξετε ότι η sin* θ eu* είναι μια ιδιοσυνάρτηση των I 2 και ί ζ . Να 

βρείτε τις αντίστοιχες ιδιοτιμές.

^  .· Α ^·' Στην κατάσταση μηδενικής στροφορμής t  = 0 η εξίσωση Schrddinger 

για ελεύθερο σωμάτιο είναι

η2

(ί) Να δείξετε ότι οι

2  mr2
a ± i k r

έί'*2 Κ ·
h2k 2Ε =

r 2m

αυτές το ακτινικό ρεύμα πιθανότητας

είναι λύσεις. Να υπολογίσετε για

h i  Λθψ 9ψ *\

Να εξηγήσετε την σημασία του όρου l/r 2

(ii) Οι λύσεις ελεύθερου σωματίου όταν t  * 0 είναι πιο πολύπλοκες γιατί στο 

δυναμικό πρέπει να συμπεριληφθεί και ο όρος του φυγόκεντρου φράγματος

V jlm r 2. Οι πεπερασμένες λύσεις για r = 0 είναι οι συναρτήσεις Bessel
2 ι,2

f r kjf(kr) με Ε = ------ . Από τις οριακές συνθήκες (π.χ. όταν υπάρχει τοίχος στο
2m

r = α τότε j ,  (ka) = 0) παίρνουμε τα αντίστοιχα k ή τις Ε που προκύπτουν 

(στην πυρηνική φυσική αυτό λέγεται μοντέλο των φλοιών).

> , » .

>  Α 8 . Η κυματοσυνάρτηση σωματίου μάζας m δέσμιου σε μια κατάσταση με
 ̂= 0 ακτινικού ιτηγαδιού βάθους V και ακτίνας α (δηλαδή 

V(r) = -Κ , r <, α, V(r) = 0, r > a ) ικανοποιεί την εξίσωση

ti2 d ( 2

και

2 mr2 d r\ dr

Η2 d

\-Υ ψ  = -Ε ψ % r £ a ,V  = σταθ.,

- Εψ·

όπου Ε είναι η ενέργεια δέσμευσης του σωματίου (η συνηθισμένη Ε με μείον).
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V(r)

-V

Ο
% r

►

(i) Να ελεγχθούν οι λύσεις της μορφής

ψ - —sin£r, r< a  
r

όπου ti2k 2 = 2m(V -E ), h2b2 = 2mE. Γιατί η λύση για r < α δεν έχει την 

μορφή —cos kr;

(ii) Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες στο r = α να δείξετε ότι 

k cot ka = ~b (εφαρμόστε τις οριακές συνθήκες στην ry/(r) αντί της ψ{τ) 

που είναι ισοδύναμη και ευκολότερη). Η εξίσωση αυτή είναι η συνθήκη 

ιδιοτιμώνγια την Ε. Λύνεται γραφικά στο διάγραμμα b - k  όπου οι εξισώσεις

τους είναι μια δυνατή ιδιοτιμή της Ε. Να δείξετε πως E « V  σημαίνει πως το V

π 2η2έχει μια τιμή κοντά στην V0 =-----r  · Να δώσετε την εξήγηση με την αρχή

της αβεβαιότητας για την τάξη μεγέθους αυτής της δύναμης που δεσμεύει ένα 

σωμάτιο. (Το ερώτημα (Π) είναι προαιρετικό).

>  Α 9 . Η κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση της βασικής κατάστασης

υδρογονοειδούς ατόμου με πυρηνικό φορτίο Ze έχει την μορφή 

ψ -  A exp(~/? r), Α ,β = σταθ. 

και r την απόσταση μεταξύ ηλεκτρονίου και του πυρήνα.

r

b2 + k2 = 2mV/h2 και kcotka = -b  δίνουν έναν κύκλο ακτίνας 

i^mV/ft2)'12 και την καμπύλη b = - k cotka , αντίστοιχα. Το σημείο τομής
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(i) Να υπολογίσετε τις σταθερές A, β  .

(Η) Να βρείτε την ενέργεια Ε και τις μέσες τιμές της κινητικής και δυναμικής 

ενέργειας.
(iii) Να υπολογίσετε την μέση τιμή και την πιο πιθανή τιμή της r .

οο
Δίνονται: το ολοκλήρωμα Jd r r ne~*tr

ο
,/7 = 0,1,2,· (ΠΑΡ. Α) με

τον Ααπλασιανό τελεστή V2 = -^Τ + - ^ -  όταν δρα σε συνάρτηση που
dr1 r or

εξαρτάται αποκλειστικά από την r .

Απάντηση: (ί) A = ^ β 3/π , β  = Ζ/α , a = Λ2///7<?2, 

tnc^(ii) Ε = -Ζ 2 = -Ζ 2£0, οι μέσες τιμές της δυναμικής και κινητικής

ενέργειας είναι 2 £, -  £ ,

(iii) (r) = —  και — 
w  2 Ζ Ζ

αντίστοιχα.

Α 1 0 · Να θίξετε ότι *1 κυματοσυνάρτηση
ψ = A ζ exp(-r/2tf), Λ,α = σταθ.

είναι μια στάσιμη κατάσταση του ατόμου του υδρογόνου και να βρείτε την

αντίστοιχη ιδιοτιμή της ενέργειας. Να ελεγχθεί αν η ψ είναι ιδιοσυνάρτηση 
* ♦
των τελεστών της στροφορμής t 2J .x, t yJ . z και να υπολογισθούν οι

αντίστοιχες ιδιοτιμές όπου υπάρχουν. Σε ποιές τιμές των κβαντικών αριθμών 

η, ί, m αντιστοιχεί η ψ ; Επιπλέον να βρείτε την τιμής της ακτίνας r όπου
2

μεγιστοποιείται η ακτινική πυκνότητα πιθανότητας |> ^ (γ)| στην κατάσταση

αυτή και να ερμηνευθεί το αποτέλεσμα με το μοντέλο του Bohr.
Απαντήση:

me'
Ε ~ ~ 1 ^ β ~  Ε*1' ,J =  ̂ ,w = 0 αψου 12ψ = 2 Λ V , Ι τψ = 0 ώστε η

Ψι.\$(ϊ) = Η τιμή στο μέγιστο είναι γ = 4ο , η ακτίνα της

τροχιάς του Bohr για 2.
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■ 1

• Iι!
I

ί 0) Να υπολογισθούν οι ακτινικές πυκνότητες πιθανότητας μόνο στην
2 ι 12μεγίστη τιμή ί  = η - 1 όπου oc|r"e-r/o”| . Να δείξετε ότι οι

κατανομές έχουν μέγιστα ακριβώς στις ακτίνες των τροχιών του ατόμου 

του Bohr (Κεφ. 1.4, Κεφ. 1, Α1) με r„ = an2, η = 1,2,···, a = ft2/me2.

(ii) Να υπολογισθούν οι μέσες τιμές {/*), {r2 ,̂ ({Δτ)2  ̂.

(iii) Να υπολογισθούν οι ί̂ ι,ο,ο στην κατάσταση.

Λύση:

(ϊ) Το πολυώνυμο Laguerre7 Fn nA (r) ~ rn στην περίπτωση που ο ί  έχει την 

μέγιστη τιμή ί  = η - 1  αρχίζει και τερματίζει στην ίδια δύναμη η ώστε 

y n n_ι (r) = A e~r!an Fn>nA ( r ) , με την σταθερά A να έχει διαστάσεις α-1 / 2 ενώ η F

είναι αδιάστατη αρκεί το r να διαιρεθεί με το μήκος a (α είναι η ακτίνα Bohr). Η 

σταθερά Α προκύπτει από την κανονικοποίηση της ακτινικής πιθανότητας

Ρ Η λ ,η-ιΜΙ2 = Λ2 ”\dr e~2rla" = 1 
ο ο α

,e

ι
%

y (2 n)\ 4a

7 Από το Κεφ. 5.3.3: F„<t ~ r M  +a, r M  + -  + a„_( r n
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Οι ακτινικές πυκνότητες πιθανότητας για η = 1,2,3 με £ = η -1 φαίνονται στο σχήμα 

και έχουν ένα μόνο μέγιστο. Όταν ο κβαντικός αριθμός ί  είναι ί  = 0,1, 2, ···, η - \  

στην ακτινική πυκνότητα πιθανότητας παρατηρούμε η, w-Ι , η -2 , ···, 1 μέγιστα, 

αντιστοίχως. Τα ακρότατα υπολογίζονται αν ληφθεί η παραγωγός της πυκνότητας

πιθανότητας \y„t„-] (r)| ως προς r και τεθεί ίση με το μηδέν. Παρατηρούμε όταν

£ = η - 1  τα μέγιστα πιθανότητας συμβαίνουν σε τιμές που αντιστοιχούν στις τροχιές 
του Bohr, αφού

— (r2n e 2r!an) = 0 <=> —  = —  <=> rn =a n2y n = 1, 2 ,···, a ^ h t/m e 2 . 
dr r an

Επιπλέον μπορεί να δειχθεί ότι η διασπορά της κάθε καμπύλης είναι ~/?3/2.

(ii) Οι μέσες τιμές υπολογίζονται από τα αντίστοιχα ολοκληρώματα (ΠΑΡ. Α) με

ί |2 ί2Ϋη*] 1 r2nτην ακτινική ττυκνότητα πιθανότητας \yntn-\ (r)| = ~
2λ+1

e -2r/an  ̂ ^ σχε

(ή=  jdr r \ynnA( r f  
0

2 w = nza + —a
. 2

(r2)=  fd r r 2 |^„,n. |( r )|2 = n2a2 (2n + l)(2n + 2)/4
0

{(Ar)2) = (r2) - ( r ) 2 =(2« + l ) n V /4 .

Π.χ. για n=\ με αντικατάσταση έχουμε

(r) = P )  = 3o2, ((Δγ)2) = | o 2.

Επίσης, οι μέσες τιμές

( r )  aw2 * (r2) a 2n3( n - \ / 2 ) '

(iii) Από την θεωρία fj 0 -  r 0+i -  r που διαιρείται με την α χωρίς να χρειάζεται

w
καθόλου αντικατάσταση στην (5.102), ενώ από την κανονικοποίηση Jdr |yl 0(r )|2 = I

t  k \  2και το γνωστό (ΠΑΡ. Α) ολοκλήρωμα (dr χ* e~** = —τ-̂ τ προκύπτει Α = , με
n r +l Vo
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ΛοΟ)
2 r e-rja

Ψ\* = n o ,ο = h o W V -Φ) = ^ - Υ 0°(θ,φ) = - f L ·  a = h2/me2
-lc?n

'y A 1 2 . (i) Πονοι κβαντικοί αριθμοί περιγράφουν μια κατάσταση του 
ηλεκτρονίου στο άτομο του υδρογόνου; Ποια είναι η φυσική σημασία τους;

(ii) Να υπολογίσετε το μήκος κύματος λ της γραμμής στο φάσμα του 
υδρογόνου που αντιστοιχεί στην μετάβαση από τον κύριο κβαντικό αριθμό 

«=3 στον η=2. Σε τι χρώμα αντιστοιχεί το εκπεμπόμενο φως;

Απάντηση: κόκκινο με λ » 6580Α.

(iii) To positronium είναι ένα θεωρητικό ‘άτομο’ αντίστοιχο με αυτό του 

υδρογόνου όπου υπάρχει το γνωστό ηλεκτρόνιο αλλά αντί του πρωτονίου του 

πυρήνα εκεί είναι ένα ποζιτρόνιο πάλι θετικού φορτίου αλλά με μάζα ίση με 
αυτή του ηλεκτρονίου. Σύμφωνα με την άσκηση 2 να συγκρίνετε τις 

ενεργειακές στάθμες του positronium με αυτές του υδρογόνου. Ποιο είναι το 

μήκος κύματος λ της μετάβασης 2ρ—> 1 s στο positronium και ποιο στο 

υδρογόνο;

Απάντηση: Η ανηγμένη μάζα (5.75) για το positronium είναι μ  = —  = —
2m 2

ώστε£„ -> Ε„/2, λ 2̂ \ = Η2πο/ΔΕ2̂ >\ ~ 2426Λ ,Δ£2_>ι = -13.6eK

1 1 =10 .2  eV .= 5.1 eV ενώ στο υδρογόνο είναι ΔΕ7 ,ι =-13.6eK , .
1 2 2 I2 )

(iv) Να σχεδιάσετε τις κατανομές πιθανότητας (την ακτινική και την 

γωνιακή) για το άτομο του υδρογόνου με ένα ηλεκτρόνιο στην 1ί  και στην κάθε μια 

από τις 2ρ  καταστάσεις. Να δείξετε ότι το άθροισμα των κατανομών για τις τρεις 2ρ

καταστάσεις δίνει την ισοτροπική ολική πυκνότητα πιθανότητας \y(r)\ .

(ν) Να βρείτε την αναμενόμενη ή μέση τιμή <r> στην 2ρ κατάσταση του 
ατόμου του υδρογόνου και να συγκρίνετε το αποτέλεσμα με τον τύπο για την ακτίνα 

της κυκλικής τροχιάς στο άτομο του Bohr n=2, όπου r„ -a n 2, η = 1,2,··-και

a=ti2fme2 την ακτίνα Bohr, με 2ρ: η=2,ί = 1. Απάντηση: Η μέση τιμή είναι 

(r) = 5α ενώ r2 = 4α .
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>  Α 1 3 .  (i) Να δείξετε ότι η ψ(θ^φ) = ϋχιθεο%φ είναι ιδιοσυνάρτηση του I 2

αλλά όχι του έ : . Να κανονικοποιήσετε την ψ στην επιφάνεια της μοναδιαίας 

σφαίρας. Ποια είναι η < ί . > σε αυτή την κατάσταση ;

Απάντηση: η ιδιοτιμή του I 2 είναι 2Λ2, όπως αναμένεται αφού η ψ είναι 

στην μορφή γνωστής σφαιρικής αρμονικής με C = 1 . Η μέση τιμή (£2) = 0.

(ϋ) Να δείξετε ότι η κανονικοποιημένη ψ γράφεται 

{Υ*'{Θ,φ) + Ύ ^φ,φ))Ι^ΐ2  όπου Υ^(θ,φ) είναι οι κανονικοποιημένες

λύσεις του γωνιακού μέρους της εξίσωσης Schrodinger (τα πρόσημα των 
σφαιρικών αρμονικών Υ είναι απλώς θέμα ευκολίας).

(iii) Η ψ είναι γραμμικός συνδυασμός (υπέρθεση) δύο κυματοσυναρτήσεων 

που αντιστοιχούν σε διαφορετικές τιμές της άρα η ψ δεν είναι

ιδιοσυνάρτηση της . Να εξηγήσετε όμως ποιες είναι οι πιθανότητες ώστε

σε σύστημα που χαρακτηρίζεται από την ψ η μέτρηση του I 2 και του ί : να 

δώσει t  = 1 και m -+ 1,0 ,—1 . Από τις πιθανότητες να υπολογίσετε με αυτό 

τον τρόπο την μέση τιμή < ί 2 >.

(iv) Να ερμηνεύσετε το φαινομενικά 'παράδοξο * οι λύσεις

Ψ„(ηι= ϋη<ΥΓ(0,Φ)

για το άτομο του υδρογόνου με η τον κύριο, ί  τον τροχιακό και m τον 

μαγνητικό κβαντικό αριθμό να σχετίζονται με τον ζ -  άξονα ενώ το 
δυναμικό είναι σφαιρικά συμμετρικό.

Απάντηση: Η γωνιακή εξάρτηση των ψη(η} υπάρχει στις σφαιρικές αρμονικές 

Υ{” που όπως φαίνεται στα πολικά διαγράμματα δεν είναι σφαιρικά συμμετρικές, 

εκτός όταν i = 0. Η μη σφαιρικά συμμετρικές y/n(m για ί *■ 0 αντιπροσωπεύουν την 

κατάσταση του ατόμου μόνο παρουσία εξωτερικής δύναμης, π.χ. λόγω μαγνητικού

πεδίου Β που εφαρμόζεται από πριν στο σύστημα και αποτελεί τον φυσικό ορισμό 
του z -  άξονα. Η κατάσταση του ατόμου απουσία αυτής της εξωτερικής δύναμης είναι 

σφαιρικά συμμετρική και αναπαρίσταται είτε από την σφαιρικά συμμετρική 

κατάσταση I = 0 (σελ. 208) είτε από τον γραμμικό συνδυασμό μη συμμετρικών 
σφαιρικών αρμονικών που πάλι δίνει σφαιρικά συμμετρική κατάσταση. Με άλλα
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λόγια ο 2  άξονας εμφανίζεται επειδή αυθαίρετα επιλέγουμε να μετρήσουμε την 

συνιστώσα Ι τ .

Στο παράδειγμα με η = 2,£ = \ το άτομο είναι σε μια σφαιρικά συμμετρική 

κατάσταση. Όταν όμως διέλθει από μια συσκευή Stem-Gerlach που μετράει την 

2 -συνιστώσα της στροφορμής ο μαγνητικός κβαντικός αριθμός m = +1,0 , - 1  

αναλύεται σε τρεις συνιστώσες, με γωνιακή στροφορμή +fi,0,-h στον 2 -άξονα,

στην κατεύθυνση του μαγνητικού πεδίου Β της συσκευής. Επομένως οι καταστάσεις 

του ατόμου ψ2 \\, ¥no  > ^ 21-1 που προκόψουν μετά την μέτρηση παύουν να

είναι σφαιρικά συμμετρικές. Όταν ένας μεγάλος αριθμός ατόμων διέλθει από την 

συσκευή αυτά αναμένεται να κατανεμηθούν ισοδύναμα στις τρεις καταστάσεις ώστε

η μέση τιμή της συνιστώσας κατά μήκος του Β να είναι μηδέν. Αυτό συμβαίνει για 

οποιονδήποτε άξονα και δηλώνει πως στο αρχικό σύστημα από φυσική άποψη δεν 

υπήρχε πριν την μέτρηση συγκεκριμένος άξονας. Αρχικά η κανονικοποιημένη 

κυματοσυνάρτηση είναι

¥  = C+\ Ψ2Μ + c0 ̂ 210+C-l Ψ2\-\

με συνιστώσες

k-il2 = M 2 = K il2= j

συγκεκριμένου μέτρου αλλά απροσδιόριστης φάσης. Μόνο μετά την μέτρηση θα 

απαλλαγούμε από αυτή την αυθαιρεσία και το σύστημα θα βρεθεί σε μια από τις τρεις 

συνιστώσες. Στο παράδειγμα αυτό παρατηρούμε πως το τετράγωνο της αρχικής 

κατάστασης

~Ι^2 ΐΜ  Ρ —  sin2 0  + —  cos2 0 + — sin2 0 
3 v8zr 4π 8π )

= ^ , Μ Ι 2

έχει την απαιτούμενη σφαιρική συμμετρία. Η γενική ιδιότητα των σφαιρικών 

αρμονικών
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δηλώνει πως μια μέτρηση του τετραγώνου της κατάστασης ενός συστήματος χωρίς 

τον καθορισμό του κβαντικού αριθμού m αποτελεί μια σφαιρικά συμμετρική 

συνάρτηση.

ί>  Α 14 .: * Το ηλεκτρόνιο του ατόμου του υδρογόνου είναι σε μια στάσιμηκ#ν·
1 κατάσταση ενέργειας -  0.5444eV και περιγράφεται από την κυματοσυνάρτησηί
ί Wntm =AR{r)sm2e e 21*

Να υπολογίσετε τους τρεις κβαντικούς αριθμούς αυτής της κατάστασης. 
Δίνονται:

Απάντηση: π = 5 ,  ̂= 2 ,/π = 2 .

£„ = V = -t> 2η*
1 d . . .  d . 1 a2(sin#— ) + —

sin# a# a# sin2 # δφ2

A 15. Να λύσετε την ακτινική εξίσωση ως προς y{r)- r R(r) για την κίνηση 

ηλεκτρονίου σε πεδίο Coulomb και να υπολογίσετε τη μορφή του R(r) όταν 

(ί) οι αποστάσεις r είναι μεγάλες (r -> οο), (ίί) όταν είναι μικρές (r -» 0 ).

Απάντηση: (i) lim R(r) = — e~rr , γ 2 = — (ii) lim R(r) oc r e.
r-> CO r r-* 0

ί >  A 16 . To ηλεκτρόνιο του ατόμου του υδρογόνου είναι στην κατάσταση 

Ψ(γ )=Α (1 + a r )e a r , Α , α, α=σταθ. Να υπολογίσετε8 τις α, α, /ί και την Ε .

Απάντηση: α = α = - m e 2  _  w e 4 . 1 / 0  3 \ - , / 2  r η  u— γ-, Ε=----- - ,  Α=-(2πα*) , σ η ακτίνα Bohr.
2 Λ2 8Λ 2

ϊ X ν Α 17 . Ηλεκτρόνιο υπό την επίδραση δυναμικού Coulomb ενός πρωτονίου 
είναι στην κατάσταση που περιγράφεται από την κανονικοποιημένη 
κυματοσυνάρτηση

V'(r) = j  [2 ψ\ οο (»·) + 2 Ψ2 , 1 (Γ) -  Ψ21 0 (r >)

(ί) Ποια είναι η μέση τιμή της ενέργειας;

8
Το Ελληνικό α  και το Λατινικό άλφα α είναι βεβαίως διαφορετικά.
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(ϋ) Ποια είναι η μέση τιμή του ί 2;

(iii) Ποια είναι η μέση τιμή του I . ;

(iv) Ποια είναι η κυματοσυνάρτηση όταν Ψ(ε,Ο) = ψ(Ρ) ;

Απάντηση: (Ε) = (ψ\Η\ψ) = - (4 £'1 + 5£2) = —— = -7.93eF,
9 9

< ^ 2  > = y fc2,(^z) = y ,

Ψ(γ, 0  = - ( 2 β - ^ ψ {00 + 2 β ~ ^ ψ 1χ, -  e-^<¥ m \  ω{ = ^ ,  ω2 =
3 η h

_ ε2

Μ 8 . Οι γεννήτορες L„, η = 0, ±1, ±2, ··· μιας απειροδιάστατης άλγεβρας 

Lie9 ικανοποιούν την συνθήκη L_„ = I* και χαρακτηρίζονται από τον μεταθέτη

[Lm>Ln\= {τη — n)Lm+„ + — /w(/w2 c > 0, £q = ( 2 ■

Όταν E>0 με χαμηλότερη ιδιοτιμή του L ^ - i z την λ  αντίστοιχης 

ιδιοσυνάρτησης \ λ ) ,  να δείξετε:

(i) Ο Ln<ο είναι τελεστής δημιουργίας και ο Ι „>0 είναι τελεστής 

καταστροφής.

(ϋ) Από την συνθήκη κανονικοποίησης (λ\λ) = \ να υπολογισθεί η

|ψ) = Lm|λ), για /«< 0 . Υπάρχουν (και ποιοι) περιορισμοί στις 

σταθερές c, λ\

Λύση:
(ΐ) Από την σχέση μετάθεσης για η Φ 0 

για m = 0: L0L„ -  L„Lq = -nL„,

με δράση στην | λ)

Ιο {L„\X)) = LnL0\X)-nLn\X)

= (Α -« )(ιημ)), « * ο .
Επομένως, ο Ι „<0 είναι τελεστής δημιουργίας αφού οι Ι„<0|Λ) είναι ιδιοσυναρτήσεις 

με ιδιοτιμές λ  + { - π )  HiU t

r"" ,i
-----------------------------------  ί  IS,

Η άσκηση αφορά τις σύμμορφες θεωρίες πεδίου.

4£
\ιι
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Lo(ΐ„μ ))= μ + (-«))(ΐ„μ )), «< ο
και ο Ι Λ>0 ε/να/ τελεστής καταστροφής αφού οι Ln>$\X) είναι ιδιοσυναρτήσεις με 

ιδιοτιμές λ - π

Lo{Ln\X ))^{X -fi){Ln\X)\ n>0.

(ii) Όταν \n) = Ln\X) με n < 0 από την παραπάνω

Lo\n) = (X + H)|w) n = -1, -2 , -3,···

ενώ από την

LmLo -  LoLm = rnLm

έχουμε για m < 0

m .L m\n)) = LmLfi\n)-m Lm\n)

= (A + |/j| - w)(Z Jm)).

Από την κανονικοποίηση (Λ|Λ) = 1, την (ψ\ = (Α|Ζ,  ̂ = {Λ|JLm, την L_m\X) = 0 με 

m < 0

(ψ\ψ) = (ML-mLm\A) = <Α|[Ζ..„„έ„,]μ> = 1 

ο  +-^m(m 2 -l)j|A ) = I

ο  2λ + — (m2 - l)k O .
1 2 v '

Θέτουμε A /= |w |>0. Για M=l: Λ > 0 , ενώ για Μ>1 : c!k0 ή

2λ + — (Μ2 -  l ) i  0 ο  λ  = ——(Μ2 - 1) που για 2 ,3, · · · ,Μ δίνει τις τιμές 
12 24

• Ri , ι  24ΛC - - 8A,-3 λ , ···,- _ j ’

Α 19. Για καταστάσεις του ατόμου του υδρογόνου που αφορούν κύματα s-
'i t

τύπου μηδενικής γωνιακής στροφορμής (ί * 0) η ψ(?) εξαρτάται μόνο από την 

■ ακτίνα r και όχι από τις Θ,φ (σφαιρικά συμμετρικές λύσεις ψ ) με την εξίσωση 

SchrOdingcr να γράφεται

ψ = Ε ψ .

ι
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|έ
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ί̂'τΜ
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ii-
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(i) Να δείξετε με την αντικατάσταση r-+ a r , a -  tp-fme2 η ακτίνα του Bohr,

/we4 _ me4και Ε Ε , - ^ -  = 13.6eF, η τρισδιάστατη εξίσωση λαμβάνει την

μορφήίο

Με την αντικατάσταση r y/(r) = f( r )  γίνεται f ( r )  = -^£  + —j / ( r )  ενώ από 

την επιπλέον αντικατάσταση /(/*) = e-arg(/·) προκύπτει η 

g”(r)-2ag '(r) + ̂ E + — + a2jg(r) = 0. Επειδή το α είναι μια ελεύθερη

παράμετρος θέτουμε a 2 = -Ε  ώστε καταλήγουμε στην διαφορική εξίσωση

g ”(r) -  2ag'(r) + ~g{r) = 0 . 
r

Να γράψετε την λύση της διαφορικής εξίσωσης με την δυναμοσειρά
00

g(r) ~ ^ b k rk , bk είναι οι σταθεροί συντελεστές, να την παραγωγίσετε δύο 
*=ι

φορές και αφού εξισώσετε τους όμοιους όρους να δείξετε την αναδρομική σχέση

L 2 ( a £ - l ) L wl ,
4« = ^ o 4‘ -7“ w > 1 ·

Στο ασυμπτωτικό όριο r » :  bM  « “ στε 8 ,(/‘) ~ g2ar και

/ ( r )  ~ e~ar+2ar _ gar που απειρίζονται, επομένως δεν αποτελούν λύση δέσμιας

κατάστασης. Όμως, αν για κάποιον ακέραιο η ισχύει a  = — ο  ύ„+, = 0
η

προκύπτει ένα πεπερασμένο πολυώνυμο g (r), ενώ ο όρος e~ar αναμένεται να 

μηδενίσει την f ( r )  = e~ar g(r) στο όριο. Επομένως οι δέσμιες καταστάσεις είναι 

αποδεκτές λύσεις με 10

10 Οι μονάδες μέτρηοης της απόστασης r  είναι οι ‘ακτίνες Bohr α ~  0.528 Λ  και της ενέργειας Ε  τα 
Rydberg» 13.6eF\
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« = En = - a 2 = —ί  w = l ,2,3,···,
nl

και με την αποκατάσταση των μονάδων οδηγούν στις γνωστές αρνητικές τιμές 

της ενέργειας11 για το άτομο του υδρογόνου En = -(/we4/2ft2 )w“2.

(ϋ) Γενικά σε έναν Ν-διάστατο χώρο, αντί τρισδιάστατο με Ν= 3, η εξίσωση 
Schrtfdinger για το άτομο του υδρογόνου έχει την μορφή

ψ = Εψ  ,ft2 ( d 2 + Ν - 1 d~)
2m \dr2 r dr, r

ενώ στο όριο μεγάλου Ν , όπου δεν υπάρχει διαφορά μεταξύ των όρων Ν, Ν  - 1 , 

είναι ισοδύναμη με την

Γ ,7a2*/ d2 + Ν_ £ ) .  e2 

L 2m (dr2 r dr
ψ = Ε ψ .

Να δειχθεί ότι στο όριο μεγάλου Ν ο μετασχηματισμός Η  -» r^ 2 Η r~N!2 

(ισοδύναμος με ψ -> Γ Ν/2ψ ) δίνει djdr -> d/dr-N /2r  και 

d 2/dr2 -> d2!dr2 ~(N/r)(d/dr)+ N 2/4 r2 + N / lr 2 (να αποδειχθούν θέτοντας

μια βοηθητική ψ) και η Χαμιλτονιανή, χωρίς όρους -Ν αφού οι -Ν 2 

υπερισχύουν, γίνεται

>/ = - — f — Μ
2m \dr2 4r2J r '

Αν εφαρμοσθεί η κλιμάκωση r  -> Ν 2 r  τότε

00

h2 d 2 ft2 e2 1 h2 d 2 „
2mN2 dr2 Smr2 r " N 2 [  2meff dr2+V* \

και εκτός από τον συνολικό παράγοντα 1/ Ν 2 που καθορίζει την συνολική

χωροχρονική κλίμακα προκύπτει η Χαμιλτονιανή σωματίου ενεργού μάζας

*> Λ2 e2mejj =mNl που κινείται στο ενεργό δυναμικό Ve/r(r) = ------ -----. Στο όριο
^ 8 mr2 r

11 Οι ενέργειες είναι αρνητικές αφού στο δυναμικό του ατόμου του υδρογόνου το μηδέν της ενέργειας 
είναι στο όριο r * οο απόστασης ηλεκτρονίου-πρωτονίου. Για κοντινές αποστάσεις η ενέργεια είναι 
μικρότερη και επομένως αρνητική.
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μεγόλου-Ν η ενεργός μάζα είναι τόσο μεγάλη που το σωμάτιο απλώς κάθεται 

στον πυθμένα του δυναμικού (κλασσική λύση) με την θεμελιώδη (βασική)

κατάσταση απλώς το ελάχιστο του Vê  από την
δΚeff

dr
= 0 .12,13 Το αποτέλεσμα

για το ελάχιστο είναι r -  a/4 = (h2/me* 13 1 )(1/4) με τιμή (α/4) που ισοδυναμεί 

με την ενέργεια της βασικής στάθμης στο όριο μεγάλου-Ν

me4 4Ε = -----χ----ζ-, Ν  -> οο .
2η2 Ν 2

Παρατηρούμε πως ο τύπος για Ν = 3 (τρισδιάστατος χώρος), αν και το 3 είναι

μακριά από το όριο Ν  <χ>, δίνει την προσέγγιση Ε = - me4 4 
2Η2 9

ενώ το ακριβές

meαποτέλεσμα είναι Εχ = ----- =-. Οι διορθώσεις υπολογίζονται με το ανάπτυγμα
2

μεγάλου-Ν και δίνουν την σειρά Ε = - me4 4 ί  2
+~ν

3
+ —ΖΓ + που είναι

ιη 2 Ν 2\  Ν  Ν 2 

συμπτωματικά ή ίδια με την τιμή του ακριβούς αποτελέσματος από την

διαγωνοποίηση14 Ε = - me me4 4
2 h1 Ν2 \  Ν Ν2

1 Η----+ Στις τρεις

διαστάσεις Ν= 3 δίνει Ε = Εχ = - me  ̂
2h*

,2 Οι υψηλότερες στάθμες προκύπτουν από το λεγόμενο ανάπτυγμα μεγόλου-Ν  με την τετραγωνική 
προσέγγιση του ενεργού δυναμικού κοντά στο ελάχιστο ενώ οι μη αρμονικοί όροι 
συμπεριλαμβάνονται με θεωρία διαταραχών (Κεφ. 7).
13 Αντίστοιχοι υπολογισμοί μπορεί να γίνουν για s-τύπου καταστάσεις και για το άτομο του Ηλιου 

δύο ηλεκτρονίων (Ζ = 2) με συντεταγμένες η r%f , που περιγράφεται από την Χαμιλτονιανή

Η =-----Σ
2m i 2 2 

dr, drn fν 1/ 2/ J

2 1 1 - 2 e 2 — + —
r2J

με η ,/*2 είναι οι αποστάσεις των δύο ηλεκτρονίων από τον πυρήνα.

Γ — Γ IΓι ι\

14 Από την παράγωγο ως προς χ  της γεωμετρικής σειράς 1 + jc + x2 + χ 3 + -·· = --- , |τ| < 1, με την
1 -χ

1 2 3 . 1
αντικατάσταση χ  = — προκύπτει η σειρά: 1 + — + —— + · ·   -----------;

Ν  Ν  Ν 2 ( \ - ΐ / Ν } &
Ν >  1.
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Μ Α Γ Ν Η Τ ΙΚ Ο  Π Ε Δ ΙΟ  Κ Α Ι  Σ Π Ι Ν

Ό Pauli στον παράδεισο απαιτεί από τον θεό να 
του εξηγήσει π/ν σταθερά λεπτής υφής a = e 2 / h c . 

Εκείνος πάει στον πίνακα, γράφει, γράφει, ... και 
κουνάει με αμηχανία το κεφάλι του'

Ανέκδοτο

Η Χαμιλτονίανή ενός ηλεκτρονίου φορτίου e (e<0) και μάζας m σε 

δυναμικό V(r) , παρουσία μαγνητικού πεδίου γίνεται
ι  2

= + f (F), (6 . 1)
- * 2m \  c )

όπου το μαγνητικό πεδίο B(r) καθορίζεται από το διανυσματικό δυναμικό A(r) με 

την σχέση

B ^ y x A .  (6 .2 )

Οι αντίστοιχοι τελεστές ρ> Α δεν μετατίθενται ενώ το ανάπτυγμα

=ρ2 -^(p-A + A-p)+^jA2 (6.3)

είναι ερμιτειανού τύπου για να είναι η Η ερμιτειανή. Το νέο διανυσματικό δυναμικό 

που ορίζεται από τον μετασχηματισμό βαθμίδας (gauge)

5  = Ji + VA(r) (6.4)

δεν αλλάζει το πεδίο B = V x A = V x A ,  επειδή VxVA(?) = 0 για οποιαδήποτε 

A(r). Παρατηρούμε πως οι επιλογές της συνάρτησης διανύσματος θέσης Α(γ)

: καθορίζουν διαφορετικές βαθμίδες με διαφορετικά διανυσματικό δυναμικά A . Το 

γεγονός ότι το διανυσματικό δυναμικό Α δεν είναι μοναδικό στην πράξη δεν

i επηρεάζει αφού τα αποτελέσματα πρέπει τελικά να εξαρτώνται από το πεδίο Β και τα?
- « Β

ι διαφορετικά Α που συνδέονται με μετασχηματισμούς βαθμίδας δίνουν το ίδιο Β . ^
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■ Παράδειγιια 1: Ένα φορτισμένο σωμάτιο σε συγκεκριμένο ομογενές 
μαγνητικό πεδίο Β = Bez στον ζ -  άξονα μπορεί να περιγράφει από τα 
διαφορετικά διανυσματικά δυναμικά

( 1 ) A = (αχ, Ay, Az) = (-By/2, Bx/2, 0) = -rx B /2 (6.5)

(2 ) λ  = (Αχ, Ay, Αζ) = ( - By, 0, 0) , (6.6)

(3) A = {Ax,A y ,A z )={D,Bx,.ti) , (6.7)
κλπ. Η επιλογή (6 .6) προκύπτει από την (6.5) με τον μετασχηματισμό 
βαθμίδας A + V (-xyB/2) όπου A(r) = - xyB/2, η επιλογή (6.7) προκύπτει 
από την (6.5) με τον μετασχηματισμό βαθμίδας A + V(xyB/2) όπου 
Λ(F) = + xyB/2, κλπ. Και οι τρεις μορφές του Α δίνουν προφανώς το ίδιο 
B = V x A =  Bez.

Η χρονικά εξαρτημένη εξίσωση Schrodinger για ελεύθερο σωμάτιο (V = 0) 

παρουσία μαγνητικού πεδίου Β

= (6 .8)

με τον μετασχηματισμό βαθμίδας λ -> A = Α + VA(?) αλλάζει στην

J_iρ  _£vA(r)f Ψ(?,0 = /»|·Ψ(?,0 (6.9)
2  m \ c c ) ot

που μπορεί να γίνει ακριβώς ίδια με την αρχική αρκεί η κυματοσυνάρτηση να

συνοδεύεται από την αλλαγή φάσης

Ψ(?,/) -> Ψ(γ,/) = . (6.10)

□ Το μαγνητικό πεδίο παραμένει το ίδιο ενώ η φάση μιας κυματοσυνάρτησης 
εξαρτάται από την επιλογή της βαθμίδας. Επομένως, η αντικατάσταση του 

διανυσματικού δυναμικού και της κυματοσυνάρτησης Α, Ψ από

A = A + VA(r,t)

~ ι—Λ(γ)
Ψ(Γ, 0  = βΛ* Ψ( ? , 0

(6.1 1 )

διατηρεί αναλλοίωτη την μορφή της εξίσωσης Schrodinger.
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PJ.
£ Απόδειξη:

Πρέπει πρώτα να επιβεβαιωθεί ο μεταθέτης 

Με εφαρμογή του αποτελέσματος (6.12) υπολογίζεται και ο

P ,e hc -  '·ΤΛ(?Γ) -  -kfb ' τ Α^= ρ e ”c - e *  ρ  — —inve "c ■

ώστε

- 'fA<'> 'fA<?> 'f Α<?> -p e he — VA( r )e*c — e p
c

(6 .1 2 )

(6.13)

(6.14)

-A(r)
από την οποία με πολλαπλασιασμό με e ^  προκύπτει ο μετασχηματισμός 
ομοιότητας

και παρομοίως

he I p — VA(r)J e ^  = p

e -  ε ΛΑ/_Λ ' f A(?) - e -Ae he I p  —  A — VA(r) I e = p — A .
\  c c J c

Η διπλή εφαρμογή του μετασχηματισμού ομοιότητας δίνει
e -  ε ή ί / _Λ2 'fA(r) (_  £ - e Λγ I ρ — A — VA(r)J e hc = I ρ —  A

1

(6.15)

(6.16)

(6.17)

Ρ
!fii

ϋ

( -  e -  e -  _ Λ 2 ( - e -Λ2 “/·Ip — ̂ — VA(r)J = e hc Ip —  A l e he

Επομένως, η μετασχηματισμένη εξίσωση

- ί - ί Ρ  - - 5 Υ  Ψ(Γ,/) = Λ ·|·Φ (γ,/)
2  m \ c ) ο!

<* Μ Ρ - - Α - - VA(r ) ί  T (r ,/) = /ft|· Ψ ( γ,/)
2m \ c c J ot

-Γ :

■is

<=> T ~ fP  - - ^ 1  eWfteA(,)V (r,0  = /ft |- Ψ ( γ,/) e"** 
2 mV c J dt

επανέρχεται στην αρχική αρκεί η κυματοσυνάρτηση να αλλάξει στην

-/f-A(r) he

i -̂A(r)Ψ(Γ,/) = εΛί T ( r ,/).

(6.18)

(6.19)

(6 .2 0 )
y t>Jf.
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Η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger Ηψ = Εψ παρουσία μαγνητικού 

πεδίου Β στο χρονικά ανεξάρτητο δυναμικό V(F), από την αντικατάσταση 

Ψ(7,/) = e~iE,/ny/(r) γράφεται

2

ί - ^ +
 ̂ 2m

1 ( e ----- -  ihv --A (F )
2m V c

ieti - - ieti -  ■-----A-V + ----- v · /
2 me 2  me 2 me2

y/(F) = Ey/{F)

Α2 + ν$)\ψ(Ψ) = Εψ{τ),  (6.21)

με διανυσματικό δυναμικό A(r) . Η αντικατάσταση V ■ Α ψ = A · V ψ συμπτύσσει τον 

δεύτερο και τον τρίτο όρο σε έναν ενώ το 2 φεύγει από τον παρονομαστή. Είναι 

επιτρεπτή όταν ικανοποιείται η βολική συνθήκη V-A = 0 που υλοποιείται στην

περίπτωση σταθερού και ομογενούς μαγνητικού πεδίου Β με την επιλογή1 βαθμίδας 

(6.5)

A = ~ F x B  = (-By/2,Bx/2,0) . (6 .2 2 )

Η (6.21) γράφεται

h ieti -  -V 2 + - A - V  +
2m me 2 me2

A2 +V(F) ψ{Ψ) = E y/{r) (6.23)

και αφού (p x Β)· V = -B  · (r x v ) ο δεύτερος όρος της (6.23) μπορεί να γραφεί

ietiieti -  ieti λ. - — A · V = -  
me

(FxB)-V = — B-(FxV) 
2mc 2mc

6 B-(Fxp) = — — B~i
(6.24)

2mc 2 me

Ο τρίτος όρος της (6.23) όταν το Β καθορίζει τον z -  άξονα λαμβάνει την μορφή
2 22eLA

2mc2 8 me2
e2B2 ,, ,2

8 me2

,2 . t2
8 me2 
e2B2
8 me2
1
2

((x2 + y2 + z 2 ) - z 2) 

(x2 + y2)

[x2 +y:

(6.25)

= —m a 2(x2 + j>2)

1 Η επιλογή της βαθμίδας είναι ελεύθερη.
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? του δυναμικού ενός διδιάστατου αρμονικού ταλαντωτή με γωνιακή συχνότητα 

Larmor ωί = eB/2mc. Οι όροι που υπολογίσαμε έχουν τυπικό μέγεθος ανάλογο του
;
| Β και σε ατομικά συστήματα γίνονται εμφανείς μόνο σε υπέρμετρα ισχυρά πεδία.
ί ,
ί Πολύ μεγάλα πεδία, της τάξης -ΙΟ 12 Gauss, που αλλάζουν την δομή των ατόμων 

 ̂ ίσως να υπάρχουν μόνο στην επιφάνεια αστέρων νετρονίων. Επίσης, ο αρμονικός 

- όρος (6.25) είναι σημαντικός στην κίνηση του ηλεκτρονίου σε σύγχνοτρον. 

1ι Συμπεραίνουμε, λοιπόν, στο χρονικά ανεξάρτητο δυναμικό V(r) παρουσία

j|y μαγνητικού πεδίου Β η χρονικά ανεξάρν^Ό] εξίσωση Schrodinger γίνεται

if
r

\
— V2 +V{r)— - Β · 1  +  - ι η ω 2 ( χ 2 +  ν2) 
2m 2me 2 1 * ’

ψ(7) = Εψ{Ψ). (6.26)

Η (6.26) θα επιλυθεί για τις περιπτώσεις κεντρικού δυναμικού, όπως στο άτομο του 

υδρογόνου, και φυσικά για το ελεύθερο σωμάτιο όπου F=0. Στην διδιάστατη 

περίπτωση θα αναφερθούμε στο κβαντικό φαινόμενο Hall όπου κβαντικά φαινόμενα 

εκδηλώνονται στο μακροσκοπικό επίπεδο και επιτρέπουν τον υπολογισμό της 
σταθερός ti με ακρίβεια 1 προς ΙΟ8.

1*6.1. Το (ραινόαενο Zeem an

Η εξίσωση SchrOdinger για το άτομο του υδρογόνου, στο κεντρικό δυναμικό 

V(r)- ~e2/r με την αντικατάσταση της μάζας του ηλεκτρονίου mc για να μην 

μπερδεύεται με τον κβαντικό αριθμό m και αλλάζουμε το πρόσημο του φορτίου e σε 

- e % παρουσία του πεδίου Β = Bez χωρίς τον αρμονικό όρο ~ χ 2 +y2 που είναι 

ασήμαντος για άτομα ενός η?χκτρονίου γίνεται

Λ2 . ν * - ί 1  eB
2 me r 2 mec

ez \ ψ(?) = Εψ(τ) . (6.27)

Παρατηρούμε πως η Χαμιλτονιανή του ατόμου του υδρογόνου (Κεφ. 5) αλλάζει μόνο 
κατά τον όρο που οφείλεται στο πεδίο2

( - * ) -, η
2 mec

2 Hi = -/} · Β = -  t  · Β με την μαγνητική ροττή μ  = - γ  t  στο πεδίο Β και τον γυρομαγνητικό
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„ eB . 
Η\ 2mec

(6.28)

με £ζ την συνιστώσα της στροφορμής και ''0^h'eBj2me6 την συχνότητα Larmor. 

Επομένως, οι ιδιοσυναρτήσεις ψ„(η, παραμένουν ίδιες με αυτές του ατόμου του 

υδρογόνου (Κεφ. 5) που είναι ταυτόχρονα ιδιοσυναρτήσεις των τελεστών της

στροφορμής^ ,£ ζ με αντίστοιχες ιδιοτιμές
• ··■--·»· r.

_  mee4 1 HeB
E f Μ  Μ· ·n,m

.’s r . v - ·;.■· ··· ·'

+ ------ m = - —e-—- -  + ti6),m
2 ft2 n2 2m c 2 ft2 n? -···£.

(6.29)

αφού £z =mh και « = 1, 2 ,···, m = ^£,···.0,···,έ τους γνωστούς κβαντικούς 

αριθμούς. Παρατηρούμε, λοιπόν, άρση του εκφυλισμού στο άτομο του υδρογόνου3, 

από Ε„ σε En m, που οφείλεται στην παρουσία του μαγνητικού πεδίου Β .

Π. χ. παρουσία μαγνητικού πεδίου: 
5  = 0 Β * *  0

£=1

£ = 0

<·'■·

ftco(

με αντίστοιχα φάσματα

ftCDo+M

fto)0

«ι = + 1  

«ι = 0 

wj = - 1

Λω0-Δ£
1 — 1

ωο ω ο)ο" λ/?/ λ ω0 cog+ λ

Η ενεργειακή διαφορά λόγω του μαγνητικού πεδίου είναι
etiB

ω

Δ£ =
2mec

= μΒΒ (6.30)

3Παρατηρήθηκε για πρώτη φορά το 1896 και ονομάζεται φαινόμενο Zeeman. Το πείραμα όμως απαιτεί 
και την παρουσία του σπιν των ηλεκτρονίων που αγνοείται εδώ- Με το σπιν του ηλεκτρονίου έχουμε το
*ανώμαλο * φαινόμενο Zeeman
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{

μ£ μΒ = —ί ί — « 0.93x10~20erg Gauss"1 την μαγνητόνη του Bohr που αποτελεί 
2  m€c

μονάδα μέτρησης μαγνητικών ροπών. Μια αριθμητική εκτίμηση του μεγέθους
s διαχωρισμού της εκφυλισμένης ενέργειας λόγω ενός μαγνητικού πεδίου
ι
\ B = \0AGai4ss δίνει μικρές διαφορές Δ£ = 5  « 10 ~,6erg * ΙΟ”4^  που

αντιστοιχούν σε μήκη κύματος Α λ ~ 5  Α, αντί των ενεργειακών διαφορών της τάξης 

eVμεταξύ των σταθμών του ατόμου που αντιστοιχούν σε μήκη κύματος ~5000 Α.

6.2. Στάθαες L andau

Η εξίσωση Schr5dinger για ελεύθερο σωμάτιο μάζας m και φορτίου -  e στο 

πεδίο Β = Be: με τον αρμονικό όρο + y2 αφού l z = {xpy - ypx) είναι

p i (ρ Ι + ρ Ι)
+ ωί  {xpy - y P x ) + \ m ° > l{ x 7 +  y 2)

V' r * :·
y ( r )  - E  ψ(¥). (6.31)

2m 2m * ' 4' .  "  Λ/ 2< r . *
Επειδή ο πρώτος όρος στην παρένθεση εξαρτάται μόνο από τη ζ -  συντεταγμένη και 

μετατίθεται με την υπόλοιπη Χαμιλτονιανή (που είναι συνάρτηση μόνο των χ, y ) 

μπορούμε να γράψουμε την λύση ως το γινόμενο

ψ(7) = etk*z tp(x,y) (6.32)

με αποτέλεσμα την

+Pj)
2m o>L(xpy -yPx)+ ^ f”^ 2L(x2+ y 2)

Ν , , ί .  h 2 k j )^(x,y)= E ------ -
2m

|Kx, >0(6.33)

όπου k2 είναι η ορμή της κατάστασης στον ζ -  άξονα. Μπορεί να δειχθεί ότι η 

Χαμιλτονιανή είναι ισοδύναμη με αυτή ενός μονοδιάστατου αρμονικού ταλαντωτή

"=2 ϋΗ”“,’δ2) (6.34)

με ορμή, θέση και μεταθέτη

Ρ = -,={Px-ma>Ly \ Q = ~j:\>< + —
V 2 V2l mw

, &  Ρ ] - Λ .  (6.35)
ι /

αντίστοιχα. Επομένως, οι ιδιοτιμές ενέργειας γνωστές ως στάθμες Landau είναι

ΑΑ· + Λ“ ίη+τ)· « = 0,1,2,···, - » < k r <*eoJ (6.36) 
2 m  m c \  2 )  - ' 3

Μ

η
*
iti =
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ενώ οι ιδιοσυναρτήσεις είναι κοινές με αυτές της προβολής της στροφορμής I . .  Το 

φαινόμενο είναι γνωστό ως κβάντωση Landau. Στην διδιάστατη περίπτωση η 
κβάντωση

Ε„ = 2 hmL
/ 1 eBn+—\=h 

2) me
” + « = 0,1,2 ,···, (6.37)

εμφανίζεται σε διδιάστατα ημιαγώγιμα μεσοσκοπικά συστήματα στο γνωστό ως 
κβαντικό φαινόμενο Hall4.

6.3. Το κβαντικό Φαινόμενο Hall (κβάντωση αντίστασης)

6-3.1. Το κλασσικό ωαινόιιενο Hall

Η δύναμη Lorentz F = qE + — (ΰχΒ) επί κινούμενου φορτίου q παρουσία

μαγνητικού πεδίου Β και ηλεκτρικού πεδίου Ε , όταν Ε = 0 οδηγεί σε κυκλική

m u c  , qBκίνηση ακτίνας r -------  με την γωνιακή συχνότητα κύκλοτρού ωΒ = - — και όταν
qB me

— Ε χ Β
Ε ψ 0 σε κυκλοειδή κίνηση με ταχύτητα διαφυγής υδ = c— r—, όπως στο σχήμα.

Β*

Β
Ε - 0  0

Β
Ε *  0 j  0

Επομένως, για ροή του ρεύματος j x  προς τα δεξιά (τότε τα αρνητικά φορτία q  = - e

με e>0, κινούνται αριστερά) αποτέλεσμα της δύναμης Lorentz είναι η συσσώρευση 
των αρνητικών φορτίων (q < 0) προς την κατεύθυνση - y .  Τα ηλεκτρόνια στην

4 Βραβεία Νόμπελ 1985, 1998.
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κάτω άκρη και τα θετικά ιόντα στην πάνω δημιουργούν το ηλεκτρικό πεδίο Hall Ey

e uπου από την εξίσωση με την δύναμη Lorentz eEv = -υΒ  έχει μέτρο Εν =—Β.  Άρα,
J c c

η αντίσταση Hall ρ^, που μετράται στην κάθετη διεύθυνση είναι ανάλογη του πεδίου 

Β

Εν Εν 1
Pxy = — = ---= ---B = R„B,

χ  j x  n e v nec
(6.38)

με Rh τον συντελεστή Hall και η την πυκνότητα των ηλεκτρονίων. Όταν οι φορείς 

του ρεύματος είναι με θετικό πρόσημο π. χ. q = +e > 0 , το αποτέλεσμα της δύναμης 

Lorentz είναι η συσσώρευση θετικών φορτίων προς την κατεύθυνση του -  y  και το 

πρόσημο του πεδίου Hall αλλάζει5.

Θ  B = B ez

++++++ +

q = +e

+++++++

Το πρόσημο των φορέων καθορίζεται από το πρόσημο του συντελεστή Hall: Όταν 

οι φορείς του ρεύματος είναι αρνητικοί (π. χ. ηλεκτρόνια) ο συντελεστής Hall είναι 

αρνητικός ενώ για θετικούς φορείς είναι θετικός, αντίστοιχα. Το κλασσικό φαινόμενο 

Hall όπου ρ ^  oc Β παρατηρείται για σχετικώς ασθενή μαγνητικά πεδία με

Β< 1 Tesla και διακρίνονται οι θετικοί από τους αρνητικούς φορείς ρεύματος.

5 Παρατηρούμε πως και στις δύο περιπτώσεις, τα αρνητικά ή θετικά φορτία κινούνται υπό την 
επίδραση της δύναμης Lorentz στην κατεύθυνση -  y . Το πρόσημο της δύναμης δεν αλλάζει επειδή
ταυτοχρόνως αλλάζουν το πρόσημο του φορτίου e και το πρόσημο της ταχύτητας ΰ  .
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ι

)
;Ι ,
ι
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! i. ι
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II

Η κλασσική αντίσταση Hall φαίνεται στο σχήμα.

6.3.2. Το ακέραιο κβαντικό ωαινόιχενο Hall

Παρατηρείται στις μεσοσκοπικές διατάξεις Si-MOSFET, GaAs-GaAlAs όταν 

τα μαγνητικά πεδία είναι ισχυρά (Β< 8 Tesla) και οι θερμοκρασίες πολύ χαμηλές. Η

αντίσταση Hall εμφανίζει πλατώ με κβαντισμένες τιμές της αντίστασης Hall

W ^ h -Λ _ 2πΛ 1 „  - (6.39)

σε ακέραιες τιμές του Ν  . Ο λόγος h/e2 =2rth/e2 έχει μονάδες αντίστασης και 

ισούται με 25812.8 Ω. Οι κβαντισμένες τιμές της αντίστασης στο κβαντικό 

φαινόμενο Hall οφείλονται στις στάθμες Landau. Ο υπολογισμός της κβαντικής 

σταθερός h από την (6.39) έχει γίνει με 8 δεκαδικά ψηφία ακρίβεια!
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6.3.3. Το κλασιιατικό κβαντικό ωαινόιιενο Hall

Παρατηρείται σε πολύ ισχυρά μαγνητικά πεδία (Β < 30 Tesla). Η αντίσταση 

Hall εμφανίζει πλατώ στις κβαντισμένες τιμές

Λ 1 1 2 3Pxy = 0 W » Ν “ Λ * r » »?2 Ν 3 ? μ * μ ί5 7
(6.40)

όπου παρατηρούνται /οΐασματ/κές τιμές του Ν = m
2m + 1

• m = 1,2,3,

Το κλασματικό φαινόμενο Hall απαιτεί την κατανόηση του προβλήματος 

ηλεκτρονίων που αλληλεπιδρούν με δυνάμεις Coulomb. Σε μερικές περιπτώσεις αυτό 

μπορεί να γίνει με οιονεί-σωμάτια κλασματικού φορτίου, τα λεγόμενο σύνθετα 

φερμιόνια. Τότε το κλασματικό φαινόμενο Hall είναι όπως το ακέραιο φαινόμενο 

Hall, αλλά για σύνθετα φερμιόνια αντί για ηλεκτρόνια.

Η Χαμιλτονιανή φορτίου e σε διδιάστατο δυναμικό V(x,y) παρουσία 

μαγνητικού πεδίου

H = ± \ j , - - c ~A^+V{x,y) (6.41)

προκύπτει από την αντικατάσταση της ορμής ρ από την ρ — Α με το
c

διανυσματικό δυναμικό Α για το οποίο ισχύει B - V x A  .

❖  Να περιγράφει η κίνηση ελεύθερου ηλεκτρονίου (V =0) στον διδιάστατο 

χώρο x ~ y  παρουσία κάθετου μαγνητικού πεδίου Β = Bet στη διεύθυνση 

του z-άξονα, ώστε
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2 m \  c )
+

2m

r \2
P y --- A

\  c '  J
(6.42)

με πχ9 πγ τις συνιστώσες της γενικευμένης κανονικής ορμής π = ρ - A . Με 

την απλοποίηση h = m -  c = e -  \ η Η λαμβάνει την μορφή

Η = \(* 1 + * ϊ)

d

(6.43)

με συνιστώσες της ορμής px =- ih— , p  = -ih— και τις Αχ, Α ν του
dx χ λ

d_
dy

διανυσματικού δυναμικού Λ . Από το εξωτερικό γινόμενο VxA - Β  

προκύπτει η βασική σχέση που ισχύει σε κάθε επιλογή βαθμίδας

dAy QA
= Β. (6.44)

dx dy

*  Με χρήση γνωστών σχέσεων μετάθεσης, αφού οι Αχ, Ay εξαρτώνται και από 

τις δύο μεταβλητές χ, y, να αποδειχθούν οι

[Ax , P y ] = i ^ ~ ,  [ A y , p x \ = i ^

ενώ με την (6.44) να δειχθεί ο μεταθέτης

[πχ , π γ \ = ΐΒ .

❖  Αν ορισθούν οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής 

α+ = V2~B^y + ί7Γχ̂  ’ °  = 4l~B^y ~

dA,

να υπολογισθεί ο μεταθέτης

[α,α+]= 1 .

Να δείξετε πως ο αριθμητικός τελεστής Ν  = α+α μπορεί να γραφεί

Η 1 „  J  . ΠΝ - ------- ο  Η = Β α+α + —
Β 2 2

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

με ιδιοσυναρτήσεις |«) και αντίστοιχες ιδιοτιμές « = 0,1,2,···. Από την

έκφραση της Χαμιλτονιανής Η συναρτήσει των α, α+ να βρείτε τις ιδιοτιμές- 

ιδιοσυναρτήσεις της εξετάζοντας αν η Η μετατίθεται με τον τελεστή.Λ>· ’·'\  V
Ν = α+α . Μετά την αποκατάσταση των μονάδων το πλήρες ενεργειακό ^

ΐ· ^
= ^

!
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φάσμα των ιδιοτιμών της Η παρουσία μαγνητικού πεδίου είναι οι γνωστές 

στάθμες Landau

Παρατηρούμε πως είναι ίδιο με αυτό του απλού αρμονικού ταλαντωτή (Κεφ.

eB4.4) με συχνότητα κύκλοτρού ωΒ = — . Όταν το μαγνητικό πεδίο γίνει μηδέν

το φάσμα του ελεύθερου σωματίου (Κ=0) είναι συνεχές E -ti2k 2/ lm .

❖  Στο αντίστοιχο κλασσικό πρόβλημα ένα ηλεκτρόνιο παρουσία κάθετου 

σταθερού πεδίου Β διαγράφει κυκλική τροχιά στο επίπεδο x -  y  με επιλογή 

των συντεταγμένων του κέντρου της κυκλικής τροχιάς

Να εξετασθεί αν οι αντίστοιχοι τελεστές X, Υ μετατίθενται μεταξύ τους και αν 

ο καθένας χωριστά μετατίθεται με την Η. Αφού μετάθεση δύο ερμιτειανών 

τελεστών σημαίνει ότι τα φυσικά μεγέθη στα οποία αντιστοιχούν λαμβάνουν 

τιμές ταυτόχρονα με ακρίβεια (δεν υπεισέρχεται η αρχή της αβεβαιότητας) να 

εξηγήσετε τι συμβαίνει με την τοποθέτηση του κύκλου στο επίπεδο. Είναι 

εκφυλισμένες οι ενεργειακές στάθμες Landau E„,n = 0,1,2,··· και πως 

εξαρτάται ο εκφυλισμός τους από το πεδίο Β ;

Απάντηση: Ο μεταθετής είναι [Λ\Γ] = ~  ώστε οι X, Υ δεν μπορεί να
iB

μετρηθούν ταυτόχρονα με αποτέλεσμα αβεβαιότητα στην τοποθέτηση της κυκλικής 
τροχιάς στο επίπεδο (ΠΑΡ. Γ). Ο εκφυλισμός της κάθε κβαντισμένης ενεργειακής 
στάθμης, αν αποκατασταθούν οι μονάδες, είναι

£„=/* —  (« + 1/ 2 )= ΐ\ωΒ (/? + 1/ 2 ), η = 0,1,2,··· . (6.50)
me

me

(6.51)

Ε„ = tm n (η + 1/2), η = 0,1,2, eB(On ----- (6.52)

ανάλογος του ωη <χΒ που αντιστοιχεί στον αριθμό των δυνατών κυκλικών τροχιών 

για να καλυφθεί το διδιάστατο επίπεδο.
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6.4. To ωαινόιιενο Aharonov-Bohm (κβάντωση ιιαννητικικ oofic)

Είδαμε πως η απολύτως συγκεκριμένη παρουσία του μαγνητικού πεδίου Β 

εκφράζεται με διαφορετικά διανυσματικά δυναμικά Λ = Vx B,  στις διαφορετικές 

βαθμίδες A + VA(F) με επιλογές της πραγματικής συνάρτησης A(F), που βεβαίως 

περιγράφουν την ίδια φυσική πραγματικότητα. Οι διαφορετικές βαθμίδες (για το ίδιο 

Β διαφορετικά A ) αντανακλώνται στην κβαντική κυματοσυνάρτηση που όπως 

είδαμε εξαρτάται από την επιλογή της βαθμίδας. Όταν η βαθμίδα αλλάζει πηγαίνοντας

A -> A = A + VA(F) αρκεί μόνο η απλή αλλαγή (6.11) στην κυματοσυνάρτηση, η 

παλιά πολλαπλασιάζεται με μια φάση που εξαρτάται από την πραγματική συνάρτηση 

A(F ) , ώστε

> ~ I--Λ(r) *
Ψ(?,/) ->· Ψ(?,ί) = e»c ψ (? ,ί) . (6.53)

Θα δούμε πως αυτή η επιπλέον φάση που αποκτά η Ψ λόγω αλλαγής βαθμίδας έχει 

συνέπειες!

Ένας μετασχηματισμός βαθμίδας με Λ (?) δίνει την νέα εξίσωση SchrCdinger 

για το ελεύθερο σωμάτιο

ρ - - 2 ) 2 Ψ(?,ί) = ίΛ^-Ψ(Ρ,ί) ■ (6.54)
2  m \  c J at

Αν όμως το διανυσματικά δυναμικό επιλεγεί με την συνάρτηση A(r) = - / ( r )  έτσι 

ώστε το νέο διανυσματικά δυναμικό να είναι ακριβώς μηδέν

Λ = Λ + V A ( f )  — A — — 0 , (6.55)

συμβαίνουν δύο πράγματα:

Π ρ ώ το ν : η συνάρτηση f i r )  υπολογίζεται από την συνθήκη που ικανοποιεί

A = V/(F)

• r
=> f i r )  = \d f' A(r')

no

(6.56)

με το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα του διανυσματικού δυναμικού από ένα αυθαίρετο 

σημείο αναφοράς F0 στο F .
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Δεύτερον: παρατηρούμε πως αυιη η ειδική επιλογή βαθμίδας A (r) = - f ( r )  μπορεί 

να εφαρμοσθεί σε μια περιοχή μηδενικού πεδίου Β = 0 , αφού το μαγνητικό πεδίο 

μηδενίζεται από το εξωτερικό γινόμενο £  = VxA = V xV /(r) = 0 .

Επομένως, η α{)χική εξίσωση Schrodinger ελεύθερου σωματίου παρουσία του 

διανυσματικού δυναμικού Α είναι

3
2m

Ρ - - Α
C

Ψ(Γ , 0  = /Λ ~ νΡ(Γ\ 0  
dt

(6.57)

ενώ η μετασχηματισμένη εξίσωση (6.54), επειδή για το νέο διανυσματικό δυναμικό

σε αυτή την ελεύθερη επιλογή (αρκεί να δίνει το ίδιο Β ) ισχύει ακριβώς A = 0 , έχει 

π/ν μορφή ελεύθερου σωματίου χωρίς διανυσματικό δυναμικό
— 2 ·\

£ - Ψ ( ?  = (6.58)
2  m dt

Με μια όμως διαφορά! Η ‘πληρωμή’ για την επιλογή βαθμίδας είναι η απόκτηση μιας 

φάσης στην μετασχηματισμένη κυματοσυνάρτηση σύμφωνα με

-/—/(f) -I—Jr/r'Λ(γ')
T ( r ,/)  = e V 1 '¥(?,!) = e Λ<ζ· Ψ (?,ί) (6.59)

που εξαρτάται από την διαδρομή στο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα. Επομένως:

Η κυματοσυνάρτηση Ψ παρουσία διανυσματικού δυναμικού Α φ Ο γράφεται

συναρτήσει της κυματοσυνάρτησης χωρίς διανυσματικό δυναμικό ( Λ = 0 ) 

πολλαπλασιασμένη με έναν παράγοντα φάσης

I— jdr'A(r')
Ψ (γ,/) = Λ >" Ψ (?./). (6.60)

ενώ το μαγνητικό πεδίο είναι μηδενικό και στις δύο περιπτώσεις.

Ας συνοψίσουμε λοιπόν αυτήν την μάλλον πολύπλοκη (;) κβαντική 

πραγματικότητα: Με τον μετασχηματισμό βαθμίδας A(r) = - / ( r )  οι Ψ, Ψ που 

αντιπροσωπεύουν την κυματοσυνάρτηση πριν τον μετασχηματισμό (χωρίς πεδίο^ 

Β = 0  αλλά παρουσία διανυσματικού δυναμικού Α Φ 0 ) και μετά (μηδενικό

μαγνητικό πεδίο Β = 0 και μηδενικό διανυσματικό δυναμικό Α = 0 ), διαφέρουν]
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κατά έναν παράγοντα φάσης! Με άλλα λόγια, η κυματοσυνάρτηση ‘βλέπει’ τον 

μετασχηματισμό βαθμίδας και αποκτά μια φάση, έστω κι αν αυτός έχει επιλεγεί έτσι

ώστε να δίνει μηδενικό μαγνητικό πεδίο!6 Επομένως, όταν Α Φ 0 η

κυματοσυνάρτηση αποκτά την επιπλέον φάση παρά το γεγονός ότι Β = 0. Το θέμα 

σίγουρα αξίζει να συζητηθεί περαιτέρω.

• Στο σχήμα φαίνονται δύο διαδρομές 1 και 2 που ξεκινούν και 

καταλήγουν στα ίδια σημεία ενώ περικλείουν μαγνητική ροή Φ .

Φ

Τα αντίστοιχα ολοκληρώματα με χρήση του θεωρήματος Stokes έχουν ■ 

διαφορά

j d r '  A ( r ') - jd r '  A(r') = 
1 2

= j>dr' A (r')

= J J ( V 'x A ( r ') M ' 
s

= | |β · ί / 5 = Φ
5

(6.61)

,

.

ακριβώς ίση με την μαγνητική ροή Φ που διέρχεται από την επιφάνεια που 

περικλείουν οι δυο διαδρομές. Παρατηρείστε πως για να μην εξαρτάται το 

ολοκλήρωμα από την διαδρομή πρέπει η ροή δια μέσου του βρόγχου να 

είναι μηδενική Φ=0. Επομένως, όταν δύο διαφορετικές διαδρομές 1 και 2

_________________________  \;,lr"" ~~ — .. - ~’\  -
Λ Σ τ η ν  κ β α ν τ ικ ή  το  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  Α φ α ίν ετα ι ν α  ε ίνα ι π ιο  σ η μ α ντικ ό , α φ ο ύ  υπεισ έρχετα ι

σ τ η ν  φ ά σ η  τ η ς  Ψ ,  α π ό  ό τ ι το  ίδ ιο  το  μ α γ ν η τ ικ ό  π εδ ίο  Β . £? £
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περικλείουν μη μηδενική ροή Φ οι αντίστοιχες κυματοσυναρτήσεις 

διαφέρουν κατά έναν παράγοντα φάσης που εξαρτάται από την 

εγκλωβισμένη ροή Φ!

Ένα ηλεκτρόνιο σε μια περιοχή μηδενικού Β όταν περικλείει μια περιοχή’ 

μη μηδενικής ροής Φ με Β *  0 , παρά το γεγονός ότι δεν διασχίζει την 

περιοχή Β φ 0 , μόλις συμπληρώσει μια πλήρη περιστροφή γύρω της η 

κυματοσυνόρτηση αποκτά τον παράγοντα φάσης

e h*
\2 π

Φ_

Φ«Ι Φ 0  = h c /e , (6.62)

που είναι ανάλογος της εγκλωβισμένης μαγνητικής ροής Φ
..·ί-

Φ

αδιαπέραστα τοιχώματα

Η μοναδικότητα της Ψ σε περιστροφές κατά 2 π  απαιτεί 

e Φ
— Φ = 2 π ---- = ιι2κ% w =0, ± I, ± 2, ·■· που γράφεται
tic Φ 0

Φ = /ιΦο, w =0, ±1, ±2,··· (6.63)

με Φ 0  = /ι c*/e το κβάντο της ροής και Λ = /?/2/γ , συνεπάγεται την 

κβάντωση της εγκλωβισμένης μαγνητικής ροής. Παρατηρούμε, λοιπόν, 

πως είναι αδύνατον να διακρίνουμε τις ροές Φ , Φ + /ιΦ0 . Ένα

παράδειγμα αποτελεί η κίνηση των ηλεκτρονίων σε ένα υπεραγώγιμο 

δακτύλιο που περιβάλλει μια μαγνητική ροή. Στην υπεραγωγιμότητα η
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κίνηση των ηλεκτρονίων γίνεται με μηδενική αντίσταση ενώ οι 

υπεραγωγοί λόγω του φαινομένου Meisner δεν επιτρέπουν τις δυναμικές 

γραμμές εντός τους. Η υπεραγωγιμότητα εμφανίζεται (δυστυχώς) σε πολύ 

μικρές θερμοκρασίες Τ <TC, κοντά στο απόλυτο μηδέν και στα σχετικά

πειράματα η κβάντωση της μαγνητικής ροής αντί της (6.63) δίνει

Φ λ
Φ = η -± ·  . (6.64)

Το αποτέλεσμα (6.64) αφού Φ ο/2 = hc/(2e) ισοδυναμεί με την παρουσία

ζευγών από ηλεκτρόνια φορτίου 2e (τα γνωστά ζεύγη Cooper). Αυτό είναι 

συνεπές με την κατανόηση του φαινομένου της υπεραγωγιμότητας όπου 

η κίνηση των ζευγών ηλεκτρονίων γίνεται χωρίς αντίσταση.

Άσκηση 1. Να μελετηθεί η ελεύθερη κίνηση σωματίου μάζας m , φορτίου e 

σε κύκλο ακτίνας b, όταν μακρύ σωληνοειδές ακτίνας a < b  τοποθετείται 

κατά μήκος του άξονα και μεταφέρει μαγνητικό πεδίο Β που είναι υπεύθυνο 

για μαγνητική ροή Φ εντός του κύκλου. Το διανυσματικό δυναμικό στην 

επιλογή της συνθήκης βαθμίδας V · A = 0 είναι

A = -^—φ , r> a  (6.65)
2  itr

με Φ = (πα2)β την εγκλωβισμένη μαγνητική ροή. Να υπολογισθεί η διαφορά 

των επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων στις δύο διαδρομές του σχήματος 

J dr' A(r') -  J dr' A (r' ) , με την αντικατάσταση dr = r φ ά φ .
I 2

Λύση:

Η Χαμιλτονιανή είναι

Η  = _Ι_Γ_ 1 V2  + A2  + ̂  A ■ V (6 .6 6 )
2m l c I 2m 2 mcz 2 me
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και αφού η ροή είναι στο επίπεδο x - y  στις σφαιρικές συντεταγμένες έχουμε

Επομένως, η Λαπλασιανή είναι V = 7 -·^-, το διανυσματικό 
^  b οφ

φ  -
δυναμικό A = -----φ και η αντίστοιχη κυματοσυνάρτηση ψ  εξαρτάται μόνο από την

2 ιώ

ν Λ ± .  ^ . ί Λ Τ .  * · ? =  φ  8
2n b 2 3φ

αζιμουΟιακή γωνία φ . Επομένως αν αντικαταστήσουμε

A‘ = i — V
* 3  φ ’ ( 2 πί>

η εξίσωση Schrodingcr Ηψ  = Ε ψ για την ψ(φ)

___ e < P  ν2
2 mb2 άφ2 2m

έχει την μορφή μιας γραμμικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης

ά 2ψ  n:Ω άψ  
άφ

' e<t> f  [ , ΠεΦ d
2ncb  J 2m ncb2 άφ

· 2 ί β ^ +εψ  = 0,
άφc

με σταθερούς συντελεστές

Ω εΦ 2 mb2E Ωΐβ  ■ ------- , ε  = ----- -------β 2
2η ch η 2

Η λύση της είναι της μορφής

ψ -  A e '**,

με

λ  = β ± τ ] β 2 + ε = β ± ^ η > Ε .
h

Από την συνέχεια ψ(φ) = ^ (0  + 2π) ο λ  είναι ακέραιος

A = / J ± - V 2 m£ = /i
Λ

και οι ιδιοτιμές ενέργειας

. »* f  «φ  t
0·μ1»2 I I

(6.67)

V/(0 ) = E y ty ) (6 .6 8 )

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)
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Η διαφορά των ολοκληρωμάτων στις δύο διαδρομές που περικλείουν την ροή 

Φ είναι

(6.75)

€ Φ
ώστε — Φ = 2 π — . 

he Φ 0

Σχόλια:
>  Οι ιδιοτιμές για κυκλική κίνηση σε κύκλο ακτίνας b χωρίς την παρουσία 

μαγνητικής ροής δίνονται από την (6.74) για Φ=0

η2
Ε„ ------- - η 2 , η = 0,±1,±2, (6.76)

" 2  mb2

και είναι διπλά εκφυλισμένες . Παρατηρούμε πως ο διπλός εκφυλισμός 

αίρεται στην κίνηση φορτίου με την παρουσία μαγνητικής ροής Φ λόγω 

του σωληνοειδούς σε κυκλικό δακτύλιο ακτίνας b. Στην (6.74) για e > 0 

οι θετικές τιμές του η αντιστοιχούν σε κίνηση στην κατεύθυνση του 

ρεύματος ενώ οι αρνητικές τιμές του η κίνηση αντίθετης κατεύθυνσης.

>  Το πιο σημαντικό όμως στον υπολογισμό είναι η εμφάνιση μέσω της ροής 

Φ κατά κάποιον τρόπο του ίδιου του μαγνητικού πεδίου Β στον τύπο για 

τις ιδιοτιμές της ενέργειας, παρά το γεγονός ότι εκεί όπου κινείται το 

σωμάτιο το πεδίο είναι μηδενικό Β = 0 !

>  Η εξάρτηση της φάσης της κυματοσυνάρτησης από την ροή Φ 

διαπιστώνεται και σε ένα πείραμα κβαντικής συμβολής με δύο σχισμές 

όπου η τροχιά του ηλεκτρονίου περικλείει μια περιοχή με Β Φ 0  ροής Φ,

7 Μ ο ιά ζ ο υ ν  μ ε  α υ τ έ ς  το υ  α π ε ιρ ό β α θ ο υ  π η γ α δ ιο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  πλάτους b (Κ εφ . 2 , Α 1 ) α λ λ ά  χω ρ ίς  το 

π2.

i
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ενώ τα ηλεκτρόνια δεν αισθάνονται το Β λόγω αδιαπέραστων 

τοιχωμάτων γύρω του.

Η υπέρθεση των δύο κυματοσυναρτήσεων για τις διαδρομές 1 και 2 

δίνεται από τον γραμμικό συνδυασμό

Ψ = Ψ ,+ Ψ 2, (6.77)

με πλάτη και αντίστοιχες φάσεις Ψ, = |Ψ ,| el(Pi, Ψ2  που

γράφεται

Μ?') A(r')
Ψ = ί Λι' ψ , =

( . eι—Φ
e bc ψ ,+ Ψ 2 nc* (6.78)

αφού η μαγνητική ροή που περικλείεται εντός των δύο διαδρομών είναι

Φ = jd r  A (r) -  jd r  A(r) . (6.79)
I 2

Άρα η πυκνότητα πιθανότητας να παρατηρηθεί το σωμάτιο στην οθόνη

2  

ι2Ρ = |ψ ρ  =
ι—Φ

ebc Ψ ,+ Ψ 2

= |ψ , | 2 + |τ 2 | 2 +ψ|* ψ 2 ?”ίί ’,|^ +''ίΦ ) + ψ 2* ψ , / ί * " * 1* * * )

= |Ψ , | 2 + |Ψ 2 | 2 + 2 |Ψ,||Ψ2 |εο 8̂ ,  -<Ρ2  + ^ φ )  , (6.80)

εξαρτάται από την Φ που αν μεταβληθεί η εικόνα συμβολής αλλάζει 

(Κ.εφ.1).
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Παράδειγμα. Στην περίπτωση ίσων πλατών στις δύο δέσμες

Μ Ι - Μ - ® 1
η πυκνότητα πιθανότητας λαμβάνει την απλούστερη μορφή 

- 1 '  '

(6.81)

Ρ = |Ψ| =  4\\%Γ +  Ιψ θΓ +2|Ψ0||Ψ0|οο5 

=  1 |Ψ0|2Γΐ + οοδΓ„1 - φ 2 + ^ Φ ^

Ψι ~Ψ ι +— Φ he
Υ\

/>

(6.82)

=|Ψ 0 | 2  cos2

φ φ + φ
he

\ )

© β£] CS ©
/? =  α κ τ ίν α  Γ η ς 
A -  εμ β α δ ό ν  δ ια δ ρ ο μ ή ς 
Ω ~  σ τερ εά  γ ω ν ία

Το φαινόμενο που περιγράψαμε όπου το διανυσματικό δυναμικό A 
επιδρά στην κβαντική συμπεριφορά φορτισμένου σωματίου που δεν
συναντά το μαγνητικό πεδίο Β είναι γνωστό ως φαινόμενο Aharonov- 
Bohm και διαπιστώθηκε θεωρητικά το 1959. Επιβεβαιώθηκε πειραματικά 
αργότερα. Στην κβαντική φυσική τέτοια μαθηματικά φαινόμενα δεν είναι 
καθόλου ασυνήθιστα και βοηθούν στην γνώση κυρίως με την δημιουργία 
αναλογιών σε διαφορετικά ερευνητικά πεδία. Στις αδιαβατικές 
διαδικασίες που χαρακτηρίζονται από την σταδιακή (αργή) αλλαγή των 
εξωτερικών συνθηκών εμφανίζεται η γεωμετρική φάση του Berry. 
Φανταστείτε ένα κουτί που περιέχει ένα απλό εκκρεμές που το 
μετακινούμε αργά σε μια κλειστή καμπύλη από τον βόρειο πόλο στον 
ισημερινό, ανατολικά επί του ισημερινού, και πάλι πίσω στον πόλο ώστε 
να διαγράψουμε μια στερεά γωνία στην σφαίρα. Η γωνία αλλαγής στο 
επίπεδο ταλάντωσης του εκκρεμούς είναι η φάση του Berry που ισούται 
ακριβώς με την στερεά γωνία που διαγράψαμε μετακινώντας το κουτί (με 
το εκκρεμές μέσα). Το φαινόμενο Aharonov-Bohm αποτελεί ένα 
παράδειγμα της γεωμετρικής φάσης του Berry παρουσία μαγνητικού 
πεδίου.
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6.5 . Α ν α π α ρ ά σ τ α σ η  α ε  ι ιη τ ο ε ς - δ ια ν ω ν ο π ο ίη σ η  σ ε  δ ια κ ρ ι τ ό  γ ώ ρ ο

Είδαμε στο Κεφ. 3.2.2. πως στις συναρτήσεις αντιστοιχούν διανύσματα και 

στους διαφορικούς τελεστές μήτρες. Το χωρικά εξαρτημένο μέρος μιας 

κυματοσυνάρτησης ψ  μπορεί να αναπτυχθεί στην Ν  -  διάστατη ορθοκανονική και

πλήρη βάση | η ) , n = 1, 2, · · · ,Ν, με (>?| m) = Sn m όπου το ket είναι

και bra

ϊ ν ^ Ι Σ ^ Ι * )
V? Λ'αϋ:." ·*'

(6.83)

(6.84)

με μιγαδικούς συντελεστές c„ = {η \ψ ) , c* = (w|^)* = (ψ \η ) , όπως οι συνιστώσες 

ενός διανύσματος. Από τις \ψ) = (ψ\ = Σ { η \ψ )'(η \ και την συνθήκη
η η

κανονικοποίησης {ψ\ψ) = \

(6 .8 6 )

Σ Κ Ι  ='Σ{ψ\»){»\ψ)={ψ\ Σ Ι " Χ λΙ Ι^)=1 (6·85)
η η η «

απ’ όπου προκύπτει η σχέση πληρότητας

1 * Σ ΐ " Κ ΜΙί
'ν^· * : ί  >·· 

με 1 τον ταυτοτικό τελεστή, ή τελεστή μονάδα.

Το εσωτερικό μιας άλλης κυματοσυνάρτηση |^ )  = Σ </»Ιλ> · Η = Σ </»<"
η  η

με την |^ )  είναι

Μ ^ - Σ ΐ Η Σ * »
η  m

= Σ ^ - Μ » )
n,m

= Σ ^ < Α . „  (6.87)
n , m

= Σ ^ λ  i
η ^

'L1
παρόμοιο με το εσωτερικό γινόμενο του διανύσματος γραμμής (μήτρα 1 x Ν) ~

iji
- iii

iii
I
if ’

lif

t.

$•ft

Av>\K\/a

..ji N
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<*ί - ς « » ι = « . « ' ; . · · · , * )
Π

με το διάνυσμα στήλης (μήτρα Ν χ \ )

(6 .8 8 )

k ) = Z c»l«>=

Το αποτέλεσμα του εσωτερικού γινομένου (6.87)

f  r  ̂c\
c2

Kcn J

(6.89)

{<p\yf) = (d \ ,d 2,- ,d * N)

r α \Λ 

c2

l cn J

= (6.90)

είναι αριθμός αφού η μήτρα έχει διαστάσεις(1 χ Ν ) ( Ν χ Ι ) - \ χ \ .  Αντίθετα το 

εσωτερικό γινόμενο

/ '1ι' ώ  Λ

\ψ){ψ\ =

\ α Ν )

(  * * * \ 
VCJ , C 2 , " - , C N )

r dxc{ d \c\ d xc\
d 2c* d 2c*2 d2c\
dzc\ d2c2 d2c2

* \d\CN
d2cN
d2cN

(6.91)

<d^ci d Nc2 d Nc2 ··· d NcN 

έχει διαστάσεις ( N x \ ) ( l x N )  = N x N  μήτρας. Στην κανονικοποιημένη βάση ο 

ταυτοτικός τελεστής είναι

\ = \ψ )(ψ \ =

Ί 0 0 ... θ'

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

,ο 0 0 -  L

(6.92)

Η παραπάνω μορφή των διανυσμάτων γραμμής ή στήλης τύπου bra και ket προκύπτει 

αν δεχθούμε τα διανύσματα της ορθοκανονικής βάσης
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ιο=

m
ί 0' ί 0'

ο
·|2 > =

1

, 0 ,

.···.!*> =
0

,ο, J ,

(6.93)

με το διάνυσμα \η) να έχει μονάδα στην /7-οστη γραμμή και μηδέν αλλού

(παρατηρείστε πως είναι ορθοκανονικά).

Στην περιγραφή του Schrddinger ο τελεστής του Hamilton Η  παρουσία 

δυναμικού V(F) στην συνηθισμένη αναπαράσταση θέσης έχει την διαφορική μορφή

Λ 2
Η = ------V2 + V(r) και η χρονικά ανεξάρτητη εξίσωση ιδιοτιμών Η ψ{7) = Ε ψ( ΐ )

2m

ανάγεται στην διαφορική εξίσωση Schrddinger

Λ 2 '
-  — V ty (r)  + ν(τ)ψ(Γ) = Εψ(7) 

2m
(6.94)

Όταν αυτή επιλυθεί μας δίνει τις ιδιοτιμές Ε„ και τις ιδιοσυναρτήσεις ψη ( r ) , με τον

η να αριθμεί το σύνολο των κβαντικών αριθμών (πχ. στο άτομο του υδρογόνου οι 

ιδιοσυναρτήσεις αριθμούνται από τους κβαντικούς αριθμούς /?, I , m ).

Στην περιγραφή τον Heisenberg κάθε τελεστής αντιστοιχεί σε μια μήτρα. 

Παρατηρείστε ότι το γινόμενο δύο μητρών A Β δεν είναι αναγκαστικά ίσο με Β Α ,

όπως ακριβώς ο μεταθέτης δύο τελεστών [Α,Β]= Α Β -Β Α  δεν είναι υποχρεωτικά 

μηδέν, αντίθετα με ό,τι συμβαίνει για αριθμούς. Από τον ορισμό του ταυτοτικού 

τελεστή £ |/ ) ( / |  = ]£|/w)(w| = 1 πολλαπλασιάζοντας με αυτόν από αριστερά και
/ m

δεξιά προκύπτει η 'μητρική*μορφή τον Η

/ m

= Σ ΐ />(/ Ι/ / Η Μ  (6.95)
/.w

= Σ //λ»Ι/) Η  ·
l,m

Τα στοιχεία της μήτρας H lm = (l\H \m \ αντιστοιχούν στην / γραμμή και στην m 

στήλη ενώ ο Χαμιλτονιανός τελεστής Η  έχει την μορφή της Ν  x Ν  μήτρας
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ί # 1 1 # 1 2 Η 13 -  Η ι ν ) <1|«|2) ■■· ( W > )
#  2 , Η 2 2 #23 -  # 2 * (2|//|1) (2|«|2) (2|//|3) ... {2\Η\Ν)

Η  = #31 #32 # 3 3 -  # 3 * (3|«|1) (3|Η|2) (3|»|3) -  (3|//|Λί)

M mt Η  Ν2 #W3 ■" # A W > .(Λ 'Μ Ο (Ν\Η\2) (Ν\Η\7) -  {Ν\Η\Ν),
(6.96)

Η εύρεση ιδιοτιμών-ιδιοσυναρτήσεων προκύπτει από διαγωνοποίηση της Η  

με κατευθείαν επίλυση της εξίσωσης ιδιοτιμών Η\ψ) = Ε \ψ), ιδιοτιμής Ε και

αντίστοιχης ιδιοσυνάρτησης (ιδιοδιανύσματος)

k )  = Z CnlW) =

f  C\ '

c 2

c 3 (6.97)

Με αντικατάσταση στην εξίσωση ιδιοτιμών προκύπτει το γραμμικό και ομογενές 

σύστημα Ν  εξισώσεων

r # n - ε # 1 2

# 2 1 # 2 2

# 3 1 # 3 2

1 #ΛΤ1 # J V 2

Η 13 

# 2 3

Η 33- Ε

Η Ν 3

# w  
# 2 *
^  3 Ν

Η  Μ  ~ Ε

\

c 2

C3

/

= 0 (6.98)

ενώ από την συνθήκη μηδενισμού της ορίζουσας det(Η  -  ΕΙ)  = 0 της Ν χ Ν  μήτρας 

Η - Ε Ι  οι ιδιοτιμές Ε  = Εχ, Ε2, Ε3, · · ·, ΕΝ δίνονται από τις ρίζες του Ν  -  βαθμού

πολυωνύμου ως προς Ε . Στη συνέχεια για κάθε ιδιοτιμή Ε  το αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσμα \ψ) ευρίσκεται με επίλυση του συστήματος (6.98) των γραμμικών

εξισώσεων ως προς cx, c2, c3, ···, cN. Επομένως, η διαγωνοποίηση της μήτρας Η  

αποτελεί ένα εναλλακτικό τρόπο επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης Schrodinger.

Σχόλια:

• Η Χαμιλτονιανή Η  που συνήθως δεν είναι διαγώνια μεταπίπτει σε διαγώνια 
μορφή στην βάση των ιδιοδιανυσμάτων. Αν στην αρχική ορθοκανονική βάση 
{ |«), λ = 1, 2, ···, Ν  } η μήτρα είναι !

# = Σ ^ Ι ' Χ Η = ΣΙ'> <Ί#Ι»> Μ  (6·") I
l , m  l . m  \

i
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με στοιχεία μήτρας Η l m = ( /1//| m), V/, m = 1, 2, · · ·, Ν  στην νέα 
ορθοκανονική βάση των ιδιοσυναρτήσεων { | j ) 9 j  = 1, 2, · · ·, Ν  }

με αντίστοιχες ιδιοτιμές E j , από την εξίσωση ιδιοτιμών//|y) = Ej \ j )  
γράφεται

με τις ιδιοτιμές Ej  κατα μήκος της κύριας διαγωνίου.

Η διαγωνοποίηση αντιστοιχεί σε μια αλλαγή βάσης, από την 
{ |n), n = 1,2, ···, Ν  } πάμε στην { |y), γ = 1, 2, ···, }, στην οποία

εκφράζεται η Χαμιλτονιανή μήτρα. Στην αρχική βάση η μήτρα είχε στοιχεία 
Ηi m = {l\H\m) ενώ στην νέα βάση μόνο τα διαγώνια στοιχεία
Η j j  = ( j \H\ j )  = Ej  επιβιώνουν (για τα μή διαγώνια στοιχεία ισχύει
Μj j· = (y |// |y r) = 0, j *  / ) .  Παρατηρούμε πως μια οποιαδήποτε αλλαγή
βάσης δίνει νέα μορφή στην μήτρα Η . Η διαγωνοποίηση σημαίνει την 
συγκεκριμένη αλλαγή

πιθανότητα της συνεισφοράς των διανυσμάτων της αρχικής βάσης 
|π), η = 1, 2 , ··♦, Ν στις ιδιοσυναρτήσεις |γ) και ισχύει η κανονικοποίηση

(6 . 1 0 0 )

Η = Σ \ Λ  0 1
* *9/■/

- Σ ^ Ι Λ Ο ' 1/ W I
• ·#U (6 . 1 0 1 )

Λ/

= Σ £ ;  I·/') 0 1
j

που έχει την διαγώνια μορφή

Η  = (6 . 1 0 2 )

V

με την οποία επιτυγχάνεται η εύρεση μιας συγκεκριμένης βάσης στην οποία η
ι ι2

μήτρα είναι διαγώνια. Τα τετράγωνα των πλατών lcj/ Ί  δίνουν την

(6.104)
Λ

Αν κατασκευασθεί η μοναδιαία μήτρα
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υ =

r < f c(2)c\ cp> ·.. AN)} c\
c{2)C2

c(3) . c2 .. c(*> l 2
-CDc3 c(2)c3 c(3) ·c3

AN) ·· c3

r 0 )
9

Λ2) -(3) ·
KCN CN CN . . CN J

(6.105)

με στοιχεία της j  -  στήλης το κανονικοποιημένο ιδιοδιάνυσμα

το γινόμενο μητρών

Ι/> =

( CU )'c\
Μ )c2
JJ)
c 3

CU)\ CN y

(6.106)

U~x H U  =

N J

(6.107)

είναι η διαγώνια μήτρα. Για την αντίστροφη μήτρα U 1 και την ερμειτιανή 
συζυγή U+ ισχύουν όπως και για οποιαδήποτε μοναδιαία μήτρα U οι 
σχέσεις

det(£/) = 1, U = U~X, U + =U~l (6.108)
ενώ στην αλλαγή βάσης \φ') = υ\φ), \ψ') = U\ψ) διατηρείται το εσωτερικό

γινόμενο {φ\ψ) = (φ'\ψ') · Ο μετασχηματισμός U~l Η U που διαγωνοποιεί 
την μήτρα Η  είναι γνωστός ως μοναδιαίος (unitary) μετασχηματισμός.

•  (ί) Η μήτρα που προκύπτει από έναν μοναδιαίο μετασχηματισμό παραμένει 
ερμειτιανή ενώ (ϋ) οποιοσδήποτε μετασχηματισμός ομοιότητας S~l A S 
διατηρεί το ίχνος μιας μήτρας Α.

Απόδειξη: (ΐ) (ϋ~ι A uf = {u+ A uf = U+A (u+)+ =Ua AU.
ί

Tr(s-< A S ) = £ ( S - '  A S l „  -  £  £ (.Τ ')„ ,,A,j SM

(U)
* W

\

’tun

i , j \  n  J UJ

(6.109)
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6.5.1. Α ιακοιτή περιγραφή

Η κβαντική περιγραφή της κίνησης ενός ηλεκτρονίου π.χ. στην μία διάσταση 

d - 1 , όπως στο παράδειγμα του απειρόβαθου πηγαδιού με οριακές συνθήκες 

‘σκληρού τοίχου’ όπου η ψ  μηδενίζεται στα άκρα, μπορεί αντί συνεχούς τιμής της 

θέσης χ  να γίνει στην διακριτή βάση των πλεγματικών θέσεων |η), η = 1,2,3,···,/ν.

Στον μονοδιάστατο διακριτό χώρο η περιγραφή υλοποιείται με μια αλυσίδα (πλέγμα) 

απόστασης μονάδα μεταξύ των γειτονικών θέσεων8.

-- —ο-
η-1 η+1 Ν-1 Ν

Η Χαμιλτονιανή

# = Σ * » Η + Σ  (Ι”)(μ+ ιΙ+Ι«+1)(«|} (6·11°)
Λ=1 Λ=1

εκφράζεται στην ορΘοκανονική βάση των Θέσεων (/? | w') = δ η η· με μια τριδιαγώνια

μήτρα. Ο πρώτος όρος της (6 . 1 1 0 ) αφορά την δυναμική ενέργεια με τις τιμές του 

δυναμικού στην /?-οστή θέση στα διαγώνια στοιχεία Η nn = (w|H\n) = Vn . Ο

δεύτερος όρος της (6 . 1 1 0 ) αφορά την κινητική ενέργεια, επειδή το ηλεκτρόνιο μπορεί 

να μεταφερθεί στους κοντινότερους γείτονες n n  ± 1 , οπότε η σύνδεση μιας 

πλεγματικής θέσης με την γειτονική της στις παραπλεύρους της κυρίας διαγωνίου 

γίνεται με τα μη διαγώνια στοιχεία μήτρας Η η η±] =

Η Η  στην βάση των θέσεων flw), η = 1,2,3,···, Ν} έχει την μορφή

1 0 0 ... ο '
1 1 0 ... 0
0 1 1 ... ο
0 0 1 ■·. 0
: J ·. \  1• • • *

Ιο 0 0 0 1 V»,

(6 . 1 1 1 )

1 Η κβαντική περιγραφή της κίνησης των ηλεκτρονίων γενικεύεται και σε διακριτά πλέγματα χώρου 
ά -  διαστάσεων. 5
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με διαγώνια στοιχεία

H n ,n  = {»\n\ ») = ( « I Σ  νΛ «'Χ"Ί«> +<«Ι Σ (Ι  «')<«'+1|+1«'+ 1)(«'|)|«)
n '= 1 η'=1

= Σ κ«'("Ιμ'Χ "Ί" )+ Σ ( ( MI"'X,,'+ 1 |» )+ <«|«'+ ΐ)(«Ί«))
»'=ι «'=■ (6.112)

= Σ ^ Ά , η '  + Σ Κ « ' ^ , » ' + 1 + ̂ η,η'+Ι < W )
η'=1 n '= l

= ν„

και μη διαγώνια

H „ ,m  = («I n\m) = («ΙΣ^ Ί«')(«Ί w> +(»ΙΣ(Ι"'Χλ' +1|+1«'+ιΧ«Ί)Μ
ri=\ Λ]

= Σ  Κ»' (ΛI Μ'Χ« Ί m)+Σ  ((" I ” 'Χ«' +11 m) + (π | « '+1){«'| m))
«'=ι «'=ι (6.113)
Ν Ν

-  Σ V n 'S n ,n ' S n ',m  + Σ ( δ η ,η ’ $ m ,n '+1 +^n ,« '+ I ^m .n') 
n '= l η '=1

= ^n,m "*■ (^w,/j+ 1 ^m,n-1 ) ·

Η διαγωνοποίηση της Η  δίνει τις ιδιοτιμές ενέργειας Ε·} και τις

ιδιοσυναρτήσεις |γ) = \n) l·18 c«y) τ 0  πλάτος πιθανότητας εύρεσης του

σωματίου ενέργειας Εj  στην θέση π . Σε παραπάνω d  > 1 διαστάσεις η μήτρα έχει

πιο πολύπλοκη μη τριδιαγώνια μορφή με 2d  + 1  μη μηδενικά στοιχεία ανά γραμμή ή 

στήλη. Η αντικατάσταση της Χαμιλτονιανής μήτρας Η  στην εξίσωση ιδιοτιμών 

H\ j )  = E j \ j )  την μετατρέπει σε μια διακριτή εξίσωση διαφορών που στην

μονοδιάστατη περίπτωση δίνει

cn-i+ c„+l + V„c„ = Ec„, n = l,2,3,---,N ,c0 = 0,c, = 0  (6.114)

με Ε  την ενέργεια του συστήματος και cn τα πλάτη πιθανότητας στην θέση π .

Περιοδική αλυσίδα: Στην περίπτωση ίδιου δυναμικού V„ = F0, V» αν 

υποθέσουμε ότι c„ ~ exp(ikn) η εξίσωση γράφεται
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eik(»~ 1) +  eik(n+\) +  _ Eeikn

= > e-'*+ e+/*+K 0  = £

=> Ε = Vq + 2cos& ,

με γενική λύση για  τις ιδιοτιμές της ενέργειας

E(k)

και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις

·- Ί  »1·ΛΓ ·*’*·.>.

ενώ το διάστημα k e  [-« y w r] λέγεται πρώτη ζώνη Brillouin.

(6.115)

(6.116)

(6.117)

Η  = (6.118)

Διαγωνοποίηση πεπερασμένου Ν  με ορ ιακές συνθήκες ‘σκληρού το ίχου ’: Η

μήτρα Η έχει την τριδιαγώνια Ν χ Ν  μορφή που είδαμε

Υ0 1 0 0 ··· Ο Ί
1 V0 1 0 - 0
0 1 Κ0 1 ··· 0
0 0 1 V0 ·. 0
: : · ■ · .  ·. 1

. 0  0 0 0 1 V0J

και διαγωνοποιείται με την αντικατάσταση c„ ~  sin kn από την οριακή συνθήκη με

cN+t ~sink(N  + 1) = 0 ο  k(N + \) = π ], j  -  1,2,···, W. Τα αποτελέσματα για  τις

ιδιοτιμές ενέργειας είναι

(6.119)

Ε%·Κ ‘i

+2Λ ‘J

1 /  \ ( W
1 /  : 

-π /  ;
V 1 1 ΐ
\  π k' ! ;|x ί

y  -2 :
X. *

|

}ji;

Hi:

‘1

και τις αντίστοιχες κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις (στάσιμα κύματα)

\\

Ji"ί\

......... Λ · — - . . .
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ί  . ί / . ' 'sm— — 1

U) = j \c U ) \n ) = ̂ =L=fsin-^ |«) = -=L=
sin

sm

Ν  + 1
* j

N  + 1 

W+ 1
j  = l ,2 , - ,N .

■ XJ XTsm— — N  
'κ N  + 1 7

Δ ιαγω νοποίηση πεπερασμένου /V με περ ιοδ ικές οριακές συνθήκες:

Ν-1

(6 .1 2 0 )

Η μήτρα έχει την Ν χ Ν  μορφή

Η  =

1% 1 0 0 ... 1 '
1 >0 1 0 ... 0
0 1 ν0 1 ... 0
0 0 1 Vo '·. 0• * '·. 1

0 0 0 1 V0y

(6 .1 2 1 )

και από τις περιοδικές οριακές συνθήκες | μ + /V) = | /7) υπάρχουν τα επιπλέον 

στοιχεία (11//| Ν) = (Ν\Η\  1) = 1 που συνδέουν την πρώτη με την Ν  -  οστή θέση. Από 

την συνθήκη c0  =cN έχουμε c0  = cN => 1 = eikN => kN  = 2π j , ώστε

(6 .1 2 2 )k  = j  = l , 2 , - ,N
N

Επομένως οι Ν  ιδιοτιμές είναι

E j  = Kq + 2 c o s ^ ,  j  = \>2,···1>Ν
V r*; * - -'.v. : ; -:*r

και οι αντίστοιχες κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις (τρέχοντα κύματα)
V:'U
:λ
’ϊ

(6.123)
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' f'v1·ϊϊ-

·§ V ..ν; - «,: ; · ' ν Ι7- 1 1 Λ
* * *· i * · , V' e N

§ ‘ ‘V*1' / . ' , i ,
i— -̂2

w
b > = Z c«y)lM>

l

l Y ' ^ « |  V l

' W l s '  W ‘ 7 n

e N
I^J-3  

e *
Φ; •
ίψ:
1Λ'·

τ' · . ' . ' ' · /  v : i^LL n
ίi .... . >t ’ . . * t ~ ' ... A [e n  )

j  = l ,2 ,- ,N .(6 A 2 4 )

, ' s:.<

'Λ-

Διαγωνοποίηση με εγκλωβισμένη ροή Φ: Από το φαινόμενο Aharonov-Bohm 

(Κεφ. 6.4) σε μια πλήρη περιστροφή η φάση της κυματοσυνάρτησης αλλάζει κατά 

Φ he2π—  με Φ 0  = —  το κβάντο της μαγνητικής ροής.
Φ 0  ε

Ν-1

Τα αποτελέσματα στην διακριτή περίπτωσης είναι παρόμοια με αυτά της Άσκησης 2. 

Η μορφή τχ\ς Ν χ Ν  μήτρας με την ροή στον δεσμό Ν,Ν- 1 είναι

/ /  =

Υο
1

0

ο

Φ-12*2- 
» Φο

Φ \  ί2π—
l 0 0 ... e  Φο

Yo l 0 0
l Yo l 0
0 l Yo 0

l

0 0 0 I Yo

(6.125)

w-
I&
I

y
I

και διαγωνοποιείται όπως με τις περιοδικές οριακές συνθήκες από την συνθήκη
Φ ΦΙΐχ— /2 ;r—  φ

c„+N -  e φ°εΠ <=> eiWV - e  Φ» ο  k N  = 2π j  + 2π— , ώστε
Φ 0

\

k  =

Επομένως οι ιδιοτιμές είναι

-  (  . Φ  'Ι
2π  ·/ + ^ Γ  _ V Φρ7

Ν
, j  = \ , 2 , - ,N . (6.126)

/
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E j = V0 + 2  cos

0  ί  Φ ν '
2 π \ ]  +

I  ^ 0  J

Ν
·, J  - 1 ,2 ,- , Κ (6.125)

και οι αντίστοιχες κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις

.•V

2π
Ν ι i__±— ^LL„ ίΝ 4. φο;

j- V % )
> Ν

φ2π\ j+
/ - i  φ ^ 2

e Ν
2π 

/—

φ );+—I φ 0 7

2π

Ν

. Φ  
7+~  V φ 0

£> Ν
jv

(6.128)

Σχόλια:

□ Τα αποτελέσματα μπορεί να συγκριθούν με αυτά στο συνεχές που είδαμε στην 

Άσκηση 2 με περιοδικές οριακές συνθήκες. Παρατηρούμε πως με οριακές 

συνθήκες ‘σκληρού τοίχου’ (στάσιμα κύματα) απουσιάζει ο εκφυλισμός στις 

ενέργειες (6.119) με μία ενέργεια στο άνω άκρο ΕΝ = V0 +2. Ενώ για 

περιοδικές οριακές συνθήκες (τρέχοντα κύματα) υπάρχει διπλός εκφυλισμός 

στις ενέργειες (6.123). Όταν ο Ν  είναι άρτιος: Ej = En _j , j  = 1,2,■ -·,Λ /̂2 — 1

με Εν /2 = V0 - 2 ,  EN =V0 + 2 ενώ αντίστοιχα όταν ο Ν  είναι περιττός:

E j -  En _j , j  = \ ,2 ,···,{Ν ~ \)/2  με Ε ^ = Vq + 2. j
J

□ Η γενική λύση για 3 -διάστατα κυβικά πλέγματα είναι η λεγάμενη δομή ί
ζώνης με ιδιοτιμές ]

(6.129)

και ιδιοσυναρτήσεις

(6.130)
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□ Να γραφεί η Χαμιλτονιανή με το άθροισμα

H  = V0l + A + A+ (6.131)

που ορίζει τις μήτρες

-4 = Σ Ι μΧ" + , Ι> α+
n=I

(6.132)

Να δείξετε ότι

Λ|λ) = |λ -1), Α+\η) = \η + \) (6.133)

ΑΑ+= Α+A = 1 (6.134)

και οι μήτρες Η, Α, Α + έχουν τις ίδιες ιδιοσυναρτήσεις. Να κατασκευασθεί η

Ν χ Ν  μήτρα για τον τελεστή Α + και να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές και 

ιδιοσυναρτήσεις με περιοδικές οριακές συνθήκες. Μετά να χρησιμοποιήσετε 

τα αποτελέσματα για να βρείτε τις τις ιδιοτιμές και τις ιδιοσυναρτήσεις της 

/ / .

Υπόδειξη: Να δείξετε πρώτα ότι η μήτρα Α - λ ί  έχει ορίζουσα 

( - 1)^ {λΝ - 1) και να υπολογίσετε τις ρίζες της.

6.6. Σπιν

Η στροφορμή I  που αντιστοιχεί στην κλασσική μορφή £ = r x  ρ  από εδώ και 

στο εξής θα αναφέρεται ως τροχιακή στροφορμή, π. χ. στο άτομο του υδρογόνου η 

τροχιακή στροφορμή σχετίζεται με την κίνηση του ηλεκτρονίου γύρω από τον 

πυρήνα και περιγράφεται από τις σφαιρικές αρμονικές. Το ηλεκτρόνιο όμως έχει και 

ένα ειηπλέον είδος γωνιακής στροφορμής χωρίς καμία απολύτως εξάρτηση από την 

θέση ή την ορμή. Αυτή η χαρακτηριστική ιδιοστροφορμή για κάθε σωμάτιο ονομάζεται 

σπιν είναι καθαρά κβαντικής υφής και αναπαριστάνετάι αποκλειστικά με μήτρες.

Στην κατανόηση του κβαντικού σπιν ίσως διευκολύνει πάλι η λανθασμένη 

κλασσική εικόνα ενός σωματίου σαν μια μικρή σφαίρα που Περιστρέφεται 

(‘σπινιάρεΓ). Όπως στην τροχιακή στροφορμή αντιστοιχούν οι σφαιρικές αρμονικές 

ιδιοσυναρτήσεις | £,m),  όπου £ είναι ο κβαντικός αριθμός του μέτρου και m της
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προβολής, στο σπιν s αντιστοιχούν9 οι ιδιοσυναρτήσεις σπίνορς l-s,/^) με εξισώσεις 

ιδιοτιμών

S2!.?,»?,,) = s ( s  + ΐ)/ί2|.ί,7«4)
(6.135)

s z \ s , m s ) = m sf i \ s , m s ),

για το τετράγωνο του μέτρου s 2 και την προβολή s 2 στον ζ - άξονα. Τα 

ιδιοδιανύσματα σπιν | s ,  m s ) που δεν είναι πλέον οι σφαιρικές αρμονικές10 11 

χαρακτηρίζονται από τους κβαντικούς αριθμούς του σπιν s και της προβολής του 

σπιν ms . Επιπλέον, αφού δεν υπάρχει λόγος αποκλεισμού ημιακέραιων τιμών οι 

κβαντικοί αριθμοί του σπιν μπορούν να λάβουν τις τιμές

1 3
s = 0 , - , l , - , 2 , —, + + (6.136)

Η ανάγκη εισαγωγής του σπιν φάνηκε αρχικά στην αδυναμία να ερμηνευθούν 

συγκεκριμένα πειράματα, όπως το πείραμα Stern-Gerlach (Σχ.6.1)Π. Η 

κυματοσυνάρτηση των σωματίων που είναι συνάρτηση χώρου και σπιν εκφράζεται με 

το γινόμενο

ψ(7, ms ) = ψ(7) x(m s ) , (6.137)

όπου ψ{7) η κυματοσυνάρτηση χώρου, x (m s ) η κυματοσυνάρτηση του σπιν ενώ 

κρατάμε το ίδιο σύμβολο ψ  για την ολική κυματοσυνάρτηση χώρου-σπιν. Π. χ. οι 

τιμές προβολής του σπιν στον ζ -ά ξο να  από την (6.135) είναι 

-  sh, ( - s + 1  )h, ···, 0 , ···, + sh  με πιθανότητες εμφάνισης

9 Τ ο  σ π ιν  ε ίν α ι έ ν α  ε ίδ ο ς  σ τρ ο φ ο ρ μ ή ς  χ ω ρ ίς  κ λ α σ σ ικ ό  α ν ά λ ο γ ο  κ α ι εξά ρ τη σ η  α π ό  το ν  χώ ρ ο .

10 Δ ε ν  ε ίν α ι κ α ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τω ν  θ, φ .

11 Π ε ίρ α μ α  Stern-Gerlach: Η  μ α γ ν η τ ικ ή  ρ ο π ή  μ  = γ ΐ  = ( - e / 2 w g c )  1 γ ια  η λ εκ τρ ό ν ιο  μ ά ζα ς  me 

φ ο ρ τ ίο υ  -  e σ ε  π ε δ ίο  Β = Β e .  δ ίν ε ι  μ  ={ς-efijlm ec ) m , m = - ( , ■■·,+(. Ό μ ω ς, ό τα ν  ( = 0, 

m =  0  σ το  π ε ίρ α μ α  π α ρ α τ η ρ ο ύ ν τ α ι ,  α ν τ ί  μ ιά ς , δ ύ ο  κ η λ ίδ ες . Α υ τό  σ υ μ β α ίν ε ι λ ό γ ω  τη ς  π α ρ ο υ σ ία ς  του 

σ π ιν  S =  ΐ / 2  μ ε  μ  =  γ s s  , μ ζ =  g ^ ( - e h /2 m ec )m s , ms =  - l / 2 , +  l / 2  κ α ι τ ο ν  π α ρ ά γ ο ν τα  L ande

g s = 2 .0 0 2 3 2  π ο λ ύ  κ ο ν τ ά  σ τ η ν  τ ιμ ή  2  θ ε ω ρ η τ ικ ά  και πειραματικά.
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t :  ■

&Τ
ίΓ
Μr\

P(ms) = \z(msf ,

ms = - s , -  i  + 1, · · ■· ,0 , · · · s - 1, + s , που αποτελούν μια διακριτή κατανομή 

συνθήκη κανονικοποίησης

Σ Ι * - . * 2 - 1·
ms=-s ms-~s

Σχ. 6.1. Πειραματική συσκευή Stern-Gerlach.

(6.138) 

με την

(6.139)

^ 6.6.1. Αλγεβρικό θεωρία του σπιν

Η αλγεβρική θεωρία της ιδιοστροφορμής σπιν s ($Χ, syt $Γ) είναι παρόμοια

με αυτήν της τροχιακής γωνιακής στροφορμής (Κεφ. 5, σελ. 204). Η τιμή του σπιν 5  

που πρωτίστως μας ενδιαφέρει είναι s = 1/ 2 , το σπιν των ηλεκτρονίων, πρωτονίων, 

νετρονίων, κλπ, όπου οι τιμές του κβαντικού αριθμού της προβολής του σπιν 

προφανώς είναι ms = ± 1 /2 . Η άλγεβρα του σπιν-1 /2  συνοψίζεται στις βασικές

_ σχέσεις μετάθεσης

και τις εξισώσεις ιδιοτιμών

j — ih s ^» ^ = t f lSy, (6.140)
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? 2 | 1/ 2 ,± 1/ 2 ) = ^ 2 |1/ 2 ,± 1/ 2 >

5ζ|1/2,±1/2) = ± | | 1/ 2 ,+ 1/ 2 ) .
(6.141)

ενώ το μέτρο και η προβολή του σπιν-1/2 είναι |?| = h-Jl/A, sz = ±fi/2.  Οι

αντίστοιχοι τελεστές σπιν εκφράζονται στην ορθοκανονική και πλήρη βάση των 

λεγάμενων σπίνορς

0 \
* + = |l / 2 ,+ l/2 ) = Q  , = |ΐ / 2 , - 1/ 2 ) = ̂ (6.142)

που αντιστοιχούν σε σπιν πάνω ( ί)  και σπιν κάτω (Ί) στον ζ-άξονα. Τα 

διανύσματα χ+ είναι οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή sz με ιδιοτιμές ± h / 2 . Μια 

γενική κατάσταση σωματίου σπιν-1 / 2  περιγράφεται με τον γραμμικό συνδυασμό

Z  = c+z + +C- Z -  =c+ ί 0> i c+'\ + c_
J ) .c-y

(6.143)

και αντίστοιχες πιθανότητες προβολής του σπιν στον ζ  -  άξονα

P±=\c±\2 , Ρ++ Ρ .= \.  (6.144)

Από την (6.141) υπολογίζονται οι 2 x 2  μήτρες στην βάση των σπίνορς 

{ζ+,Ζ-} Υια τους τελεστές σπιν 

3
s 2Z + = z h2Z + > *

2  3 fc2  ^ ^
z ~ = 4 h X~ '  S* ^+ = ~2Χ+ ’ S* X - = ~ 2 X-

(6.145)

ώστε

s 2 = - h 2
4

1 O' 
0  1

hfi ο Λ

ίζ 2 U  - 1  j
(6.146)

ενώ από την δράση των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής s± = sx ± i s y , με την

γενική σχέση s±\s,ms ) = J s (s  + \ ) - m s (ms ± 1) fi\s,ms ± 1) απ’ όπου 

s+Z- = Λ Ζ +, S-X+ = Λ Ζ -  » *+Ζ+ = s-Ζ -  = 0 , (6.147)

οι αντίστοιχες μήτρες στην βάση {ζ+>Ζ-} είναι
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(6.148)

Επιλύουμε για τους sx , s.

S X  = ^ ( 5+ + ί - ), * y  = J . (S+-S-)
1

ώστε

Η
*χΧ* ~ 2 ^χΧ-  2  X+ '  syX+ ~ 2 j X ~ '  ^yX-  j / *

απ’ όπου προκύπτει η μορφή των αντίστοιχων μητρών σπιν στην βάση χ±

(6.149)

(6.150)

b-

(6.151)

Εναλλακτικά οι μήτρες s = (sΧ,sy , s2) = — σ  = — (σ χ , σ\,, σ Γ) γράφονται με τις

γνωστές ως μήτρες σπιν του Pauli

(6.152)

Οι $ , 5 Χ, είναι ερμιτειανοί τελεστές, επομένως αναπαριστούν παρατηρήσιμα 

μεγέθη, όχι όμως οι s± = sx ± i sy .

r
k
t'h

V-r.
&

> Είδαμε τις μήτρες sx , syi s z για τις προβολές του σπιν στους βασικούς άξονες 

jc, y, ζ . Η τιμή του σπιν σε μια αυθαίρετη διεύθυνση με χαρακτηριστικό 

διάνυσμα n (sin θ  cos φ, sin Θ sin φ, cos Θ) μέτρου μονάδα αντιστοιχεί στην 

μήτρα

ft, \ »
sn — s ·η — sxtix +syny ~ ^Sytty ^^z^z  j = 0 Knx +iny - n

ft
>y"y+S2»z = -

(6.153)

και από τις μήτρες cTx,ery . a z του Pauli σε σφαιρικές συντεταγμένες 

μπορεί να δειχθεί ότι

h h f  c o s#  s i n # e -<^

nx - i n y \

'* J

X.

5" 2 ° "  2^ sin # e^  -c o s #
(6.154)
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6.6.2. Προβολές του σπιν

• Στην ζ -  διεύθυνση: Οι ιδιοτιμές του sz =
( \

0  - 1
, που είναι ήδη

διαγώνια μήτρα στην βάση χ +, είναι οι ± — με ιδιοδιανύσματα
2

Χ+.=
η

vOy
=

vly
. Επομένως, αν το σπιν s z μετρηθεί στην ζ -  διεύθυνση

στην γενική κατασταση

Z  = c+z+ + c_x_  =
P -J

(6.155)

ft ^
θα ληφθεί η τιμή + — με πιθανότητα Ρ+ = |c+ | 2  ή η τιμή —  με πιθανότητα 

2  2
A

Ρ_ = \ c \  και αφού είναι οι μόνες δυνατότητες Ρ+ + Ρ_ = 1.

• Στην χ -  διεύθυνση: Αν επιλέξουμε να μετρήσουμε το sx = —
2

0  1

1  ο
, ποια

είναι τα πιθανά αποτελέσματα και ποιές οι πιθανότητες εμφάνισής τους; Από 
την μορφή της μήτρας s x με διαγωνοποίηση

det
( - λ  hi2' 

Λ/ 2  - λ )
= 0=> Λ2 = ̂ j => λ  = ±| 

h

(6.156)

οι πιθανές τιμές του s x είναι πάλι ± —, όπως και του s2. Τα αντίστοιχα
2

h
ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές ± — υπολογίζονται με τον

2

γνωστό τρόπο χ [ χ  ̂ = — '( ^ ΐ ]  ’ Επειδή τα ιδιοδιανύσματα μιας ερμιτειανής 

μήτρας καλύπτουν τον χώρο μια γενική κυματοσυνάρτηση σπιν

X  = ο+χ + + c_x_ = [ C+Ί (6.157)

μπορεί να γραφεί στην βάση των χ ^  ως εξής

1

c_

X = c[x)x i x) + c ^ x i x) = -J=
( c[x) +cix)'x
Kcix)- CW ;

Εξισώνοντας τις (6.157), (6.158) επιλύουμε ως προς

c+ 1 'c+ + C_ ̂

cw ,ν>- / ~ 4Ϊ
και η χ  στην βάση των ιδιοδιανυσμάτων του s  γίνεται

Χ = £ + * £ - ]  «(*) ί  r — /■* >\
4Ϊ Ζ + '  + 4ΐ

(*)

(6.158)

(6.159)

(6.160)
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Επομένως, όταν το σύστημα είναι στην κατάσταση χ  μια μέτρηση του s x θα

δώσει την τιμή + — με πιθανότητα Ρ+Χ̂  = (1/ 2 ) |c+ +c_ | 2  ή την τιμή ~ ~  με 
2  2

πιθανότητα Ρΐχ) = (1/2) |c+ - c _ | 2 ενώ + Ρ±χ) = 1.

Στην y  -  διεύθυνση: Για τον s v = —
Ό  - Γ

J  0 ,
οι ιδιοτιμές ευρίσκονται πάλι

και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα = .j. Μια γενική

κυματοσυνάρτηση σπιν

X = =

Εξισώνοντας τις δύο μορφές επιλύουμε ως προς

)
i

v(y)x±
) - 1 'c ^ + c W  '

V2 v/c|r) -ic\y\

1 ί C+ -  ic_'

V2 U+ + ‘C-
και η χ  γράφεται

(6.161)

(6.162)

(6.163)

(6 ΙΜ )

Επομένως, μιά μέτρηση του sy θα δώσει την τιμή με πιθανότητα

Ρ ^  = ( l/ 2 )|c+ - i c . | 2  ή την ~  με πιθανότητα p W  = ( l / 2 )|c+ + /c _ | 2  ενώ 

Ply ) + P M =  1 .

ν  a t  & *a τ-> COS0 si f l0 e " '* }Στην αυθαίρετη η -  διεύθυνση: Για τον s„ = — . που
2 { s in 0 e ^  -cosff J

είναι ερμιτειανή μήτρα άρα η προβολή του σπιν στην διεύθυνση που ορίζει 

είναι μετρήσιμη με ιδιοτιμές πάλι ± ~  και αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα

*ί”,=

' θ  ίcos —
. 2

sin —
,· *<"> =

ί  . ί ) sin —
2 :
0' Μ- c o s — e*

Μια γενική κυματοσυνάρτηση

2 J , 2 J
σπιν

(6.165)
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μπορεί να γραφεί στην βάση των χ  

χ  = c+ ^zin) + =
sin— c(.n) -  

V 2  +
Εξισώνοντας τις δύο μορφές επιλύουμε ως προς
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'  θ  („) . θ  ^cos— c \ ’ + sin — c(_n>
2  2

sin— c[n) -  cos—e1* cl")
 ̂ 2  + 2

(6.166)

(Λη)Λ
( θ . θ :φ \
cos— c. +sm—e ,<ρ c_ 

2  + 2
λ(λ) \ ° -  ) • β  θ -Ιφ sm— ο* — cos—e ιψ c_

\  2 + 2  J
και στην βάση αυτή γράφεται

(  θ  . θ '  
Χ = cos — Cj. + s in — e ,ψε. ζ ϊ η) +

. θ θ
sin — c+ -  cos— e~^c_

(6.167)

χ ί η) .(6.168)

Μια μέτρηση του s„ στην αυθαίρετη διεύθυνση η θα δώσει την τιμή + — με
2

πιθανότητα =

ρ ( η )  _

θ  . θ  :ώ 
cos — c . + s m — e ιψ c_ 

2  + 2
ή την τιμή —  με πιθανότητα 

2

θ  θ  ;άsin — c. — cos — e ιφ c
2  + 2

ενώ ρ+(Μ)+/>_(”) = 1 . 12

Σχόλια:

Οι ιδιοσυναρτήσεις των sx ,sy ,s2,s„ περιγράφουν καταστάσεις με 

συγκεκριμένες προβολές του σπιν +Η/2 ή +h/2 στις χ , γ , ζ , η  διευθύνσεις, 

αντίστοιχα. Μια κυματοσυνάρτηση σπιν στην βάση των σπίνορς χ ±

ί α '
Χ = (6.168)

A

σημαίνει πιθανότητες P± =\c±\ οι τιμές του σπιν να είναι ±h/2 στην 

ζ  -  διεύθυνση, με c+ = a ,  c_ = β . Έστω ότι μας ζητείται η πιθανότητα σε 

μια μέτρηση, π.χ. στην χ  -  διεύθυνση, να πάρουμε τις τιμές ±h/2:

ο Αναπτύσουμε την δοθείσα χ  στις ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή 

προβολής του σπιν στην διεύθυνση που επιθυμούμε, εδώ για την sx οι

ιδιοσυναρτήσεις είναι * =
4 ϊ

( ι Ί 

v±L·
με

12 Τα αποτελέσματα για την x -  διεύθυνση προκύπτουν από την αντικατάσταση θ = π/2, φ
την y -  διεύθυνση από την θ = π/2, φ = π/ 2  και για την ζ -  διεύθυνση από την θ = 0 , φ 
το επιβεβαιώσετε κάνοντας τους αντίστοιχους υπολογισμούς.

Ο,για 
0. Να
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ο Υπολογίζουμε τα πλάτη πιθανότητας επιλύοντας την (6.169)

(6.170)

και επομένως προσδιορίζουμε τις αντίστοιχες πιθανότητες
2

= |4 *ί  = (1/ 2 ) |α ± / ? | 2  λήψης των ιδιοτιμών ±Λ/ 2  αντίστοιχα

της μέτρησης στην επιθυμητή διεύθυνση, 

ο Από τις πιθανότητες υπολογίζουμε μέσες τιμές, αβεβαιότητες, κλπ.

Παράδειγμα 1. Αν η κατάσταση είναι

σε μέτρηση σπιν στον z -  άξονα η πιθανότητα να ληφθεί η τιμή + Λ/ 2  είναι

sx υπολογίζονται οι αντίστοιχες πιθανότητες και το αποτέλεσμα είναι 

(1/2) |a  + / ? | 2  = 5/6 και (1/2) \ α - β \ 2 = 1/6, αντίστοιχα.

Παράδειγμα 2. Η κατάσταση

δίνει απολύτως καθορισμένη τιμή στην z -  συνιστώσα του σπιν ίση με + Λ/ 2  

(η τιμή + Λ/ 2  έχει πιθανότητα ένα και η τιμή - h/2 έχει μηδενική 

πιθανότητα). Στην ίδια κατάσταση χ  για την συνιστώσα του σπιν οι 

πιθανότητες των ±Λ/ 2  είναι ίδιες και όπως προκύπτει από υπολογισμό ίσες 

με 1/2 και για τις δύο κατευθύνσεις (50% η κάθε μία).

• Η  μέση τιμή και η διασπορά τιμών υπολογίζονται σε οποιαδήποτε διεύθυνση

2 Τ = K L f O + O W
{ β ) - (  2 /V 6  J

Ο Λ
\α\ = 1/3 ενώ η τιμή -  Λ/2 έχει πιθανότητα \β\ = 2/3. Αν όμως μετρηθεί η

η μέση τιμή, π.χ. στην

διεύθυνση η , είναι αμέσως
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2  \sm  θ  e+t̂  -  cos# )

ή ισοδύναμα

με

p (n) _ Γ+ “
θ θ  

a c o s —+ f i s m —e 
2 Η 2

, Pi"> =
θ θa  sin —  β  cos—e~1̂  
2 2

τις αντίστοιχες πιθανότητες13. Η διασπορά ή αβεβαιότητα στο τετράγωνο 

υπολογίζεται από

αφού βρούμε πρώτα και την μέση τιμή του τετραγώνου

ηλ2 (  ηp i n )  + —  P i").
 ̂ 2 )

Παράδειγμα 3. Η μέση τιμή (s„) σε μια κατάσταση χ  με καθορισμένη 

προβολή του s  ίση με +h/2 στον ζ -άξονα υπολογίζεται ως εξής:

Πρώτος τρόπος: Η αρχική κατάσταση είναι η

m
Ζ = Χ+ =

\ y j

και ο κατευθείαν υπολογισμός για την μέση τιμή

(Sn) = (x\sn\x) = (y 0 ) -
cos# ύ η θ  e 

s in # e +,f!> -c o s#

—ίώ \m
vOy

= —cos#. 
2

Άλλος τρόπος:

όπου

Ρ[η\ θ )  = cos2  - ,  Ρ_<")(0) = sin2  -
θ θ

θ
και από την τριγωνομετρική ταυτότητα cos# = 2 cos2  —  1 η μέση τιμή είναι

2

n I 12 ·Προφανώς, οι πιθανότητες είναι θετικοί αριθμοί μεταξύ 0 και 1 αφού \ζ\ = ζ ζ .



(s„) = h p jn) -  ̂  2 cos2 ^  -  l l  = ^  c o s 0 .
'  2  2 v 2  J 2

^ 2  cos2

Η μέση τιμή του τετραγώνου αντίστοιχα

cos —+ sin — = — 
2 2J 4

2 Θ . 2 Θ \ Λ24 ___ L e i n *  __ I —. ___

δίνει την διασπορά

• Η κατάσταση σπιν χ  του συστήματος μπορεί να δίνεται έμμεσα, π. χ. να 

ειπωθεί πως η χ  είναι ιδιοσυνάρτηση σπιν με τιμή του sy ίση με + Λ/2. Τότε 

χωρίς δισταγμό ανατρέχουμε στις προηγούμενες σχέσεις, ή υπολογίζουμε

οποιαδήποτε διεύθυνση επιθυμούμε και να υπολογίσουμε τις πιθανότητες για 

τιμές του σπιν ± tij2  σε αυτήν την διεύθυνση συναρτήσει των α, β ,4.

• Ένα σύστημα σπιν δείχνει όλα τα παράδοξα της κβαντικής μέτρησης. Έστω ότι 

η κατάσταση σπιν είναι η χ  = χ+ που είναι η ιδιοσυνάρτηση της s2 στον 

z -  άξονα ιδιοτιμής + Λ/2. Στο ερώτημα ποια είναι η τιμή της προβολής της 

γωνιακής στροφορμής σπιν σε μια μέτρηση στον ζ -  άξονα απαντούμε χωρίς 

δισταγμό αφού με απόλυτη βεβαιότητα είναι ίση με + Λ/2. Στον x -  άξονα 14

14 Θα παρατηρήσατε από όλη την προηγούμενη συζήτηση ότι οι ιδιοσυναρτήσεις εκφράζονται σχεδόν 

πάντα στην βάση των σπίνορς χ ± όπου η μήτρα s: είναι διαγώνια, ενώ οι μήτρες διαγωνοποιούντάι 

σε οποιαδήποτε άλλη (*, y , η )  διεύθυνση.

γράφουμε την κατάσταση σπιν του συστήματος
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όμως η τιμή του σπιν είναι απροσδιόριστη και είναι + h/2 με πιθανότητα 50% 

και - h / 2  με πιθανότητα 50%. Ο καθορισμός της τιμής της προβολής του 

σπιν ταυτοχρόνως στους άξονες ζ,χ  είναι αδύνατη γιατί παραβιάζει την αρχή 

της αβεβαιότητας που δεν επιτρέπει ταυτόχρονη γνώση των sζ, sx . Άν όμως 

στην εκτέλεση ενός νέου πειράματος ληφθεί μια συγκεκριμένη τιμή στον 

χ -  άξονα, πχ. η + h /2 , μπορεί να σχηματισθεί η εντύπωση πως γνωρίζουμε 

ταυτόχρονα με ακρίβεια και τις δύο προβολές s2, s x . Βεβαίως, αυτό δεν είναι 

δυνατόν να συμβεί αφού τώρα η κατάσταση του συστήματος μετά την 

μέτρηση + h/2 στον χ  -  άξονα είναι η χ  -  και οι τιμές της γωνιακής 

στροφορμής σπιν σε μια μέτρηση στον ζ-ά ξονα  (να το διαπιστώσετε με 

πράξεις) θα δώσουν +Η/2 με πιθανότητα 50% και -h /2  με πιθανότητα 

50%. Επομένως, η γνώση της sx καθιστά ανέφικτη την γνώση της sz και τα 

πειράματα μέτρησης του σπιν στον ζ-ά ξο ν α  δίνουν κατά μέσο όρο μισές 

φορές +h/2  και μισές φορές -  h/2 . ι 5

6.6.3. Ηλεκτοόνιο σε σταθερό και οαονενές ααννυτικό πεδίο -Πεοιωοοά Larmor

Η μαγνητική διπολική ροπή μ  είναι ανάλογη του σπιν s

μ - γ ε  (6.171)

με σταθερά αναλογίας τον γυρομαγνητικό λόγο γ . Η Χαμιλτονιανή ορίζεται από την 

ενέργεια του μαγνητικού δίπολου σπιν-1/2 στο πεδίο Β

Η  = - μ · Β  = - γ Β · ε  (6.172)

που όταν είναι στην z -  διεύθυνση B - B e z

Τα παραπάνω μπορεί να καταπλήσσουν τον αδαή στην κβαντική θεωρία, μην ξεχνάτε όμως πως 
παρόμοια φαινόμενα συμβαίνουν και στην πραγματική ζωή. Ας υποτεθεί πως έχουμε στην κατοχή μας 
ένα λαχείο. 77ριν ανακοινωθούν τα αποτελέσματα ούτε χάνουμε ούτε κερδίζουμε αλλά έχουμε 
κάποιες, πεπερασμένες βεβαίως, πιθανότητες να συμβεί το ένα ή το άλλο ενδεχόμενο. Μετά όμως την 
ανακοίνωση των αποτελεσμάτων αναγκαστικά συμβαίνει το ένα ή το άλλο ενδεχόμενο (χάνουμε ή 
κερδίζουμε, με το πρώτο δυστυχώς πολύ πιο πιθανό στα λαχεία). Αυτό σημαίνει απόλυτη βεβαιότητα 
μετά την ανακοίνωση, δηλαδή οι πιθανότητες για τα δύο ενδεχόμενα γίνονται πλέον μηδέν ή ένα.
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h t i f l  Ο
Η  = - γ  B s ,  = - γ Β - σ ζ = - y B -  Λ , 

'  ζ '  2 * '  210 -1 ,
(6.173)

ή στην αυθαίρετη διεύθυνση Β  = Βη

,,  „ „ Λ - h i  cos# . sin θ ε~'^λ (6.174)

Η Η  διαγωνοποιείται εύκολα (είναι ήδη διαγώνια για Β -  B ez ) με ιδιοτιμές 

Ε± = ΤγΒΗ /2  στις δύο περιπτώσεις και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις χ ± , προφανώς 

ίδιες με αυτές των s2, sn αντιστοίχως, που είδαμε προηγουμένως. Χαμηλότερη

ενεργειακή στάθμη αναμένεται αυτή με το σπιν παράλληλο στο πεδίο, όπως 

συμβαίνει και κλασσικά.

Όμως, με τον ορισμό του γυρομαγνητικού λόγου γ  = - g s e /lm c , τον 

παράγοντα Lande g s ίσο με 2 και την συχνότητα κύκλοτρού (ή μετάπτωσης)

ωΒ = eBjme = -γΒ  η Χαμιλτονιανή για ηλεκτρόνιο μάζας m , π.χ. στην 

η -  διεύθυνση, μπορεί να λάβει την πιο εύχρηστη μορφή

j j _  ^ ωΒ cos.& s in & e " ^
ί .2 η 2 ^sin# el·* - cos#

E+

E-
(6.175)

με ιδιοτιμές E± = ±ΗωΒ) 2 και ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν σε τιμές σπιν 

sn = ±Λ/2 στην η -  διεύθυνση. Παρομοίως, σε οποιαδήποτε διεύθυνση, π. χ. στην x  

η Χαμιλτονιανή του σπιν θα είναι Η  = (Λωβ/2 ) ίΧ, κλπ.

Η λύση της χρονικά εξαρτημένης εξίσωσης Schrodinger

(6.176)= Η χ { ί )
ώ

με Β = Bez μπορεί να γραφεί συναρτήσει των λύσεων του χρονικά ανεξάρτητου 

προβλήματος Ε± = ±fiwB/2  =ΤγΒ1ί/2 με τις χ ±

f a  e+γΒιΙ 2 \
Ζ (0  = α χ + <Γί£*'/Λ + β  χ .  e~iEjlh = ^ ^  

Οι σταθερές α, β  υπολογίζονται από την αρχική συνθήκη / = 0

* « » = ( ; ) .  Μ 2+Ι/*Ι2 =ΐ·

(6.177)

(6.178)
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Αν αντικαταστήσουμε τις σταθερές α , β  με

# .  . # a  = cos—, /? = sin — 
2 2

(6.179)

Λ ^

(|α| + |/?| = 1) υπολογίζονται (να γίνουν οι υπολογισμοί) οι μέσες τιμές του σπιν

στις τρεις κατευθύνσεις

, , Η . .  _ h . .
{sx) = — sin# cos γΒί = —sin# cos ωΒί 

2 2

ft t\
(sy } = — sin# sin/#/1 = — sin# sin<yBi 

2 2
(6.180)

(sz) = - c o s #  .

Επομένως, η μέση τιμή (?) περιστρέφεται γύρω από το πεδίο Β με την συχνότητα 

ωΒ = eB/mc = - γ Β , όπως και κλασσικά. Αυτό δεν αποτελεί έκπληξη γιατί ήδη 

γνωρίζουμε πως οι κλασσικοί νόμοι σύμφωνα με το θεώρημα του Ehrenfest 

παραμένουν ισχυροί και στην κβαντική αλλά μόνο για τις μέσες τιμές.

Ασκηση 1. Να δείξετε ότι το ρεύμα πυκνότητας πιθανότητας (2.31) παρουσία του 

διανυσματικού δυναμικού Α τροποποιείται στο

r ,

2 im

που ικανοποιεί την εξίσωση συνέχειας (2.44) Ο
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Α Σ Κ Η Σ Ε Ι Σ ·

>  Α 1 .  ^  'QTCtv yv=2 να δείξετε ότι η επιλογή 11) = |2> =
ί 0 \

\ 1/
αποτελεί

μια πλήρη και ορθοκανονική βάση, αφού σχηματίσετε τα εσωτερικά γινόμενα 

(w|/?), (/?|w), n%m = 1, 2 και δείξετε επίσης (;?|/w) = Sn%m% £ |w )(tf| = 1.
λ=Ι,2

(ίί) Στην ίδια βάση να δείξετε ότι ο τελεστής Η  = £ / / /m|/)(m| λαμβάνει την
/,m

(Η  Η  \
μορφή Η  = 11 12 με στοιχεία μήτρας H lm = (l\H\m), l,m  = 1,2.

v^2i h n )

(iii) Να δείξετε ότι για τα Ν χ \  τάξης διανύσματα H\m)> m = 1,2 ισχύει

H\m)=  ]Γ H im\m) αφού θυμηθείτε ότι £ | / ) ( / |  = 1.
7*1,2 /*1.2

> ‘ Η μήτρα Η  είναι ερμιτειανή Η  = / / + όταν τα διαγώνια στοιχεία 

της Η m = H*nn είναι πραγματικοί αριθμοί (€ 9?) και τα συμμετρικά ως προς

την κύρια διαγώνιο στοιχεία μιγαδικά συζυγή Η mn = H *m. Από τον ορισμό 

για ένα τελεστή Λ  του ερμιτειανού συζυγή Α +

( φ \ Α \ ψ )  =  ( ψ \ Α + \ φ ) '

αν αντί των \φ), \ψ) χρησιμοποιηθούν οι |n), |m)

για μια ερμιτειανή μήτρα η A = Λ+ οδηγεί στην ισότητα των στοιχείων 

μήτρας

Δεν πρέπει να ξεχνάμε πως οι ερμιτειανοί τελεστές είναι αυτοί που κυρίως μας 

ενδιαφέρουν γιατί αντιπροσωπεύουν φυσικά μεγέθη με πραγματικές ( € $ ί)  

ιδιοτιμές και ορθογώνιες ιδιοσυναρτήσεις. Οι τελεστές που αντιστοιχούν στις

μήτρες
2 ί 1 3^

3 i ) ’
2
/ ; είναι ερμιτειανοί ή όχι;
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,ν Α 3 .  Να λύσετε την χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger όταν 

Β = B ex (προσοχή: στον jc -  άξονα) με το σπιν για t = 0 να έχει προβολή 

στον ζ — άξονα sz = + 1 /2 , που σημαίνει πως η αρχική ( t - 0 )  κατάσταση

m
είναι χ(0 )  = χ + = .Ν α  βρείτε την χ (ί)  την χρονική στιγμή t  και την

πιθανότητα να βρεθεί το ηλεκτρόνιο με σπιν πάνω ( + h /2 )  ή κάτω (-Λ /2) 

στον ζ -  άξονα;

Λύση:

Η εξίσωση είναι

at

με

ΗωΒ ~ *ηωΒ (0'ιϊ$\
Η  --------σ χ = ------. 2 ,

Για την χρονικά εξαρτημένη κατάσταση

^ + ( 0 Λ

^1 0̂ 1

Χ(ί) =
c_(0.

εχουμε

ih ' έ + ( Φ _ h o ) B
( °  11

U -w J 2 l i  oj U ( o J
ο

zc+(/) = -^ -c _ (0

ic_(t) = ~^~c+(t)

o c ±( 0 + ^ J  c±(0 = ο

με γενική λύση

2 2 ^

/ c (0)^ (\Λ
Από την αρχική συνθήκη χ ( 0 ) =  + = ισχύουν οι c+(0) = l ,  c_(0) = 0,

(0)y \ 0 J

c+(0) = 0 και με αντικατάσταση παραπάνω c_(0) = - ΐω Β/ 2, ώστε τελικά
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=/ c o s - 2 - o  j?+( 0 - ;̂ ? r f c · '
-2 \  ' , . Λ  λ .Γ ·ν :.^ ΜrtJS «/*>···»'[-Τ ·· ·  ̂· *;* . i ;*.·. ■·'· '· V

7 ^ 0  = Sin? ^

Η χρονική εξέλιξη των πιθανοτήτων Ρ±(/) = |c±(/)|2 με το σπιν να είναι πάνω ή κάτω 

στον ζ -  άξονα φαίνεται στο σχήμα.

ΗII N C*» II x,ay,az).
(0 II- 2ίσζ και κυκλικά

(Η) det σ, = --1

(Hi) Tra( =  0

(iv) /r2 ~/ r2 σχ - ay = σ]=\
(ν) °x°y “  “■ayax και κυκλικά

(vi) σΧσ^ =  ίσζ και κυκλικά

(vii) axay +  <7γσχ =  ayaz +azay = σζσχ +  σχσζ =  0

(viii) (5 ·σ )( ϊ ■σ)=(5·ά)ΐ + /(5χά )·σ , V 5 ,£ .

^  ^ κανονικοποιΤΐμ^ντΙ κυματοσυνάρτηση σπιν είναι

Ι ί > - ( Λ - ϊ < ΐ 1>+'β · * ΐ 4»

να υπολογισθούν οι πιθανότητες Ρ±χ\ P±y\  Ρ±^ ώστε μετρήσεις του σπιν 

στις x9y , z διευθύνσεις να δώσουν τιμές ± %/2, αντίστοιχα.
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(η) Να υπολογίσετε στην \χ )  τις μέσες τιμές (sx) , ( s y ) , ( s 2.) και 

(s^y  (s2), (s^) και να επιβεβαιώσετε την σχέση του Heisenberg (ΠΑΡ. Γ)

Asx Asy £  T'|([5A->5y j)| ·

Δίνονται: (sx) = χ )  = P\x) f  + 1  j  + p- x) f  -

(4 ) = (x\sl | x) = p}x) i + |j + pi x)

Asx = (s i)  -  (sx)2, ([$*,$,]) = ih(sg), β±,φ = cos^± ίύχ\φ. 

Απάντηση16: P^x ) = ^-± ^— cos</>, P^y) = ] -± ^ - ε ϊη φ , Pjz) = j ,  P}z) = ~
4 ^ » ®T *t

^ = t * C0S^ ^ = T ’ ^ ) = τ λ'8“1*’ ^ = Τ ’

t e x = { s l ) - ( s x )2 = \ \ ι - \ οο82 Φ, 

to y  = (sy ) - ( sy )2 = \ \ λ~ \ ύ η 2 φ '

= {s2) - ( s 2)2 = - J i  .

Asx Asy > - | ( k ,^ ] > |  o  Asx Asy >

«  Δ«χ > | | ( ί 2>| o  L f f ^  > *L

t L - J i - l ( COs2 φ + sin2 φ)+^ c o s 2 ̂ sin2 φ > ^o

o  cos2^sin 2^  > 0.

16 8

16 Σε αρκετά γραπτά φοιτητών έχω δει και μιγαδική πιθανότητα!!! Δεν πρέπει να ξεχνάμε πως η 
πιθανότητα δίνεται από το μέτρο, π.χ. μιγαδικού αριθμού, είναι πάντα θετικός αριθμός και μάλιστα 
μεταξύ μηδέν και ένα.
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Π Ο Λ Λ Α  Σ Ω Μ Α Τ Ι Α  -  Π Ρ Ο Σ Ε Γ Γ Ι Σ Τ Ι Κ Ε Σ  Μ Ε Θ Ο Δ Ο Ι

'...φοβάμαι μήπως με τα μάταια 
μαθηματικά σου καταστρέφεις τις ωραίες 
ιδέες του Heisenberg'

W. Pauli στον Μ. Bom

Το πρόβλημα των πολλών σωματίων είναι κεντρικού ενδιαφέροντος στην 

κβαντική φυσική. Στην κλασσική φυσική δύο σωμάτια επιλύονται με ένα 

ολοκλήρωμα που περιλαμβάνει το δυναμικό αλληλεπίδρασης, ενώ για τρία σωμάτια 

όπως είναι γνωστό από τον Poincare (1890) οι κλασσικές τροχιές είναι ασταθείς με 

χαοτική συμπεριφορά. Στην κβαντική, δεν επιλύεται ούτε καν το πρόβλημα δύο 

σωματίων, παρά σε ελάχιστες περιπτώσεις. Όταν ο αριθμός των σωματίων είναι της

τάξης - 1 024 προφανώς οι δυσκολίες γίνονται ανυπέρβλητες. Ένα χρήσιμο εργαλείο 

στην περίπτωση αυτή είναι η προσεγγιστική μέθοδος της Θεωρίας διαταραχών, όπου 

επιλύουμε ξεχωριστά, π. χ. το πρόβλημα δύο σωματίων και εισάγουμε την λιγότερο 

σημαντική αλληλεπίδραση ενός τρίτου σωματίου, κλπ. Συχνά στην μέθοδο αυτή δεν 

αρκούν μερικοί όροι αλλά άθροιση όλων των όρων ή μέρους κάθε όρου μέχρι το 

άπειρο. Αρχικά θα αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα της σύνθεσης στροφορμών 

πολλών σωματίων που στην κβαντική δεν γίνεται με απλή άθροιση των 

διανυσμάτων, αφού τα κβαντικά διανύσματα υπακούουν σε διαφορετικούς νόμους. 

Θα εξετάσουμε την περίπτωση δύο σοιματίων και όταν είναι εφικτό τα αποτελέσματα 

θα γενικευθούν για Ν-σωμάτια. Η συμμετρική ή αντισυμμετρική μορφή της 

κυματοσυνάρτησης πολλών σωματίων επιτρέπει την διάκριση των σωματίων σε 

μποζόνια και φερμιόνια που υπακούουν συγκεκριμένους στατιστικούς κανόνες.
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7.1. Σ ύ ν θ εσ η  στροω ορ ιιώ ν

7.1.1. Ιδιοτιαέα του J  = J 1 + J ?

Αν δύο σωμάτια έχουν στροφορμές , J 2 , είτε τροχιακού τύπου ί  είτε 

σπιν s , με μεγέθη και προβολές

J\ = y'iC/ι + 1)*2. -V  = Λ(>2 + χ)η1

J \z =  /* , J 2l = m2 h

που καθορίζονται από τους κβαντικούς αριθμούς j \ , j 2 ,mu m2 αντίστοιχα, ποιες 

είναι οι δυνατές τιμές των κβαντικών αριθμών j , m που χαρακτηρίζουν το μέγεθος

και την προβολή της ολικής στροφορμής J= "Jl + J 2 με

J 2 = j ( j+ i ) n 2 

J z = mh\
(7.2)

Απάντηση: Επειδή [J lz, J 2z] -  0 οι z  -  συνιστώσες της προβολής της στροφορμής 

προστίθενται1 J z; - J \ z + J 72 με αποτέλεσμα οι ιδιοτιμές της προβολής του 

αθροίσματος J ζ να καθορίζονται απλώς από το άθροισμα των κβαντικών αριθμών 

με m = m x +m2 , με mX{2)= - j ^ 2y , + j \ ( 2)· Έτσι αναμένεται να προκόψουν

(2y, + 1)(27 2  +1) τιμές για το m , όσες ακριβώς είναι τα ζεύγη (m,, m2). Αρκεί μια 

μικρή διερεύνηση για να βρεθούν όλες οι τιμές του j  που καλύπτουν τα δυνατά 

m = - j , - - - ,+  7  . Το αποτέλεσμα είναι ο τύπος

J~Jl+ j'2>  J] +72 ” ν |) ΐ  “ ΛίΙ*"*' (7.3)

1 Επειδή οι J u  , J 2t μετατίθενται, αφού δρουν σε μεταβλητές διαφορετικών σωματίων, η ιδιοτιμή 

του αθροίσματος των ζ -  προβολών Λ  “ J\z + ^2ζ είναι ίση με το άθροισμα των ιδιοτιμών 

mh = (m( + m2 ) ft αφού

J, ψχψ2 = {j u + 32̂ )ψ\ψ 2 = {ju ytX )ψ2 +

= {<η^ΐψχ) ψ 2 + W,(m2fit//2)=(m] + m2)hysly'2 = mh ψχψ2 , 

με τον J Xt να δρα αποκλειστικά στην ιδιοσυνάρτηση ψ χ και τον J 2t στην ψ2, αντίστοιχα.
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δηλαδή όλοι οι ακέραιοι αριθμοί από την τιμή ymax = j } + j 2 μέχρι την τιμή 

ymin =L/i ~ h \  Ρε PnPa μονάδα. Παρατηρούμε πως όταν j \  < j 2 έχουμε 2y, +1 

τιμές του j . 2

Παράδειγμα 1. Όταν j \  =1, j 2 = 2  οι δυνατές τιμές του κβαντικού αριθμού j  

για το μέγεθος της ολικής στροφορμής προκύπτουν από το διάγραμμα

s m 2 +2 +1 0 -1 -2

+1 3 2 1 0 -1

0 1 0 -! -2

-1 1 0 -1 -3

·+ .·* 'V i . jr-2

με /ιη = +1,0,-1, m2 = +2,+1,0 ,-1 ,-2 , απ’ όπου

y = 1 + 2,1 + 2 -1 ,1  + 2 - 2  * 3 ,2 ,1  (7.4)

σε πλήρη συμφωνία με τον τύπο (7.3).

1 1Παράδειγμα 2. Για δύο σπιν με sx = $ 2 * 1 /2 . = ± —, m2s = ± —, ο κβαντικός

αριθμός s που χαρακτηρίζει το μέγεθος του ολικού σπιν s  = J, + s 2 λαμβάνει τις 

τιμές

+  1/2 - 1 / 2

+  1/2 1 0

- 1 / 2 d - 1  .

m 5 =  1

" Στο κΐ.ασσικύ όριο η σύνθεση των στροφορμών
ΡιΙ = -JaUi + 1 )f>~* 7|Λ s  \j2\ = + ι) λ -> j2f>

για χαράΜηλα διανύσμαια είναι |J| = |J,| + |J2J <=> /, + y, = j mu και για avrααψάλληΧα 
διανΟσματα |J| -  |J2| - |J,| <=> h  -  j\ = j mia .
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s = 1/2 +1/2, |ΐ/2 - 1/2| = 1,0. (7.5)

Επομένως το ολικό σπιν s — J, +  s 2 δύο ηλεκτρονίων1, αποτελείται από μιά τριπλή 

κατάσταση με s = 1, m = +1, 0, — Γ και μια απλή κατάσταση s -  0, m = 0.

Οι ιδιοσυναρτήσεις για το σπιν 1 συμβολίζονται από τα σπίνορς

z + (l) = |l/2,+ l/2) = Q  = |t ) ,  ^_ (l) = |l/2 ,-l/2 ) = ^ j  = | l > ,  (7.6) 

και οι |s2,m2) για το σπιν 2 με

Z+(2) = |l/2 ,+ l/2) = Q  = |t ) ,  %-(2) = 11/2,-1/2) = - |Ί )  .(7.7)

Οι ιδιοσυναρτήσεις |i,w ) για το ? = ? [ + ί2 μπορεί να υπολογισθούν από τις 

εξισώσεις για τους τελεστές s ? ,s lz , s l± =slx ± is ly του πρώτου σπίν (1) με

η =1/2, Wj =±1/2

sj21 s,, m,) = s, (s, + l)fc21 sj, m,) = (l/2)(l/2+1 )h21 s,, /»,)

(7.8)

,w,) = -y/s,(ή +1) - mx(mj ± 1) ±1) ,

και αντίστοιχα για το δεύτερο σπίν (2). Οι αντίστοιχοι τελεστές για το σπιν 1 

εκφράζονται κατά τα γνωστά με τις 2 x 2 μήτρες στα σπίνορς χ ± (1)

1 0 
0 1 S\z - Γ  °2 l0  - l j

(7.9)

και αντίστοιχα για το σπιν 2 στα σπίνορς χ±(2)

τ2 ( \ (Γ h λ  θ '

,0 ι <0 - 1
(7.10)

1 π.χ. στην βασική στάθμη του ατόμου του υδρογόνου όπου για το μέτρο της τροχιακής στροφορμής ο
κβαντικός αριθμός είναι £ = 0.
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Επομένως, το σύστημα των δύο σπιν-1/2 σωματίων έχει συνολικά 4 

δυνατότητες διευθέτησης

t t  1Ψ  44: 4Ψ (7 .Π )

με ιδιοτιμές m h για την ζ -  προβολή s2 = S\2 + s2z του ολικού σπιν s  =  ?, + s 2

+ δ 0 0 ~h  (7.12)

με αντίστοιχες τιμές του κβαντικού αριθμού της προβολής m = Wj + m2

+ 1 0  0 - 1 .  (7.13)

Παρατηρούμε πως οι τιμές m = +1, 0 ,-1  προκύπτουν από την τριπλή κατάστασημέ 

$,= 1 ενώ η δεύτερη εμφάνιση της m = 0 από την απλή κατάσταση μ ε s j  0 ··. 'Λ'

❖  Να υπολογισθούν οι ιδιοσυναρτήσεις της τριπλής κατάστασης

|i,m ) = |11),|10),|1-1):

1) Η κατάσταση

|10  = | t t )  = |1/2,ΐ/2)|1/2,1/2) = * +(1) * +(2) (7.14)

προκύπτει εύκολα αφού μόνο ο συνδυασμός m| = m2 = 1/2 δίνει την τιμή 

m = 1.

2) Από την δράση του τελεστή s_ = η ,  + ί 2_ = sx -  isy στην κατάσταση | f  Τ)

από την ταυτότητα s_|.s,m) = + ft|s,m -1)

s_|ll) =  V2-0/>|10),

s -l 1/2,1/2)| 1/2,1/2) = (5,. + J2.  )| 1/2,1/2)11/2,1/2) Ί
*■ «>ι

= Vl Λ(| 1/2, -1/2)11/2,1/2) + 11/2,1/2)| 1/2,-1/2))

ώστε μετά την κανονικοποίηση προκύπτει ο γραμμικός συνδυασμός

|10) = (t/V2) (11/2,-1/2)11/2,1/2)+ |1/2,1/2)| 1/2,-1/2)) Ί

_ ( χ Λ ΐ ) χ - ( 2 ) + χ . ( 1 ) χ Λ 2 ) )  
------------------V2---------------

(7.15)

(7.16)

3) Μια ακόμη δράση του = ϊ |_ + s2_ στην 110) δίνει την ί

|1 -  0  = |1/2,-1/2)|1/2, -1 /2) = |W ) »  χ . ( \ )  *_(2). (7 .17)|
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Επομένως, η τριπλή κατάσταση είναι

= ·|ϊ 1)·= |T t)  =·^+(1)

s  =1, m = 0: |lo> = i!.n M ^ l i  = (7. ι8)

5 = 1;»ι = -1 : |1 -1) = 1^ ) = r̂-(l)

❖  Η ιδιοσυνάρτηση της απλής κατάστασης είναι η ορθογώνια με την |10) 

(5 = 1, m = 0):

s = Q, m = Q: 10 0) = ~ 1 ^ ) )  _  ( ζ +(0 ^ - (2 ) -Ζ -0 )ζ + (2 ) )
7 2  · -.72 ,

.(7.19)

ΤΡΙΠΛΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ:

j  = l, m = 0: |10) =

■*ι

■*ι

s2

|n>=|tt>

C y  Si ή

,,Ο)
C Z 3  s2 ή

|i-i) = |U). A

ΑΠΛΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ:

5 = 0, m = 0 : 10 0) = m - m
72

5, η 52

❖  Οι καταστάσεις φαίνονται στο σχήμα. Η τριπλή κατάσταση (7.18) δεν 

αλλάζει πρόσημο στην εναλλαγή των δύο σπιν 1 ο  2 (συμμετρική) ενώ η 

απλή κατάσταση (7.19) αλλάζει πρόσημο (αντισυμμετρική).
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❖  Μιά συνηθισμένη αλλά βεβαίως (πάλι) λανθασμένη κλασσική εικόνα θεωρεί 

τα σπιν στην τριπλή κατάσταση ως *παράλληλα ’ και στην απλή κατάσταση ως 

'αντιπαράλληλα Μ α  κβαντικά σπιν όμως έχουν μη μηδενική γωνία ακόμη και 

όταν είναι ‘παράλληλα’.

❖  Ισχύει η ταυτότητα

s2 slz + s2z στην τριπλή κατάσταση |1 1), |1 0), |1 -1 ) και στην απλή κατάσταση 

|0 0) , υπολογίζονται ως εξής:

Από την μορφή των μητρών σπιν sx , s y i s2 στην βάση των σπίνορς

(7.20)

❖  Οι ιδιοτιμές των τελεστών ολικού σπιν s 2 = (Jj + s2)2 και της προβολής

(7.21)

= f i w > - T i u >+f i n >

και από τις (7.20), (7.21) υπολογίζεται η ιδιοτιμή του s 2 στην |1 1)

-’Τ
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ϊ 2|11) = ( |Λ 21 + 2 5 ,·?2 )ΐ1 )

I11)2 4

= 2%2\\ 1) .

Η δράση του · ?2 στην |1 0) δίνει το ίδιο αποτέλεσμα αφού

?! · ?2| η ) = (ηχ|ΐ)) («2χ|^))+foj t)) (s2j,| Ί'))+(«ιζ| t)) (ί2ζ| i))

-(Μ ^Μ Μ ^Μ Μ τΚ

(7.22)

(7.23)

κλπ, ενώ με παρόμοιο τρόπο υπολογίζεται η δράση του η  ·?2 στην |1-1).

Το τελευταίο αποτέλεσμα επιτρέπει τον υπολογισμό της ιδιοτιμής του s 2 για 

την απλή κατάσταση αφού

ώστε

sr s2\U )  = - h 2\U )

S 2 |0 0) = + 2 ί, *.ϊ2)[0 0)

ί ^ - 2 ^ 1
U  4

10 0)

= 0|0 0).

(7.24)

(7-25)

Επιβεβαιώνεται ότι οι τρεις καταστάσεις της τριπλής είναι ιδιοσυναρτήσεις του 

τελεστή s 2 με την ίδια ιδιοτιμή 1(1 +1 )Τι2 = 2Λ2, όπως απαιτείται αφού ί  = 1, ενώ η
Λ

απλή κατάσταση είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή I  με ιδιοτιμή 0 αφού s = 0. Οι 

αντίστοιχες ιδιοτιμές του τελεστή της προβολής sz στην τριπλή και απλή κατάσταση 

είναι βεβαίως + ti,0, - h  και 0 , αντίστοιχα. Με τον υπολογισμό αυτό γιά το 

άθροισμα J  = ? !+ J 2 δύο σπιν με ·η = £2 = 1/2 επαληθεύεται η γενική
<

αντιμετώπιση. Ο κβαντικός αριθμός που χαρακτηρίζει το μέγεθος του ολικού σπιν 

γιά την τριπλή είναι s  = 1 με m = 1, 0 ,-1  και για την απλή s = 0 με m = 0.
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7.1.2. Ιδιοσυναοτιίσεκ: του 3  = J i  + ^2

Οι ιδιοσυναρτήσεις του αθροίσματος ατροφορμών υπολογίζονται γενικότερα 

με τους συντελεστές Clebsh-Gordon. Από τις εξισώσεις ιδιοτιμών

= +1)Λ2Ιλ »»ι >. ^ ι* ΙΛ *» ι > = «*ιΛ|Λ"»ι> (7.26)

h 2\j2m2) = Λ  0*2 + J 2 z \h m2) = »'2ft|i2 '”2> (7·27)

η κατάσταση γινόμενου |y2w,2) αντιστοιχεί σε συγκεκριμένη τιμή

mh = m\h + m2h προβολής της στροφορμής J z  = J\y  + J 2Z αΨ°ύ

I j \ m \ )  I j 2 m2 ) = CAz I j \ m \ ) )  I J 2m2 ) + 1 j \ m \ )  (^2Z Ih m 2 ))

= («,/» + /w2/i)| j \  /π,) | y2'”2) . (7-28)

= mh\j\mx) \ j 2m2)

με m = nty+ m2. To ίδιο ισχύει και για τον γραμμικό συνδυασμό

U .»i>l/2«2> (7-29)
/«|,W2

(W|+/W2=W)

και επειδή οι z -  συνιστώσες προστίθενται οι σύνθετες καταστάσεις που 

συνεισφέρουν είναι αυτές με mx + m2 = m. Παρατηρούμε πως η ψ από την (7.29)

είναι ταυτόχρονα ιδιοσυνάρτηση των J Z , J \ , J \  (αφού j \ J 2 ^σταθ) και με

κατάλληλη επιλογή των συντελεστών c  είναι ιδιοσυνάρτηση και του J 2. Επειδή

οι τελεστές J 2, J z > Jj2, 1 \  μετατίθενται η κοινή ιδιοσυνάρτηση ψ μπορεί να γραφεί 

ω ς \ jm  j \ j 2 ) και αφού j  h j 2 = σταθ. αρκεί ο συμβολισμός \jm) με

\Jm) ~ Σ  Cm'mJ-/ | '" | )l'/ 2m2) (7.30)

(wi+mjam)

με καθορισμένο μέγεθος της στροφορμής 3  (από τον j ) και προβολής (από τον m ). 

Οι συντελεστές c„t„2 στο ανάπτυγμα (7.30) λέγονται συντελεστές Clebsh-Gordon.



302 Κ εφ . 7 Π ο λ λ ά  σ ω μ ά τ ια - π ρ ο σ ε γ γ ισ η κ έ ς  μ έθ ο δο ι

Άσκηση 1. (i) Να δείξετε στην περίπτωση δύο σωματίων ίδιου σπιν με 

sj = s2 = 1/2 από τον τύπο (7.30) ότι οι συντελεστές Clebsh-Gordon cm̂

στην τριπλή κατάσταση είναι

.U
1/2,1/2 = 1.

J.0 
1/2,1/2

J.0
Cl/2,-l/2 = l/V 2 ,

-  1C-l/2,-]/2 -  1

και στην απλή κατάσταση

= - 1/V 2 , c j i , / 2 = l/V 5 .

Έτσι, οι ζ+ 0)ζ+ (?)· Ζ + 0 )ζ Μ ) .  Ζ -0 )ζ+ (2)> Ζ -0 )Ζ - (2) καταλήγουν σε 

τρεις καταστάσεις {τριπλή ολικού σπιν 1 με συνιστώσες sz : +ti, 0, - h )  και 

μία (απλή ολικού σπιν 0 με συνιστώσα sz : 0).

(ϋ) Να θεωρήσετε την σύζευξη 2 καταστάσεων με στροφορμές j\  = j 2 = 1 · 

Αφού η κάθε μία έχει 3 καταστάσεις τα δυνατά γινόμενα των 

κυματοσυναρτήσεων είναι συνολικά 9. Να δείξετε ότι η σύζευξη των δύο 

στροφορμών δίνει τρεις καταστάσεις με j  = 2,1,0. Πόσες αντιστοιχούν σε 

κάθε j  και πόσες είναι συνολικά; Παρατηρείστε πως το συμπέρασμα σας 

ισχύει για V j \ , j 2 - Επίσης το γινόμενο των δύο ιδιοσυναρτήσεων είναι 

ακριβής ιδιοσυνάρτηση του αθροίσματος για τιμές του m που αντιστοιχούν 

σε ένα μόνο συνδυασμό (/ιη,^?2)με ml +m2 = m . Στις άλλες περιπτώσεις 

όπου περισσότεροι του ενός συνδυασμοί δίνουν το ίδιο nt\ +m2 = m υπάρχει 

πάντα ένας γραμμικός συνδυασμός των γινομένων.

Απάντηση: (ΐί) 5+3+1.

Άσκηση 2. Στην max τιμή j  = j \  + j 2 αντιστοιχεί m = mx+m2 με 

mx = j x, m2 = j 2 που προέρχεται από τον μοναδικό συνδυασμό 

(/Μι,/π2)ώστε

177> = I j\ j\) 172 Ji )> j\ +j2=j-

Μειώνοντας την προβολή σπιν που χαρακτηρίζεται από τον m κατά μια 

μονάδα με επαναληπτική δράση του τελεστή καταστροφής
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*/_ — J  χ — ijy  = «/|_ + J  2-

έχουμε

J .\jm )  = V /0 ' + 0  ~ -  0  Λ |7 « - 1 )

(αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν για τους J 2_). Να δείξετε δρώντας με τον 

«/. στην |y y) ότι

|y y - i ) » J 4 i A / ·  - ι>ι λ λ ) + ^ 4 · |; Ί 7 ί )Ιλ ; 2 - ΐ ) .
V J V J

Για άλλες τιμές του y πρέπει πρώτα να φτιαχθεί η |y y) και μετά με την 

δράση του φτιάχνουμε τις |yw), tn = + y ,..., - y. Όταν ο y έχει τιμές 

διαφορετικές της μέγιστης αυτό δεν είναι τόσο εύκολο.

7.2. Π ο λ λ ά  (Ν) σ ω ιιά τ ια  κ α ι η  αργή του  P a u li

Τα κλασσικά σωμάτια είναι διακρίσιμα όχι όμως και στην κβαντική φυσική 

που είναι μη διακρίσιμα (ταντοτικά). Η απαγορευτική αρχή του Pauli αποτελεί 

συνέπεια της μη διακρισιμότητας των κβαντικών σωματίων. Αν αγνοήσουμε το σπιν η 

πυκνότητα πιθανότητας εύρεσης του σωματίου 1 στην θέση ?Χ και του σωματίου 2

στην θέση ?2 είναι

(7.31)

Παρατηρούμε πως για ταυτοτικά σωμάτια το αποτέλεσμα προφανώς δεν εξαρτάται 

από την εναλλαγή 1 <-> 2 ώστε

ψ{7\,72) = +ψ(ν2,7Χ) συμμετρική

(7.32)

ψ < Α , ΐ 2) = - ψ { ? 2 , 7 Χ)  αντισυμμετρική.

Επομένως η κυματοσυνάρτηση w(r\9F2)=(p( 1,2) δύο σωματίων στην εναλλαγή των 

μεταβλητών 1 <-» 2 είναι είτε συμμετρική (+) είτε αντισυμμετρική (-) με

ιμ(2.ι)-± νΌ.2) . (7.33)
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Τα συστήματα ταυτοσήμων σωματίων όταν έχουν ακέραιο σπιν περνγράφονται από 

συμμετρικές κυματοσυναρτήσεις και ημιακέραιο σπιν από αντισυμμετρικές 

κυματοσυναρτήσεις. Τα σωμάτια με ακέραιο σπιν ονομάζονται μποζόνια ενώ τα 

σωμάτια ημιακεραίου σπιν φερμιόνια.

7.2.1. ΜποΕόνια και ωεοιιιόνια

Αρχικά εξετάζουμε Ν= 2 κβαντικά σωμάτια χωρίς σπιν. Στην εναλλαγή 

1 ο  2 η κυματοσυνάρτηση είναι

Ασκηση 3. (ΐ) Να καταγραφούν οι κυματοσυναρτήσεις ψ(ζτλ,ΐ2) = ^(1,2) και 

οι αντίστοιχες ενέργειες Ε  με τον εκφυλισμό τους για δύο σωμάτια (Ν= 2) 

χωρίς σπιν που δεν αλληλεπιδρούν, όπου το καθένα μπορεί να καταλάβει μία 

από δύο μονοσωματιακές καταστάσεις ψα(7), ψβ(7) με ενέργειες εα,Ε β,

όταν τα σωμάτια είναι: διακρίσιμα, μποζόνια ή φερμιόνια.

(ii) Να ορισθούν οι κυματοσυναρτήσεις των δύο σωματίων; Ποιό 

συμπέρασμα προκύπτει για τις συμμετρικές ψ5 και τις αντισυμμετρικές ψΑ

στην εναλλαγή των σωματίων 1 ο  2 . Τι είδους σωμάτια περιγράφει η κάθε 

μία απο αυτές; Τι συμπεραίνετε για τις πυκνότητες πιθανότητας ψ*$ ψ3 ,

ψ*Α ψΑ στην εναλλαγή 1 2.

(in) Τι θα συμβεί στο (ii) όταν ή = 72 = F , εξάγοντας γενικό 

συμπέρασμα για μποζόνια και φερμιόνια και να διατυπώσετε την αρχή του 

Pauli.

(7.34)

(7.35)
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Λύση:

ω

κλασσικά 
(διακρίσιμα)

2- - o L  -------  -d < *  ρ

J -  _ q L  .

κβαντικά 
(μη όιακρίσιμα)

μποζόνια:

φερμιόνια:

-------  -0 -0  Ρ

- Ο Ο  -------  α

Ρ

α

(3)

(1)

Στα ταυτοτικά κβαντικά σωμάτια αν οι κβαντικοί αριθμοί του σωματίου 1 είναι α  

και του 2 είναι β  (στην πράξη α  και β  είναι σύνολα κβαντικών αριθμών που 

περιγράφουν την κατάσταση των σωματίων 1, 2) η κυματοσυνάρτηση του 

συστήματος είναι το γινόμενο

ψαβ(12) = ψα(1)ψβ(2)

με αντίστοιχη ιδιοτιμή

όπου ε α(β) είναι η ενέργεια της μονοσωματιακής κατάστασης α (β ) .  Η παρουσία 

ταυτοτικών σωματίων σημαίνει πως η

Ψ βα ^2 ) = ψ β (\)ψα (2)

είναι επίσης κυματοσυνάρτηση του συστήματος με την ίδια ιδιοτιμή Ε = εα + £ β .

Επομένως στην ε α + £ β  αντιστοιχούν οι ψ α β , ψ β α  και το σύστημα παρουσιάζει

διπλό εκφυλισμό λόγω n/ς συμμετρίας ανταλλαγής 1 <-» 2 το)ν σωματίων. Οι 

εκφυλισμοί φαίνονται παραπάνω στο σχήμα στις περιπτώσεις όπου τα σωμάτια είναι 

διακρίσιμα, μποζόνια και φερμιόνια (4, 3 και 1, αντίστοιχα).

(ii) Επιθυμούμε αποδεκτές λύσεις για τα ταυτοτικά σωμάτια με ταυτόχρονη 

διατήρηση της πυκνότητας πιΟανόνμας στην εναλλαγή 1 2 (για αυτόν τον λόγο οι

ψαβ* Ψβα ^εν είναι αποδεκτές για ταυτοτικά σωμάτια). Όμως, οι συμμετρικές και

αντισυμμετρικές κυματοσυναρτήσεις (7.35) για μποζόνια και φερμιόνια δίνουν 

.πυκνότητες πιθανότητας
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αναλλοίωτες στην εναλλαγή 1 <—> 2 , όπως αρμόζει για μη διακρίσιμα κβαντικά 

σωμάτια όπου δεν έχει σημασία ποιό είναι στην κατάσταση α και ποιό στην β. Οι 

Ψαβ > Ψβα £ίναι εκφυλισμένες, όπως και οι γραμμικοί τους συνδυασμοί ψ$, ψΑ που 

είναι επίσης εκφυλισμένες.

(iii) Όταν η = r2 η ψ Α μηδενίζεται γεγονός που οδηγεί στην απαγορευτική αρχή 
του Pauli.

7.2.2. Η απαγορευτική αργή του Pauli

Για αυθαίρετο αριθμό Ν  σωματίων χω ρίς ση ιν  έχουμε για μποζόνια  την

συμμετρική κυματοσυνάρτηση

με το άθροισμα στις δυνατές μεταθέσεις (Ρ) των α, β, γ, ... αριθμών εμφάνισης 

ηα , Πβ, Πγ,··· και για φερμιόνια όπου ηα ,ιΐβ ,ηγ,··· = 0 ή 1 την αντισυμμετρική

κυματοσυνάρτηση στην μορφή της ορίζουσας Slater

Παρατηρούμε πως για φερμιόνια α  = β  οδηγεί σε μηδενισμό της ορίζουσας και 

ψ Α = 0 που ισοδυναμεί με την απαγορευτική αρχή του Pauli.

Παράδειγμα 1. Τα φερμιόνια δεν πάνε κοντά αφού

- Σ ψ ^ ) Ψ β ( 2 ) - ψ ν (Ν) (7.36)

(7.37)

Ψα Ο \Λ )  = -Ψ α ( ^ Α )

λ  =  Γ2 =  Γ : ψ Α ( r , r ) = - y r A( r , r ) = * w A(f , r )=*0 .

Τα μποζόνια μπορούν να πάνε κοντά αφού



7.2. Πολλά (Ν ) σωμάτια και η αρχή του Pauli 307

ή =  r2 =  r  : ws ( r ,r )  = - ^ ( ψ α (7)ψβ (7) + ψα {?)ψβ {ϊ:) )*  0 .

Για αυθαίρετο αριθμό Ν  σωματίων μ ε σπιν οι κυματοσυναρτήσεις γράφονται

Ψολική ~ Ψχώρου Χσπιν

και η ψ0χΙΚή πρέπει να είναι συμμετρική για μποζόνια και αντισνμμετρική για 

φερμιόνια. Π. χ. για δύο ηλεκτρόνια (φερμιόνια) σπιν-\/2 η ψ 0χ ική πρέπει να είναι 

αντισνμμετρική ώστε

Xamv Ψ χώρου Ψολική

5=1 s A A

s=0 A s A

Αρχή του Pauli: Δύο φερμιόνια με ‘παράλληλα’ σπιν έχουν μηδενική πιθανότητα 

να έχουν την ίδια κυματοσυνάρτηση χώρου ψα ~ Ψ β  αφού η χωρική

κυματοσυνάρτηση Κ η ,Γ 2) πρέπει να είναι αντισνμμετρική και 

^ (ψ α { Γ \)Ψ α ^ ) -Ψ α (λ )Ψ α (* 2 ) )  = ®· Επομένως, οι κβαντικοί αριθμοί δύο 

φερμιονίων με παράλληλα σπιν είναι αδύνατον να συμπίπτουν.

Ασκηση 4. Στην περίπτωση όπου οι κβαντικοί αριθμοί είναι ίσοι j\ = j 2 = j  

υιοθετώντας τον συμβολισμό JM  για τους κβαντικούς αριθμούς που 

χαρακτηρίζουν το άθροισμα να δείξετε ότι ^ ( 2 J )  = ( - l ) 2y“V.M /0*2) 

όπου η

^ ja/0*2) -  Σ  εηψ»2Ψim\ W Ψjr*2 (2)
w,,m2

είναι συμμετρική ως προς την εναλλαγή των μεταβλητών των δύο σωματίων ή 

αντισνμμετρική, δηλαδή
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Ψμ { \ · 2 ) - ± ψ μ { 2 ,\ )  ·

Απάντηση: Στην περίπτωση αυτή J  = 2j, 2 j - \ ,  ···, 0 από τον (7.3) και 

επειδή η κατάσταση μεγίστου J  είναι πάντα συμμετρική, είναι γνωστό η 

ισοτιμία της είναι (-1)·/ = (-1)2/  =+1, η επόμενη είναι αντισυμμετρική 

( - Ι ) 27-1 = - 1 , κλπ, ο δείκτης γράφεται , J  = 2 j, 2 / - 1 ,  ·■·, 0.

Ασκηση 5. (ΐ) Είδαμε πως στην περίπτωση δύο σωματίων σπιν-1/2 ο 

κβαντικός αριθμός 5 του ολικού σπιν είναι είτε s = 1 (τριπλή κατάσταση με 

m = +1, 0, 1) είτε s = 0 (απλή κατάσταση με m = 0). Να δείξετε ότι οι 

καταστάσεις της τριπλής |1 1), |0 0), |1-1) είναι συμμετρικές ως προς την 

εναλλαγή σωματίων ενώ η απλή |0 0) είναι αντισυμμετρική.

(ΐΐ) Η πλήρης κυματοσυνάρτηση χώρου και σπιν δίνεται από το γινόμενο

Ψολική Ψχώρον Χσπιν

και επιβάλλεται να είναι συμμετρική γιά μποζόνια ακέραιου σπίν και 

αντισυμμετρική γιά φερμιόνια ημιακέραιου σπιν. Επομένως, η χωρική 

κυματοσυνάρτηση ^ (η ,Ρ 2) δύο φερμιονίων είναι αντισυμμετρική για 

‘παράλληλα ’ σπιν και συμμετρική για ‘αντιπαράλληλα ’ σπιν ενώ ενώ η χωρική 

κυματοσυνάρτηση ζν(ή ,ε2) δύο μποζονίων είναι συμμετρική για 'παράλληλα' 

σπιν και αντισυμμετρική γιά ‘αντιπαράλληλα’ σπιν. Αυτό συμβαίνει επειδή 

στην εναλλαγή των μεταβλητών η ολική κυματοσυνάρτηση, που είναι το 

γινόμενο, πρέπει να είναι υποχρεωτικά συμμετρική γιά μποζόνια και 

αντισυμμετρική γιά φερμιόνια. Να εξηγήσετε τι συμβαίνει σε αυτές τις δύο 

περιπτώσεις όταν δύο φερμιόνια έρχονται πολύ κοντά. Πότε ‘έλκονται’ και 

πότε ‘απωθούνται’; Ποιάς αρχής είναι απόρροια η παρατηρούμενη συσχέτιση 

της χωρικής κίνησης και πως εκδηλώνεται; Σημείωση: οι δυνάμεις 

ανταλλαγής που δεν έχουν σχέση με τις δυνάμεις Coulomb είναι υπεύθυνες 

για την σταθερότητα των πυρήνων. Η φορά των δυνάμεων ανταλλαγής 

εξαρτάται από τον προσανατολισμό του σπιν (με ψ5 *  0, ψ Α ® 0).

Δύο φερμιόνια με ‘παράλληλα’ σπιν: Ψ χώρου = αντισυμμετρική

Δύο φερμιόνια μ ε ‘αντιπαράλληλα’ σπιν: ψχώρου ~ συμμετρική
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Δύο μποζόνια μ ε ‘παράλληλα’ σπιν: Ψχώρου = συμμετρική ι

Δύο μποζόνια με ‘αντιπαράλληλα’ σπιν: ψ χώρου ~ αντισυμμετρική

Ασκηση 6. Δώστε μερικά παραδείγματα φερμιονίων και μποζονίων. Ποια 

είναι η βασική τους διαφορά; Γράψτε μια τυπική κυματοσυνάρτηση για δύο 

φερμιόνια και μία για δύο μποζόνια, υποθέτοντας πως δεν αλληλεπιδρούν. 

Λύση: Φερμιόνια είναι τα ηλεκτρόνια και τα πρωτόνια σπιν-1/2, όπως και 

τα νετρόνια ή οι πυρήνες με περιττό αριθμό φερμιονίων. Μποζόνια είναι το 

φωτόνιο (με σπιν 1) και το σωμάτιο α  (με σπιν 0) ή ακόμη πυρήνες με άρτιο 

αριθμό φερμιονίων καθώς και άλλα σωμάτια όπως το π-μεσόνιο με σπιν 0. Η 

αντισυμμετρική κυματοσυνάρτηση δύο φερμιονίων γράφεται με την ορίζουσα 

του Slater, χρονικά εξαρτημένης μορφής

ψ Α( η . ^ ' )  =

V2

_ l _ ^ o(F„0 Ψ β ^ , Ι )  

e-i(Va+€p)llh'ψ Λ λ )  ψ β (λ )Λ
ψ',ΐτι) ψ β ^τ)

= - ^ { ψ Λ λ  )ψβ(Τ2 ) -  ψ β ί λ  )Ψα(ϊ.2>) e ' ,{ea*Cfi),lh  ,

όπου οι δείκτες α, β  αναφέρονται στους κβαντικούς αριθμούς χώρου και 

σπιν. Η χρονικά εξαρτημένη κυματοσυνάρτηση δύο μποζονίων είναι 

συμμετρική της μορφής

= ~ ^{ψ α (λ)ψ β(ϊΐ) + Ψβ^ΟΨα^.l ) ) e ',(Co*Cfi)" h .

Ασκηση 7. Δύο ταυτοτικά κβαντικά σωμάτια κινούνται στην μία διάσταση 

σε απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού με το ένα στη βασική στάθμη και το άλλο 

στην αμέσως υψηλότερη αλλά της ίδιας ισοτιμίας. Αν το εύρος του πηγαδιού 

είναι α και η μάζα των σωματίων m να γράψετε τις χρονικά εξαρτημένες 

και να αποδείξετε ότι είναι εκφυλισμένες. Να υπολογίσετε τις

πυκνότητες πιθανότητας στις δύο περιπτώσεις. Να υπολογίσετε γιά τις δύο 

περιπτώσεις την πιθανότητα να βρεθούν τα δύο σωμάτια ταυτόχρονα σε 

απόσταση <α/4  από το κέντρο του κουτιού. Συγκρίνετε τις πιθανότητες και
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σχολιάστε το αποτέλεσμα.

Υπόδει&τι: 1
¥ « (* .0  = M c o s — e - * ^ *  , Εα = — ■ | ■

να α 2mo2

, Εβ = 9Εα
a

Ψ , =

1 2 /DCi 3/DC 9 7tX2 3πΧ\
cos — -  cos — -  + cos —-  cos----1~

a a a a

7tK\ 3/dco π χ 2 3/dcicos — L cos — =- -  cos — -  cos — - 
a a a a

4 Ϊ  a . 

1 2

-a/2 0 +a/2 x

e~i(Ea+Ep)tlh

e~‘(Ea+Ep)llt>
4 f i a

A

με ίδια E = Ea + E β . Από την /5s (*i >;(:2 ) = |v*,s Cx]>x2>0| > κ.λ.π υπολογίζονται οι 

ανεξάρτητες του χρόνου πιθανότητες
α/ 4 «/4

P sA -alA<x\’xi <ah )=  fax jd*2 ps,a(xi>x2)
-a/4  -a/4

και μετά από πράξεις

Ps = -  
s  4

Λ  = - l  1 + -

' ι + Γ
. πν

1 -
3πν

* 0.424
π"

1 - —  — ^ « 0 .2 2 1
4ί, π Λ  3π·7 π·2 

Παρατηρούμε πως στην συμμετρική κατάσταση τα δύο σωμάτια τείνουν να 

πλησιάσουν μεταξύ τους, ενώ στην αντισυμμετρική η πιθανότητα είναι μικρότερη 

και το ένα αποφεύγει το άλλο. Δίνονται τα ολοκληρώματα
α/ 4
J  dx

-a /4
cos πχ a a /4

- 7 '  + 7 ·  J *
COS2 3/ec _ a

- a /4
a

1 -
3 /r/ *

a) 4

i . 7vc 3πκ aax cos— cos—  = —  
. a a 2π

-<7/4

Ασκηση 8. Δύο ηλεκτρόνια περιγράφονται από την Χαμιλτονιανή 

αλληλεπίδρασης

Η  = a s { · ?2·
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Να βρείτε τις ιδιοτιμές ενέργειας και την τάξη εκφυλισμού τους., 

Λύση :

Η = α  s] · Ι2 = γ ( £ 2 - ? ι 2 -? 2 2) ? = + ί 2

και οι ιδιοτιμές της Η  είναι

Ε = —̂ ~(s(s + + 1)-.S2(.S2 + 0)» ^  = s2 = 1/2 => S' = $| + , 2 . h  - 5 2| = 1,0.

Αρα

5
ί , *  +

g f i2
4
a  ti1

(τριπλή)

(απλή)

Ε ι 

£ο

Άσκηση 9. Στο άτομο του υδρογόνου προστίθεται ο όρος V  = ^  ^ J  π0υ
Η2

περιγράφει σκέδαση σπιν-στροφορμής με I  την τροχιακή στροφορμή και s 

το σπιν. Να υπολογίσετε το ενεργειακό φάσμα όταν α  * 0.

Λύση:

Η Χαμιλτονιανή είναι

Η = Η 0 + ^ Ϊ · 3  , Η 0 = ~ - V 2 -  —  με £<0 )= -» 2 13*6
%2 2m

e V .
n*

Ισχύει

( ί  + s )2 = Ί 2 + s 2 +2~ί>s = j 2 = > l-s = i ( J 2 - $ 2 - έ 2)

άρα K' = A 5-(7 2  - ? 2 -  έ2) με ιδιοτιμές

Ey/ = e [ y ( y + i ) - l - « / + i ) j

^  = £<0) + £ y< = ~ e V  + α  [y<y +1) -  t ( t  +1) - 1 ]  .

Παρατηρούμε πως λόγω του όρου V  η £*0> γίνεται E„(j  και αίρονται ο 

ι περιστροφικός και ο δυναμικός εκφυλισμός.
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Άσκηση 10. (ί) Μποζόνια:

Οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής α, α+ για μποζόνια υπακούουν 

σχέσεις μετάθεσης

[α,α] = [α+,α+]= 0, [<ζ,α+]=1 , 

με ορισμό του μεταθετή για τους τελεστές a, b

[a ,b \- a b - b a .

Στο παράδειγμα του αρμονικού ταλαντωτή με ιδιοσυναρτήσεις τις 

|η), « = 0 ,1, 2, ··· έχουμε

α\η) = V n |/7-l), α+\η) = V« + l(n + l)

να υπολογίσετε τις ιδιοτιμές του αρθμητικού τελεστή Ν  = α+α και επιπλέον 

τις μέσες τιμές θέσης, ορμής και το γινόμενο των αβεβαιοτήτων Δχ Αρ στην

κατάσταση |« ) .

(Η) Φερμιόνια:

Οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής α, α+ για φερμιόνια υπακούουν 

σχέσεις αντιμετάθεσης

{α,α} = {α+,α+} = 0, {α,α+}=1, 

με ορισμό του αντιμεταθέτη

{a,b} = ab + ba

(+ για φερμιόνια ενώ στα μποζόνια ισχύουν σχέσεις μετάθεσης με μεταθέτη 

[.a,b] = a b -b a  με -). Να δείξετε πως για τον αριθμητικό τελεστή Ν  = α+α 

ισχύει Ν (Ν  - 1) = 0 και να υπολογίσετε τις ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις του Ν  

(οι ιδιοτιμές είναι 0 ή 1 με ιδιοσυναρτήσεις |0), 11)). Αν οι τελεστές δράσουν 

στις ιδιοσυναρτήσεις |0), |1) που για φερμιόνια αποτελούν ένα σύστημα δύο 

καταστάσεων |0), |1) με

λ|0) = 0, σ+|1> = 0

να βρείτε τις 2 x 2  μήτρες που αντιστοιχούν στους τελεστές a,i(a+-a).  

Ποιος από αυτούς τους τελεστές παριστάνει ένα φυσικό μέγεθος; Να 

υπολογίσετε τις ιδιοτιμές και τις ιδιοσυναρτήσεις του.
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7.3. Θ εω ρ ία  δ ια τα ρ α γώ ν

7.3.1. Mu εκωυλισιιένη

Στόχος μας είναι η επίλυση της εξίσωσης Schrfldinger

Η \η ) = ΕΛ \η) (7.38)

με τον υπολογισμό των ιδιοτιμών Εη και των ιδιοσυναρτήσεων \η) . Αυτό μπορεί να γίνει 

ιροσεγγιστικά με την θεωρία διαταραχών (ΘΔ) όταν

/ /  = / / 0 + Γ  = / / 0 +Λ Ρ\ (7.39)

που//ο είναι το 'αδιατάραχτο' μέρος της Χαμιλτονιανής Η  που πρέπει να επιλύεται 

κριβώς

/ / 0 |w(0)) = £ l0 ) | ^ 0)) (7.40)

ε (μη εκφυλισμένες) ιδιοτιμές και ορθοκανονικές ιδιοσυναρτήσεις | η(0)) .  Έτσι,

:αν η διαταραχή V r είναι μικρή {λ « 1), μπορεί να αρκεσθούμε στους πρώτους όρους των 

'απτυγμάτων που δίνουν τις Ε„> |/?) σε δυνάμεις του λ

£„ = £<0) + λ  £<° + λ 2 Ε („2)+... (7.41)

Ι» )= |» (°> )+ α !«<'))+λ2 1«<2>)+... . (7.42)

αν λ  = 0 προφανώς Εη = £ * °\ |λ) = ενώ οι παραπάνω όροι τάξης Λ, Λ2,··· είναι

ρθώσεις πρώπ/ς, δεύτερης, κλπ τάξης λόγω της διαταραχής V . Αρα, η θεωρία 

ταραχών επιτρέπει την εύρεση προσεγγιστικών λύσεων στο πλήρες (‘διαταραγμένο’) 

>βλημα χτίζοντας πάνω στις γνωστές λύσεις τη ς4αδιατάραχτης’ Χαμιλτονιανής.

Αν αντικαταστήσουμε τα αναπτύγματα (7.41,7.42) ως προς λ  στην εξίσωση 

irttdinger Η \ n ) -  En |;ι) παίρνουμε

(Η 0 + ΑΚ)(|η<°>) + λ  |»0)) + |«<2>) + ...)

= (£<0)+ * £ < '> + Λ2 £<2> + ...)[ |««») + Λ |w<») + Λ2 |«<2>) + ...] (7.43)
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και συλλέγοντας όρους ίδιας τάξης ως προς λ

Η 0 |ηΜ) + λ ( Η 0 |«(i>) + F|»(°)))+A2(//0 |«<2)) + r|«W ))+0(A3)

= Ε („0) |Μ(°)) + 2 ( 4 0) |» (1)) + 4 ,) |« (0)))

+ Λ2(ε („0) |« (2)) + 4 1} |« 0)> + 4 2) |» (0)))+Ο(Λ3> , (7.44;

όπου 0(Λ3) σημαίνει όρους τάξης Λ3 και μεγαλύτερης. Εξισώνοντας τις διαφορετικέ! 

δυνάμεις του λ  προκύπτουν οι

και από την επίλυση των (7.45) έχουμε τους διαδοχικούς όρους της θεωρίας διαταραχών 

μηδενικής τάξης, πρώτης τάξης, δεύτερης τάξης, κλπ.

ΘΔ μηδενικής τάξης:

Από την πρώτη εξίσωση (7.45) στην τάξη λ° δεν προκύπτει τίποτα καινούργιο κι 

οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις είναι αυτές της 'αδιατάρακτης' Χαμιλτονιανής

Η 0 |«<°)) = ^ 0) |«(°>)

Η 0 |»W) + K|»<°>) = 4 0) μ » )  + £(ΐ) |Λ0)>

(7.4<

ΘΔ πρώτης τάξης:

Από την δεύτερη εξίσωση στην τάξη λ 1

Η 0 |«ω ) + μ|„(0)) = £ (0) |»<°>)

=> {Ε$»-Η0) |*<,>) = - ( * ί , ) - κ ) |ι » (0)) . (7■Λ



to εξίσωση αυτή επιλύεται απουσία εκφυλισμού των |λ(0)) αρκεί η |w ^) να αναπτυχθεί 

*ιην ορθοκανονική και πλήρη βάση των ιδιοσυναρτήσεων της Η0
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»|Ι’) -Σ '.Κ 1} (7.48)
m

b te

(7.49)
m

ϊμβάνοντας υπ' όψιν πως HQ |m(0̂  = |m(0̂

X ^ f e 0)- 4 0)) k (0)) = - f e ,) - ^ ) | « (0)) . (7.50)
m

Ί πολλαπλασιάσουμε με το bra | και χρησιμοποιήσουμε την ορθοκανονικότητα των

(0))

- Ε ^ ) ( η ^ |/»W ) = |ρ |« (°))
m

-  - * ? ’ +("(οιι·ι»(">)
m

=> 0 = -£< l} + (w<°>|k |m<°>) 

= > £ ( ') = (n(°)|Kjw(0)̂

ι> στην θεωρία διαταραχών πρώτης τάξης οι ιδιοτιμές από την (7.41)

Ε„ = ε ^ + λ Ε ^

(7.51)

= Ε<0)+ λ (η (0>Ιήη(0>) 

= £<0 ,+ (n < °> |r |M(0))

r ( ° )  4. V*L n + Κ„<0)„<0) (7.52)



αλλάζουν κατά το στοιχείο μήτρας της διαταραχής F '0 , υπολογισμένου στις αδιατάρακιε\

ιδιοσυναρτήσεις |«^0^ ,  δηλαδή η διόρθωση δίνεται από το ολοκλήρωμα της διαταραχής V  

στις καταστάσεις που επιθυμούμε

K m o y  = ;{«<°> = j d 3r Ψ ; (0)(r) V \r )  ¥nW\ r )  . (7.53

Με άλλα λόγια:

Η  διόρθωση πρώτης τάξης στην ενέργεια της ‘αδιατάρακτης’ κατάστασης δίνεται από τη 

μέση ή  αναμενόμενη τιμή της διαταραχής σε αυτήν.
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Οι ιδιοσυναρτήσεις πως αλλάζουν σε πρώτη τάξη ΘΔ; Η εξίσωση πρώτης τάξη 

θέτοντας η' αντί του m

= - ( 4 »  -  f )|«(°)> (7.5^

αν πολλαπλασιασθεί με το bra ( m ^  | με m *  η, δίνει

Σ ^ ( Εί0) -  4 0)) (w(0) |" ,(0)> = |π(°)) + (*(°) |κ|/»<°>)

=5 Σ < ν (£Γ  - 4 0,Κ . »  =('»(<ψ |» ,"))

Επομένως,

/W(0)|KL(0))

Cm~ E i0)- E m•c'/m

m

, ΥΠΦΠ,

. e |„ (0 ))+ V”\ r  L ·  -«» _*.«>) I /
m(*n) n n Λm

(7.5:

(7.5(

όπου στο άθροισμα Σ  δεν συμπεριλαμβάνεται ο όρος m = n. Ο συντελεστής c 

υπολογίζεται από την συνθήκη κανονικοποίησης της
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που είναι η ιδιοσυνάρτηση |/?) στην πρώτη προσέγγιση, με όρους τάξης μέχρι λ ,

ι =  (»<°> |»<°>)+ λ  ((»<°> |»<·>)+ ( « ο  |»(0)))

= 1 + Λ (|c„2| + |cn2|)= > c„ = 0  .

 ̂Όταν οι ‘αδιατάρακτες’ ενέργειες είναι μη εκφυλισμένες έχουμε

Ε . ,»ν KWn ,ou
L γ  )=  Σ  \ ( 0 )  ' (ο» lw( )>

(7.57)

(7.58)

m(*n) Ε (0)- Ε {0)
(7.59)

Επομένως, οι ιδιοτιμές και οι ιδιοσυναρτήσεις στην πρώτη τάξη· της θεωρίας 

διαταραχών (7.41) είναι

£„ = 4 0) + («(0)Μ » (0))

Ι " ) - Ι " <0|>+ Σ  i # ^ s V ’>·
(7.60)

. , £ (0 )-£ (°)  m(*n)

>που H = Hq + V' με / / ο|λ(0)) = ^ 0)|w(0))* Αν η Χαμιλτονιανή Η  γράφεται ως

Η = H0 + V  όταν η V  είναι μικρή σε σχέση με την Η 0 μπορούμε να περιορισθούμε στις 

αραπάνω εκφράσεις για τις £„, | w > στην θεωρία διαταραχών πρώτης τάξης .

(αράδειγμα 1. Στο δυναμικό V(x) = V0(x) + V \x )  του σχήματος

J
' m  

\ m ____

i

? 4/ 
7 4/
7 ~  4/ 
7 t  7 4. 
7 iί__ ^  Λ

1 VQ(x) I *
. V r

v ( x )  

’ ^
0 4 2 a  'x  0 a *  ~

£L SL X 
4 2
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όπου VQ(x) είναι το αδιατάρακτο απειρόβαθο πηγάδι δυναμικού στο [0,α] και V \x )  ένα 

μικρό συγκριτικά δυναμικό φράγματος Vx στον πυθμένα του, η εξίσωση Schrodinger

j 2
γράφεται Η\η) = Εη\η) με Χαμιλτονιανή Η  = —--------- + V0(x) + V'(x) = Η 0 + V’(x) . Με

2m dxλ

όρους μέχρι και πρώτης τάξης στην ΘΔ οι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις γίνονται από την (7.60)

-  4 01+''» » = £ ^ " 2 + ν' 1 Λ [ I ) si" 2 — ■
α! 4

, 12 . ηηχ χλn) = J -s m ------+  2 ,
να α

Vr mn

m(*n) ft. (n2 - m 2) Va 
2ma2 V '

2 . m nx  
— sin------

με

λ  r r  012
K . - 1 2 -  dx

a  „ /4
mn

. m n x  . YiTtx , Λ „
sin------ sin-------, m9n = 1,2,3,

a a

όπου για το ‘αδιατάρακτο’ πρόβλημα ισχύει

„(0)) = β 5ΐη— ,£< 0) =
' ν α  α

Η2π 2
η2, η = 1, 2 ,....

2 ma1

Με την ταυτότητα sin 2 or = (1 -  cos 2α)/2  επιλύουμε το ολοκλήρωμα για το V'nmn

2 V, a,f  . 2 η π χ  2V, “'f‘ (1 1 2 η π χ \
— L ax: sin2------= — L I dx I ------- cos--------

a j. a a j, \2  2 a )aj 4 -'■*

a/2

2 V,

\a/4 

f
= ±~l 

a
α /2 -α /4  a 

2 4 ηπ

ηπ
jdy  cos y

nx/2

2V, a a .= — h -----------sin v
a 8 4 ηπ

nn \

η φ ,

V, V, . ηπ
= — + ——sin—■-, n = 1,2,3, 

4 2 ηπ  2

και οι ιδιοτιμές ενέργειας στην πρώτη τάξη γίνονται
.·. i'llt 1,V>

_ Η2 π 2 2 (V, VtΕ„ -------- «2 + — + —!
2ma2 I 4 2ηπ

ι . ηπ+ —1—sm —  , « = 1,2,3,··:· C
4 ^  ν. *S
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Οι μηδενικής και πρώτης τάξης τιμές της ΘΔ φαίνονται στο σχήμα για η = 1, 2 ,3 .

.(οι.  η2κ 2 . j Λ  7 Λ

V\
.............. .................Φ Vyx

3 ~ 2ma2 .... 6 π

^  Η2π 2 Λ V\
(0) tl2* 2 „

E7 = ------— 4 h— -
2 ma2 4 .................Φ V22

2 2 ma2

(0) _ η2π 2
1 2ma2

__ ϋ 2π 2 
2ma2

ϋ
2π A

ν
VIιι

μηδενικής τάξης ΘΔ πρώτης τάξης ΘΔ

(ιδιοτιμές της Η 0) (με τις διορθώσεις V'nn)

Παρατηρούμε πως οι ενεργειακές στάθμες του απειρόβαθου πηγαδιού, που στην 

|δενική τάξη περιγράφονται από την Η 0 , στην πρώτη τάξη μετατοπίζονται κατά V'nn, την

ση τιμή της διαταραχής σε αυτή, δηλαδή γίνονται £*0) + V'm . Όταν \V^n\ «  διαφέρουν

ro από τις με αποτέλεσμα συχνά να αρκούμεθα στην πρώτη τάξη ΘΔ. Οι

^συναρτήσεις |w(0)) = αλλάζουν επίσης με διόρθωση πρώτης τάξης στην
' V a a

ι. Εδώ θα επιλύσουμε και αυτό το πρόβλημα. Με αντικατάσταση στην (7.60) έχουμε

2Κ, a t  2

. Χ ί ϊ  . nnx α|π) = J~sm ---- + 2 ,  —
' α α m{*n)

J  dx si
m n x  . η π χ  

sin------ sin
a t  4 a

h2n 2
2ma2

(n2 - m 2)

a Ϊ2 . m n x
—  J - s m -------

V a a

λοκλήρωμα με την ταυτότητα sin a  sin β  = [cos(a -  β ) -  cos(a + /?)]/2 γράφεται
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V' =r nm
2Κ

α/2

a
. mnx  . ηπχ V α/2

asm sin
a/A

V\

a a a
J dx

a/ A

COS(ηι-η)πχ (?η + η)πχ------------- -- cos-1--------—
a a

n{rn -  /;)_

V\
n{m + n)

και η βασική (w = 1) στάθμη γίνεται

. ( m - n ) m  2 . (πι -η)πα Α
a a

. (m + n)m/2 . (m + n)ml4 sm  ------ -—- sin  ------ -——
a

i H ll0)} +
VI2\

Τι2π 2 
2 ma2

(l 2 -  22)
12(0)) + Vi31

η2π 2· 
2 ma2

(l2 - 3 2)
|3<°)>

-i! sin k x  2ma2 V\ f

a 3Η2π 2 π 2 + 3 + 6
sin 2 nx

a

2ma2 (  Vj λ . 3πχ Vx
" i f t v r  2 ^ J sm a π

1 4 Ϊ  1 . Απχ
5 10

sin------+
a

Παρατηρούμε πως στην διόρθωση της βασικής στάθμης που εξετάζουμε συνεισφέρουν όλ 

οι κυματοσνναρτήσεις του ‘αδιατάρακτου' προβλήματος (μίξη), αλλά η σημαντικότε( 

συνεισφορά είναι από αυτές που οι ιδιοτιμές τους είναι κοντά στην |« = 1) που μι 

ενδιαφέρει.

Οι παραπάνω τάξεις στην θεωρία διαταραχών υπολογίζονται όλο και πιο δύσκοΐ 

όσο η τάξη μεγαλώνει. Το αποτέλεσμα δεύτερης τάξης ΘΔ για τις ιδιοτιμές ενέργειας είναι

Ε'η ~ Εη
(0) + V' ~ ηη

γ·r mn
J d . r E ^ - E , (0)

m
(7.6

Παράδειγμα 2. Έγινε νομίζω κατανοητό σε προηγούμενα κεφάλαια πως η λύση τ 

εξίσωσης SchrOdinger είναι ισοδύναμη με την διαγωνοποίηση της αντίστοιχ 

Χαμιλτονιανής μήτρας που γράφεται σε μια βάση. Με την ΘΔ θα βρούμε τις ιδιοτιμές κ 

ιδιοσυναρτήσεις της μήτρας

( -0.03 5.01 \
~ {  5.01 -0 .05J

Όμως το πρόβλημα αυτό λύνεται ακριβώς αφού γνωρίζουμε να διαγωνοποιούμε 2> 

μήτρες! Τι χρειάζονται, λοιπόν, οι προσεγγιστικές λύσεις της θεωρίας διαταραχών; Σε αυτ
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την περίπτωση τίποτα. Απλώς θα ελέγξουμε την ακρίβεια της ΘΔ σε διαφορετικές τάξεις. 

Θα λύσουμε πρώτα το πρόβλημα ακριβώς και μετά θα συγκρίνουμε τα αποτελέσματα της 

ΘΔ με την ακριβή λύση.

Α κριβής λύση: Η διαγωνοποίηση που γίνεται εύκολα (π. χ. με υπολογιστή τσέπης) δίνει τις 

ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις

£,=-5.05001, |1) =

£ 2 =4.97001, |2) =

' 0.70640' 
,-0.70781,

'0.7078 Γ 
,0.70640,

9Δ: Για την εφαρμογή της ΘΔ διευκολύνει να γράψουμε την Η ως εξής

H  = H 0 +V’ ,

που

Η η =
ro 5' 
5 0,

»

-0.03
0.01

0.01 )
- 0.05 J '

ιιλέξαμε αυτόν τον μάλλον προφανή τρόπο αφενός η Η0 που διαγωνοποιείται εύκολα να

ει το κύριο βάρος και αφετέρου η V  να είναι μικρή ώστε ακόμη και η πρώτης τάξης ΘΔ 

δώσει καλά αποτελέσματα βελτιώνοντας την γνωστή λύση μηδενικής τάξης του 

ΐιατάρακτου’ προβλήματος.

ΐδενικής τά ξη ς ΘΔ: Ο ι ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις της Η0 είναι

- 5 , |,<0)\ ==_!_( 1 Ί = (  °·7071067
1 '  Λ ^Ι- l J  1-0.7071067J

£ ί 0 ,= + 5 . hWN—Lpl.i0,7071067)
1 '  V2UJ ν.0.7071067;

»μη και αυτά τα αποτελέσματα στην μηδενική τάξη της ΘΔ για τις ιδιοτιμές ενέργειας και 

ιδιοσυναρτήσεις βλέπουμε πως προσεγγίζουν αρκετά καλά την ακριβή λύση. Αυτό
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συμβαίνει λόγω της πολύ μικρής διαταραχής V . Η πρώτη τάξη της ΘΔ αναμένεται να 

βελτιώσει περαιτέρω τα αποτελέσματα. '

Πρώτης τάξης ΘΔ: Θα χρειασθούμε στοιχεία μήτρας της V  σχηματίζοντας τα γινόμενα,

π.χ·

(><0)Μ > <0,) = 7 |( 1 . - 1 >
-0.03 o . o n j f p
0.01 -  0.05 JV 2  l - l ,

-0.05.

Άρα, οι ιδιοτιμές αλλάζουν και η Εχ γίνεται

£ , = £ 1(0)+ ( i w |r | i ( ° ) )

= -5 -0 .0 5  = -5.05

που συγκρίνεται ευνοϊκά με το ακριβές αποτέλεσμα Ε\ =-5.05001. Για την στάθμη 

αντίστοιχα

Ε2 = £50)+ (2 (0)|^ '|2 (0))

= 5 -0 .03  = 4.97

που συγκρίνεται επίσης πολύ ευνοϊκά με το ακριβές αποτέλεσμα Ε2 = 4.97001. Τ 

ιδιοδιανύσματα στην πρώτη τάξη γίνονται

Ι · Η 1(0)}+
y  C l  
-4- r-(0) ρ(0)

m ( * n ) E , - E m

|2(°>)

1 η  Λ 10-3 f l W  0.70640^1
V2 U 1J  V2  l l j " l - 0 .7 0 7 8 l j

|2) = |2(°>) + Σ
VLm 2

και
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= |2(0)) + ΐ ^ |ΐ(0))
ι [ ΐ |  ίο - 3 η  γ  ro .7 Q 7 8 n

V 2 l l J + V2 l - l j  U .70640j '

Παρατηρούμε ότι τα αποτελέσματα πρώτης τάξης για τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα, σε 

αυτήν την ακρίβεια, δεν διαφέρουν καθόλου από τα ακριβή αποτελέσματα! Αυτό προφανώς 

οφείλεται στην πολύ μικρή διαταραχή.

Άσκηση 1. Σωμάτιο μάζας m στο δυναμικό Κ0(*) = —ηιω1χ 1 μονοδιάστατου
2

αρμονικού ταλαντωτή κυκλικής συχνότητας ω διαταράσσεται από ομογενές 

ηλεκτρικό πεδίο £  ώστε V'(x) = e £ x . Να θεωρήσετε το V9 ως διαταραχή και να

δείξετε ότι η ενέργεια της θεμελιώδους στάθμης του αρμονικού ταλαντωτή ΐτω/Ι 

δεν αλλάζει στην πρώτη τάξη της ΘΔ. Συμβαίνει το ίδιο και για τις άλλες στάθμες; 

Τι συμβαίνει στην 2η τάξη ΘΔ; Σε αυτό το πρόβλημα να δώσετε και την ακριβή 

λύση.

Δίνονται: (fl|xjm) όταν m = η +1,

m = η -1 και (η |τ| m) =0 στις άλλες περιπτώσεις, ενώ Ε ^  = hco^n + j .

Συνοπτική λύση: Ο τύπος στην ΘΔ μέχρι δεύτερης τάξη είναι για τις ιδιοτιμές

|2
■ + ...

m(*n) Z n(0) _ Γ(0) 
m

ε τα στοιχεία μήτρας στις ‘αδιατάρακτες’ καταστάσεις |w), η = 0,1,2,*·· (θα παραλείπεται 

D υπέρθεμα που χαρακτηρίζει τις ‘αδιατάρακτες’ καταστάσεις) είναι

(π|χ|«) = 0, <« + 1|χ|η) = (« -1 W » )*
ι mo) I ζ

στε
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Εη = ha>(n + 1 /2 )+ Ο + e2S 2
η

ηιω

η + 1 η

^ Ι + - Ι
-Λ ω  %ω

-  Ηω(η + 1/2) —e2g 2
2m(o2

+ ··-, « = 0,1,2,···

Το πρόβλημα αυτό όμως επιδέχεται πλήρη λύση αν το δυναμικό γραφεί

. . .  , «?ώ>2 ,F(x) = ------ χ2 + egx

WO
x 2 +2 eg 2 c-2

w o
JC +

ei £
\

(m o2)'

e2g 2
2w o2

m o
x  +

eg Ϋ e2g 2
WO' 2m co

Στο φυσικό σύστημα που εξετάζουμε συμβαίνει μια απλή χωρική μετατόπιση που δεν 

μεταβάλλει βεβαίως τις ενεργειακές στάθμες αλλά τις μετατοπίζει παρουσία του ηλεκτρικού

πεδίου g  κατά την ενέργεια Stark
e2g 2 
2 w o 2

, που είναι ίδια για V n. Επομέμως, η ακριβής

λύση είναι(σε όλες τις τάξεις της ΘΔ)

E n =ha>(n + 1/2) —
e2g 2 
2m ω2

, « = 0,1,2,···

Παρατηρούμε πως όροι υψηλότερης τάξης από δύο μηδενίζονται και ^ ΘΛ μέχρι την δεύτερη 

τάξη μας έδωσε το ακριβές αποτέλεσμα!

Ά σ κ η σ η  2. Αν σε ένα μονοδιάστατο αρμονικό ταλαντωτή στο γνωστό δυναμικό

V0(x) = —ma)2x 2 προστεθούν οι μη αρμονικοί όροι V'(x) = αχ2 +bx4 να βρείτε 
2

πως θα αλλάξει η ενέργεια της θεμελιώδους στάθμης όταν το V'(x) Θεωρηθεί ωί 

διαταραχή. j

Συνοπτική λύση: Η ενέργεια Ε<0) = Ηω(η + 1/2) της στάθμης |«), π = 0,1,2,-·
ο ί

στην πρώτης τάξη της ΘΔ θα αλλάξει στην ;

Ε„ = Ε ^  + α (« |χ3|«) + ύ(« |χ4|η) + ···. !

1
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Η δύναμη χ3 θα δώσει μηδέν λόγω της περιττής συνάρτησης που ολοκληρώνεται με 

[ στοιχεία μήτρας, ενώ από το Κεφ.4.4

(η -  2|χ2|λ) =
ζηιω

(η \χ 2 \ „ ) , - * - ( 2 η  + 1)
ΐηιω

λ

ώστε

(η + 2\χ2\η) = - ----- -J(n + l)(n + 2), η = 0 ,1 ,2 ,···
2 τηω

<»|χ4ι» > = Σ < ^ 2Ιλ><*Ι*2Ι»)
k

= Σ | ( * ι* 2ι«)|2
k

= |<«|x2|n - 2 ) |2 + |(« |x2|w)|2 + |(« |*2|« + 2)|2

j 2 [(2λ + 1)2 + (« -  \)η  + (« + 1)(« + 2)]

(2η2 + 2w + l), w = 0,l,2,···

k2 ηιω 

3 η2
4τη2ω2

ιρα μόνο ο μη αρμονικός όρος bxA δίνει διόρθωση σε πρώτη τάξη όπου η ενέργεια γίνεται 

En = h 4 n  + 1 j ■+ b {2n2 + 2n + l ) + ··· ,n = 0 ,1 ,2 ,3 ,··· .

i όρος α χ 3 δίνει διόρθωση δεύτερης τάξης στην ΘΔ με αντίστοιχο όρο

« 2 ν Η * 3Κ )(»Ί*3Ι»)ha>y (n-η')
ιι από τα μόνα μη μηδενικά στοιχεία

(η\χ3\η -1 )  = (« |χ2| π)(« |χ| μ -  1) + (η\χ2\η -  2){η -  2 |* |»  -1 )  = 3 f — 1
\η ιω )

- 3) -  -  2)<η -  -  3>=

(” Ι*!Ι» + 1) = ( . *  I|x’ |n) =

3/2

Τ 1)
{ η \ χ 3 \ η  + 3) =  ( η  +  3|χ3|») =  * ) ( " * * )

8
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Γ

η διόρθωση δεύτερης τάξης γίνεται

1 5 . ,  a----- ti
4 ηι3ω4

η* +η +
Π_
30

Ο bx4 σε δεύτερη τάξη δίνει διόρθωση- f t 3. Παρατηρούμε πως οι μη αρμονικές διορθώσεις 

στην ενέργεια του ταλαντωτή αποτελούν ένα ανάπτυγμα σε δυνάμεις της σταθεράς του 

Planck Η.

Ασκηση 3. Να λύσετε πρώτα ακριβώς και μετά με θεωρία διαταραχών πρώτης τάξης J

την επίδραση του δυναμικού V  = ί 8 8 1 στην Η 0 =
a  0

0 β.
Η Η 0 είναι ήδη

διαγώνια με ιδιοτιμές α, β  και θέλουμε να δούμε πως αλλάζει τις ιδιοτιμές η 

διαταραχή V .

Συνοπτική λύση: Στην μηδενική τάξη στο σύστημα δύο καταστάσεων είναι

|1"») = Γ ,

Ε ψ  =β, (2(°>) =
0Ϊ

και στην ΘΔ αναμένονται να αλλάξουν, π. χ. η ενέργεια της στάθμης |1) στην

ι2
Ει = Je i(0)+(l(0)|F'|l(°>) 

= α  + ( 1 0)
r ε  i V O
ε  ε )

|(2(°)|f ' |iW)|' 

α - β

ε 2+ " " + 1
{0J α - β

= α  + ε  +
α - β

και της στάθμης |2) στην

Ε 2 = β  + ε -
α - β

Μετά από διαγωνοποίηση η πλήρης λύση (ισοδύναμη με ΘΔ σε όλες τις τάξεις) είναι

+ £ ±^1,2 -
_ <* + β  , 1(<*-β)' „ 2+ ε·

2 4
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Άσκηση 4. Η Χαμιλτονιανή ενός συστήματος δύο καταστάσεων είναι

/ /  =
f a  + β ε  χελ

όπου α ,β ,χ ,δ , ε  e 9?. Να υπολογίσετε τις ιδιοτιμές με θεωρία
. Υε δ .

διαταραχών πρώτης τάξης ως προς ε  (ί) όταν a  * δ  και (ii) a  = δ . Να βρείτε και 

τα ακριβή αποτελέσματα και με ανάπτυγμα σε δυνάμεις του ε  να παρατηρήσετε 

πως ο όρος πρώτης τάξης συμπίπτει με αυτόν της θεωρίας διαταραχών.

Συνοπτική λύση: Η ΘΔ όταν α ^  δ  :

η ΐ
'1 ~ ^2

= α + (  1 0)< ' β  Υ
,Υ  ο,

Ί '

ν0,

(0 Ο
β  r V r

j  o JU ,
α - δ

ο  Ε ι = α 4 β ε +
, γ *

ΐΚ - α - δ

Κΐ,Ι2
2 ‘ “ 2

Ε-, = Ε (20) + V·!·, +

«γ *·· ·.· '·*. " ·-.. * 4' **
Ο  Ey = ί — ^— ~ε^ + ν* .

i πλήρης λύση μετά από διαγωνοποίηση (ακριβής σε όλες τις τάξεις) είναι

= £ ± £ ϊ  2 , ± Ι , ; 2^ _ ί + ^ /
'  2 2  · 2 ν  ο .- ·5 ( α - ί ) :

» ■ ■1 JC
m με το ανάπτυγμα V I + *  = ! + — + —  + · · · προκύπτουν οι παραπάνω διορθώσεις της ΘΔ.

2 8

Η εκφυλισμένη ΘΔ (Κεφ. 7.3.2) με μετά από διαγωνοποίηση της 2 x 2

ήτρας δίνει το αποτέλεσμα

I όλες τις τάξεις της ΘΔ.

3.2. Εκωυλισιιένη

Η ΘΔ που είδαμε δεν ισχύει όταν οι ιδιοτιμές της αδιατάραχτης Χαμιλτονιανής Η0 

tax εκφυλισμένες (στους τύπους που έχουμε βρει οι παρονομαστές μπορεί να γίνουν μηδέν
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κλπ). Όταν r ιδιοτιμές της Η 0 είναι ίδιες (π.χ. ίσες με Ε0) που σημαίνει την ύπαρξη

εκφυλισμού, ο ευκολότερος τρόπος να προχωρήσουμε είναι να διαγωνοποιήσουμε την r x r  

μήτρα αγνοώντας την ανάμιξη των r ιδιοσυναρτήσεων με άλλες ιδιοσυναρτήσεις της Η0. 

Επομένως, στον χώρο των r εκφυλισμένων ιδιοσυναρτήσεων αρκεί να διαγωνοποιηθεί η
'■γ ί

H0+V
; .1

όπως θα δούμε στο επόμενο βασικό παράδειγμα της Ασκησης 5. |

1 ί
Άσκηση 5. Στο πρόβλημα δύο ελευθέρων σωματίων (αγνοούμε στο σπιν) η 

Χαμιλτονιανή

H q = H x+ H 2

έχει ιδιοτιμές εα + εβ στΤ1ν οπ°ία αντιστοιχούν οι διπλά εκφυλισμένες 

ιδιοσυναρτήσεις ψα (\)ψ β (2), (2 )^ (1 )  {εκφυλισμόςανταλλαγής).

Ας θεωρήσουμε τώρα και την αλληλεπίδραση των δύο σωματίων με δυναμικό της 

μορφής Κ(]χ, - jc2|). Θα εργασθούμε στον υποχώρο 2 x 2  των διπλά εκφυλισμένων 

καταστάσεων

\ψα<\)Ψβ{2%  \ψαΟ)Ψβ<ΧΪ)

όπου η ‘αδιατάρακτη’ Χαμιλτονιανή γράφεται

Ηη —
εα + εβ 0 
 ̂ 0 εα + εβ

και η αλληλεπίδραση

ν  =
( J  Κ \  

Κ J

θεωρείται ως διαταραχή, με

*■ · ·*··· ·; · ‘-Vv ·♦·--.·*··■’- ■L!frlT ’ ·** . —r λ  . . . in

\<&2Ψα(Χ\)ψ*β&ΐ) Coulomb

το ολοκλήρωμα αλληλεπίδρασης των πυκνοτήτων ψ α(χ\)ψ α{χ\) και Ψ*β(χ2)ψ β (χ2), 

όπου το 1 είναι στην κατάσταση α  και το 2 στην β  (τύπου Coulomb), και

ψ Η  & ( χ ύ Ψ β ί Χ ^ * Ζ χ· ψ α & \ψ β (Χ $ Ανταλλαγής
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το ολοκλήρωμα αλληλεπίδρασης των Ψα(χ \)Ψ α(χι )  και Ψβ(χ 2)ψ β (χ \) όπου τα 

σωμάτια 1 και 2 είναι στην μικτή κατάσταση που περιλαμβάνει τις καταστάσεις α  και β  

(τύπου ανταλλαγής).

Η Η0 είναι ήδη διαγώνια, η V διαγωνοποιείται εύκολα (do it!) και μετά την 

διαγωνοποιήση οι ιδιοτιμές της Η  = H 0 + V είναι

Οι αδιατάρακτες κυματοσυναρτήσεις ψα(Χ\)ψ β(Χι)> ψα (χ ι)ψ β (χ \) που πΡιν είχαν την 

ίδια ιδιοτιμή εα +εβ  τώρα αλλάζουν ενέργεια κατά τον όρο J  ± Κ  ενώ οι ιδιοσυναρτήσεις 

γίνονται οι γνωστές

Ψ±<= J r  \ψα(*1 )ψβ(χ2 )± ψα(χ2)ψ,_β(*\))

όπου ψ+ είναι η συμμετρική ψ5 και ψ _ η αντισυμμετρική ψ κ . Αυτό το αποτέλεσμα είναι 

σε συμφωνία με την θεωρία ταυτοτικών (μη διακρίσιμων) σωματίων.

Αν στο ίδιο πρόβλημα λάβουμε υπ* όψιν και το σπιν των σωματίων (π.χ δύο e με 

S\ = s2 = 1/2) οι ψ± θα πρέπει να πολλαπλασιασθούν με τις ιδιοσυναρτήσεις του σπιν. 

Ομως είναι γνωστό από το Κεφ. 7.1 δύο σωμάτια σπιν-1/2 έχουν μια συμμετρική ζ  τριπλή 

cai μια αντισυμμετρική Ζσπλή κυματοσυνάρτηση με σπιν 1 και 0, αντίστοιχα. Για να

διατηρηθεί ο αντισυμμετρικός χαρακτήρας της ολικής κυματοσυνάρτησης χώρου και σπιν 

δπως είδαμε πρέπει να θεωρήσουμε τους συνδυασμούς

Ψ+ % απλή·» Ψ- X τριπλή

η είναι συμμετρική και η ψ_ αντισυμμετρική) με αντισυμμετρικά γινόμενα αφού τα e 

ίναι φερμιόνια. Να γραφούν αυτές οι ολικές κυματοσυναρτήσεις.

3 .3 . Χρονικά εΕαοτηιιένιι

Η εξίσωση Schrttdinger στο χρονικά εξαρτημένο δυναμικό K (r,/)

= 7 /Ψ (r ,0 ,  -Η -
; ·* Οι : νί V'V ^  ( ■ ' _ γ ;· V

(7.62)
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ψ

όπου Η 0 *  Η 0 (/) με Η 0 ψ„{7) = Ε„ ψ„(7), επιδέχεται την γενική λύση

'¥ (ΐ,ί)  = Σ ο η(ή ε~ ίΕ><ί/* ψ„(Ρ) (7.63)
Π

A
με \cn(t)\ τις χρονικά εξαρτημένες πιθανότητες να βρεθεί το σύστημα στις στάσιμες 

καταστάσεις ψη ενέργειας'£„.

>  Όταν V ( r , t ) - 0  η (7.62) έχει γενική λύση - ;

ψ (?,0  -  E C«(°) e~iEn',h Vn f )  (7·64) \\
n i

A

με χρονικά ανεξάρτητες πιθανότητες |c„(0)| εύρεσης του συστήματος στις καταστάσεις 

ψ„ ενέργειας Ε„ (Κεφ.4: Άσκηση 3).

Από την (7.62) τα χρονικά εξαρτημένα πλάτη c„(t) υπακούουν στην εξίσωση

? & £ -  -  Σ ε -  < Φ  er‘o - " \  Vm  .  ( Ψ Η ,  *<»„„ (7 65)
m

που αν αντί των c„(t) χρησιμοποιήσουμε τα an(t) = cn(t) e~lEnllh γράφεται

= Enan(t) + ̂ y nm α Μ  Vf]m = („|K|W) (7.66)

με γενική λύση

= Σ αΛ 0  ψηψ)
η

Παρατηρούμε πως το χρονικά εξαρτημένο δυναμικό V(r,t) εισάγει ενός είδους σύζευξη .! 

μεταξύ των αρχικών στάσιμων καταστάσεων ψ„(ΐ) με τις χρονικά εξαρτημένες πυκνότητες
A  A

πιθανότητας \a„(t)\ = |c„(/)| να ταλαντώνονται στις στάσιμες καταστάσεις.

Θα επιλύσουμε την εξίσωση (7.62) με θεωρία διαταραχών υποθέτοντας ότι το 

χρονικά εξαρτημένο δυναμικό V (r,t) είναι ‘μικρό’ για να θεωρηθεί ως διαταραχή. Έστω ότι 

το ‘αδιατάρακτο’ πρόβλημα αφορά ένα σωμάτιο στην κατάσταση ψ t με τις αρχικές ' i 

συνθήκες (για 1=0):

(7.67) :

i
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ct (0) = 1, c „ „ (0 )  =  Ο . ·■ (7.68)

jr' Χωρίς την παρουσία του χρονικά εξαρτημένου δυναμικού το σύστημα θα παρέμενε στην
m

αρχική κατάσταση | ί) για πάντα.

Η θεωρία διαταραχών προβλέπει:

0ηςτάξης ΘΔ: c([t) = .1;'<?„**(/) = 0 (παραμένει σ τη ν ]g} για
■’ ·■' . 1. , '*■’ ,- ... . V ' .·*Γ .ν Μ'ν *■’ '■./>»-: ·ι<ί'·,ΤϊΛ.. ·■?*' ■ ··

' ν  ν';·; : / 'v r

ι j? 1 *  τάξης ΘΔ: Αν αντικατασταθούν οι λύσεις μηδενικής τάξης στό δεξί μέλος της 

h  (7 .65)έχουμε■ - ~  · , : · ^ > ■ ·
ίν '] .... ...... ·\ "... ·· , '\·Λι· _■’.■·< .. ■..-..Λ ;·■■.■·,; . ■·, ./1 ■ ·̂· · X -·?:Χ

■ ' ■ > I -.' X  \ «χ
> ' ■ · . ·  *'· ’·> V .*·Λ . . Λ·\β · ‘ .V·,'

[■ η = έ:
ί

t n * i :

« / « < * ( / )  ; : .<* * ,({ )  =  1 \d f-  V u H V ■ ? . . p p : V X 7 J 0 )

^ ^  4 W  ^ ( 0  ^  . ·  P  * (7.71.).:
r*y ·\ r 0 ■ '.} i'·'·.·;·  ̂ "‘jv:

• -·. ‘ ■ 'r'· /«·■ ·:>■ "-V'>·.■'.·■ ;■ 1 "'̂ Λί./'
-~v.· ■ .... . ,  .-■: r,. '^·ρ.:··;!4.;·■■#.·*' ■- ■ · . - >· 7'·  ̂ ’ .■ ·: "·. *£,.·. *Y"'.* >'ΐ| · 'v̂ 1. «' · * /  *·.' >Λ}1. j
ινότητες.|ση^ ( 0 |2 για  μεταβάσεις I  ->  «.1με πεπερασμένες πιθανότητες, |c,

Η (7.65) είναι ih  ̂ = Σ ^ / η ( 0  e~l(<Em En^ ^ c m(t) και για / = 0 το σύστημα
m

είναι στην κατάσταση |1) με c,(0) = 1, c„(0) = 0, Vw ^ 1 ενώ Vnm(t) = 0 για / <0 .  Στο 

δεξί μέλος αντικαθιστούμε το ίδιο με την αρχική συνθήκη αποτέλεσμα Οκής τάξης C|(/) = 1 

ώστε όταν τα στοιχεία μήτρας Vnm είναι μικρά σε πρώτη τάξη ως προς V

W

,1

, ν » * 1.

Άσκηση 6. Στο σταθερό (χρονικά  ανεξάρτητο) δυναμ ικό  δ ια τα ρα χή ς

(7.72)

(7.73)

=iF ( r ) , ^ 0 i
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που εισάγεται την χρονική στιγμή t=0 με τις αρχικές συνθήκες C](0) = 1, c„(0) = 0 ,

V η Φ 1, ενώ Vnm(t) = 0 για ί< 0  και διακόπτεται αργότερα την χρονική στιγμή / να | ; 

δείξετε ότι σε τάξη V

ϊπ-.+ν,-ι.:·.5* .T/’.
ί ΐ

Χ>"-Λ··:'· ' Ε\ ~ Ε 2 / : ■ - y;

+οο
με f̂tm { »ΙΊ»>> = Jrf3? ψ*η^7)ν{7)ψm{r) όπου ψη{τ) είναι οι στάσιμες λύσεις!;

-00

για / = 0 . Να δειχθεί ότι η πιθανότητα το σύστημα να βρεθεί στην Ε2 την χρονική!

W I2 sinστιγμή t είναι |c2(i)|2 =
in2[

( E ,- E 2)t
in

ft2

P2 ft

Λύση:

Με την αντικατάσταση του αποτελέσματος Οκης τάξης (7.69) στο δεξί μέλος

= *ί ι*ί(0 => q (0  = - 7 Kn / + c'( ° )=1 ~ Γ * ϊι '<*t η h

dc2 (/)
ih 'ψ 1  = *21 Cl(0  e- '*12' => c2(0  = = ^ L

/ft i  /ft « « π ;
, - i c o n t

=> c2(0  = --- —— -l ] ,
e 1- e 2

Η πιθανότητα να βρεθεί το σύστημα στην κατάσταση 2 την χρονική στιγμή ί

ι2

υπολογίζεται με

c2(/)|2 = — f o l 2 |ε-/(£.-£2)//Λ _!|·
( £ ΐ - £ 2)21 1

e - i c o l 2 t / t i  _ ι |2 _ (COSiy]2/ _ i ) 2 +sin2i»12/ 

= 2 (l-co siy |2/)

:i;' ι·

= 2 1 -

= 4s in2^ ^ ! .  
2
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Άρα,

c2( t f  = 4 sin2
ω{2

ωη ί

ft2

2  sin*
\E X- E 2)t 

2 h

E s -E i
2 h

-i2

Άσκηση 7. Στο ταλαντωτικής υφής χρονικά εξαρτημένο δυναμικό διαταραχής

του τύπου ^ ( r f/)=K(F) β*ί(ύ* κυκλικής συχνότητας ω , που εισάγεται για t = 0 

πάλι με τις αρχικές συνθήκες η(0) = 1, j(0) = 0 , να δείξετε ότι η πιθανότητα
A

c2(t)I μετάβασης στην |2) προκύπτει από την

c 2 ( t )  = ------ϋ ΐ_ ---- ^-/(£,-£2ΤΛ«>/Λ _ ,] f
Ζη -  £ 2 +

και είναι μέγιστη όταν Ε2 = Ε ^ ί ϊ ω . Να ερμηνεύσετε τις συνθήκες Ε2 = Ε| ±Λα> 

σε σχέση με την εκπομπή και απορρόφηση κβάντου ενέργειας Ηω.

Λύση:

Από την εξίσωση

·* d c 2 ( f )  _  t /  e - l ( E i ~ E 2 * t > a » > l h

dt 2'

=> c ,( 0  = -------^ ------- [ , - / ( £ , _  ,1
2 Ε , - £ 2 + Λ ω ι J

_  L. m l2 -  jyi sin2[ ( £ , - g 2 T/»^W2fe]
2 Λ2 [ ( £ , - £ 2 ΤΛω)/2Λ]2

που μεγιστοποιείται όταν £ 2 = £ | *  ·

Η πιθανότητα μιας μετάβασης t  η λόγω του χρονικά εξαρτημένου δυναμικού 

V(r j )=V(r)  e±iWf είναι

ι2ι_ /.\ΐ2 _ |VV|2 sin2[(£V -  Ε„ Τ h w ) t / 2 h ]  

*  * ’  Λ2 [ ( £ , - £ „ *  Μ /2 Λ ]2 ·

Από την αναπαράσταση της συνάρτησης δέλτα του Κεφ. 3.3. στο όριο 1/ί -* 0
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s·— af = x t  δ(α)  και δ(αχ) = -^-δ(χ)  
α ι  |α|

^ \ c n{ t f  = ^ γ Κ \ 2 δ{Ε( - Ε η ±ηω)

ο ρυθμός μετάβασης R(i —» η) δίνεται από τον γνωστό ως χρυσό κανόνα

W  - > η) = — |V j 2 δ(Ε( - Ε η ±ηω) .

Απορρόφηση: το σύστημα στη κατάσταση Ε( λαμβάνει από το P ποσότητα ενέργειας fico 

και καταλήγει στην διεγερμένη κατάσταση Ε„ = Ee + ha>:

ίi  ■

ι«>
Txo ' Λ / V

Εξαναγκασμένη εκπομπή: το σύστημα είναι στην διεγερμένη κατάσταση Ε„ δίνει στο V 

ποσότητα ενέργειας Ηω και καταλήγει στην βασική στάθμη Ε( :

------------- ------------- I»)

/ \ / \ +  Λω ί

------ έ------  μ)

Σχόλια: ) I

ο Το πρόβλημα του μαγνητικού συντονισμού NMR αφορά σπιν σε σταθερό πεδίο -

Β0 = Β0 ez υπό την επίδραση χρονικά μεταβαλλόμενου μαγνητικού πεδίου

Β\ (t) = Β\ (cos ω ί ex + sin ω t ey ). Η Χαμιλτονιανή Η  είναι 

Η  = Η 0 +Η„ Η 9 - [ Ε;
° >  [ 0  εε-',ω,λ

' ' " L · ' "  οΕ_

με ιδιοτιμές

Λω0 e&n heat eB x
Ε+ = ± — -  μ ε  <y0 = — - ,  και ε  = — -  μ ε  ω, = -----

± 2 m e 2 me
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Από την διαγωνοποίηση της Η

ih—  = Η χ  =ΐ> /T;fC+(^
Λ (c_(i)

με αρχικές συνθήκες έστω c+(0) = 0, c_(0) = 1 δηλαδή το σύστημα στην κατάσταση

'  E+ e e - ia,l>
ε ε ίω< E . t , c . ( 0 j

σπίνορ
(θ '

L υπολογίζεται η πιθανότητα =
0)f

J  ) ’ ’ ' ’ ’ (ω -ω 0)2 +ω,2

γίνεται μονάδα και δίνει τον συντονισμό NMR .

που όταν ω = ω0

A

Είδαμε πως η πιθανότητα |c2(0| βαλαντώνεται με τον χρόνο, συχνά όμως αντί της 

Ε2 υπάρχουν πολλές τελικές ενέργειες, π.χ. Εj . Το χρονικά εξαρτημένο δυναμικό 

V που εισάγεται για 1 = 0 και παύει για ί = Τ δίνει πιθανότητα μετάβασης σε

αυτές ( / - »  j )  που εκτιμάται από τον χρυσό κανόνα Fermi —  |K |̂2p(£y)t, όπου

ρ(Ε:)  η πυκνότητα καταστάσεων στις Ε , . (Feynmann: Lecture Notes in Physics,



Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  8

Κ Β Α Ν Τ Ι Κ Ο Ι  Υ Π Ο Λ Ο Γ Ι Σ Τ Ε Σ

‘μόνο ένας κβαντικός υπολογιστής μπορεί να 

προσομοιώσει αποτελεσματικά τα κβαντικά 

συστήματα *

R. Feynman

Ο εικοστός αιώνας χαρακτηρίζεται από την κβαντική θεωρία αλλά 

παράλληλα γίνεται φανερό πως στην λίστα των χρήσιμων φυσικών πηγών, όπως η 

δύναμη, η ενέργεια, τα υλικά, κλπ. μπορεί να προστεθεί και η έννοια της 

πληροφορίας. Την τελευταία πεντηκονταετία παρατηρούμε πολύπλοκη επεξεργασία 

πληροφορίας έξω από τον ανθρώπινο εγκέφαλο με την ραγδαία ανάπτυξη των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών και του διαδικτύου. Το βασικό ερώτημα που θα τεθεί σε 

αυτό το κεφάλαιο είναι αν μπορεί η κβαντική να συνδυασθεί με την Θεωρία της 

πληροφορίας; με άλλα λόγια, θα εξετασθεί η έννοια της κβαντικής πληροφορίας και η 

δυνατότητα ύπαρξης κβαντικών υπολογιστών.

Το ερώτημα διατυπώθηκε για πρώτη φορά το 1982 από τον Feynman που 

διαπίστωσε πως ένα κβαντικό πρόβλημα μπορεί να προσομοιωθεί αποτελεσματικά 

μόνο από ένα άλλο κβαντικό σύστημα. Λίγο αργότερα, το 1985, ο Deutsch διατύπωσε 

τους κανόνες με τους οποίους θα λειτουργούσε μια υπολογιστική μηχανή που 

βασίζεται στην κβαντική. Το θέμα παρέμεινε μέχρι πρόσφατα στο επίπεδο μιας 

περιέργειας ακαδημαϊκού τύπου. Σήμερα όμως υπάρχει ένα διαρκώς αυξανόμενο 

ενδιαφέρον για την δημιουργία υπολογιστών που θα λειτουργούν αποκλειστικά με 

τους ‘παράλογους’ κανόνες της κβαντικής. Έχουν μάλιστα προταθεί ορισμένοι 

κβαντικοί αλγόριθμοι που θα μπορούσαν να τρέξουν αποδοτικά σε 4κβαντικές 

μηχανές\ που βεβαίως δεν είναι εφικτές προς το παρόν, με φοβερή
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αποτελεσματικότητα σε σχέση με τους συνηθισμένους (κλασσικούς) υπολογιστές. Η 

βασική ιδέα είναι η εκμετάλλευση θεμελιωδών ιδιοτήτων της κβαντικής θεωρίας που 

ξεκινάει με την χρήση ως κβαντικής υπολογιστικής μηχανής του ίδιου του ατόμου ή 

ενός κβαντικού συστήματος δύο καταστάσεων.

Πρέπει να τονισθεί, αφενός, πως η πληροφορία δεν είναι ανεξάρτητη έννοια 

από το φυσικό σύστημα που την επεξεργάζεται. Με άλλα λόγια ο υπολογιστής είναι 

κι αυτός μέρος της φυσικής διαδικασίας ενός συστήματος που εξελίσσεται στον 

χρόνο. Οι συνηθισμένοι υπολογιστές μας έκαναν να πιστεύουμε πως αντιμετωπίζουν 

όλοι με παρόμοιο τρόπο τα προβλήματα, δηλαδή με την αποθήκευση και επεξεργασία 

των δεδομένων μέχρις ότου οδηγηθούμε στο αποτέλεσμα του υπολογισμού (είσοδος- 

υπολογισμός-έζοδος). Είναι όμως αναπόφευκτο και οι υπολογιστικές μηχανές να 

υπόκεινται στους νόμους της φυσικής, π.χ. είναι γνωστό {αρχή του Landauer) πως στην 

διαγραφή ενός bit πληροφορίας δίνουν θερμότητα kB In 2 , με kB την σταθερά 

Boltzmann. Ο Landauer πρότεινε την δυνατότητα να γίνουν πράξεις με αντιστρεπτό 

τρόπο, χωρίς απόδοση θερμότητας, που βασίζονται στους μοναδιαίους 

μετασχηματισμούς της κβαντικής. Με αυτό τον τρόπο έθεσε τις βάσεις λειτουργίας 

των κβαντικών υπολογιστών.

Αφετέρου, η συνεχής μείωση με λιθογραφικές τεχνικές των διαστάσεων των 

τρανζίστορ1 επιτρέπουν σήμερα να τοποθετήσουμε σε έναν επίπεδο (διδιάστατο)

μικροεπεξεργαστή πυριτίου ~10 bits ανά cm και να έχουμε δίσκους με μνήμη

-ΙΟ 11 bits. Το ερώτημα που προκύπτει από αυτή την συνεχή σμίκρυνση, που βεβαίως 

οδηγεί και στην συνεχή μείωση του κόστους των υπολογιστών, είναι: μέχρι πόσο 

μικρό μπορούμε να φτάσουμε; Με άλλα λόγια, μπορεί να αντικατασταθούν οι 

κβαντικές διατάξεις στους συμβατικούς υπολογιστές, όπως το τρανζίστορ, ακόμη κι από 

άτομα; Αν η απάντηση είναι καταφατική αντί της συνεχούς σμίκρυνσης των 

συμβατικών υπολογιστών μπορούμε να αρχίσουμε ανάποδα, κατασκευάζοντας 

υπολογιστές από το ίδιο το άτομο με την αναπόφευκτη παρουσία των κβαντικών 

κανόνων, μετά με δύο άτομα, τρία άτομα, κλπ. Στην περίπτωση αυτή θα έχουμε 

πλέον έναν κβαντικό υπολογιστή με δυνατότητες που υπερέχουν κατά πολύ, ποιοτικά 

και ποσοτικά, από τους συμβατικούς υπολογιστές.

1 Όπως είδαμε και οι συνηθισμένοι υπολογιστές βεβαίως βασίζονται σε κβαντικές διατάξεις πολλών 
ηλεκτρονίων όπως το τρανζίστορ.
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Όμως, πριν δούμε το qubit=quantum+bit που είναι η βασική μονάδα 

πληροφορίας στους κβαντικούς υπολογιστές να υπενθυμίσουμε στον αναγνώστη την 

έννοια του bit στην κλασσική Θεωρία πληροφορίας. To bit δεν είναι παρά ένα φυσικό 

σύστημα που μπορεί να τοποθετηθεί σε μία από δύο διαφορετικές καταστάσεις και να 

αναπαρασταθεί με μία από δύο λογικές τιμές, π.χ. με τους αριθμούς 0 ή 1:

κλασσικό bit = ναι ή όχι,

= αληθές ή ψευδές,

= μηδέν (0) ή ένα (1),

Τ ' J ' *>'" :* ' κλπ. ·

Μερικά παραδείγματα bits:

1) Το δυναμικό ανάμεσα στα επίπεδα ενός πυκνωτή που είναι φορτισμένος ή 

αφόρτιστος.

2) Οι δύο πολώσεις, οριζόντια και κατακόρυφη, του φωτός.

3) Οι δύο καταστάσεις, βασική και πρώτη διεγερμένη, ενός ατόμου.

To bit είναι η βασική μονάδα του υπολογιστή2 ενώ η πληροφορία σε bit δίνεται 

από το μήκος ενός αριθμού γραμμένου σε δυαδική γραφή: π.χ. ο αριθμός 23 στον 

συνηθισμένο δεκαδικό τρόπο γραφής περιέχει 5-bits πληροφορίας αφού αν γραφεί σε 

δυαδική μορφή αντιστοιχεί στον πενταψήφιο δυαδικό αριθμό 10111, με

1 x 24 + 0 x 23 +1 x 22 + 1 x 21 +1 χ 2° = 23. (8.1)

Η πληροφορία σε bits δίνεται από το μήκος L ενός αριθμού Ν  γραμμένου σε δυαδική 

μορφή (με 0 και 1) ή ισοδύναμα σε οποιονδήποτε τρόπο γραφής είναι ίση με 

L = log2 ΛΓ, όπου ο λογάριθμος είναι στην βάση 2.

Οι υπολογιστές χρησιμοποιούν την απλούστερη δυνατή δυαδική γλώσσα, 

επεξεργάζονται μόνο 0 ή 1, για ευκολία ενώ είναι προφανές πως ο,τιδήποτε μπορεί να

21 byte=8 bits, 1 Kbyte* 2,0*Ι024 bytes, I Mbyte* 10242 bytes, 1 Gbyte* 1024* bytes.
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μεταφρασθεί σε αυτήν την γλώσσα και να αποτελέσει πλέον θέμα ενός αποδοτικού 

υπολογισμού3.

Η έννοια της πολυπλοκότητας αντιμετωπίζει το εξής βασικό ερώτημα: Πόσο 

αποτελεσματικά μπορούμε να επιλύσουμε ένα πρόβλημα μεγέθους L bits το οποίο είναι 

επιλύσιμο; Το ερώτημα ίσως να φαίνεται απλοϊκό από πρώτη άποψη. Αφού ένα 

πρόβλημα είναι επιλύσιμο γιατί να μην επιλύεται, αφού πλέον ανάγεται σε θέμα 

χωρητικότητας της μνήμης και υπολογιστικού χρόνου που μια ισχυρή υπολογιστική 

μηχανή αναμένεται να τα αντιμετωπίσει αποτελεσματικά. Λάθος! Το γεγονός ότι ένα 

πρόβλημα είναι επιλύσιμο δεν σημαίνει πως επιλύεται κιόλας και με αυτό εννοούμε 

επίλυση σε λογικό χρόνο υπολογισμού με λογικές απαιτήσεις μνήμης. Για να 

επιλύεται ένα πρόβλημα πρέπει ο αλγόριθμος επίλυσης να απαιτεί πολυωνυμικό 

χρόνο υπολογισμού σε σχέση με το μέγεθος L του προβλήματος, π.χ. χρόνο τάξης

U  με το y  μια δύναμη, οπότε χαρακτηρίζεται ως Ρ πρόβλημα και αντιμετωπίζεται 

αποδοτικά από τις συμβατικές υπολογιστικές μηχανές. Δυστυχώς όμως πολύ λίγα από 

τα προβλήματα που μας ενδιαφέρουν λύνονται σε πολυωνυμικό χρόνο. Όπως είναι 

γνωστό στους φυσικούς που προσπάθησαν να λύσουν αριθμητικά ένα κβαντικό 

πρόβλημα στις περισσότερες περιπτώσεις ο χρόνος επίλυσης αυξάνει εκθετικά (ή και 

ακόμη πιο γρήγορα) με το μέγεθος L. Αυτού του είδους τα προβλήματα ανήκουν στην 

οικογένεια ΝΡ τύπου4 όταν παρά τον μη πολυωνυμικό χρόνο επίλυσης η ορθότητα 

μιας λύσης που θα μας δοθεί μπορεί να ελεγχθεί αποδοτικά σε πολυωνυμικό χρόνο. 

Από την οικογένεια των ΝΡ τα πιο δύσκολα ανήκουν στην κατηγορία προβλημάτων 

που αναφέρονται ως ΝΡ-πλήρη. Αν ένα από αυτά επιλυθεί σε πολυωνυμικό χρόνο το 

ίδιο θα συμβεί και με τα υπόλοιπα. Έχει δεχθεί αυστηρά πως πολλά προβλήματα είναι 

ΝΡ-πλήρη. Αναμένεται, λοιπόν, να είναι είτε όλα επιλύσιμο σε πολυωνυμικό χρόνο 

(Ρ=ΝΡ) είτε κανένα από αυτά (Ρ*Ν Ρ), με το δεύτερο πιο πιθανό5. Στο Σχ. 8.1. 

φαίνεται η διαφορά του χρόνου επίλυσης σε Ρ και ΝΡ-πλήρη προβλήματα.

3 Ο A. Turing το 1935 εισήγαγε την έννοια της συμπαντικής μηχανής Turing με την οποία έθεσε τα 
θεμέλια της μοντέρνας επιστήμης της πληροφορικής. Η θέση των Church-Turing είναι πως μια μηχανή 
Turing που υλοποιείται με μια κατάλληλη φυσική διάταξη μπορεί να υπολογίσει με πεπερασμένο 
τρόπο κάθε υπολογίσιμη συνάρτηση. Η δυνατότητα αναπαράστασης με 0 και 1 δίνει την δυνατότητα 
ερμηνείας της ανθρώπινης σκέψης ως πολύπλοκης υπολογιστικής διαδικασίας σε έναν ασυνήθιστο 
υπερυπολογιστή, τον εγκέφαλο. Όμως, δεν είναι όλα υπολογίσιμα, αλλά και όταν είναι οι υπολογισμοί 
δεν είναι ‘εφικτοί’ τις περισσότερες φορές.
4 NP=Non-deterministic polynomial.
5 Υπολογιστές με βάση το DNA έχουν επιτρέψει λύση ΝΡ-πλήρων προβλημάτων, όπου ο αριθμός των 
μορίων αυξάνει εκθετικά με το μέγεθος, σε πολυωνυμικό χρόνο.
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Σχ.8.1. Ο χρόνος επίλυσης σε σχέση με το μέγεθος L ενός προβλήματος. Τα 
προβλήματα με εκθετικές απαιτήσεις χρόνου τελικά θα υπερκεράσουν τις 

πολυωνυμικές απαιτήσεις χρόνου, οποιουδήποτε βαθμού.

Να γίνουμε όμως πιό σαφείς παραθέτοντας δύο παραδείγματα προβλημάτων 

με πο?,υωνυμικές και εκθετικές απαιτήσεις χρόνου επίλυσης σε σχέση με το μέγεθός 

τους. Στο παράδειγμα πολλαπλασιασμού δύο αριθμών με υπολογιστική μηχανή τον 

ίδιο τον εγκέφαλό μας, π.χ. για το γινόμενο δύο ακεραίων

127 x229 = ? ,  (8.2)

εύκολα, σε λιγότερο από ένα λεπτό, όλοι θα καταλήξουμε στο αποτέλεσμα 29083. 

Αυτό συμβαίνει γιατί ο πολλαπλασιασμός είναι ένα Ρ πρόβλημα και έχουμε μάθει 

αποδοτικούς τρόπους (αλγόριθμους) να πολλαπλασιάζουμε αριθμούς. Όμως, 

μπορούμε να βρούμε τους πρώτους παράγοντες του 29083 σε μια διαδικασία 

παραγοντοποίησης; Το πρόβλημα

? χ ? = 29083 (8.3)

είναι ΝΡ-πΑ^ρες και θα απαιτήσει περίπου μία ώρα για να βρούμε ‘με το χέρι’ τους 

πρώτους παράγοντες 127 και 229 που δίνουν το γινόμενο (8.3). Δεν υπάρχουν 

αποδοτικοί αλγόριθμοι παραγοντοποίησης ενώ τα πράγματα γίνονται ιδιαίτερα 

δραματικά αν επιχειρήσουμε να παραγοντοποιήσουμε αριθμούς με πολλά ψηφία. Η 

παραγοντοποίηση του μεγαλύτερου αριθμού Ν  με απαιτήσεις L = log2 Ν  bits που 

έχει παραγοντοποιηθεί έως σήμερα είναι ενός 129-ψήφιου αριθμού που το 1994 

απαίτησε για να παραγοντοποιηθεί 8 μήνες περίπου με 1600 υπολογιστές σε όλον τον 

πλανήτη. Η παραγοντοποίηση ενός 1000-ψήφιου αριθμού είναι απλησίαστο όνειρο

αφού απαιτεί χρόνο υπολογισμού -10  χρόνια, πολύ μεγαλύτερο από την ηλικία
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του σύμπαντος. Συνοψίζοντας, ο χρόνος υπολογισμού στον πολλαπλασιασμό αυξάνει 

με τον πολυωνυμικό νόμο t cc θ (ΐ? )  ενώ στην παραγοντοποίηση με τον εκθετικό νόμο

/  qc e0°g£)2/3£1/3 όπου το Ο δηλώνει τάξη μεγέθους. Αυτό εννοούμε όταν λέμε 

πως ένα πρόβλημα με εκθετικό χρόνο επίλυσης είναι ακατόρθωτο ενώ ο όρος 

‘αποδοτικός υπολογισμός’ είναι συνώνυμος με πολυωνυμικές απαιτήσεις του χρόνου 

επίλυσης. Θα δούμε πως οι κβαντικοί υπολογιστές, αν κατασκευασθούν, αναμένεται 

να αντιμετωπίσουν αποδοτικά τα εκθετικά προβλήματα.

8 .1 . Έ ν α  ε κ π λ η κ τ ικ ό  π ε ίρ α μ α  κ β α ν τ ικ ή ς  σ υ μ β ο λ ή ς

C Z D

C Z D

Σχ.8.2. Έ να φω τόνιο  που προσπίπτει σε ημιεπαργυρω μένο καθρέφτη  

α νιχνεύετα ι σ το υς  φ ω τοανιχνευτές  1 και 2 μ ε  πιθανότητες 50%  - 50%, 

αντίστοιχα . Το φω τόνιο  διανύει κα ι τ ις  δύο διαδρομές ταυτοχρόνως.

Θα περιγράψουμε ένα πείραμα όπου ένα μόνο φωτόνιο προσπίπτει σε έναν 

ημιεπαργυρωμένο καθρέφτη όπως στο Σχ. 8.2. Αυτό το είδος καθρέφτη επιτρέπει 

ακριβώς στο μισό φώς να ανακλασθεί ενώ το άλλο μισό να διέλθει κατευθείαν 

απέναντι. Το ερώτημα είναι: που θα βρεθεί ένα φωτόνιο που θα πέσει σε έναν τέτοιο 

καθρέφτη, στην ανακλώμενη ή στην διερχόμενη δέσμη; Η λογική απάντηση είναι πως 

θα βρεθεί με την ίδια πιθανότητα στην ανακλώμενη ή στην διερχόμενη δέσμη, με 

άλλα λόγια το φωτόνιο θα ακολουθήσει την μία ή την άλλη διαδρομή με τυχαίο 

τρόπο. Αυτό φαίνεται πράγματι να συμβαίνει αφού αν τοποθετήσουμε δύο
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φωτοανιχνευτές 1 και 2 στις γραμμές της ανακλώμενης και διερχόμενης δέσμης σε 

επαναλαμβανόμενες καταγραφές φωτονίων διαπιστώνεται πως οι πιθανότητες στην 

μία ή την άλλη δέσμη είναι 50% - 50%, δηλαδή ίδια πιθανότητα εμφάνισης του 

φωτονίου στους φωτοανιχνευτές 1 και 2. Ταξιδεύει όμως, πράγματι, το φωτόνιο στην 

μία ή την άλλη δέσμη με πιθανότητα 50%; Η εκπληκτική απάντηση είναι όχι αφού 'ΧΟ 

φωτόνιο είναι και στις δύο διαδρομές ταυτοχρόνως, σε προφανή αντίθεση με την 

κοινή (κλασσική) λογική.

Το πείραμα που περιγράψαμε παραπάνω δεν δείχνει ξεκάθαρα, χωρίς βέβαια 

καθόλου να αποκλείει, την δυνατότητα ταυτόχρονης εξερεύνησης και των δύο 

διαδρομών από το φωτόνιο. Αυτό όμως όπως θα δούμε αναντίρρητα συμβαίνει στην 

πολυπλοκότερη πειραματική κατασκευή που φαίνεται στο Σχ. 8.3. Εδώ, με την 

βοήθεια και δύο επιπλέον πλήρως επαργυρωμένων καθρεφτών που επιτρέπουν μόνο 

ανάκλαση, οι δύο δέσμες επανασυνδέονται και με την τοποθέτηση ενός 

ημιεπαργυρωμένου καθρέφτη στο σημείο συνάντησης δίνουν το εξής εκπληκτικό 

αποτέλεσμα: όταν οι δύο διαδρομές είναι ίσες σε μήκος η πιθανότητα γίνεται 100% 

το φοπόνιο να φθάσει στον φωτοανιχνευτή 1 και 0% στον φωτοανιχνευτή 2.

1 C Z D

2 ( Ο

Σχ.8.3. Ένα φω τόνιο  που προσπίτττει σε ημ ιεπαργυρω μένο καθρέφτη, στην  

συνέχεια  σ ε δύο  πλήρω ς επάργυρο)μένους καθρέφτες και πάλι σε μ ισ ό - 

επαργυρω μένο καθρέφ τη  δεξιά, αν ιχνεύεται στους φω τοανιχνευτές  1 και 2 μ ε  

πιθανότητες  100% και 0%, αντίστοιχα. Ε ίναι τώ ρα φανερό πω ς το φω τόνιο  

διανύει και τις δύο δ ια δρομές ταυτοχρόνω ς αφού διακοπή της μ ια ς  ή της ά λλης  

δίνει π ιθανότητες  50% - 50% ενώ  και μ ε  τις δύο διαδρομές δυνατές το πείραμα  

δείχνει πω ς το φ ω τόνιο  φθάνει μ ε  β εβα ιότητα  μόνο  στον ανιχνευτή  1
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Αυτό το πειραματικό αποτέλεσμα είναι αδύνατον να ερμηνευθεί με την δυνατότητα 

το φωτόνιο να ακολουθήσει την μία ή την άλλη διαδρομή με μια πιθανότητα. 

Μπορούμε να το διαπιστώσουμε εύκολα αφού αν διακοπεί η άνω διαδρομή το 

αποτέλεσμα στους δύο ανιχνευτές γίνεται 50%-50% ενώ αν διακοπεί η κάτω 

διαδρομή προκύπτει πάλι το ίδιο αποτέλεσμα 50%-50%. Όμως, με τις δύο διαδρομές 

δυνατές το φωτόνιο φθάνει με βεβαιότητα (100%) στον ανιχνευτή 1 ενώ δεν φθάνει 

ποτέ (0%) στον ανιχνευτή 2. Άρα, το φωτόνιο φαίνεται πως βρίσκεται ταυτοχρόνως 

και στις δύο διαδρομές. Είναι σαν να γνωρίζει πως πρέπει να αποφύγει να φθάσει 

στον ανιχνευτή 2. Μπορούμε λοιπόν αβίαστα να συμπεράνουμε πως ένα φωτόνιο 

διανύει ταυτοχρόνως και τις δύο διαδρομές σε υπέρθεση ύπαρξης στην ανακλώμενη 

και στην διερχόμενη δέσμη!

8 .2 .  Τ α  β α σ ι κ ά  σ τ ο ι χ ε ί α  τ ο υ  κ β α ν τ ι κ ο ύ  υ π ο λ ο γ ι σ τ ή

8.2.1. Κβαντικό bit ύ qubit

Η κβαντική τονίζει πως ένα άτομο μπορεί να υπάρξει στην υπέρθεση, π.χ. δύο 

ηλεκτρονικών καταστάσεων 10), 11), οπότε ονομάζεται qubit

| ̂ )  = α| 0) + β\ 1), |α|2 + 1/?|2 = 1, (8.4)

με δυνατότητα κωδικοποίησης του 0 και 1. Επειδή το qubit μπορεί να αποθηκεύσει 

ταυτοχρόνως και το 0 και το 1 η ποσότητα κλασσικής πληροφορίας μιας κβαντικής 

κατάστασης υπέρθεσης στον διδιάστατο χώρο Hilbert είναι άπειρη! Έχουμε ήδη μάθει 

μέχρι τώρα πως αν γίνει μια μέτρηση θα δώσει οπωσδήποτε την |0) ή την |1) με
A A

πιθανότητες \α\ και \β\ , αντίστοιχα. Επομένως, με την μέτρηση η υπέρθεση

καταστρέφεται και αποκαλύπτεται ένα I bit κλασσικής πληροφορίας, Η κβαντική 

πληροφορία που περιέχεται στην υπέρθεση (8.4) δεν είναι πλήρως προσβάσιμη αφού 

από το γνωστό ως θεώρημα μη κλωνοποίησης αποκλείεται μέτρηση μιας κβαντικής 

κατάστασης υπέρθεσης χωρίς να καταστραφεί η κβαντική πληροφορία που περιέχει 

λόγω κατάρρευσης στην μία ή την άλλη κατάσταση.

Το απλούστερο κβαντικό σύστημα που μπορεί να υπάρξει σε υπέρθεση δύο 

καταστάσεων είναι το σπιν-1/2 του ηλεκτρονίου στον διδιάστατο μιγαδικό χώρο
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Hilbert C2. Στο Κεφ. 6.6 είδαμε πως μια μέτρηση του σπιν σε οποιονδήποτε άξονα 

δίνει τις τιμές ± h / 2 . Επιπλέον, ένα σπιν μπορεί να μετρηθεί με μια συσκευή Stem-

Gerlach σταθερού μαγνητικού πεδίου στον ζ-άξονα αλλά και να αναποδογυρίσει με 

την βοήθεια ενός μαγνητικού πεδίου κατάλληλης συχνότητας που ταλαντώνεται. 

Περισσότερα του ενός σπιν, π.χ. L ηλεκτρόνια σπιν-1/2, περιγράφονται στον

μιγαδικό χώρο Hilbert 2ι  -  διαστάσεων C2 ® C2 ® C2 ® *··® C2, με L φορές το 

τανυστικό γινόμενο.

8.2.2. Κβαντικοί κατανοαωεία

Είναι προφανής, για σπιν-1/2 ηλεκτρόνια, η εκθετική αύξηση του χώρου με 

τον αριθμό των qubits αφού L = 1 qubit σημαίνει δυνατότητα 2 καταστάσεων, 1 = 2 

qubits σημαίνει δυνατότητα 22 =4 καταστάσεων, ενώ π.χ. με L=250 qubits υπάρχει

δυνατότητα υπέρθεσης 2 250* (233J 50̂ 3 3 » ίο76 καταστάσεων στις οποίες μπορεί να 

αποθηκευθεί ταυτοχρόνως ένα πλήθος αριθμών μεγαλύτερο από όλα τα άτομα του 

σύμπαντος! Ο κβαντικός υπολογισμός βασίζεται σε καταγραφείς που αποθηκεύουν 

qubits:

ο Για L = 1 qubit ο καταγραφέας μήκους 1

k )  = « |0) + /? |l )e C 2 ,

wro-Q·
δίνει δυνατότητα ταυτόχρονης καταγραφής των ακεραίων 0 και 1..

(8.5)

ο Για L = 2 qubits οι καταγραφείς μήκους 2

I ψ ) = σ οΙ ̂°) + «110  + « ςΙ 2) + <*ι\3) e  C2 ®  C2 (8.6)

με
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(8.7)

μπορούν να αποθηκεύσουν τους ακέραιους 0 ,1 ,2 ,3  ταυτοχρόνως.

ο Για αυθαίρετο αριθμό L qubits οι καταγραφείς είναι μήκους L αφού

2i -l (8.87)
\ψ) = E a y | / ) € C 2 ®C2 ® - ® C 2

J =0
με ακολουθίες μήκους L, π. χ.

μ ) = | | l t l  -  I t )  = | l ) ® |t ) ® |t ) ® |l ) ® - ® |l ) ® |t ) ,  (8.9)

που μπορούν να αποθηκεύσουν κάθε ακέραιο J  = 0,1, 2, ···, 2ι  -1 , 

ταυτοχρόνως.

/
8.2.3. Κβαντικές πύλες

στον

Οι κβαντικές πύλες υλοποιούν μοναδιαίους μετασχηματισμούς (U~l = U +) 

2l x 2l χώρο Hilbert , κ.
\
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2*-ι 2-1
Σ * 4 Μ7=0 7=0

με

2*-1
a ’j  = Σ ^ α Α: 

κ=ο

και επειδή £/£/* = 1 διατηρείται η κανονικοποίηση

2 -̂1 2£-1
Σ Ι « / = Σ Ι « > Ι = ι ·
j =ο y=o

(8.10)

(8.11)

(8.12)

Οι μοναδιαίοι μετασχηματισμοί είναι πλήρως αντιστρεπτοί και διατηρούν την 

κβαντική συνέπεια (coherence).

❖  Πύλες ενός qubit έχουμε με τους 2 x 2  πίνακες στροφών γωνίας θ γύρω από 

τους x, y, ζ-άξονες

cos 0 /2  /sin 0 /2 '

J sin 0 /2  cos 0 /2

r cos0 /2  s in 0 /2 '

sin 0 /2  cos 0 /2 ,
yy(0) = ]

t»z(0) =
jW/2

0
0

, - m

και πολλαπλασιασμό με έναν παράγοντα φάσης

V
Μο(^) -

JO/2 0

0 Μ  2

όπου υ0(4 π )  = 1. Ιδιαίτερης σημασίας είναι η πΰλ// Hadamard

1 Μ  Γ
»n  = V2 L 1 1.

= ^ > (* Κ ( /γ) ιλ, ( - / γ/2 ) .

(8.13)

(8.14)

(8.15)

Η δράση της στις |0), |1) δίνει καταστάσεις υπέρθεσης, π.χ.

!)(ί)'̂ (!)=̂ (Ι)* (̂ί)=12̂  <8|6)
και

. (8.17)
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Πύλες δύο qubit έχουμε με μήτρες 4 x 4 ,  όπως η

(0  0 0 1λ

UN O T  ~

0 0 1 0  
0 1 0  0 
1 0  0 0

(8.18)

που αναποδογυρίζει και τα δύο σπιν με

t w | i t ) = c w | 3 H 0 H U )  ·

Η πύλη Hadamard

ί  1 - 1 - 1

(8.19)

υΗ ® υ Η =
1 ί -1 η Λ 1 ί - ι  η

Έ .1 1 Έ , ι 1

η
-1  -1  
-1  1

1 1

1 1
-1 1
1 1

(8.20)

αν δράσει στην κατάσταση | ϋ )  από την (8.7) δίνει την κατάσταση 

υπέρθεσης

(υΗ ® υΗ )| ϋ )  = ^

/  1 - 1 - 1  
- 1 - 1  1 1  
- 1 1 - 1 1  

. 1 1 1 1  

Βασική είναι η γνωστή ως *ελεγχόμενη N O T  πύλη μήτρας

ί0  1 0 θ')

\
ί° 1
0
0

/ ,1,

= J  Ο0)+|1)+|2}+|3». (8.21)

N O T

1 0  0 0 
0 0 1 0  
0 0 0 1

(8.22)

που αναποδογυρίζει το σπιν 2 τότε και μόνον τότε όταν το σπιν 1 είναι στην 

κατάσταση |1) = | t ) , με δυνατά αποτελέσματα

C 7/or|44) = c N 0T |0) = |0) = |4 4 )

C W o r|it)= CNOT\l) = |1) = | i t )

C n o t  | t i )  = C n o t \ 2 )  =  13) = | f t )  

c n o t \ t t )  = Q o r |3 )  = 12) = | t i )  .

Η ‘ελεγχόμενη NOT’ πύλη, γνωστή και ως πύλη XOR, φαίνεται στο 

παρακάτω διάγραμμα για όλες τις πιθανές εισόδους vai*,1;V.

(8.23)

— Α .
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μ > - ---- -------- W μ > - - — w

μ > - — >φ — >μ ) ’ | t ) —- » Φ ------» |t ) ’

| ΐ > - - — W | t ) - - — Ht)

μ ) - - * θ ------> |t) ’ I t ) - — — >μ)

Με τον συμβολισμό |0) = |^), |1) = | t )  αναπαριστάνουμε την πύλη XOR

|α )------ ►------- Η °) '

|δ )------>Θ-----> |α θό) = |(tf+ A)mod2)
(8.24)

όπου α, ό = 0,1, ενώ (0+0) mod 2=0, (0+1) mod 2=1, (1+0) mod 2=1 και 

(1+1) mod 2=0. Ευτυχώς, οι πύλες πολλών qubit μπορούν να αναχθούν στις 

στροφές ενός-qubit και την πύλη δύο-qubit XOR.

Στους κβαντικούς υπολογιστές αρκούν πύλες ενός-qubit μαζί με την πύλη 

δύο-qubit XOR. Το σύνολο αυτό είναι συμπαντικό και ικανό να δώσει όλες τις 

δυνατές πύλες (μοναδιαίους μβτασχηματισμούς) L qubits του κβαντικού 

υπολογιστή.

8 .3 . Ο  κ β α ν τ ικ ό ς  ε ν α γ κ α λ ισ ι ιό ς

Ένα ζεύγος (δύο) qubit είναι εναγκαλισμένο όταν η κατάσταση που το 

περιγράφει δεν μπορεί να γραφεί ως γινόμενο καταστάσεων για το κάθε qubit 

ξεχωριστά. Π.χ. η κατάσταση

k )  = ^ ( |0 )  + |l> + |2) + |3)) (8.25)

δεν είναι εναγκαλισμένη αφού γράφεται ως γινόμενο

^ ( Κ )  + | ϊ ) ) ® - ^ ( Κ ) + | ΐ » .  (8.26)

ενώ είναι εναγκα).ισμένη η κατάσταση

k >  = ^ ( | 0 )  + |3>) . (8.27)

Στην τριπλή καταστάση σπιν δύο ηλεκτρονίων (άτομο He)
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s z = 1: ITT)

5 = 1 5 Ζ = 0: ( |iT )  + |U ))/V 2  (8.28)

^ z = “ 1: 1 ^ )

η ( I i t )  + 1 t i ) ) / V 2  είναι εναγκαλισμένη όπως και η απλή κατάσταση

5 = 0 '  5Ζ = 0: ( |iT ) - |T i) ) /V 2  . (8.29)

Η (8.29) είναι η (7.19) με αλλαγμένο πρόσημο, αφού στο Κεφ. 8 επιλέξαμε ανάποδη 

σειρά για τα δύο σπιν από ότι στα Κεφ. 6,7, ενώ βεβαίως μια ψ δεν εξαρτάται από το 

πρόσημο. Παρατηρούμε πως σε μια εναγκαλισμένη κατάσταση η μέτρηση του ενός 

qubit επηρεάζει και το άλλο, π. χ. στην (8.29) μια μέτρηση του πρώτου qubit θα 

δώσει δύο δυνατά αποτελέσματα: το σπιν κάτω με πιθανότητα 50% στην | i t )  είτε

το  σπιν πάνω με πιθανότητα 50% στην | T i ) . Η συσχέτιση μεταξύ των δύο qubits είναι

προφανής αφού μια μέτρηση του δεύτερου qubit αναγκαστικά δίνει πάντα το αντίθετο 

αποτέλεσμα (στην περίπτωση αυτή) της πρώτης μέτρησης, με το δεύτερο σπιν πάνω ή 

κάτω με πιθανότητες 50%, αντίστοιχα. Όπως θα φανεί στην συνέχεια μια ιδιαίτερα 

βολική επιλογή για τους σκοπούς μας είναι οι εναγκαλισμένες καταστάσεις Bell.

8.3.1. Ενανκαλισαένεε καταστάσεις Bell

Είναι οι εναγκαλισμένες καταστάσεις δύο qubit που προκύπτουν από τις 

| J )  = |0),|1),|2),|3) με τον μοναδιαίο μετασχηματισμό

(8.3°)

όπου

(8.31)

B j)  = UBelli J )  ’ J  == 0,1 ,2 ,

r Q 0 i η

1 - / 0 o
U Bell - - l 1 0 0

, 0 0 1 T

και αντίστροφο μετασχηματισμό

Ι8 *>· 2 = °·>·2' 3·
3

Σ
π=ο

(8.32)

Οι ορθοκανονικές καταστάσεις Bell (B, \Bj)  = S, j  είναι
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I η V |3 )  +  >|0) | t t )  +  / j U )
'Βο) a

ιο ) + / |3 >  | U ) + I- | n )
ΙΒ ι)- ~ Τ ι ------------7

(8.33,

|2>-Ί1> Γ - Η 4 *}
Ά ) - ~ Τ 2 ----------- 3 5  ■

Είναι ιδιαίτερα «σημαντικό να τονισθεί ότι μπορούμε να πάμε από μία 

κατάσταση Bell σε άλλη με τον μοναδιαίο μετασχηματισμό

ι β , υ
1®ιλ'LL■>1 B j)  , (8.34)

όπου το πρώτο qubit της κατάστασης Bell λόγω του τελεστή μονάδα παραμένει το 

ίδιο ενώ μετασχηματίζεται μόνο το δεύτερο qubit με τον μετασχηματισμό ενός qubit 

υυ . Π.χ. η κατάσταση Bell |£ 0) με τους υ ^ ,  ι>|0, υ20, υ30, που δεν είναι στοιχεία 

μήτρας όπως μπορεί να μας παραπλανήσει ο συμβολισμός αλλά οι 2 x 2 μήτρες

"οο
1 0 
0 1 "10

Ί  0 

,0 "20
0 - ι  

- 7  0 "30
0 - Γ
1 o j '

(8.35)

μετασχηματίζεται στις |ΰ 0), |ΰ | ) ,  |Β2) .  | ^ ) ·  Να δειχθεί ότι οι αντίστροφες μήτρες 

είναι

< ^ - ( ί  “ ί . ( ^ . γ · =

(8.36)

£
<ί·

Παράδειγμα 1. Να δείξετε ότι δράση των μητρών ι>οο·"ιο»"2 θ ·" 3 θ· οη ς7

καταστάσεις ενός qubit |0) = |4·) = L 1 . |1) = | ΐ )  = ί  Μ δίνει
r? f~ r-rrey .& -V- 'Τ ι;

κ-
0
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uo o |^ )- |^ )> uooK) = K ).

ϋιο|^) = *'|^).υιοΚ) = - # ) »

ι ^ |Τ )  = ^ μ ) ,υ * > |4 )  = - / | ί ) ,  (8.37)

^ | t > = |^ > ^ 3 o K ) = - | t ) .

Επομένως, η |5 0) με τους μοναδιαίους μετασχηματισμούς 1 0 υ ^ ο, όπου οι μήτρες 

υκ0 δρούν μόνο στο δεύτερο qubit, δίνει τις καταστάσεις Bell |Βκ ), Κ  = 0,1, 2,3 :

(l<8>6>oo)|5o) = --^=(jf (υ00 T)) + /|4(t>00 4)))=-^·(]ΤΤ) + /|44)) = |50) , (8.38)

(10ί>,ο) |5 ο) = -j=r(]t (ε>10 t ) )  + / |4 (y 10 4 ) ) ) - ^ ( / | t f ) + /( - /)  144))

= - L ( | W ) + , - | t t ) ) = | s , )  . ■

0 ® ^ ο ) | β „ )  =  - 7- ( |Τ  (d20 t ) )  + (|4- (uM Ί ) ) ) = +  / ( —* ) |Ί τ ) )  

=  ^ ( | W ) - / | U » , | 5 2) ,

(8.39)

(8.40)

(10 u 3o)[/io) - -“ (]T(vV) ί ) )  + ;|4-ίϋ30 l | ) = ^ ( | ' N ' )  + (-0 |4 -1 ‘))

- J L ( | n ) - / | i t » = i « , >  ·

8.3.2. Πυκνιΐ κωδικοποίιιση

(8.41)

Ένα μήνυμα στέλνεται από την Alice στον Bob (από το Α στο Β), που 

βρίσκονται σε απομακρυσμένες θέσεις μεταξύ τους, όταν μεταφερθεί ένας ικανός

αριθμός απο bits πληροφορίας. Π. χ. ένας ακέραιος αριθμός Κ -  0,1,2,···,2 - 1 ,

μήκους 2L σε δυαδική γραφή, μεταβιβάζεται πλήρως αν μεταφερθούν ακριβώς 2L
Λ'"»·ι/0,

bits πληροφορίας. Μήπως όμως η κβαντική μπορεί να τα καταφέρει καλύτερα; Η
4.

απάντηση είναι πως η μεταφορά του ακεραίου Κ  στην κβαντική επιτυγχάνεται*-
— '"'ξχ · ■ 2.
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στέλνοντας η Alice στον Bob ακριβώς τα μισά L qubits πληροφορίας. Αυτό 

επιτυγχάνεται με την πυκνή κωδικοποίηση. Πως όμως γίνεται;

Θα επικεντρωθούμε στην περίπτωση που ο ακέραιος Κ για μεταφορά είναι 

ένας από τους τέσσερις αριθμούς Κ  = 0, 1, 2, 3, οπότε κλασσικά απαιτούνται για να 

μεταφερθεί τουλάχιστον 2 bits πληροφορίας 0=00, 1=01, 2=10, 3=11, αφού για τον Κ 

χρειάζεται να σταλεί μια δυαδική λέξη μήκους δύο που γράφεται με τους 

συνδυασμούς των δύο ακεραίων 0 ή 1. Η κβαντική τα καταφέρνει καλύτερα: αντί για 

όνο είναι αρκετό να στα)χί μόνο ένα qubit από το Λ στο Β . Αυτό γίνεται με 

εκμετάλλευση της κβαντικής ιδιότητας του εναγκαλισμού των ζευγών σπιν διαμέσου 

μιας άλλης βοηθητικής κατάστασης Bell \Bj).  Από την \Bj ) οι Alice και Bob

λαμβάνουν από ένα εναγκαλισμένο qubit ο καθένας. Η Alice με έναν μοναδιαίο 

μετασχηματισμό μετασχηματίζει το δικό της qubit και το στέλνει στον Bob που 

απλώς μετράει την κατάσταση Bell και εξάγει αμέσως τον ακέραιο αριθμό Κ  που του 

έστειλε η Alice. Ακούγεται απλό αλλά ας το δούμε με μια συγκεκριμένη περίπτωση.

Ας υποθέσουμε πως επιθυμούμε την μεταφορά ενός από τους ακεραίους Κ=0, 

1, 2, 3 από το Α στο Β και η βοηθητική κατάσταση Bell έστω είναι

|/?0) = - ^ (  |tT )  + /|44)). Η Alice από την |50) λαμβάνει το πρώτο qubit και ο Bob

το δεύτερο. Τα δύο αυτά qubit είναι εναγκαλισμένα αφού προέρχονται από την ίδια 

κατάσταση Bell.

1) Η Alice ανάλογα με τον Κ= 0, 1, 2, 3, που θέλει να μεταφέρει εφαρμόζει τον 

κατάλληλο μοναδιαίο μετασχηματισμό υ00, υ ί0, υ 2ο, ο30 στο δικό της qubit, 

το δεύτερο από την |Ζ?0),

\ψκ) = ~ ^ \ ϊ  (°κο ΐ)) + ί|Μ ϋ*ο Ό)· (8.42)

Όπως είδαμε στο παράδειγμα 1 με (8.37-41) προκύπτουν οι καταστάσεις Bell 

όταν Κ=0

\v o ) = ^ K  ΐ ) )  + *|Μ % ) ± Η * ο > .  Ο*·43)

ότανλ=1

Ι ν ' ΐ Η ^ Ι ^ Ι Ο  ^))  +  ί | ^ ( ^ | 0  ^))  = | β ι)» (8.44)



354 Κεφ. 8 Κβαντικοί υπολογιστές

όταν Κ=2

\ψΐ) ~ (y20 t)) + t \ i  (u20 I)) = IB2) (8.45)

και όταν A=3

|^3) = ^ |^ (^ 3 0  ^)) + i|>L· (u30 'I')) = |jB3) · (8.46)

2) H Alice στέλνει το μετασχηματισμένο qubit στον Bob.

3) O Bob μετράει την κατάσταση Bell του εναγκαλισμένου ζεύγους που 

αποτελείται από το qubit που έχει και το qubit που του έστειλε η Alice, άρα 

εξάγει την αντίστοιχη | ψκ ) και τον ακέραιο Κ. Επομένως, η μεταφορά του Κ  

από το Α στο Β έγινε με ένα qubit αντί δύο bits.

8.3.3. Κβαντική τηλειιεταωοοά

Ένα qubit δεν μπορεί να αντιγράφει (θεώρημα της μη κλωνοποίησης) αλλά 

μπορεί να μεταφερθεί (με εκμετάλλευση της ιδιότητας του κβαντικού εναγκαλισμού). 

Στις ταινίες επιστημονικής φαντασίας η τηλεμεταφορά γίνεται αρχικά με ένα 

‘σκανάρισμα’ του αντικειμένου που θα μεταφερθεί και ακολουθείται από την 

αποκωδικοποίηση της πληροφορίας στο μακρινό μέρος. Η κβαντική όμως δεν 

επιτρέπει το ακριβές ‘σκανάρισμα’ λόγω της αρχής της αβεβαιότητας του Heisenberg, 

αφού είναι αδύνατη η ταυτόχρονη γνώση της θέσης και της ορμής των σωματίων που 

αποτελούν ένα σύστημα. Θα επιχειρήσουμε τηλεμεταφορά μιας κβαντικής 

κατάστασης υπέρθεσης6 όπου δεν είναι εφικτή η αναπαραγωγή της παρακάμπτοντας 

την αρχή της αβεβαιότητας με τον εναγκαλισμό, όπως στην πυκνή κωδικοποίηση.

Η κατάσταση \ψ) = α\ϋ) + β\\)  = α|.Τ) + β\ξ)  θα τηλεμεταφερθεί με κβαντικό

τρόπο από το Α στο Β. Πως γίνεται αυτό; Η Alice και ο Bob λαμβάνουν από ένα 

εναγκαλισμένο qubit από την βοηθητική κατάσταση Bell έστω την |5 j ) ,  η Alice το

πρώτο και ο Bob το δεύτερο. Για να ολοκληρωθεί η τηλεμεταφορά η Alice επιπλέον 

πρέπει να μεταφέρει δύο bits κλασσικής πληροφορίας στον Bob που να του δηλώνει 

ποιόν από τους τέσσερις μετασχηματισμούς να χρησιμοποιήσει (σε ποιο από τα

6 Η  μ ε τα φ ο ρ ά  π ε ρ ίπ ο υ  ΙΟ39 α τό μ ω ν  π ο υ  α π ο τε λ ο ύ ν  έν α ν  ά ν θ ρ ω π ο  ε ίν α ι π ρ ο φ α ν ώ ς α δύ να τη . Θ α  έπρεπε
π ρ ώ τα  ν α  ε π ιτ ε υ χ θ ε ί η  τη λ ε μ ε τ α φ ο ρ ά  ε ν ό ς  β α κ τη ρ ιδ ίο υ , π ερ ίπ ο υ  ΙΟ7 α τό μ ω ν . Π ρ ο ς  το  π α ρ ό ν  όμω ς 
τ η λ ε μ ε τα φ έ ρ ε τα ι μ ό ν ο  έ ν α  κ β α ν τ ικ ό  σ ύ σ τη μ α  δ ύ ο  κ α τα σ τά σ εω ν  (q u b it) , α υ τό  ε ίνα ι όλο!
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τέσσερα κουτάκια αντιστοιχεί η δική της κατάσταση των δύο qubits). Αυτό θα γίνει 

με κλασσικό τρόπο, π.χ. με το τηλέφωνο, γεγονός που δεν επιτρέπει κβαντική 

τηλεμεταφορά να γίνει με ταχύτητα μεγαλύτερη του φωτός c.

Έστω η πηγή των εναγκαλισμένων qubits είναι πάλι η βοηθητική κατάσταση

Bell = + και ^ Alice ^ Μ ^ ν ε ι απ<̂  την \Βο) το πρώτο qubit ενώ

ο Bob το δεύτερο. Η κατάσταση για μεταφορά \ψ )  = α |ί )  + β \ ^ )  μαζί με τα 

εναγκαλισμένα qubits από την πηγή |Ζ?0) δίνουν την κατάσταση τριών qubits

\ψ) =  α|0)+/?|1) | Bj)

Σχ.8.4. Η  άγνωστη κατάσταση υπέρθεσης που τώρα την γράφουμε ως 

\ψ )  = α |0 )  + β \ \ )  = α | t )  + /? |4 ) και περιέχει άπειρη κβαντική πληροφορία

θα τηλεμεταφερθεί από την A lice (Α) στον Bob (Β). Για τον σκοπό αυτό όμω ς  

απαιτείται να σταλούν δύο bits κλασσικής πληροφορίας από το Α στο Β (πιο  

από τα τέσσερα κουτάκια θα δώσει η μέτρηση της A lice) ώστε ο Bob να 

εφαρμόσει τον κατάλληλο μετασχηματισμό για να λάβει την \ψ )  = cr|0) + β \ \ ) .

Αν  η \ ψ )  έχει μετρηθεί τότε είναι αρκετή η μετάδοση ενός b it πληροφορίας  

λόγω  κατάρρευσης της κυματοσυνάρτησης στην 10) ή την |1).
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\Ψ)®\Β0) = ± ( α \ ϊ  (tt)+/e|t (u))+/9|i ( η ) + ΐ β \ ι (wj)
(8.47)(8.47)

= - ^ ( a |n ) ® | t ) + i a |U ) ® | ; ) + ^ ^ t ) ® | t ) + « / ? |U ) ® |4 »

με πρώτο qubit την κατάσταση για μεταφορά ενώ το δεύτερο και τρίτο που 

προέρχονται από την πηγή και ανήκουν στην Alice και τον Bob, αντίστοιχα. Η 

συνολική κατάσταση μπορεί να γραφεί

| ψ) ® IΒ0) = i ( |  Β0) <8> (« |t )  + /? μ »  + 1Β,) ® (-  ia\ί ) + ΐβ\ 4 »

+ \Β2) ® (-  a \ i )  + β \ t ) )  + 153) ® {ia\l) + //?|ΐ)))

ή ισοδύναμα

| ψ ) ® IΒ0) = ^  ( IΒ0) ® y  I ψ)) + (5,) ® (ϋΓοV))
2 (8.49)

+ l^ 2 ) ® k d k ) )  + l53 )® W k ) ) )  ■

Από την (8.49) η κβαντική τηλεμεταφορά της \ψ) = α |0) + β\ 1) από το Α στο Β, όσο

κι αν απέχουν μεταξύ τους, έχει σχεδόν επιτευχθεί! Ο κβαντικός εναγκαλισμός μας 

βοήθησε να παρακάμψουμε το θεώρημά μη κλωνοποίησης που απαγορεύει την 

αναπαραγωγή μιας κατάστασης υπέρθεσης. Ακολουθούν τρία στάδια:

1) Η Alice κάνει μια μέτρηση που θα τις δώσει ένα συγκεκριμένο αποτέλεσμα για 

την κατάσταση Bell των δύο qubits που έχει, αυτό που θα τηλεμεταφερθεί και 

αυτό που έλαβε από την πηγή. Η μέτρηση της Alice αναγκάζει το qubit του 

Bob αυτομάτως να καταρρεύσει σε αντίστοιχη κατάσταση, π.χ. αν η Alice 

πάρει το αποτέλεσμα \Β2) στην (8.49) το qubit του Bob θα δώσει την ο ^ \ ψ ) .

2) Η Alice μεταφέρει στον Bob με κλασσικό τρόπο την πληροφορία σε ποιά 

κατάσταση Bell (σε ποιό ΑΓ=0, 1, 2, 3) ‘κατέρρευσε’ κατά την μέτρηση το 

δικό της εναγκαλισμένο ζεύγος. Η Alice εξάγει τον ακέραιο Κ  και τον

μεταφέρει στον Bob με δύο bits πληροφορίας.

3) Ο Bob με τόν κατάλληλο μοναδιαίο μετασχηματισμό, αφού η δική του

κατάσταση είναι η νκ \\ψ)  σύμφωνα με την πληροφορία που έλαβε για το Κ 

με τον κλασσικό τρόπο, εφαρμόζει τον μοναδιαίο μετασχηματισμό

(8.50)
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Αρα, η κβαντική τηλεμεταφορά με αυτόν τον τρόπο ολοκληρώθηκε και η 

κατάσταση \ψ) = α|0) + /?|1) πήγε από το Α στο Β όπως στο Σχ. 8.4. Πρέπει να 

σημειωθεί πως κανένας από τους δύο δεν επιχειρεί να μετρήσει την κατάσταση 

υπέρθεσης \ψ) που παραμένει ‘άγνωστη’ και στους δύο. Μια μέτρηση της \ψ) θα

επιφέρει αυτομάτως την κατάρρευσή της στην |0) ή την |1) με μια πιθανότητα. Αν

αυτό συμβεί η μεταφορά γίνεται πλέον με τον κλασσικό τρόπο στέλνοντας ένα bit 

πληροφορίας από το Α στο Β που γνωστοποιεί αν είναι 0 ή 1.

8 .4 . Κ β α ν τ ικ ο ί  α λ γ ό ρ ιθ ι ιο ι

Οι βασικοί κβαντικοί αλγόριθμοι είναι του Shor (1994) και του Grover (1996). 

Ο αλγόριθμος του Shor επιτρέπει να λυθεί το πρόβλημα της πραγοντοποίησης ενός 

αριθμού Ν σε πολυωνυμικό αντί για εκθετικό χρόνο, ενώ ο αλγόριθμος του Grover 

σε έρευνα μιας βάσης δεδομένων βρίσκει ένα από Ν στοιχεία σε χρόνο ανάλογο του

4 ν  αντί του Ν. Θα περιγράφουμε αυτούς τους κβαντικούς αλγόριθμους που θα 

μπορούσε να τους υλοποιήσει ένας κβαντικός υπολογιστής.

8.4.1. Α λγόριθαος παρανοντοποίυστκ  του S hor

Η παραγοντοποίηση ενός ακεραίου αριθμού Ν  σε δύο πρώτους παράγοντες 

/?, q , ώστε Ν  = p q ,  είναι ένα πρόβλημα με εκθετικές απαιτήσεις χρόνου στους 

συνηθισμένους υπολογιστές. Το πρόβλημα με τον κβαντικό αλγόριθμο του Shor 

(1994) θα μπορούσε να επιλυθεί σε πολυωνυμικό χρόνο. Πριν περιγράφουμε τον 

αλγόριθμο του Shor είναι αναγκαία η συνοπτική αναφορά σε ένα ‘τρικ’ της θεωρίας 

αριθμών που ανάγει το πρόβλημα της παραγοντοποίησης στο ισοδύναμο πρόβλημα 

εύρεσης n/ς περιόδου μιας συνάρτ?]σης.

Αν επιδώκεται η παραγοντοποίηση του ακεραίου Ν πρώτα επΟέγουμε με 
τυχαίο τρόπο έναν απλό παράγοντα α μικρότερο του Ν , που δεν είναι πρώτος 
με τον Ν (δεν έχουν κοινούς διαιρέτες). Αν ο α είναι πρώτος με τον Ν  το 
πρόβλημα επιλύεται εύκολα με τον κλασσικό αλγόριθμο του Ευκλείδη7 που 
βρίσκει τον μέγιστο κοινό διαιρέτη του ζεύγους (Ν%α). Ας επικεντρώσουμε την 
προσοχή μας στην περιοδική συνάρτηση

7 Ο κλασσικός α/.γόριΟμος τον Ευκ)χί6η για να βρεθεί ο μέγιστος κοινός διαιρέτης nm των αριθμών 

(w0,/»i) με nQ £ nx από τον n0 nm ακολουθεί τα εξής βήματα:

n0 =  X Λ, + W2» " I  =  ά 1 Χ "2  +  "3»*··» "m -2  =  d m -\ *  nm-1 +  wm -l =  d m *  n m +  °*
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f ( x )  = αχ modΝ  , (8.51)

όπου η f ( x )  δίνεται από το υπόλοιπο της διαίρεσης του αχ με τον Ν. Θα 
δείξουμε πως για να παραγοντοποιηθεί ο Ν  αρκεί να νπολογισθεί η περίοδος 
r τΐΙζ / ( * )  > ώστε f ( x  + r) = f { x ) .  Αυτό επειδή ar = 1 mod Ν  (ή 
ar modN = 1 ) και όταν ο r είναι άρτιος

ar -1  -  0 mod Ν  ο  (,ar<2 +1 )(ar/2 - 1)= 0 mod Ν ,  (8.52)

τον αρνθμό Ν  παραγοντοπονούν οι μέγιστοι κοινοί διαιρέτες (α^2 -1, Λ'') και

[ar!2 +1, Ν ) που υπολογίζονται σε πολυωνυμικό χρόνο με τον αλγόριθμο του 
Ευκλείδη.

Παράδειγμα. Έστω ότι επιθυμούμε την παραγοντοποίηση του αριθμού ΛΓ=91: 
Επιλέγουμε τον αριθμό α=3 που δεν έχει κοινούς διαιρέτες με τον Ν  και 
φτιάχνουμε την συνάρτηση f ( x )

X : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ···

3 * :1 , 3, 9 ,27 ,81 ,243 ,729 ,2187 , -  

f ( x )  = y  mod91: 1, 3, 9 ,2 7 , 81,61, 1, 3, -  . (8.53)

Παρατηρούμε πως η περίοδός της ακολουθίας είναι r -  6 αφού η /(* )  

επαναλαμβάνεται μετά από 6 αριθμούς, άρα και οι μέγιστοι κοινοί διαιρέτες 

που παραγοντοποιούν τον Ν  είναι

(36/2 -1 , 9 ΐ)=  (26,91) = 7 (8.54)

(36/2 + 1 ,9 ΐ)=  (28,91) = 13 , (8.55)

ώστε οι παράγοντες του 91 είναι 7 και 13 με

91 = 7x13 . (8.56)

Η εύρεση της περιόδου r είναι ένα πρόβλημα με εκθετικές απαιτήσεις χρόνου. 

Ο κβαντικός αλγόριθμος του Shor βρίσκει την περίοδο της συνάρτησης f ( x )  με

όρισμα τις τιμές χ  = 0,1, 2, · · ·, Ν  -1  με Ν  = 2Ζ, σε πολυωνυμικό χρόνο. Πως όμως 

το επιτυγχάνει; Η βασική ιδέα είναι ο διακριτός μετασχηματισμός Fourier

ι ^
w 1 2Σ" > * κ/2*Μ

V ? y=0.

που επιτρέπει την εύρεση της περιόδου r  της / ( * )  με αποδοτικό τρόπο.

(8.57)
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1. ΕΙΣΟΔΟΣ. Απαιτούνται δύο καταγραφείς, ο πρώτος με μήκος L qubits, 
όπου θα γραφούν οι τιμές χ  και ο δεύτερος χωρίς καθορισμένο αριθμό qubits, 
όπου θα γραφούν οι αντίστοιχες τιμές της"συνάρτησης / ( χ ) .  Οι δύο καταγραφείς
| x , / ( χ )) = | χ) 0  | / (λ')) αρχικά είναι στην κατάσταση

JI U  · · · Ί ', 4'4'4γ · · · >1̂ . (8.58)

2. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ. Στον πρώτο καταγραφέα τα σπιν όλων των qubits 
πολώνονται στην

2 2*-1
κατάσταση υπέρθεσης: ■■==  Υ \ χ , 0), (8.59)

v 2 L *=0

π.χ. με εφαρμογή της πύλης Hadamard (8.15) σε όλα τα qubits. Στον δεύτερο 
καταγραφέα υπολογίζεται με τον κατάλληλο μοναδιαίο μετασχηματισμό η / ( χ )  
για κάθε τιμή του χ, με παράλληλη διαδικασία σε χρόνο που θα έπαιρνε για να 
υπολογίσουμε κλασσικά την συνάρτηση σε μια μόνο τιμή του χ, και καταλήγουμε 
στην

1 2 /' “ , ιεναγκαλισμένη κατάσταση: Σ  \χ » ° χ m°d Ν ) . (8.60)

Στον δεύτερο καταγραφέα μετρείται η τιμή της / ( χ ) ,  π.χ. δίνει την f { k )  με 
κάποιο k ,

t
μέτρηση του δεύτερου καταγραφέα: έστω f ( k ) , 0 < k < r . (8.61)

Αμέσως μετά την μέτρηση ο πρώτος καταγραφέας καταρρέει στην υπέρθεση των 
καταστάσεων |£ ) , \k + r) , |£ + 2r) , ···, με 0 < k < r . Όλες οι καταστάσεις j  = 
k, k + r, k + 2r,· · · (ο αριθμός τους είναι A) δίνουν την f ( k )  με την κατάσταση .

1 Λ-ι
υπέρθεσης λύσεων: -τ=· ]Γ |k + jr), 2ι  -  r <> k + (A -  l)r < 2l . (8.62)

Χρησιμοποιούμε τον κβαντικό (διακριτό) μετασχηματισμό Fourier αυτής στον 
πρώτο καταγραφέα για να εξάγουμε την περίοδο της συνάρτησης

μετασχηματισμός Fourier: ] Γ e2mk>^2 ^ e 2mjry^2i \y),{^.63)
ν 2 1 A y=0 j*o

Η πιθανότητα του y  διαβάζεται από τον τύπο για τις

πιθανότητες: P(y)  =
Λ-\

± y £ e2mjry/2‘·

Μ
(8.64)
' - <(’
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3. ΕΞΟΔΟΣ. Η κατανομή ευνοεί τις τιμές του y  που ο r y j l L είναι κοντά σε

ακέραιο αριθμό. Π. χ. αν ο r είναι διαιρέτης του 2ι , ο 2L)r  είναι ακέραιος ίσος 
με Α και το αποτέλεσμα

P{y)  = -  
r A

A-1
Y ^ e ^ j y / A

j =0

—, όταν  y  = Αχ  ακέραιοςf
[0 , αλλού

(8.65)

μας επιτρέπει την ανάγνωση της περιόδου r από την P(y) ■ Στην πιο ρεαλιστική 
περίπτωση θα πρέπει να αθροισθεί η γεωμετρική σειρά και το αποτέίχσμα του 
κβαντικού μετασχηματισμού Fourier είναι συγκεντρωμένο στα ακέραια πολλαπλάσια 
του 2L/ r . Οι άλλες τιμές του y  θα δώσουν καταστροφική συμβολή. Για να 
εξαχθεί η περίοδος r απαιτούνται αρκετές μετρήσεις του πρώτου καταγραφέα (και 
με αλλαγή του α). Με τον κβαντικό αλγόριθμο το αποτέλεσμα υψηλού βαθμού 
εμπιστοσύνης προκύπτει με t ~ 0 { β ) σε πολύ μικρότερο αριθμό επαναλήψεων

από αυτόν που χρειάζεται ο κλασσικός υπολογιστής όπου t oc o (e ( logi^ 3z,1/3). 
Πρέπει να σημειωθεί πως ο κβαντικός υπολογιστής δεν θα δώσει με βεβαιότητα το 
αποτέλεσμα το οποίο χρειάζεται να επιβεβαιωθεί με πολλαπλασιασμό των 
παραγόντων.

8.4.2. Αλγόριθμος έρευνας Βάσης δεδοαένων9 του Grover

Η εύρεση ενός αντικειμένου ανάμεσα σε Ν  με τον συνηθισμένο τρόπο 

απαιτεί χρόνο ανάλογο του Ν, π.χ. η εύρεση ενός ονόματος σε έναν όχι ταξινομημένο 

κατάλογο Ν  ονομάτων. Με άλλα λόγια πρέπει να ψάξουμε τα ονόματα ένα προς ένα, 

ακόμη κι αν κάθε φορά που ψάχνουμε ένα όνομα το βάζουμε στην άκρη πάλι 

χρειάζονται ~ Ν / 2  ψαξίματα, ίδιας τάξης με τον Ν. Μπορούμε μήπως να τα 

καταφέρουμε καλύτερα με έναν κβαντικό υπολογιστή; Ναι, ο κβαντικός αλγόριθμος 

του Grover απαιτεί αριθμό τάξης V/7 από ψαξίματα. Επιπλέον, είναι αδύνατον να 

υπάρξει άλλος ταχύτερος και ο αλγόριθμος του Grover είναι ο βέλτιστος δυνατός. 

Πως όμως επιτυγχάνεται η βελτιστοποίηση Ν  —» V /7 ;

Αν η επιθυμητή κατάσταση γραφεί με το κανονικοποιημένο διάνυσμα στήλης

α -ι ία θ  ,8 ν ' ΐθ / £ IΤο άθροισμα γενικότερα υπολογίζεται από την γεωμετρική σειρά > e J = ——-----
7=0 Ι

9 ‘μιας βελόνας στα άχυρα’!
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ί0>
Ο

Ο
1
Ο

(8.66)

W

όπου η μονάδα είναι στην συγκεκριμένη γραμμή που υπάρχει το επιθυμητό 

αντικείμενο εκτελούμε τον παρακάτω κβαντικό αλγόριθμο10:

1. ΕΙΣΟΔΟΣ. Ως αρχική κατάσταση υπέρθεσης \s) σχηματίζεται το διάνυσμά 
j στήληςμεΝ γραμμές ‘ ν

Ί Υ  , ' 1 :\ ;

Ι5> = V/7

- r' ·. .?·  ̂;>

(8.67)

W
• .·* * *■ .

Η επιθυμητή κατάσταση |ύ) είναι βεβαίως άγνωστη, όμως το εσωτερικό της 
γινόμενο με την αρχική \s) είναι

V
2.ι ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ. Η δράση των τελεστών ανάκλασης 

. : ■ Us =l - 2\ s ) ( s \ .  Uh = l-2\b)(b\  

r στις καταστάσεις |s ) ,|6 )  δίνει τις κατοπτρικές τους

(8.68)

,.(8.69)

i /f |5) = (1 -  2 |s)(s |)|s) = - Is), Ub\b) = (1-2|6)(6|) |A) = - |6 ) .  (8.70)

Ο τελεστής Ub αντιστρέφει το πρόσημο της κυματοσυνάρτησης τότε και
μόνον τότε όταν ο καταγραφέας είναι στην επιθυμητή κατάσταση. Είναι το 
‘μαντείο’ που ρωτάμε κάθε φορά αν η έρευνά μας πέτυχε ή όχι. Ο 

V υπολογισμός γίνεται με επαναλαμβανόμενη δράση του γινομένου τελεστών 
-  Us Ub που υλοποιείται εύκολα με τις κατάλληλες πύλες ενός qubit και την

: _πύλη XOR δύο qubit. Ας δούμε τι δίνουν οι διαδοχικές εφαρμογές του
S r  μοναδιαίου τελεστή: .... i;„· . > -· ■ ,. ν  .

10 Υπάρχουν διάφορες μορφές του αλγόριθμου Crover. Εδώ επιλέγεται αυτή που ταιριάζει 
περισσότερο στις ανάγκες του μαθήματος.
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Μ ε μ ία  ερώ τηση :
- υ ,  Uk |S) = -i7 , ( | s) -2 |6 )(6 |s>)

§  ; : V ' ' 8 '71)

: ; =|s>+, / w l‘ 4 n  J n ŝ)

Η λύση που ισοδυναμεί με την εύρεση του αντικειμένου συμβαίνει όταν το 
πλάτος πιθανότητας πριν την \b) (από |s) —» |ό )) είναι μονάδα, ενώ

* μηδενίζεται ταυτόχρονα το πλάτος πιθανότητας πριν την |s ) , όταν

- | | 2 = . ο Λ Γ Μ .  (8.72)

Επομένως, με τον κβαντικό αλγόριθμο μία μόνο ερώτηση είναι αρκετή για να 
βρεθεί ένα από Ν=4 αντικείμενα.

Μ ε δύο ερω τήσεις:

( - ( / ,  υ „ γ \ s ) ~ - u f i b

Η λύση \s) -»  |ό) έχει πιθανότητα μονάδα, όταν

2"ΐ

Η ' ιι*> ·
(8.73)

• Μ 1 ν )
= 1 ο  ^ « 1 0 .5  . (8.74)

Επομένως, με δύο ερωτήσεις μπορεί να βρεθεί ένα από Ν »  10 αντικείμενα.

Μ ε L  ερω τήσεις:

( - t / J t/A)z |i)  = - | 0 )  + . . . | s) ;->Ι|Α ) + 0 |ί )  (8.75)
επαγωγικά καταλήγουμε στην εξίσωση

(2L +1) sin-1  —η=  = υ  (8.76)

που για μεγάλο Ν  , sinχ  « χ , χ  0 και sin -1  χ  » χ , χ  0 με 
x  = \/*Jn  -+Q ενώ 2L + 1» L , L -> οο έχει λύση

r 7Γ\Ν , τ ,λL ~ —_—  ̂ jsj —̂ ο© , (8.77)

- ? 3. ΕΞΟΔΟΣ. Το αποτέλεσμα ευρίσκεται σε χρόνο / oc 7- V #
-ν επιτυγχάνοντας καλύτερη απόδοση από την αναμενόμενη t 2ι  -  Ν  ενός
• κλασσικού αλγόριθμου. - . -
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8 .5 . Υ λ ο π ο ίη σ η  κ β α ν τ ικ ώ ν  υ π ο λ ο ν ισ τ ώ ν - Α ια τ ά £ ε ις  q u b i t

Ο κβαντικός υπολογιστής απέχει πολύ από το να γίνει απτή πραγματικότητα 

με τις δυνατότητες της σημερινής τεχνολογίας. Έχει όμως γίνει σημαντική πρόοδος 

στις γνωστές ως διατάξεις qubit, όπου υλοποιείται με φυσικό τρόπο ένα σύνολο από 

qubits. Οι διατάξεις qubit που βασίζονται στην ανάπτυξη της κβαντικής θεωρίας της 

πληροφορίας είναι απαραίτητες για την κατασκευή των κβαντικών υπολογιστών ενώ 

η τεχνολογία κατασκευής πληθώρας τέτοιων συσκευών αναπτύσσεται διαρκώς. Οι 

βασικότερες από αυτές είναι: δεσμευμένα ιόντα στις λεγόμενες ιοντικές παγίδες, 

φωτόνια σε κοιλότητες, NMR με μόρια, ατέλειες NMR σε στερεό υπόστρωμα, κλπ. 

Σε όλες τις περιπτώσεις, το βασικό εμπόδιο είναι η απειλή της κβαντικής 

αποσννέπειας, όπου μικρές αλληλεπιδράσεις των qubits με το εξωτερικό περιβάλλον11 

οδηγούν σε μη κβαντική συμπεριφορά χωρίς εναγκαλισμό, κλπ., και επομένως 

αδυναμία ‘λειτουργίας’ του κβαντικού υπολογιστή.

ΝΑΝΟ-ΔΙΑ ΤΑΞΗ QUBIT ΣΤΕΡΕΑΣ ΚΑ ΤΑΣΤΑΣΗΣ

ΕΠΑΦΗ JOSEPHSON

‘ΗΛΕΚΤΡΟΔΙΟ’ ‘ΚΟΥΤΙ’

Σχ.8.5.// διάταξη 'μικρό κουτί ζευγών Cooper ’ εξασφαλίζει ένα ελεγχόμενο σύστημα 
δύο καταστάσεων με χρόνους συνέπειας τ της τάξης ns.

Η ποσότητα ‘κλειδί’ είναι ο χρόνος διάρκειας της κβαντικής συνέπειας τ που 

ισοδυναμεί με τον χρόνο που το κβαντικό σύστημα διατηρείται στην κατάσταση 

υπέρθεσης, πριν καταρρεύσει σε μια απλή κατάσταση. Η επιθυμητή δυνατότητα

Μ Αποσυνέπεια μπορεί να έχουμε και από εσωτερικούς παράγοντες, π.χ. από τις αλληλεπιδράσεις 
ηλεκτρονίων, με τις ταλαντώσεις των ιόντων του πλέγματος (φωνόνια), κλπ.
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ελέγχου μιας διάταξης πρέπει ταυτοχρόνως να συμβαδίζει με την απαίτηση μεγάλων 

χρόνων αποσυνέπειας τ. Επειδή όμως χρειαζόμαστε έναν ικανό αριθμό από qubits 

για την λειτουργία του κβαντικού υπολογιστή ενδεχομένως θα μπορούσε η 

τεχνολογία των ημιαγωγών να ‘ολοκληρώσει’ το qubit σε ένα στερεό σώμα, όπως 

συμβαίνει με τα ολοκληρωμένα κυκλώματα πυριτίου των συνηθισμένων

υπολογιστών.

Στα πλαίσια αυτά φαίνεται ιδιαιτέρως υποσχόμενη μια διάταξη όπου ένα 

μικρό ‘υπεραγώγιμο’ κουτί είναι συνδεδεμένο με ένα μεγάλο ηλεκτρόδιο διαμέσου 

ενός λεπτού μονωτικού οξειδίου πλάτους lnm (επαφή Josephson), καλά 

απομονωμένο από το εξωτερικό περιβάλλον σε ‘ψυγείο’ θερμοκρασίας T=30mK. Η 

διάταξη περιλαμβάνει έναν μεγάλο αριθμό από ζεύγη Cooper όπου σύμφωνα με το 

φαινόμενο της υπεραγωγιμότητας τα ηλεκτρόνια είναι δέσμια σε ζεύγη και 

περιγράφονται από την ίδια κυματοσυνάρτηση. Η χωρητικότητα του κουτιού είναι 

τόσο μικρή ώστε η ολική ενέργεια αλλάζει όταν ένα ζεύγος Cooper περνάει με 

φαινόμενο σήραγγγας την επαφή Josephson. To qubit υλοποιείται (Σχ. 8.5) όταν το 

επιπλέον ζεύγος Cooper είναι στην κατάσταση υπέρθεσης κουτιού ή ηλεκτρόδιου, με 

τις δύο φορτισμένες καταστάσεις να δίνουν τις 0 και 1, αντίστοιχα, που χρειάζονται 

στην υπέρθεση. Με την εφαρμογή ενός δυναμικού V οι καταστάσεις φορτίου 

ταλαντώνονται με συχνότητες στην περιοχή μικροκυμάτων. Η διάρκεια κβαντικής 

συνέπειας σε αυτήν την διάταξη είναι της τάξης τ  x  ns (νανοδευτερόλεπτα) ενώ 

δίνεται και η δυνατότητα προετοιμασίας της αρχικής κατάστασης. Ο έλεγχος της 

χρονικής εξέλιξης γίνεται με χρήση παλμών σε συχνότητες μικροκυμάτων και 

επιπλέον μπορεί κανείς να διαβάσει την κατάσταση εξόδου. Δυστυχώς, όμως, η 

μεσοσκοπική διάταξη θα γίνει πρακτικά χρήσιμη μόνο όταν η διάρκεια παραμονής 

στην κατάσταση υπέρθεσης μεγαλώσει. Μπορεί, όμως, να απαιτηθούν ολόκληρες 

δεκαετίες μέχρι να επιτευχθεί η παραμονή του συστήματος για αρκετό χρόνο τ x  με 

(μικροδευτερόλεπτα) αντί τ  x  ns (νανοδευτερόλεπτα) που είναι τώρα, πριν 

‘καταρρεύσει’ στην μία ή την άλλη κατάσταση.

Το ενδιαφέρον για τους κβαντικούς υπολογιστές συνεχώς αυξάνει 

παγκοσμίως αφού όταν τέτοιοι υπολογιστές κατασκευασθούν αναμένεται πως θα 

ξεπερνούν τους συμβατικούς υπολογιστές πολλές τάξεις μεγέθους. Επισημαίνεται 

όμως πως η λειτουργία των κβαντικών υπολογιστών, που είναι πλήρως αντιστρεπτοί 

και εκμεταλλεύονται τον μαζικό κβαντικό παραλληλισμό, δεν έχει επιτευχθεί
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τουλάχιστον μέχρι σήμερα. Μας έδωσε όμως την δυνατότητα να εξερευνήσουμε 

θεμελιώδη θέματα της κβαντικής φυσικής, όπως τον κβαντικό εναγκαλισμό.

Άσκηση 1. (i) Στον συμβολισμό Dirac η κατάσταση |10) γράφεται και |1) |0) 

ή με το τανυστικό γινόμενο ® ως |1)® |0). Αν \ψ) -  (|0) + |1))/V2 να

υπολογίσετε το | ψ)®* = | ψ) ® | ψ) 0 1 ψ) 0  | ψ) και να βρείτε πως σχετίζεται με 

την κατάσταση

(ii) Στην κατάσταση Shor £ |x )  |/ (* ) )  όταν f ( x )  = ax mod Ν  με a = 6,
X

Ν -  91, <7 = 512 τι συμβαίνει όταν η μέτρηση του πρώτου καταγραφέα

(αριστερό ket) δίνει χ  = 34 ; Πως προκύπτουν οι πρώτοι παράγοντες του Ν  

από αυτό το αποτέλεσμα;

(Hi) Ένα μαύρο κουτί δέχεται ως είσοδο το qubit α|0) + /?|1) και δίνει ως

έξοδο την κατάσταση \ψχ) = (α|0) + β ^ \ - γ \  1 ))θ {β^γ \  1)) με το τανυστικό 

άθροισμα Θ να δηλώνει στην έξοδο είτε

(a|0) + /? V r-7 |l> ) /V ^  με πιθανότητα ρ, = \α\2 + (1 - γ ) \ $  

είτε

|1) με πιθανότητα 1 -  ρ {.

Αν ένα δεύτερο μαύρο κουτί με είσοδο ενός qubit δίνει έξοδο 

\ψι) = 4*i(a\0) + ~ ~ β \ή )  Π = + μπορεί να

επινοηθεί κάποια μέτρηση που να διακρίνει τις εξόδους των δύο μαύρων 

κουτιών όταν έχουν παρόμοιες εισόδους; Αν όχι, γιατί;
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Ο λοκληρώματα εκθετικού  τύπου: (Re(a) >6)

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  A

I  [eke-™ = - -e ~ ax 
9  i a

-  - L e-a<* + L e-a-0 _ Z

1 Idx x e*™ = ------
da

x* e ^ = ( - i f  — -,2 Λ-αχ

Γ00
Jrfx e

<0 

2 d 2
da2

a

-ax

a

d f O

a

da
\

a 4

w

Jdx £_αχ a 2 ί Λ  2\
da2 \ a )  a3

fdxxn e-ax= ( - l ) n —  
i  da”

[dx e"™ = Jr ̂ γΓΧΊ
j

\o  J dan \ a ) a
n!
Λ+/ ’ n = 0,1,2,.

Ο λοκληρώματα τύπου G auss: [a >6)

...;£ w ?  - m

*°\dx x 2n e - ^  = -  [<fc x^n <T«; = ( -  i f  - — [ *\dx e ^ 1 
■ '* ? i 2 da” 10 -00 V-00

= - ψ : : ' ψ · » = « .« ··■2{2λ)" V ο

f ' / 00
I ;'|ife x2n+/ e~mi = γ —j  ενώ J<*c x 2n+I e~αχ1 = 0 επειδή η συνάρτηση στο ολοκλήρωμα

—C0

\S\!< \/V

,i< %

είναι περιττή.
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Παράδειγμα ορθογω νοποίησης G ram -Schm idt.

p-j- Τα μοναδιαία διανύσματα |.η), |χ 2), 1 ^ )  κατ*  μήκος των τριών ακμών ενός

κανονικού τετραέδρου με (χ, |χ , )  = 1, / = 1,2,3 υπακούουν στην συνθήκη

( x / |jC y )  =  C O S y  =  - ,  l * J .

H  Από τα |χ ,), |χ 2), |* j )  να κατασκευασθούν τα ορθοκανονικά |e (), |e2), |e3) .

Λύση:

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Β

(B.l)

❖  Το πρώτο ορθοκανονικό διάνυσμα επιλέγεται

h H * . ) ·

❖  Το δεύτερο θα προκύψει από το κάθετο στο |ej) με

1
όπου (e,|jr2> = <jc, | jc2) = — ώστε

ί |* α ι  μετά την κανσνικοποίηση

.·*■
( 4 1 4 ) =  ( ( * 2 1 -  ̂ < * 1 1] ( ΐ  *2>  "  ~|  Χ\ > ]

= ι - 1 _ Ι + 1 = 2  
4 4 4 4

ρ%ουμε

ΗJii:

(Β.2)

(Β.3)

(Β.4)

(Β.5)

ei)  β Ι 4 ) / ( ^ 3 / 2)=^Ι«2) = ^ ( | * 2 ) “ ^ Ι* ι) )  =  · ^ ( 2 |* 2 ) - |* ι>)· (Β.6)

❖  Το τρίτο διάνυσμα θα προκύψει από
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όπου <e,Ijc3) = <X||x3) = — και {e2|x3) = ^ ( 2 { x 2|-{ x 1|) |^ 3) = = - l =  ώστε

l^>  = l ^ ) - - k i ) - ^ | e 2) = |x3) - - | ^ ) - ^ 2) + -|x,>

= l* 3 ) " l* i ) " l* 2 >

και μετά την κανονικοποίηση

( ^ Ι^ >  = ^ (* ll” <*2l - ^ > - ν

“  6 6 6 + 9 + 18 6 18 9 3

(Β·8)
%

I
■

(Β.9)

έχουμε

Ν3) = γ ί ΐ ^ ) - ^ 2 > - ^ 1 >

Άρα, το ορθοκανονικό σύνολο γράφεται

\e\>~
-.» ν

και αντιστρόφως

V *λ*,> · *\' ··· ■ ■*"·■·

φ'π?χ;.:·νό ; '̂ '‘'̂ '1

k2> = - ^ - |e2) + d el> ·
t e d : p  , ; ^

(B.10)

(B.l 1)

(B. 12)|

J(
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Γ

Απόδειξη τη ς  σχέσης α βεβα ιότητας {(ΔΛ)2) (  (A5)2J  k  - |( [ X  b J |2' .

Η σχέση αβεβαιότητας ^(ΔΛ)2^ (ΑΒ)2  ̂£  —|([Λ,ΰ])|2 για τα παρατηρήσιμα μεγέθη Α,Β

W
;ί%ί.

1

γράφεται και ΑΑ 1([;4, 2?])| επειδή για τις αβεβαιότητες ισχύει γενικά1
2 '>a.

ΑΑ -  +'J((AA)2').

W
ψ
ί
Φ '

Απόδειξη:

•  Η ανισότητα Schwarz

( a \a )W ) l> \{ a \ f i t

αποδεικνύεται από την ταυτότητα

((α | + Λ*</?|)(Ι«> +  4 / ? > Μ ,  A e C

(Γ.1)

(Γ.2)

ί ί  που ισχύει για VA e  C  άρα και για  λ  = ~(β\α)Ι(β\β)'Wy

:-f-·
ί

ί (α | _  ί |  α ) -  ^ ) ]
1/ 1 W r ' J L 1 ; ( β \ β Γ Ί

= (α | α ) — ^ ^ - ί β \ α )  -  β )  + ( α| λ\ s  q

ο  < α |α )< /? |/? Η Η /? ) |2 * 0

(Γ.3)

£ που είναι η (Γ.1).

•  Η μέση τιμή ενός ερμιτειανού τελεστή A = Α* είναι πραγματική ενώ ενός αντι- 

? ερμιτειανού τελεστή C  = -C *  είναι φανταστική.

Από την (Γ.1) με

α )  = ΔΑ| >

\β) = ΑΒ\ ) (Γ.4)

1 Γράφουμε και (μ )2 = ^(μ )2^
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όπου το κενό τονίζει την δυνατότητα οποιουδήποτε ket έχουμε

{(ΑΑ)2)((ΑΒ)2)>\(ΑΑΑΒ)\ (Γ.5)

για τους επίσης ερμιτειανούς ΑΑ = A - (A ) ,  Β = Β - (Β).  Το δεξί μέλος στην (Γ.5) γράφεται < 

με το άθροισμα μεταθετή και αντιμεταθέτη ?

V 6

ΑΑ ΑΒ = ]^ΑΑ,ΑΒ\+^{ΑΑ,ΑΒ}

με τον μεταθέτη [Δ/4, ΑΒ] = [A, Β] που είναι αντι-ερμιτειανός

[ A , B f  = {ΑΒ -  ΒΑ)+ = Β Α - Α Β  = -[A, Β] 

και τον αντιμεταθέτη {ΑΑ,&Β} = {Α,Β} που είναι ερμιτειανός

{Α,Β}+ = (ΑΒ + B A f  = ΒΑ + ΑΒ = {A, Β} . 

Άρα, σύμφωνα με τα παραπάνω το δεξί μέλος γράφεται

|(ΑΑ ΑΒ)|2 = ||( [Α 5 ]) |2 +||({ΔΛ,Δβ})|2

(Γ.6) W

(Γ.7) 1

(Γ.8) b

(Γ.9) i

I
ϊ

4 -  - -  4

που αποδεικνύει την αρχική ανισότητα αφού ο δεύτερος όρος με τον αντιμεταθέτη στην (Γ.9) |  

μόνο ισχυρότερη μπορεί να κάνει την ανισότητα

1
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Δ

Κ υματοσυναρτήσεις ατόμου τύπου υδρογόνου με πυρηνικό  φ ο ρ τίο .Ζ ι 

γ ια  ir= l, 2 ,3 :

" “ ■ ϊ Μ ί ’* · · * '*

\3/2.

^200 = — I [ 2 - — l e ' z'/2°
4(2 λγ) '/2 I  a

^ Ι* ι = 5 < ^ ' ( ΐ Γ ' ' ί ' Ζ,,2" $ Ι" 9 δ 1 "

^ 30° 81(3^)'/2 U Λ

|,') ' '  = 8 ^ ( ! Γ ( 6 ' τ ) Γε' 2" >" “ 'ί ί '
5/2/

f k )rg-2r/3esjn ^ e±/(i

Λ” ° 8 K 6 ^ ( f ) ,,lrV W ^W 9 "^

Οι αντίστοιχες τροχιακές κυματοσυναρτήσεις είναι

• f l f ' - v .
Ψ" = Ί Ρ ν α

Ψ 2s =

Ψΐρ =

4 (2 » )
1

\'/2(!)
,-Ζγ/2«

Λ 4 (2 λ·)
1 /  7 \ 5/2

r e b,1° co s#

= 4(2^r)V2

___ 1̂
4(2/τ)1/2

j  rc‘&/2°sin#cos9>(ir-sin^sin^
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r , - — ^ f f » - i e 5 L +5 2 ? '
^ 3f 81(3^)1/2U ;  l  a a2 ,

-2r/3fl

8ΐΛτ1/2̂ α ;  V a )

= - ^ - f i { — ] U - — W &/3flsin0sinp 
^  8l^r; V<3y V a )Ψι 

Ψ = ___ L _ f  l Y /2 r  V * /3- sin2 0sin 2 φ
%\{2π)ψ \ α )

2 ! L r i Y /2,2 ^ /3 0cil 
.1/2= -----Γ75- — I r - e - -  sin 6» cos Θ cos φ

8br,/2U J

Ψμ.. =
<̂1/2 / '7 \ 7/̂  ,2 I I 2 - Z r f t a

&\π1/2 — I r~e —  sin0cos0sin^
\ a Ί

7/2

^ _ 2 , = 1— Ί r 2e_Zr/3a sin 0 cos 2^
8 1(2λγ)1/2 U

/ 7 V/21
rarf, = 81(6λγ)1/2

- Ί  r V &/3“(3cos20 - l )
VflJ
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Ε  

Κ Β Α Ν Τ Ι Κ Ο  Χ Α Ο Σ

Ε.1. Εισαγωγή

Το χάος στην κβαντική αποκλείεται λόγω γραμμικότητας της εξίσωσης Schrodinger

ih— 'V = H 'V  (Ε.1)
dt

που περιγράφει την χρονική εξέλιξη της κβαντικής κατάστασης ενός συστήματος Ψ (γ ,/) σε 

χώρο r και χρόνο / παρουσία χρονικά ανεξάρτητου δυναμικού K(r), όπως προκύπτει από 

την δράση του Χαμιλτονιανού τελεστή

Η = - — V 2 + V(r).  (Ε.2)
2m

Η κυματοσυνάρτηση Ψ(Γ,ί) περιέχει όλη την πληροφορία για κβαντικά σωμάτια αφού

περιγράφει τις στατιστικές ιδιότητες από τα παρόμοια συστήματα ενός κβαντικού ‘ensemble’ 

με πυκνότητα πιθανότητας να βρεθούν τα σωμάτια με συγκεκριμένες συντεταγμένες θέσης r

την χρονική στιγμή t το τετράγωνο του μέτρου P(ryt) = vF * (r,/)vP (r,/) . Στην περίπτωση 

που στο δυναμικό V(r)  δεν υπάρχει χρονική εξάρτηση αρκεί η λύση της χρονικά 

ανεξάρτητης εξίσωσης

Η Ψ]{?) = Ε] Ψ ] {Τ) (Ε.3)

για τις ιδιοτιμές ενέργειας Εη και τις ιδιοσυναρτήσεις ψ„(Ρ), που αποτελούν τις στάσιμες

καταστάσεις του συστήματος. Η πλήρης λύση της χρονικής εξέλιξης σε πεπερασμένο χρόνο t 

περιγράφεται από την μορφή κυματοπακέτου με τον γραμμικό συνδυασμό

'V(?J) = ' £ c J e~iEi'/hV'j(r) (Ε.4)
j

και Cj τους συντελεστές που δίνουν τα αντίστοιχα πλάτη πιθανότητας να ληφθεί η ιδιοτιμή 

Ej  σε μια μέτρηση.

Από τα παραπάνω μπορεί να εξαχθεί το συμπέρασμα πως η κβαντική φυσική 

χαρακτηρίζεται από γραμμική αιτιοκρατική χρονική εξέλιξη, όπου μια παρούσα κατάσταση 

του συστήματος Ψ(γ ,α) καθορίζει με μοναδικό τρόπο την μελλοντική της. Επομένως, στην



κίνηση του κυματοπακέτου (Ε.4) αποκλείεται το κλασσικό χάος, γνωστό από ιδιότητες 

ανάμιξης, θετικού εκθέτη Lyapunov, κλπ. Θα αναζητήσουμε όμως κβαντικό χάος 

αποκλειστικά στο χρονικά ανεξάρτητο πρόβλημα (Ε.3), κυρίως στην στατιστική 

συμπεριφορά που επιδεικνύουν οι ιδιοτιμές Ej και οι ιδιοσυναρτήσεις ψ β ϋ)  της

Χαμιλτονιανής Η  [ι'2'3'4'5'61. Επιπλέον, ανάμεσα από το χάος και την τάξη εμφανίζεται το 

κρίσιμο κβαντικό χάος. Αυτό συμβαίνει σε ενδιάμεσα συστήματα που είναι ψευτοχαοτικά στο 

κλασσικό όριο καθώς και σε μεσοσκοπικά κβαντικά συστήματα παρουσία τυχαίου δυναμικού 

στο σημείο της μετάβαση μετάλλου-μονωτή[7,81

Ε.2. Κβαντικό γάος

Τα τελευταία χρόνια δίνεται έμφαση στην στατιστική περιγραφή των ιδιοτιμών 

ενέργειας και των ιδιοσυναρτήσεων σε κβαντικά συστήματα από την (Ε.3), όπως: (ΐ> σωμάτια 

που είναι περιορισμένα σε δομές περίεργης γεωμετρίας (π.χ. διδιάστατο απειρόβαθο πηγάδι 

δυναμικού τύπου σταδίου, γνωστό ως κβαντικό μπιλιάρδο σταδίου) (ϋ) κίνηση παρουσία 

τυχαίου δυναμικού. Το πεδίο έρευνας που αφορά αυτά τα προβλήματα είναι εξαιρετικά 

δραστήριο και έχει βασικό σκοπό την συμφιλίωση του κβαντικού χάους με την μεσοσκοπική 

φυσική των άμορφων συστημάτων, όπου τα κβαντικά φαινόμενα είναι έκδηλα 1ι_61
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Σχ. Ε.1. Η  κλασσική κίνηση στα διδιάστατα μπιλλιάρδα είναι περιοδική όταν 

το μπιλλιάρδο έχει σχήμα κύκλου και χα οτική  όταν έχει σχήμα σταδίου.

(ϊ) Σε διδιάστατα συστήματα όπως στο Σχ. Ε.1 η κλασσική κίνηση είναι περιοδική 

όταν το σχήμα είναι κυκλικής μορφής ενώ είναι χαοτική όταν το σχήμα είναι μορφής σταδίου. 

Στην χαοτική) περίπτωση, όπου δύο παράλληλες γραμμές μήκος α ενώνονται με δύο 

ημικύκλια ακτίνας R για να αποτελέσουν σχήμα σταδίου, οι κλασσικές τροχιές αποκλίνουν 

εκθετικά με διαφορά γωνίας δύο τροχιών Αθ(ί) = er ‘ Δ#(0) την χρονική στιγμή t , σε σχέση



με την διαφορά γωνίας Δ0(Ο) την χρονική στιγμή t= 0. Ο εκθέτης Lyapunov γ  -  (a/R)] >0 

είναι μη μηδενικός όταν α φ 0 (γεωμετρία σταδίου) ενώ όταν α -  0 το σχήμα του σταδίου 

μεταπίπτει σε αυτό του κύκλου και η κίνηση παύει να είναι χαοτική με εκθέτη γ  = 0.
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Σχ. Ε.2. Οι χαοτικές ενεργειακές στάθμες (αριστερά) στο μπιλιάρδο σταδίου 
δείχνουν τα βασικά χ(ψακτηριστικά του κβαντικού χάους: άπωση γειτονικών 
σταθμών (οι ιδιοτιμές έρχο\*ται πολύ κοντά αλλά δεν ενώνονται) και φασματική 
ακαμψία (συνολική κανονικότητα στο φάσμα). Οι χαοτικές ιόιοσυναρτήσεις 

(δεξιά) έχουν κατανομές πιθανότητας με χαρακτηριστικές * ουλές9 που 
αντιστοιχούν σε υποκείμενες κλασσικές περιοδικές τροχιές.

Η χρονική εξέλιξη ενός χαοτικού συστήματος στην κλασσική μηχανική είναι σχεδόν 

παρόμοια με το αποτέλεσμα της ρίψης ενός νομίσματος (άλλοτε κορώνα άλλοτε γράμματα), 

δηλαδή πιθανοκρατική. Στο κβαντικό χάος είναι οι ενεργειακές ιδιοτιμές που κατανέμονται 

με στατιστικό (εργοδικό) τρόπο και περιγράφονται πιθανοκρατικά. Π. χ. οι ενέργειες που 

προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης Schrodinger σε ένα όιδιάστατο απειρόβαθο πηγάδι με 

πυθμένα μπιλιάρδο τύπου σταδίου δείχνουν μια κανονικότητα που περιγράφεται από την 

γνωστή ο>ς στατιστική Wignery που χαρακτηρίζεται από άπωση ενεργειακών σταθμών και 

φασματική ακαμψία (Σχ. Ε.2). Αντιθέτως για κανονικό (μη χαοτικό) μπιλιάρδο κυκλικού 

σχήματος οι ενέργειες είναι ακανόνιστες (τυχαίες!) με διακυμάνσεις που περιγράφονται από 

την γνωστή ως στατιστική Poisson. Με άλλα λόγια στο χαοτικό φάσμα οι ενέργειες είναι 

συσχετισμένες, ‘επικοινωνούν μεταξύ τους\ ενώ στο κανονικό ενεργειακό φάσμα είναι 

τυχαίες και 'δεν μιλούν μεταξύ τους\  Τα χαρακτηριστικά του κβαντικού χάους στις ιδιοτιμές 

και τις ιδιοσυναρτήσεις φαίνονται στο Σχ. Ε.2.
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Το κβαντικό χάος είναι άρρηκτα συνδεδεμένο με το αινιγματικό αντικείμενο των 

μαθηματικών γνωστό ως συνάρτηση ζήτα ζ(ε) του Riemann. Οι ρίζες της £($) καθορίζουν 

τις διακυμάνσεις στην πυκνότητα των πρώτων αριθμών 2, 3, 5, 7,... που διαιρούνται μόνο με 

το εαυτό τους και την μονάδα. Επιπλέον, η διάσημη εικασία του Riemann προβλέπει πως 

όλες οι μη τετριμμένες ρίζες της ζ(ε) έχουν πραγματικό μέρος 1/2 με 

ζί)./2 + ίΕ^=  0, Ej e θ ϊ. Η υπόθεση αυτή έχει επαληθευθεί μόνο αριθμητικά με

υπολογισμούς ενός δισεκατομυρίου ριζών περίπου. Η εικασία του Riemann που αφορά τους 

πρώτους αριθμούς αποδεικνύεται αυτομάτως αν αποδειχθεί πως τα μιγαδικά μέρη Ej είναι οι

ενέργειες ενός κβαντικού συστήματος, δηλαδή ιδιοτιμές μιας εξίσωσης Schrodinger. Αυτό δεν 

είναι διόλου απίθανο αφού οι Ej στην συνάρτηση εμφανίζουν όλες τις ιδιότητες των

ιδιοτιμών ενός χαοτικού συστήματος, όπως άπωση σταθμών και φασματική ακαμψία.

Σχ. Ε.3. Οι ενέργειες ενός ηλεκτρονίου σε δυναμικό με τυχαιότητα W, Η 

μεταλλική φάση W < Wc χαρακτηρίζεται από κβαντικό χάος (αριστερά) με

εκτεταμένες ιδιοσυναρτήσες ενώ στην μονωτική φάση W > Wc παρατηρείται 

ολοκληρωσιμότητα με εντοπισμένες ιδιοσυναρτησεις (δεξιά). Το κρίσιμο 

κβαντικό χάος αφορά το σημείο μετάβασης μετάλλου-μονωτή W = Wc, (ii)

(ii) Η κβαντική κίνηση στα άμορφα πλεγματικά συστήματα παρουσία τυχαίου 
δυναμικού τυχαιότητας W π. χ. των ηλεκτρονίων σε μονοδιάστατα πλέγματα χώρου με 

την διακριτή εξίσωση διαφορών

Λ»Ci,_i +c„+i+V„c„ = E c Cq — 0, n 1̂ 2,3; (E.5)
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όπου Ε είναι η ενέργεια του συστήματος και cn τα πλάτη πιθανότητας στην θέση η από την 

αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση. Η γραμμική κβαντική απεικόνιση (Ε.5) παρουσία τυχαίου (μη 

περιοδικού) δυναμικού Vn από μια στατιστική κατανομή εύρους W μπορεί να θεωρηθεί ως

μια στοχαστική απεικόνιση με πλάτη c„ που αυξάνουν ή φθίνουν εκθετικά | cn\» exp(±|w|/£) 

όπου ο ρυθμός εκθετικής μείωσης προσδιορίζεται από τα μήκη εντοπισμού ξ . Για τυχαίο 

δυναμικό οι λύσεις μπορεί να έχουν πεπερασμένο μήκος εντοπισμού ξ  που συνεπάγεται το 

γνωστό φαινόμενο του εντοπισμού του Anderson της μεσοσκοπικής φυσικής με τα πλάτη 

πιθανότητας cn σημαντικά μόνο σε μια περιοχή του χώρου ακτίνας ίση με το μήκος

εντοπισμού ξ  και εκθετικά μικρά στην υπόλοιπη περιοχή. Στο Σχ. Ε.3. φαίνονται οι 

ενεργειακές ιδιοτιμές που προκύπτουν από την κίνηση ηλεκτρονίων σε δυναμικό τυχαιότητας 

W. Οι ενέργειες είναι συσχετισμένες με παρουσία κβαντικού χάους στην περιοχή μετάλλου 

(αριστερά), ασυσχέτιστες για τον μονωτή (δεξιά) και εμφανίζουν κρίσιμο χάος στο ενδιάμεσο 

σημείο Wc της μετάβασης μετάλλου-μονωτή.

Χάος:

Για μικρή τυχαιότητα ή υψηλές διαστάσεις χώρου οι ιδιοσυναρτήσεις εκτείνονται σε 

όλο τον διαθέσιμο χώρο (είναι εκτεταμένες με ξ  -  οο) ενώ οι αντίστοιχες ιδιοτιμές ενέργειας 

είναι συσχετισμένες και εμφανίζουν φαινόμενα όπως άπωση μεταξύ των γειτονικών 

ενεργειών και φασματική ακαμψία. Οι ιδιότητες αυτές συμπίπτουν με την συμπεριφορά των 

χαρακτηριστικών ιδιοτιμών και ιδιοσυναρτήσεων σε στατιστικά ensembles από τυχαίες 

μήτρες ή υπολογισμούς σε κβαντικά συστήματα που είναι χαοτικά στο κλασσικό όριο, όπως 

μπιλιάρδα σχήματος σταδίου. Το συμπαντικό αυτό όριο είναι γνωστό ως στατιστική Wigner 

και χαρακτηρίζει κβαντικά συστήματα με χαοτική κλασσική δυναμική. Είναι αυτό που 

αποκαλούμε κβαντικό χάος.

Ολοκληρωσιμότητα:

Στους άμορφους μονωτές μεγάλης τυχαιότητας ή μικρής διάστασης οι καταστάσεις 

είναι εκθετικά εντοπισμένες με πεπερασμένο ξ  ενώ το ενεργειακό φάσμα αποτελείται από 

ενεργειακές στάθμες που εμφανίζουν έ?4η αντί άπωσης και είναι τυχαία κατανεμημένες. Οι 

ιδιότητες του ενεργειακού φάσματος είναι σχεδόν παρόμοιες με αυτές των τυχαίων αριθμών. 

Αυτό το όριο χαρακτηρίζει τους μονωτές και τα ολοκληρώσιμα κβαντικά συστήματα



(μπιλιάρδα κυκλικού τύπου) είναι γνωστό ως η στατιστική Poisson. Αυτό είναι το κανονικό ή 

ολοκληρώσιμο όριο.

Κρίσιμο χάος:

Στην ενδιάμεση περίπτωση της μετάβασης μετάλλου-μονωτή υπάρχει ένα νέο όριο 

κλιμάκωσης για τις διακυμάνσεις στο ενεργειακό φάσμα. Στο όριο αυτό οι ιδιοσυναρτήσεις 

δεν είναι ούτε εκτεταμένες ούτε εντοπισμένες αλλά εμφανίζουν πολυμορφοκλασματική

συμπεριφορά που χαρακτηρίζεται από διαστάσεις Ω ζ, q 6 [ - 0 0 ,+0 0]. Οι αντίστοιχες

ιδιοτιμές ενέργειας έχουν πολύπλοκη στατιστική συμπεριφορά με διακυμάνσεις που 

εξαρτώνται από τις οριακές συνθήκες με εξάρτηση που παραμένει στο θερμοδυναμικό όριο. 

Η συμπαντική περιγραφή που εμφανίζεται σε αυτή την περίπτωση είναι υβριδικού χαρακτήρα 

Wigner και Poisson μαζί και την ονομάζουμε semi-Poisson. Η semi-Poisson είναι η πιθανή 

στατιστική που περιγράφει το κρίσιμο κβαντικό χάος.

Ε.3. Αναγνώριση του γάους στην κατανοιιή των ενεργειακών σταθιιών
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Σχ. Ε.4. Οι κατανομές P(S) των γειτονικών ενεργειακών σταθμών για κβαντικό χάος 

(Wigner), ολοκληρωσιμότητα (Poisson) και κρίσιμο κβαντικό χάος (semi-Poisson). 

Οι Wigner, semi-Poisson δείχνουν άπωση σταθμών P(S) oc S για μικρό S  ενώ η 

Poisson έλξη με exp(—ό1) « 1 για μικρό S .
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Το απλούστερο στατιστικό μέτρο που αναδεικνύει την παρουσία ή μη του κβαντικού 

χάους σε ένα κβαντικό σύστημα είναι η στατιστική κατανομή P(S)  των κοντινότερων

ενεργειακών σταθμών (ιδιοτιμών ενέργειας) S, = ΕΜ , - Ε { . Είναι σημαντικό η κατανομή

P(S) να είναι κανονικοποιημένη επιπλέον με μέση τιμή (S) - 1. Έτσι, μελετώνται με

συμπαντικό τρόπο μόνο οι διακυμάνσεις στο ενεργειακό φάσμα χωρίς να επηρεάζονται από 

την εκάστοτε μέση πυκνότητα καταστάσεων ή το μέγεθος του συστήματος. Από την θεωρία^7" 

9| τρεις δυνατές κατανομές αντιστοιχούν στα παραπάνω ασυμπτωτικά όρια (Σχ. Ε.4).

Στην περίπτωση κβαντικού χάους η κατανομή με άπωση και ακαμψία είναι τύπου

Wigner P(5) = ^ 5 e x p ( - ^ 5 2), (Ε.6)
2 4

για τα κανονικά ολοκληρώσιμα ή κανονικά συστήματα με τυχαίο φάσμα έχει την μορφή

Poisson P(S) = exp(-S)  , (Ε.7)

ενο) την ενδιάμεση περίπτωση του κρίσιμου κβαντικού χάους εμφανίζονται και τα δύο είδη, 

άπωση λόγω του γραμμικού όρου S τύπου Wigner και ο εκθετικός όρος exp( -S)  τύπου

Poisson, που περιγράφεται από την

Semi-Poisson P(S) = 4S exp(-2S)  . (Ε.8)

Οι τρεις κατανομές (Ε.6,7,8) περιγράφουν την κίνηση στα ολοκληρώσιμα, χαοτικά και 

ψευδο-ολοκληρό)σιμα μπιλιάρδα και παρουσιάζονται στο Σχ.Ε.4.

Η στατιστική των κβαντικά χαοτικών συστημάτων προσομοιάζει με τις μαθηματικές 

λύσεις (ιδιοτιμές-ιδιοσυναρτήσεις) που προκύπτουν από την διαγωνοποίηση τυχαίων μητρών. 

Τα στατιστικά ensemble από τυχαίες Ν  x Ν μήτρες που επιλύονται στο όριο Ν  —» οο 

ορίζονται: (i) ορθογώνια κατηγορία όπου οι τυχαίες μήτρες είναι πραγματικές, (ϋ) μοναδιαία 

κατηγορία με μιγαδικές ερμιτειανές (παρουσία μαγνητικού πεδίου) και (iii) συμπλεκτική 

κατηγορία όταν είναι κουατερνιονικού τύπου (παρουσία σκέδασης σπιν-στροφορμής). Οι 

παραπάνω κατηγορίες συμπαντικότητας χαρακτηρίζονται από τον δείκτη συμπαντικότητας 

β  = 1, 2,4,  αντίστοιχα, με βαθμό άπωσης για μικρές ενεργειακές αποστάσεις

P { S ) ~ S P , S - >  0 . (Ε.9)

Είναι ενδιαφέρον να δούμε πως ακόμη και στην περίπτωση μιας 2x2  μήτρας, π. χ. για την 

ορθογώνια κατηγορία β - \  η πραγματική συμμετρική μήτρα
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Η = rH u Η 12λ

κΗ ]2 Η 22 J
(Ε.10)

με τυχαία (πραγματικά) στοιχεία μήτρας Ηη , Η\2, Η22 γκαουσσιανής μορφής, δίνει διαφορά 

των δύο ιδιοτιμών

S = E2 - E l = V(tfn - H 22f  + 4Hl22 . (E.ll)

Η στατιστική κατανομή της ενεργειακής απόστασης S προκύπτει από το διπλό ολοκλήρωμα

P ( S ) =  f  jd x d y  f V ( x , y )  - -Jx2 + y 2 ) (E.12)

όπου είναι γνωστές οι κατανομές των τυχαίων μεταβλητών x = Η\\ - Η 22, y  = 2Ηη  με 

επίσης γκαουσσιανή την συνάρτηση δύο μεταβλητών W(x,y)  ~ exp[-(x2 + _y2)]. Το

ολοκλήρωμα υπολογίζεται εύκολα σε κυκλικές συντεταγμένες dxdy = r drdO, r = yfx 2 +y>

και μετά από κανονικοποίηση δίνει την κατανομή Wigner (Ε.6) που χαρακτηρίζει το 
κβαντικό χάος.

Ε.4, Κβαντικό yAoq και κοίσιιιο γάος σε τυγ«ίο και οιονεί-περιοδικό δυναιηκό

Η απλούστερη περίπτωση σταθερού μονοδιάστατου δυναμικού Vn = V0, για Vn, 

συνιστά ένα σύστημα περιοδικότητας μονάδα V(ri) = V(n +1) όπου η κβαντική εξίσωση 

(Ε.5) λύνεται με επίπεδα κύματα c„ -  βίφη και δίνει το συνεχές φάσμα ιδιοτιμών ενέργειας

E = V0 + 2οοεφ, φ σ [ - π , π ]  (Ε.13)

που αποτελεί μια συνεχή ενεργειακή ζώνη μεταξύ V0 -2  και V0 +2 (Κεφ. 6.5.1).

Στην περίπτωση δυναμικού με περιοδικότητα Ν  η λύση που ικανοποιεί την 

V(n)-V(n + Ν)  ανάγεται στην διαγωνοποίηση μιας Ν χ Ν  μήτρας με τις επιπλέον οριακές

συνθήκες Η Χ Ν = Η*Ν i = οχρ(ίφ) στα στοιχεία που συνδέουν τα δύο άκρα της αλυσίδας και 

καθορίζονται από την ροή φ  που την διαπερνά. Οι διαφορετικές τιμές της φ δίνουν 

διαφορετικά σύνολα Ν  ιδιοτιμών και συνιστούν Ν ενεργειακές ζώνες με Ν -1 ενεργειακά 

χάσματα. Για φ = 0 , π  τα οριακά στοιχεία μήτρας H\ h, = ΗN <i -  ±1 αντιστοιχούν σε
I

περιοδικές και αντιπεριοδικές οριακές συνθήκες αντιστοίχως και καθορίζουν τα άκρα των Ν 

ενεργειακών ζωνών. Επομένως για την περίπτωση Ν -  περιοδικού δυναμικού ο καθορισμός 

Ν  ενεργειακών ζωνών δίνεται από την διαγωνοποίηση με τα δύο είδη οριακών συνθηκών.
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Το δυναμικό Vn = λοο$(2πση + ν) πλάτους λ  και φάσης ν όταν ο σ είναι άρρητος

αριθμός δεν είναι ούτε περιοδικό ούτε τυχαίο αλλά οιονεί-περιοδικό δυναμικό. Η αντίστοιχη 

μονοδιάστατη εξίσωση

crt_| +c„+i + λ ο ο ϊ ( 2 π σ n + v)cn =Ec„> c0 =0, n = 1,2,3,···, (E. 14)

είναι η γνωστή εξίσωση Harper που για λ  = 2 περιγράφει ένα σωμάτιο σε διδιάστατο 

πλέγμα, παρουσία κάθετου μαγνητικού πεδίου με σ  κβάντα ροής ανά στοιχειώδη πλεγματική 

πλακάτα1101. Το πρόβλημα δεν λύνεται σε αυτό το δυναμικό λόγω του άρρητου αριθμού σ  

που εισάγει ασυμμετρία στην εξίσωση Harper. Όμως ο άρρητος σ  επιδέχεται προσεγγίσεις

με διαδοχικούς ρητούς σ  = Μ / Ν ,  π.χ. για τον χρυσό μέσο σ  = (V? - 1)/2 είναι εύκολο να 

δειχθεί ότι οι διαδοχικές ρητές προσεγγίσεις είναι οι λόγοι 

σ * 2/3,3/5,5/8,8/13,13/21,21/33, ··· από αριθμούς Fibonacci. Με αυτόν τον τρόπο κάθε 

ρητή προσέγγιση σ  = Μ / Ν  εξασφαλίζει την συνθήκη Ν -  περιοδικότητας V(n) = V(n + Ν)  

λόγω της ισότητας cos(2n Mn/Ν) = cos^hrM n/N  + 2πΜ).  Προφανώς για Ν->οο  

επιτυγχάνεται το όριο του άρρητου αριθμού σ  όπου παύει πλέον να υπάρχει περιοδικότητα 

στην εξ. (Ε. 14) αφού το δυναμικό επαναλαμβάνεται μόνο μετά από άπειρες θέσεις Ν . Άρα, η 

διαγωνοποίηση διαδοχικά αυξανόμενης διάστασης Ν  x Ν  Χαμιλτονιανών, με περιοδικές και 

αντιπεριοδικές οριακές συνθήκες, εξασφαλίζει την επίλυση των προβλημάτων 

Ν -  περιοδικότητας στις ρητές προσεγγίσεις.

Σχ. Ε.5. Η  πεταλούδα του H ofstadter. Στον κατακόρυφο άξονα είναι οι ρητές τιμές του σ  από 0 

μέχρι 1 και στον ο ρ ιζ ό η ιο  άξονα οι ενεργειακές ζώνες. Π. χ. για  <7=2/3 και <7=1/3 υπάρχουν 3 

ζώνες ενώ για  <7=3/4 και σ - 1 /4 υπάρχουν 4 ζώνες, κλπ. ~
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Η περίπτωση λ  = 2 είναι η πιο ενδιαφέρουσα επειδή αντιστοιχεί στο κρίσιμο σημείο 

της μετάβασης μετάλλου-μονωτή με ιδιοσυναρτήσεις που δεν είναι ούτε εκτεταμένες ούτε 

εντοπισμένες αλλά παρουσιάζουν εξωτικές μορφοκλασματικές ιδιότητες112' 141. Οι

I |2μορφοκλασματικές διαστάσεις των ιδιοσυναρτήσεων υπολογίζονται από το μέτρο |cw|

συναρτήσει του δείκτη θέσης « .Γ ια  κανονικοποιημένο μέτρο σε Ν θέσεις από την σχέση 

κλιμάκωσης των στατιστικών ροπών

0.2

0.1

L1I 0

-0.1 

-0.2

λ

Σχ. Ε.6. Το ενεργειακό φάσμα για κίνηση του ηλεκτρονίου στο μονοδιάστατο οιονεί 

περιοδικό δυναμικό της (Ε.14) συναρτήσει του λ. Η συμπεριφορά είναι οιονεί- 

μεταλλική για λ  < 2, μονωτική για λ  > 2 ενώ στο σημείο της μετάβασης μετάλλου- 

μονωτή λ  = 2 παρατηρείται το κρίσιμο κβαντικό χάος.

]T |c„|2<? oc N {q ΙΜ>* . q e [ - οο,+ooj (Ε. 15)
Λ=Ι

2
λαμβάνονται οι διαστάσεις ϋ ζ . Η κατανομή του μέτρου jc„| μπορεί να μοιρασθεί και σε

κουτιά μεγέθους I  -, ώστε οι υπολογίζονται εναλλακτικά με αλγορίθμους μέτρησης 

κουτιών αν το μέγεθος της αλυσίδας Ν  αντικατασταθεί στην (Ε.15) με το μέγεθος του
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κουτιού έ .= £ , V/ και το άθροισμα γίνει σε όλα τα κουτιά στο πρώτο μέλος με το 

αθροισμένο μέτρο ^ \cn\̂  στο κάθε κουτί

Οι μορφοκλασματικές διαστάσεις του φάσματος Dq, q e [- οο,+οο] είναι διαφορετικές

και υπολογίζονται με τεχνικές μέτρησης κουτιών από την κατανομή της πυκνότητας 

καταστάσεων συναρτήσει της ενέργειας Ε . Όμως η παρουσία Ν  ενεργειακών ζωνών 

συγκεκριμένου μεγέθους S,· και Ν - \  χασμάτων μεγέθους G, τροποποιεί τον υπολογισμό
| .
| αφού φυσιολογικά τα μεγέθη των κουτιών £,· στον υπολογισμό δεν είναι ίσα μεταξύ τους. Τα

I μεγέθη των κουτιών μπορεί να ληφθούν ως τα Sj αφού δεν υπάρχουν καταστάσεις στα

| χάσματα G,·. Το μορφοκλασματικό μέτρο στην περίπτωση αυτή είναι ο αριθμός των

j καταστάσεων στα διαδοχικά κουτιά που είναι ο ίδιος σε όλες τις ζώνες-κουτιά ανάλογος του
j
| ΛΗ. Ο υπολογισμός των Dq γίνεται από το τ(η) = ( q - \ ) D q γίνεται με την συνάρτηση
I

επιμερισμούι,4ί

Ν

Σ -1  = 0 (Ε. 16)

που οδηγεί στην σχέση κλιμάκωσης
!
1 Ν
j ?e[-oo,+oo}. (Ε.17)
r /*1
|
I Για μέγεθος της αλυσίδας Ν  = 313897 οι φασματικές διαστάσεις ήδη συγκλίνουν στις τιμές

‘ D.,. * 0.547, ···, D_, = 0.5, D0 * 0.498, D{ * 0.496, D2 « 0.493, ···, D+„ * 0.42. O

| μετασχηματισμός Legendre δίνει τους απειρισμούς a  = dT(q)jdq και την πυκνότητά τους

f (a )  = q a -  v(q) ενώ οι ακραίες διαστάσεις είναι D+a> = a min «0.421 και

1 D_w = a max« 0.547. Η διάσταση D0 « 0.498 χαρακτηρίζει το μέγιστο της / ( α )  που 

βρίσκεται στο a  = <z0 = 0.5.

. Η στατιστική κατανομή των ενεργειακών ζωνών S, και των χασμάτων G, στο

κρίσιμο σημείο της εξίσωσης Harper αναλύονται στηνίι51. Από την διαγωνοποίηση της 

μήτρας Η υπολογίζονται οι ζώνες και τα χάσματα με περιοδικές και αντιπεριοδικές οριακές

συνθήκες για αλυσίδες μήκους Ν , Η προσέγγιση του άρρητου με διαδοχικούς ρητούς 

εξασφαλίζει μια φυσιολογική διαδικασία κλιμάκωσης ώστε το όριο του άρρητου σ  

συμπίπτει με το θερμοδυναμικό όριο Ν —► οο. Το αποτέλεσμα για την κατανομή των



ενεργειακών ζωνών και περιγράφεται από την κατανομή semi-Poisson (Ε.8) του Σχ. Ε.4. Το 

άθροισμα όλων των ζωνών είναι

386

4.6649744644--
Ν

(Ε. 18)

προσδιορίζοντας μια συμπαντική σταθερά ανάλογη των αριθμών Feigenbaum α, δ  της 

λογιστικής απεικόνισης στο κλασσικό χάος. Στον υπολογισμό της κατανομής P(S) το

των χασμάτων λόγω της ποικιλίας των διαφορετικών μεγεθών είναι μη κανονικοποιήσιμη του

παρουσία της κατανομής semi-Poisson για τις ενεργειακές· ζώνες μπορεί να αντιστοιχηθεί 

στην κατανομή των κοντινότερων ενεργειακών σταθμών P(S) αν συμπεριληφθούν οι

Ε.5. Συζήτησπ-συηπεράσαατα

Η εμφάνιση του κβαντικού χάους συνδέεται με την στατιστική Wigner που περιγράφει 

φασματικές διακυμάνσεις συσχετισμένου τύπου, με άπωση των ενεργειακών σταθμών και 

φασματική ακαμψία. Η ολοκληρωσιμότητα αντίθετα περιέργως αφορά ένα ασυσχέτιστο 

τυχαίο φάσμα με έλξη σταθμών χωρίς ακαμψία, δηλαδή τυχαιότητα στην εμφάνιση των 

ενεργειακών σταθμών που περιγράφεται από την στατιστική Poisson. Στην περίπτωση 

κλασσικά χαοτικών συστημάτων, όπως το μπιλιάρδο σχήματος σταδίου, το κβαντικό όριο 

χαρακτηρίζεται από την στατιστική Wigner ενώ για κλασσικά ολοκληρώσιμα συστήματα, 

όπως το μπιλιάρδο σχήματος κύκλου, από την στατιστική Poisson. Ορισμένες περιπτώσεις, 

όπως τα ψευδο-ολοκληρώσιμα τριγωνικά μπιλιάρδα, είναι στην ενδιάμεση περίπτωση, ούτε 

χαοτικού αλλά ούτε και κανονικού τύπου. Η στατιστική που μπορεί να περιγράφει τέτοια 

συστήματα στην απλούστερη μορφή της είναι η υβριδικού τύπου semi-Poisson. Τα ίδια 

ακριβώς αποτελέσματα ισχύουν με ακρίβεια για την κίνηση των ηλεκτρονίων σε τυχαίο 

δυναμικό. Στα μέταλλα με τυχαιότητα εμφανίζεται η κβαντική χαοτική στατιστική ενώ στους 

μονωτές η στατιστική είναι ίδια με αυτή των ολοκληρώσιμων συστημάτων. Στο σημείο της 

μετάβασης μετάλλου-μονωτή η ενδιάμεση κρίσιμη στατιστική αντιστοιχεί στο κρίσιμο 

κβαντικό χάος. Επιπλέον, η κρίσιμη στατιστική επηρεάζεται από τις οριακές συνθήκες και 

εμφανίζεται μόνο σε υψηλές διαστάσεις όπως η μετάβαση μετάλλου-μονωτή σε τυχαίο

εμβαδόν της και η μέση τιμή (S) είναι μονάδα για διαφορετικά Ν . Αντίθετα η κατανομή

τύπου P(G)ccG D° , επιτρέποντας να προσδιορισθεί η μορφοκλασματική διάσταση D0. Η

μορφοκλασματικές διακυμάνσεις του φάσματος και όλες οι οριακές συνθήκες με ροή .

δυναμικό.
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Το σενάριο του κρίσιμου κβαντικού χάους φαίνεται να ικανοποιείται στο κρίσιμο 

μοντέλο της εξίσωση Harper. Αντί του τυχαίου δυναμικού μελετάται ένα εναλλακτικό 

μοντέλο κίνησης σε οιονεί-περιοδικό ή ψευδο-τυχαίο δυναμικό στην μία διάσταση. Η 

εξίσωση Harper στο όριο του άρρητου αριθμού σ  παρουσιάζει μετάβαση μετάλλου-μονωτή 

όταν η παράμετρος του δυναμικού γίνει λ -  2. Το πρόβλημα μπορεί να μελετηθεί με 

συστηματικό τρόπο παίρνοντας διαδοχικές ρητές προσεγγίσεις του άρρητου σ  και 

επιλύοντας διαδοχικά περιοδικά προβλήματα μεγέθους Ν . Η κατανομή του κρίσιμου χάους 

semi-Poisson χαρακτηρίζει το κρίσιμο σημείο λ  = 2 και συνδέεται με τις μορφοκλασματικές 

διαστάσεις Dq που παρουσιάζει το ενεργειακό φάσμα. Παρ’ όλο που αυτό δεν είναι ένα

τυχαίο σύστημα, όπως η περίπτωση κβαντικής κίνησης σε τυχαίο δυναμικό, επιτρέπει να 

εξαχθούν ακριβή αποτελέσματα για την σύνδεση της στατιστικής των ενεργειών και του 

μορφοκλασματικού φάσματος. Τα αποτελέσματα αυτά μπορεί να βοηθήσουν για να 

διελευκανθεί το σαφώς δυσκολότερο ρεαλιστικό πρόβλημα της κίνησης σε τυχαίο δυναμικό 

στον τρισδιάστατο χώρο, ειδικότερα στην εξάρτηση από την τοπολογία του πλέγματος και τις 

οριακές συνθήκες, ενώ διανοίγει νέες διαδρομές στην έρευνα για πολύπλοκα χαοτικά 

συστήματα με κρίσιμη χαοτική συμπεριφορά116,1 ?ί.
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Θεμελιώδεις σταθερές

σταθερά Planck: η 1.05457 x 10' 34 Js
ταχύτητα φωτός C = 2.99792 x 10® m /s
μάζα ηλεκτρονίου m. = 9.10939x1 O'51 K g
μάζα πρωτονίου mP

= 1.67262 x \ 0 '21 Kg

φορτίο ηλεκτρονίου - e = -1.60218x10·” C
διαπερατότητα κενού eo = 8.85419 x l0 -,J C ' / J m
σταθερά Boltzmann sr 1.38066 x 10-” J / K

Άτομο υδρογόνου

ακτίνα Bohr: a = 0.0529177 nm  (lw»=10·9
ενέργειες Bohr - E n = 13.6057/ n 2 eV, n = 1,2,··
θεμελιώδης ενέργεια s 13.6057 eV
θεμελιώδης ιδιοσυνάρτηση Ψο = (l
σταθερά λεπτής υφής a 1/137.036


