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Τα ατομικά στιγμιότυπα κοινής μνήμης είναι θεμελιώδη ατομικά αντικείμενα του κα­

τανεμημένου υπολογισμού, τα οποία προσφέρουν συνεπείς όψεις της κοινής μνήμης 

ενός συστήματος. Έ να ατομικό στιγμιότυπο αποτελείται από τη συνιστώσες, όπου σε 

κάθε συνιστώσα αποθηκεύεται μία τιμή. Για την προσπέλαση και τροποποίηση των 

αποθηκευμένων δεδομένων, οι διεργασίες του συστήματος δύναται να εκτελούν δύο 

λειτουργίες, τη SCAN και την UPDATE. Η UPDATE ενημερώνει την τιμή μιας συ­

νιστώσας, ενώ η SCAN επιστρέφει ένα ‘ συνεπές’ διάνυσμα τη τιμών, μία τιμή για 

κάθε συνιστώσα. Τα ατομικά στιγμιότυπα έχουν πλήθος εφαρμογών του κατανεμημέ­

νου υπολογισμού και έχουν χρησιμοποιηθεί για την επίλυση πολύ σημαντικών προ­

βλημάτων. Σε ένα Single-Scanner ατομικό στιγμιότυπο, σε κάθε χρονική στιγμή ε- 

κτελείται μία λειτουργία SCAN (ενώ δύναται πολλές UPDATE να εκτελούνται ταυ­

τόχρονα).

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται ένα σύνολο αποτελεσμάτων, στα  οποία ανή­

κουν και οι πρώτες υλοποιήσεις Single-Scanner ατομικών στιγμιότυπων από καταχω- 

ρητές ανάγνωσης εγγραφής με χρονική πολυπλοκότητα ανεξάρτητη του πλήθους των 

διεργασιών η. Επίσης παρουσιάζονται οι πρώτες χρονικά βέλτιστες τέτοιες υλοποιή­

σεις. Επιπρόσθετα οι υλοποιήσεις αυτές έχουν μικρή πολυπλοκότητα μνήμης, μικρό 

μέγεθος καταχωρητών και πολύ μικρές σταθερές στην πολυπλοκότητά τους, και έτσι 

έχουν όλα τα απαραίτητα χαρακτηριστικά για να εφαρμοστούν στην πράξη.

Οι αλγόριθμοι SweepLine και Linear που παρουσιάζονται είναι οι πρώτες υλοποιή­

σεις ατομικών στιγμιοτύπων που επιτυγχάνουν χρονική πολυπλοκότητα ανεξάρτητη 

του πλήθους των διεργασιών π. Ειδικότερα ο  Linear επιτυγχάνα γραμμική πολυπλο-
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κότητα στον αριθμό των συνιστωσών τη του στιγμιοτύπου (που μπορεί να είναι πολύ 

μικρότερος του η  ή ακόμα μπορεί να είναι και μία μικρή σταθερά), ενώ ο SweepLine 

επιτυγχάνει τετραγωνική πολυπλοκότητα του τη. Επιπρόσθετα ο  SweepLine χρησι­

μοποιεί μόνο 171+ 1 καταχωρητές ώ στε να επιτύχει την καλή χρονική πολυπλοκότητά 

του. Στην παρούσα εργασία παρουσιάζονται δύο ακόμα αλγόριθμοι που ονομάζονται 

T-Opt και RT-Opt, οι οποίοι είναι οι πρώτες βέλτιστες υλοποιήσεις ατομικών στιγμι­

ότυπων, με χρονική πολυπλοκότητα για την UPDATE (9 (1) και για τη SCAN 0 (τ ή ) .  

Ο T-Opt είναι ένας ιδιαίτερα αποτελεσματικός αλγόριθμος αν εφαρμοστεί σε συστή­

ματα που υποστηρίζουν ανακύκλωση κοινής μνήμης (garbage collection), καθώς 

χρησιμοποιεί καταχωρητές μικρού μεγέθους και οι σταθερές των χρονικών πολυπλο- 

κοτήτων του είναι ιδιαίτερα μικρές. Για τα συστήματα που δεν υποστηρίζουν ανακύ­

κλωση κοινής μνήμης προτείνεται ο RT-Opt, ο  οποίος επιτυγχάνει καλύτερη πολυ­

πλοκότητα μνήμης δίχως να θυσιάζει την βέλτιστη χρονική πολυπλοκότητά του.

Για τη γενικότερη περίπτωση των ατομικών στιγμιοτύπων, όπου πολλές λειτουργίες 

SCAN δύναται να εκτελούνται ταυτόχρονα, παρουσιάζεται ο  αλγόριθμος C-Snap. Ο 

C-Snap χρησιμοποιεί ισχυρότερους καταχωρητές από τους καταχωρητές ανάγνωσης- 

εγγραφής (CAS). Ο C-Snap είναι ο πρώτος αλγόριθμος που χρησιμοποιεί μόνο Ο (τη) 

κοινούς καταχωρητές, ενώ παράλληλα επιτυγχάνει πολυπλοκότητες 0 (1 )  για την 

UPDATE και Ο (τη) για τη SCAN.

Είναι άξιο αναφοράς ότι οι αλγόριθμοι T-Opt, Linear και C-Snap δύναται να εφαρμο­

στούν σε συστήματα όπου τα αναγνωριστικά των διεργασιών (ids) δεν είναι διαθέσι­

μα (ανώνυμα συστήματα). Επίσης οι προαναφερθέντες αλγόριθμοι μπορούν να εφαρ­

μοστούν με την ίδια αποτελεσματικότητα σε συστήματα όπου το πλήθος των διεργα­

σιών είναι μη πεπερασμένο. Ακόμη κάποιοι από τους αλγορίθμους αποδεικνύουν ότι 

μερικά κάτω φράγματα που ισχύουν στη γενική περίπτωση δεν ισχύουν στην περί­

πτωση των Single-Scanner ατομικών στιγμιότυπων.
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Snapshots are fundamental, atomic objects, which provide consistent views o f  blocks 

o f  shared memory. A  snapshot object consists o f  m  components each storing a value 

from  some set and supports two operations, UPDATE and SCAN, for accessing and 

modifying the stored data. An UPDATE operation writes a new  value to some com ­

ponent, and a SCAN returns a consistent vector o f  m  values, one for each component. 

Snapshots have a lot o f  applications and have been used to sim plify the solution o f  

several fundamental problems o f  distributed computing. A  Single-Scanner snapshot 

allows only one SCAN to be executed at each point in time (UPDATES can still be 

executed concurrently).

In this thesis, we present a collection o f  wait-free, linearizable, snapshot algorithms, 

including the first Single-Scanner snapshot implementations from  read-write registers 

with time com plexity independent o f  the number o f  processes n. W e also present the 

first time-optimal such implementations. The aforementioned implementations have 

small space com plexity, use small registers and have small constants in their time 

com plexity; therefore they are o f  big practical interest.

The first two implementations we present, SweepLine and Linear are the first with 

time complexity that is independent o f  the number o f  processes n. M ore specifically, 

Linear achieves linear time com plexity on the number m  o f  snapshot components 

(which in most applications is much smaller than n while in others is just a small con­

stant), while SweepLine achieves quadratic time com plexity on m . M oreover, 

SweepLine uses only m  +  1 shared registers in order to achieve its good  time com ­

plexity. W e also present the first tw o implementations, called T-O pt and RT-Opt, with
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optimal time complexity. These implementations achieve time com plexity 0 (1 )  for 

UPDATE and 0 ( m )  for SCAN. T-Opt is space-efficient in systems that support gar­

bage collection. For systems that do not support garbage collection, we present R T- 

Opt, which significantly improves upon T-Opt in terms o f  space without sacrificing 

the optimal time complexity.

For the general case, where many SCANS can be executed concurrently, we present 

an implementation, called C-Snap which uses stronger than read-write registers (CAS 

registers). C-Snap is the first snapshot implementation to use only 0 ( m )  registers, and 

achieve time complexity 0 (1 )  for UPDATE and 0 (m ) for SCAN.

For T-Opt, Linear and C-Snap, processes do not need to have unique identifiers. 

M oreover, T-Opt and C-Snap work and are the same efficient even i f  the number o f  

participating processes is infinite. Some o f  our implementations show  that existing 

lower bounds on the com plexity o f  snapshot implementations can be beaten i f  one re­

stricts attention to the Single-Scanner case.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Ένα κατανεμημένο σύστημα αποτελείται από ένα σύνολο υπολογιστικών οντοτήτων 

(διεργασίες), οι οποίες έχουν τη δυνατότητα να  επικοινωνούν μεταξύ τους. Ο παρα­

πάνω ορισμός είναι αρκετά ευρύς ώστε να περιλαμβάνει συστήματα που απαρτίζο­

νται από ένα σύνολο υπολογιστών και επικοινωνούν μέσω ενός δικτύου, συστήματα 

που αποτελούνται από κάποιον πολυεπεξεργαστή, καθώς και το διαδίκτυο.

Τα κατανεμημένα συστήματα χωρίζονται σε  δύο βασικές κατηγορίες, ανάλογα με τον 

τρόπο με τον οποίο επικοινωνούν οι διεργασίες που τα απαρτίζουν. Στην πρώτη κα­

τηγορία ανήκουν τα συστήματα των οποίων οι διεργασίες επικοινωνούν μέσω  μίας 

κοινής μνήμης, όπου κάθε διεργασία έχει πρόσβαση σε  αυτή (συστήματα κοινής μνή­

μης). Στη δεύτερη κατηγορία ανήκουν τα συστήματα, στα  οποία οι διεργασίες που τα 

απαρτίζουν επικοινωνούν ανταλλάσσοντας μηνύματα (συστήματα ανταλλαγής μηνυ­

μάτων).

Αρκετά μεγάλος όγκος έρευνας στα κατανεμημένα συστήματα έχει επιτελεσθεί σε 

συστήματα ανταλλαγής μηνυμάτων. Ω στόσο τα τελευταία χρόνια το ερευνητικό ενδι­

αφέρον έχει στραφεί σε συστήματα κοινής μνήμης. Είναι αξιοσημείωτο ότι οι νέες 

τεχνολογίες πολυπύρηνων επεξεργαστών έχουν δώσει μεγάλη ώθηση στα  εν λόγω  

συστήματα. Σε λίγα χρόνια η πλειοψηφία των χρηστών θα διαθέτει ένα υπολογιστικό 

σύστημα που θα απαρτίζεται από έναν πολυπύρηνο επεξεργαστή. Ή δη έχουν κάνει 

την εμφάνισή τους εμπορικά, υπολογιστικά συστήματα χαμηλού κόστους που αποτε­

λούνται από περισσότερους από δύο πυρήνες. Έ νας άλλος παράγοντας που έχα  δώ σει 

ώθηση στα  συστήματα κοινής μνήμης είναι ότι τα  εν λόγω  συστήματα θεωρούνται 

πιο εύκολο να προγραμματισθούν σε σχέση με τα συστήματα ανταλλαγής μηνυμά­

των. Στην παρούσα εργασία εστιάζουμε μόνο σε συστήματα κοινής μνήμης.
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Σε ένα κατανεμημένο σύστημα κοινής μνήμης οι διεργασίες του συστήματος επικοι­

νωνούν προσπελάζοντας διάφορα, διαμοιραζόμενα ατομικά αντικείμενα κοινής μνή­

μης. Κάθε ατομικό αντικείμενο αποθηκεύει ένα σύνολο πληροφοριών, το οποίο είναι 

προσπελάσιμο από τις διεργασίες του συστήματος μέσω  ατομικών λειτουργιών. Διαι­

σθητικά ο  όρος ατομική λειτουργία σημαίνει ότι σ ε  κάθε χρονική στιγμή μόνο μία 

λειτουργία δύναται να είναι ενεργή (δηλαδή να εκτελείται από κάποια διεργασία)1. 

Ένα χαρακτηριστικό, αλλά και στοιχειώδες είδος ατομικών αντικειμένων είναι οι κα- 

ταχωρητές. Ένας καταχωρητής αποθηκεύει μία τιμή από κάποιο σύνολο τιμών Τ, ενώ 

παρέχει κάποιες βασικές ατομικές λειτουργίες για την ανάγνωση και τροποποίηση 

των αποθηκευμένων δεδομένων του από τις διεργασίες. Το πιο συνηθισμένο ίσω ς εί­

δος καταχωρητών είναι οι καταχωρητές ανάγνω σης-εγγραφ ής (read-write ή r/w). Οι 

καταχωρηιές ανάγνωσης-εγγραφής υποστηρίζουν δύο λειτουργίες για την προσπέλα­

ση των αποθηκευμένων δεδομένων: α) τη λειτουργία r e a d (R ) , η οποία επιστρέφει 

την τιμή που είναι αποθηκευμένη στον καταχωρητή R δίχως να τροποποιήσει τα  δε­

δομένα του, και β) τη λειτουργία w r ite (R , ν )  με την οποία εγγράφεται η τιμή ν  στον 

καταχωρητή R και επιστρέφεται μία επιβεβαίωση τερματισμού (acknowledgment). 

Υπάρχουν και άλλα είδη καταχωρητών που προσφέρουν πιο πολύπλοκες, ατομικές 

λειτουργίες προσπέλασης των αποθηκευμένων δεδομένων. Χαρακτηριστικό παρά­

δειγμα τέτοιων καταχωρητών είναι οι καταχωρητές CAS (Com pare-And-Swap). Έ νας 

καταχωρητής CAS R' υποστήριζα την λειτουργία r e a d (R ')  και τη λειτουργία 

CAS(R', v old, vnew). Η λειτουργία r e a d (R ')  επιστρέφει την τιμή που είναι αποθηκευ­

μένη στον R' δίχως να τροποποιήσει τα δεδομένα του. Η  λειτουργία 

CAS(R', v old, vnew) δέχεται ω ς  παράμετρο τις τιμές v new, v oid, και αλλάζει την τιμή 

του καταχωρητή R' σε v new μόνο αν η τρέχουσα τιμή που είναι αποθηκευμένη στον 

R' είναι ίση με v old. Αν η τιμή που είναι αποθηκευμένη στον R' είναι διάφορη της 

Void, η λειτουργία C A S (R ’, v old, v new)  δε μεταβάλλει τα  περιεχόμενα του καταχωρη­

τή R'. Η λειτουργία C A S (R ',v 0id, v new)  επιστρέφει απλά μία επιβεβαίωση τερματι­

1 Στο σύστημα είναι δυνατό να εκτελούνται ατομικές λειτουργίες σε  άλλα αντικείμε­

να ή ατομικοί υπολογισμοί από άλλες διεργασίες ταυτόχρονα. Φ ορμαλιστικός ορι­

σμός για τα πολυδιεργασιακά συστήματα θα δοθεί στο Κ εφάλαιο 3.
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σμού. Είναι αξιοσημείωτο ότι η λειτουργία CAS είναι mo σύνθετη λειτουργία από τη 

λειτουργία write, αφού εμπεριέχει την ατομική εκτέλεση τόσο μιας λειτουργίας read 

όσο και μιας λειτουργίας write. Συνήθως το υλικό (hardware) του συστήματος εγγυά- 

ται την ατομικότητα των λειτουργιών των καταχωρητών.

Τα ατομικά αντικείμενα που προσφέρει το υλικό ενός κατανεμημένου συστήματος 

(π.χ. καταχωρητές) παρέχουν στοιχειώδεις λειτουργίες προσπέλασης των δεδομένων 

που είναι αποθηκευμένα σε αυτά. Η επίλυση διαφόρων προβλημάτων κατανεμημένου 

υπολογισμού χρησιμοποιώντας μόνο τα στοιχειώδη ατομικά αντικείμενα είναι αρκετά 

δύσκολη. Επομένως γεννάται η ανάγκη να  αναπτυχθούν νέα, m o σύνθετα ατομικά 

αντικείμενα, τα οποία θα χρησιμοποιούν ω ς θεμέλιους λίθους τα στοιχειώδη ατομικά 

αντικείμενα και θα παρέχουν πιο πολύπλοκες λειτουργίες επιτρέποντας την ευκολό­

τερη επίλυση θεμελιωδών προβλημάτων του κατανεμημένου υπολογισμού. Έ τσι 

μπορεί να δημιουργηθεί μία διαβάθμιση των ατομικών αντικειμένων, όπου η χαμηλό­

τερη βαθμίδα θα αποτελείται από τα στοιχειώδη ατομικά αντικείμενα που προσφέρει 

το υλικό του συστήματος, ενώ οι υψηλότερες βαθμίδες θα αποτελούνται από αντικεί­

μενα που θα παρέχουν mo πολύπλοκες λειτουργίες και θα υλοποιούνται κάνοντας 

χρήση ατομικών αντικειμένων χαμηλότερων βαθμιδών. Μ ια υλοποίηση ενός σύνθε­

του ατομικού αντικειμένου πρέπει να χρησιμοποιεί τα  στοιχειώδη ατομικά αντικείμε­

να για την αποθήκευση των δεδομένων και να  παρέχει τους κατάλληλους αλγορίθ­

μους για την υλοποίηση των λειτουργιών του αντικειμένου.

Ένα σύνθετο ατομικό αντικείμενο, το οποίο βρίσκει εφαρμογές σε ένα πλήθος προ­

βλημάτων του κατανεμημένου υπολογισμού και θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί ω ς 

θεμέλιος λίθος για την ευκολότερη επίλυση προβλημάτων, είναι το ατομικό στιγμιό­

τυπο κοινής μνήμης (atom ic snapshot) [1], [4], [7]. Έ να ατομικό στιγμιότυπο αποτε- 

λείται από m  συνιστώ σες  (com ponents), όπου σε κάθε συνιστώσα δύναται να  αποθη- 

κευθεί μία τιμή. Για την προσπέλαση και τροποποίηση των δεδομένων του, ένα ατο­

μικό στιγμιότυπο υποστήριζα δύο λειτουργίες, την U P D A T E {i, ν ) ,  1 <  i <  m  και τη 

S C A N 0 · Η λειτουργία U P D A T E (ί, ν )  ενημερώνει την i-οστή  συνιστώ σα του αντι­

κειμένου με την τιμή ν . Η λειτουργία SCAN επιστρέφει ένα συνεπ ές διάνυσμα m  τι­

μών, μία τιμή για κάθε συνιστώσα του ατομικού στιγμιότυπου. Διαισθητικά με τον 

όρο συνεπές διάνυσμα τιμών, εννοούμε ότι οι τιμές των συνιστωσών του επιστρεφό-
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μενού διανύσματος συνυπήρξαν σε κάποια χρονική στιγμή στις συνιστώσες του ατο­

μικού αντικειμένου (η έννοια της συνέπειας θα περιγράφει αναλυτικά στο Κ εφάλαιο

3). Αξίζει να σημειωθεί ότι η SCAN δε μεταβάλει κάποια από τις τιμές των τη συνι­

στωσών, ενώ η UPDATE επιστρέφει απλά μία επιβεβαίωση τερματισμού (acknow l­

edgment). Οποιαδήποτε διεργασία του συστήματος δύναται να εκτελεί λειτουργίες 

SCAN ή UPDATE. Διαισθητικά, ένα ατομικό στιγμιότυπο μπορεί να μοντέλο ποιήσει 

την κοινή μνήμη του συστήματος (ή τις κοινές μεταβλητές που χρησιμοποιεί ένας κα­

τανεμημένος αλγόριθμος) παρέχοντας όμω ς στις διεργασίες εκτός από τη δυνατότητα 

να εγγράφουν οποιαδήποτε θέση μνήμης και τη δυνατότητα να παίρνουν μία συνεπή 

όψη όλης της μνήμης μέσω της ισχυρής λειτουργίας SCAN.

Χρησιμοποιώντας αντικείμενα ατομικών στιγμιοτύπων είναι δυνατή η παρακολούθη­

ση της καθολικής κατάστασης (state) ενός συστήματος, η οποία περιγράφει το σύ­

στημα σε κάποια χρονική στιγμή. Έ τσι διευκολύνεται η επίλυση διάφορων, σημαντι­

κών προβλημάτων του κατανεμημένου υπολογισμού, όπως η ανίχνευση τερματισμού 

σε κατανεμημένους αλγορίθμους (termination detection) [31], η ανίχνευση αδιεξόδων 

(deadlock detection) [31], η ανακύκλωση κοινής μνήμης (garbage collection) [31], 

[26], η επίτευξη εξισορρόπησης φορτίου (load balancing) [31], Επίσης τα ατομικά 

στιγμιότυπα έχουν χρησιμοποιηθεί για την επίλυση και την επαλήθευση προβλημά­

των, όπως η δημιουργία παράλληλων, εφεδρικών αντιγράφων ασφαλείας (backups) 

[3], η δημιουργία σημείων ελέγχου (checkpointing) [31], η αποσφαλμάτωση παράλ­

ληλων εφαρμογών (debugging) [13], η ανάθεση χρονοσφραγίδων (timestamps) [21], 

η επίτευξη ομοφωνίας με χρήση τυχαιότητας (randomized consensus) [6], και η επί­

τευξη κάποιων πιο αδικών μορφών ομοφωνίας (approximate agreement) [11]. Ακόμη 

τα ατομικά στιγμιότυπα έχουν αποτελέσει τον θεμέλιο λίθο για την κατασκευή δια­

φόρων κατανεμημένων δομών δεδομένων [7] και έχουν χρησιμοποιηθεί για την εύ­

κολη επίλυση του προβλήματος του αμοιβαίου αποκλεισμού [13].

Η αποτελεσματική υλοποίηση ενός αντικειμένου ατομικών στιγμιοτύποον είναι αρκε­

τά δύσκολη υπόθεση. Αρχικά αναπτύχθηκαν αντικείμενα ατομικών στιγμιοτύπων, 

των οποίων κάθε συνιστώσα ενημερώνεται από μία μόνο διεργασία (ενώ  οποιαδήποτε 

διεργασία δύναται να επιτελεί λειτουργίες SCAN). Αυτού του είδους τα ατομικά 

στιγμιότυπα ονομάζονται ατομικά στιγμιότυπα απλής εγγραφής (Single-W riter ή SW )
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[4], [7], [11], [9], [12], [14], (32). Τα τελευταία χρόνια το ερευνητικό ενδιαφέρον έχει 

εστιαστεί στη γενικότερη κατηγορία ατομικών στιγμιότυπων, στην οποία οποιαδήπο­

τε διεργασία δύναται να επιτελεί UPDATE σε οποιαδήποτε συνιστώσα του αντικει­

μένου. Αυτού του είδους τα  ατομικά στιγμιότυπα ονομάζονται ατομικά στιγμιότυπα 

πολλαπλής εγγραφής (Multi-W riter ή M W ) [26], [5], [8], [15], [25], [29]. Στην παρού­

σα  εργασία θα μελετηθούν ατομικά στιγμιότυπα πολλαπλής εγγραφής.

Τα ατομικά στιγμιότυπα θα μπορούσαν να υλοποιηθούν χρησιμοποιώντας κλειδώμα­

τα (locks). Μ ία διεργασία που επιθυμεί να επιτελέσει μία SCAN, «κλειδώνει» την 

περιοχή κοινής μνήμης, όπου επιθυμεί να πάρει ένα ατομικό στιγμιότυπο, αποτρέπο- 

ντας τις υπόλοιπες διεργασίες να εκτελούν ταυτόχρονα UPDATE, έω ς ότου ολοκλη­

ρωθεί η SCAN. Η  συγκεκριμένη τεχνική έχει εφαρμοστεί ευρέως σ ε  συστήματα βά­

σεων δεδομένων. Ό μως η τεχνική αυτή έχει αρκετά μειονεκτήματα καθώς μία διερ­

γασία είναι δυνατό να καταρρεύσει ενώ εκτελεί μία SCAN. Σε μία τέτοια περίπτωση 

όλο το σύστημα θα οδηγηθεί σε συνολική κατάρρευση αφού το κλείδωμα θα παρα- 

μείνει ενεργό για απεριόριστο χρονικό διάστημα αποτρέποντας τις υπόλοιπες διεργα­

σίες να προσπελάζουν το αντικείμενο. Επίσης η μη προσεκτική χρήση κλειδωμάτων 

είναι δυνατό να οδηγήσει το σύστημα σε αδιέξοδο, καθώς και να μειώσει την απόδο­

ση του συστήματος.

Δεδομένου ότι οι διεργασίες σε ένα κατανεμημένο σύστημα είναι δυνατό να  καταρ­

ρέουν, δηλαδή είναι δυνατό να σταματούν την εκτέλεσή τους σε οποιαδήποτε χρονι­

κή στιγμή, είναι σημαντικό το σύστημα να έχει ανοχή σε σφάλματα (fault tolerance). 

Μ ία ιδιότητα που εγγυάται υψηλού βαθμού ανθεκτικότητα σε σφάλματα είναι η ιδιό­

τητα ελευθερη-αναμονής (wait-freedom ) [7], [11]. Μ ία υλοποίηση ενός ατομικού α- 

ντικειμένου πληροί την ιδιότητα ελεύθερη-αναμονής, αν κάθε μια μη αποτυχημένη 

διεργασία ολοκληρώνει την εκτέλεση οποιασδήποτε λειτουργίας του αντικειμένου 

μέσα σε ένα πεπερασμένο αριθμό υπολογιστικών βημάτων, ανεξάρτητα από την τα­

χύτητα, αλλά και την κατάσταση στην οποία βρίσκονται οι υπόλοιπες διεργασίες του 

συστήματος.

Π αρότι τα ατομικά στιγμιότυπα έχουν πάρα πολλές εφαρμογές, η πραγματική τους 

αξία εξαρτάται από το αν μπορούν να υλοποιηθούν με αποτελεσματικό τρόπο. Η  α- 

ποτελεσματικότητα μιας υλοποίησης ατομικών στιγμιότυπων εξαρτάται κατά κύριο
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λόγο από τη χρονική πολυπλοκότητα των λειτουργιών SCAN και UPDATE, ενώ εί­

ναι σημαντικός ο αριθμός και το μέγεθος των καταχωρητών που χρησιμοποιεί η υλο­

ποίηση. Η χρονική πολυπλοκότητα της SCAN (ή UPDATE) είναι ο μέγιστος αριθμός 

υπολογιστικών βημάτων που επιτελείται από οποιαδήποτε διεργασία για την εκτέλε­

ση μιας SCAN (ή UPDATE) σε  οποιαδήποτε εκτέλεση.

Μ ια ιδεώδης υλοποίηση ατομικών στιγμιότυπων θα είχε το σύνολο των έξι χαρακτη­

ριστικών που περιγράφονται στη συνέχεια.

1) Η  χρονική πολυπλοκότητα της SCAN θα ήταν μικρή (αν είναι δυνατόν ανεξάρτη­

τη από το πλήθος των διεργασιών η  του συστήματος, που είναι συνήθως αρκετά 

μεγαλύτερο από το πλήθος των συνιστωσών τη).

2) Η επιτέλεση μιας UPDATE δε θα κόστιζε σε χρόνο πολύ περισσότερο από την 

εκτέλεση μιας εντολής write. Έ τσι είναι επιθυμητό, η χρονική πολυπλοκότητα της 

UPDATE να είναι σταθερή (0 (1 )).

3) Θα χρησιμοποιούσε καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής, αφού πολλά συστήματα 

δεν υποστηρίζουν πιο ισχυρούς καταχωρητές.

4) Θα χρησιμοποιούσε όσ ο  το δυνατό μικρότερο αριθμό καταχωρητών.

5) Οι απαιτούμενοι καταχωρητές θα είχαν μικρό μέγεθος ισοδύναμο με το μέγεθος 

των καταχωρητών που προσφέρει το υλικό του συστήματος (<128  bit).

6) Θα ήταν ανθεκτική σε σφάλματα, οπότε και θα πληρούσε την ιδιότητα ελεύθερη- 

αναμονής.

Δυστυχώς, η σχεδίαση ατομικών στιγμιοτύπων που πληρούν ακόμη και ένα υποσύνο­

λο των παραπάνω ιδιοτήτων φαίνεται πως είναι ένα εξαιρετικά δύσκολο πρόβλημα. Η 

αποτελεσματικότερη ελεύθερη-αναμονής υλοποίηση ατομικών στιγμιότυπων πολλα­

πλής εγγραφής που χρησιμοποιεί καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής έχει παρουσια­

στεί στο [9] και επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα 0 ( η )  για τη SCAN  και την 

UPDATE, όπου η  είναι ο αριθμός των διεργασιών του συστήματος. Γενικά όλες οι 

υλοποιήσεις που είχαν παρουσιασθεί ω ς τώ ρα  και χρησιμοποιούν καταχωρητές ανά­

γνωσης-εγγραφής, επιτυγχάνουν πολυπλοκότητα που είναι μία συνάρτηση του η.

Στο [17] έχει αποδειχθεί ότι σ ε  κάθε υλοποίηση που χρησιμοποιεί έναν καθορισμένο 

(fixed) αριθμό καταχωρητών, η πολυπλοκότητα της SCAN είναι μία αύξουσα συνάρ­
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τηση του αριθμού των διεργασιών η  στο σύστημα. Στην παρούσα εργασία μελετήθη­

κε αν το άνω φράγμα του [17] ισχύει, αν επικεντρωθούμε σε μια κατηγορία ατομικών 

στιγμιοτύπων που ονομάζεται Single-Scanner (SS). Σε ένα Single-Scanner ατομικό 

στιγμιότυπο σε κάθε χρονική στιγμή εκτελείται μία λειτουργία SCAN (όμ ω ς πολλές 

UPDATE δύναται να εκτελούνται ταυτόχρονα). Τα Single-Scanner ατομικά στιγμιό­

τυπα έχουν πολλές εφαρμογές (π.χ. δημιουργία εφεδρικών αντιγράφων ασφαλείας, 

ανακύκλωση κοινής μνήμης, απόδοση χρονοσφραγίδων κ.α.), οι οποίες προσδίδουν 

αρκετό ενδιαφέρον στην μελέτη τους.

Σε όλες τις υλοποιήσεις Single-Scanner ατομικών στιγμιότυπων που έχουν παρουσι- 

ασθεί, η SCAN έχει χρονική πολυπλοκότητα που είναι μία συνάρτηση του π  [25], 

[29], (32). Ειδικότερα η καλύτερη υλοποίηση Single-Scanner ατομικών στιγμιοτύπων 

έχει παρουσιασθεί στο [25] και επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα για τη SCAN 

0(η).

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζουμε τις πρώτες υλοποιήσεις Single-Scanner ατο­

μικών στιγμιότυπων των οποίων η χρονική πολυπλοκότητα είναι συνάρτηση μόνο 

του πλήθους των συνιστωσών τη και όχι του πλήθους των διεργασιών η . Έ τσι απο- 

δεικνύεται ότι το κάτω φράγμα που παρουσιάζεται στο [17] δεν ισχύει στα Single- 

Scanner ατομικά στιγμιότυπα.

Η  πρώτη εκ των υλοποιήσεων που επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα ανεξάρτητη 

του η, είναι ο αλγόριθμος Linear. Ο Linear επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα 

Ο (τη) για τη SCAN και την UPDATE. Ο Linear είναι ο πρώτος αλγόριθμος που πα­

ρουσιάστηκε και επιτυγχάνει πολυπλοκότητα για τη SCAN και την UPDATE ανε­

ξάρτητη του πλήθους των διεργασιών του συστήματος η.

Αν και ο αλγόριθμος Linear απαντά στο ερώτημα της ύπαρξης ενός αλγορίθμου που 

θα επιτυγχάνει πολυπλοκότητα για τη SCAN ανεξάρτητη του αριθμού των διεργασι­

ών του συστήματος, δημιούργησε το ερώτημα αν είναι χρονικά βέλτιστος. Στο [28] 

παρουσιάζεται ένα κάτω φράγμα για ατομικά στιγμιότυπα, με το οποίο αποδεικνύεται 

ότι η πολυπλοκότητα της λειτουργίας SCAN ενός ατομικού στιγμιότυπου που χρησι­

μοποιεί καταχωρητές ανάγνωσης εγγραφής είναι Ω (τη). Έ τσι συμπεραίνουμε ότι η 

πολυπλοκότητα της SCAN του Linear είναι βέλτιστη.
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Ω στόσο όπως αναφέρθηκε, η επιτέλεση μιας UPDATE δε πρέπει να κοστίζει σε χρό­

νο πολύ περισσότερο από την εκτέλεση μιας εντολής write (χαρακτηριστικό 2 του 

ιδεώδους αλγορίθμου). Έ τσι είναι επιθυμητό, η χρονική πολυπλοκότητα της UP­

DATE να είναι σταθερή (0 (1 )) . Οπότε η σχεδίαση ενός αλγορίθμου με μικρότερη 

χρονική πολυπλοκότητα για την UPDATE είναι πολύ σημαντική. Αυτό επιτυγχάνεται 

από τον δεύτερο αλγόριθμο που παρουσιάζεται, ο οποίος ονομάζεται T-Opt. Ο T-Opt 

είναι ο πρώτος αλγόριθμος που επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα για την 

UPDATE 0 (1 )  και για τη SCAN  0 ( m ) ,  οι οποίες και είναι βέλτιστες. Ο T-Opt βελ­

τιώνει τον Linear ως προς την πολυπλοκότητα της UPDATE, και έτσι πληροί τα χα­

ρακτηριστικά (1) και (2) του ιδεώδους αλγορίθμου που περιγράφηκαν νωρίτερα. Επι­

πρόσθετα ο T-Opt βελτιώνει τον Linear ω ς  προς το μέγεθος των καταχωρητών που 

απαιτεί. Ο Linear χρησιμοποιεί καταχωρητές μεγέθους Ο (m ax{m  log  | Γ  |, log  /c}) bit 

(με T  συμβολίζουμε το σύνολο τιμών που αποθηκεύονται σε κάθε συνιστώσα ενός 

ατομικού στιγμιότυπου), ενώ ο T-Opt χρησιμοποιεί καταχωρητές μεγέθους 

0(m ax{log|T|,log/c}) bit. Α ξίζει να σημειωθεί ότι ο T-Opt είναι ιδιαίτερα αποτελε­

σματικός και πρακτικά εφαρμόσιμος αν χρησιμοποιηθεί σ ε  συστήματα που διαθέτουν 

ανακνκλωτή κοινής μνήμης (garbage collector), καθώς σε αυτή την περίπτωση χρησι­

μοποιείται περιορισμένος αριθμός καταχωρητών. Έ τσι αν ο  T-Opt εφαρμοστεί σε συ­

στήματα που διαθέτουν ανακυκλωτή κοινής μνήμης, πληροί όλα τα χαρακτηριστικά 

ενός ιδεώδους αλγορίθμου.

Σε συστήματα που δεν παρέχουν τη δυνατότητα ανακύκλωσης κοινής μνήμης, το 

πλήθος των καταχωρητών που χρησιμοποιεί ο  T-Opt είναι ανάλογο του πλήθους των 

SCAN k  που εκτελούνται στο σύστημα, το οποίο μπορεί να  είναι μη πεπερασμένο. 

Αυτό καθιστά την χρήση του T-Opt σε συστήματα που δεν υποστηρίζουν ανακύκλω­

ση κοινής μνήμης να μην είναι ιδιαίτερα πρακτική. Έ τσι ο  επόμενος στόχος της πα­

ρούσας εργασίας ήταν να αναπτυχθεί ένας αλγόριθμος που θα επιτυγχάνει τις πολυ- 

πλοκότητες του T-Opt, αλλά και θα χρησιμοποιεί περιορισμένο αριθμό καταχωρητών 

σε  συστήματα που δεν υποστηρίζουν ανακύκλωση κοινής μνήμης. Α υτός ο  στόχος 

ικανοποιείται με την παρουσίαση των αλγορίθμων RT και RT-Opt. Μ ε τον RT αλγό­

ριθμο γίνεται μία πρώτη προσπάθεια ώ στε να  περιορισθεί ο  αριθμός τω ν καταχωρη­

τών που χρησιμοποιεί ο T-Opt σε συστήματα όπου δεν είναι διαθέσιμος κάποιος ανα- 

κυκλωτής καταχωρητών. Ο αλγόριθμος RT επιτυγχάνει να  χρησιμοποιεί μόνο 0 ( π ι ή )
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καταχωρητές (δηλαδή πεπερασμένο πλήθος καταχωρητών) και να έχει πολυπλοκότη- 

τα για τη SCAN 0 ( η )  και για την UPDATE 0 (1 ). 0  RT χρησιμοποιεί καταχωρητές 

ιδιαίτερα μικρού μεγέθους. Ειδικότερα όλοι οι καταχωρητές αποθηκεύουν μόνο την 

τιμή της συνιστώσας του στιγμιότυπου, εκτός από έναν που αποτελείται από Ο (log  η ) 

bit.

Ο RT διαθέτει όλα τα χαρακτηριστικά ενός ιδεώδους αλγορίθμου εκτός από το πρώτο 

(που είναι όμως αρκετά σημαντικό). Και το χαρακτηριστικό αυτό επιτυγχάνεται από 

τον αλγόριθμο RT-Opt. Ο αλγόριθμος RT-Opt επιτυγχάνει να συνδυάσει τη βέλτιστη 

χρονική πολυπλοκότητα του T-Opt με την καλή χωρική πολυπλοκότητα του RT. Για 

να επιτευχθεί αυτό, εφαρμόζεται μια πολυπλοκότερη και αποτελεσματικότερη τεχνι­

κή ανακύκλωσης από αυτή του RT. Ο RT-Opt χρησιμοποιεί μόνο 0 ( τ η ή )  καταχωρη­

τές και επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα για τη SCAN  Ο (π ι) και για την UP­

DATE 0 (1 ). Το μέγεθος των καταχωρητών του RT-Opt είναι ίδιο με το μέγεθος των 

καταχωρητών του RT. Μ ε τον αλγόριθμο RT-Opt επιτυγχάνεται η σχεδίαση ενός αλ­

γορίθμου που πληροί όλα τα χαρακτηριστικά του ιδεώδους αλγορίθμου που προανα- 

φέρθηκαν. Επιπρόσθετα οι σταθερές των χρονικών πολυπλοκοτήτων της UPDATE 

και της SCAN είναι αρκετά μικρές, κάτι που καθιστά τον RT-Opt έναν ιδιαίτερα απο­

τελεσματικό και πρακτικό αλγόριθμο. Επίσης αξίζει να  σημειωθεί ότι η τεχνική ανα­

κύκλωσης κοινών καταχωρητών που χρησιμοποιεί ο  εν λόγω αλγόριθμος, φαίνεται 

πως ίσω ς μπορεί να εφαρμοστεί και σε άλλα προβλήματα του κατανεμημένου υπολο­

γισμού, βελτιώνοντας την απόδοσή τους.

Ό λοι οι αλγόριθμοι που παρουσιάστηκαν παραπάνω (εκτός του R T) επιτυγχάνουν 

χρονική πολυπλοκότητα ανεξάρτητη του η. Ό μω ς η χωρική τους πολυπλοκότητα 

στην καλύτερη περίπτωση είναι μια συνάρτηση του η. Τ ο εύλογο ερώτημα που τίθε­

ται είναι αν μπορεί να αναπτυχθεί μια Single-Scanner υλοποίηση που θα επιτυγχάνει 

χωρική πολυπλοκότητα ανεξάρτητη του αριθμού των διεργασιών του συστήματος, 

ακόμα και αν το μέγεθος των καταχωρητών που χρησιμοποιείται είναι αρκετά μεγά­

λο. Μ ε την παρουσίαση του αλγορίθμου SweepLine, η απάντηση στο προαναφερθέν 

ερώτημα είναι καταφατική. Ο SweepLine χρησιμοποιεί m  +  1 καταχωρητές για να 

επιτύχει χρονική πολυπλοκότητα 0 ( τ η 2)  για τη SCAN και την UPDATE. Στο [18] 

έχει αποδειχθεί ότι η SCAN σε οποιαδήποτε υλοποίηση Single-Scanner ατομικών
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στιγμιότυπων που χρησιμοποιεί m  καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής, έχει χρονική 

πολυπλοκότητα Ω (?η2). Έ τσι ο SweepLine επιτυγχάνει την παραπάνω χρονική πολυ- 

πλοκότητα χρησιμοποιώντας μόνο έναν παραπάνω καταχωρητή.

Αν και η Single-Scanner περίπτωση των ατομικών στιγμιότυπων είναι ιδιαίτερα χρή­

σιμη, πολλές φορές είναι απαραίτητη η χρήση ατομικών στιγμιοτύπων που υποστηρί­

ζουν την ταυτόχρονη εκτέλεση SCAN (Multi-Scanner ή M S). Ό μω ς όπως προανα- 

φέρθηκε δε είναι δυνατό να υπάρξει μία αποτελεσματική υλοποίηση ατομικών στιγ- 

μιοτύπων που να χρησιμοποιεί καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής, όπως και αποδει- 

κνύεται στο [17]. Η  κατάσταση μπορεί να βελτιωθεί αν χρησιμοποιηθούν καταχωρη­

τές που υποστηρίζουν πιο πολύπλοκες λειτουργίες (π.χ. CAS) [26], (32), [25], Ο πιο 

αποτελεσματικός αλγόριθμος τέτοιου είδους έχει παρουσιαστεί στο [25], ο οποίος 

επιτυγχάνει πολυπλοκότητα Ο (τη) για τη SCAN και 0 ( 1 )  για την UPDATE χρησι­

μοποιώντας 0 (τ η η )  καταχωρητές CAS. Μ ε την ανάπτυξη του αλγορίθμου C-Snap, 

επιτυγχάνονται οι ίδιες χρονικές πολυπλοκότητες με αυτές του αλγορίθμου που πα­

ρουσιάζεται στο [25], ενώ παράλληλα μειώνεται σημαντικά η χωρική πολυπλοκότητα 

σε 0 (π ι) . Ο C-Snap βασίζεται ουσιαστικά στον T-Opt και με τη χρήση εντολών CAS 

επιτυγχάνει να κάνει ανακύκλωση καταχωρητών, ενώ παράλληλα επιτρέπει σ ε  πολ­

λές διεργασίες να εκτελούν SCAN. Ο C-Snap είναι ο  πρώτος αλγόριθμος τιου παρου­

σιάστηκε που έχει τις προαναφερθείσες χρονικές πολυπλοκότητες και η πολυπλοκό­

τητα μνήμης είναι ανεξάρτητη του αριθμού των διεργασιών η  του συστήματος. Η  

προαναφερθείσα ιδιότητα δίνει τη δυνατότητα να χρησιμοποιηθεί ο C-Snap ακόμα 

και σε συστήματα όπου το πλήθος των διεργασιών που εκτελούνται είναι άπειρο. Τ ο 

μόνο μειονέκτημα του C-Snap είναι ότι το μέγεθος ενός εκ των καταχωρητών που 

χρησιμοποιεί είναι αρκετά μεγάλο.

Σε πολλά συστήματα, οι διεργασίες δεν έχουν αναγνωριστικά (ανώνυμα συστήματα). 

Αυτό είναι ένα σύνηθες φαινόμενο σε συστήματα, όπου προέχει η ασφάλεια και η 

ανωνυμία των χρηστών (π.χ. συστήματα ρ2ρ). Το ερώτημα που τίθεται είναι αν μπο­

ρεί να υλοποιηθεί ένα ατομικό στιγμιότυπο χωρίς τη χρήση αναγνωριστικών. Την α ­

πάντηση σε αυτό το ερώτημα τη δίνουν οι αλγόριθμοι Linear, T-opt και C-Snap. Οι 

αλγόριθμοι Linear, T-opt και C-Snap δεν κάνουν χρήση αναγνωριστικών (ids) των 

διεργασιών του συστήματος. Επιπρόσθετα οι εν λόγω αλγόριθμοι δύναται να λει­
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τουργήσουν ακόμα και σε συστήματα όπου το πλήθος των διεργασιών είναι άπειρο. 

Στον Πίνακα 1 παρουσιάζονται τα χαρακτηριστικά των αλγορίθμων που αναπτύχθη­

καν. Οι αλγόριθμοι Linear και SweepLine έχουν παρουσιασθεί στο [20], ενώ οι αλγό­

ριθμοι T-Opt, RT, RT-Opt και C-Snap έχουν παρουσιασθεί στα  [18], [19].

Η διάρθρωση της παρούσας εργασίας είναι η ακόλουθη. Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιά­

ζονται συνοπτικά οι σχετικές εργασίες που έχουν γίνει. Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζε­

ται το φορμαλιστικό μοντέλο του συστήματος που θα χρησιμοποιηθεί. Στα κεφάλαια 

4-9 παρουσιάζονται οι αλγόριθμοι Linear, T-Opt, RT, RT-Opt, C-Snap, SweepLine 

με τη σειρά που αναφέρθηκαν.

Πίνακας 1 Αλγόριθμοι που αναπτύχθηκαν στην παρούσα εργασία2.

Αλγόριθμος UPDATE SCAN Αριθμός
καταχωρητών

Μ έγεθος
καταχωρητών (bit)

Linear, SS O(rri) 0 ( m ) 0 ( m  +  k ) 0 (m a x fm  loglT l, log fc))
T-Opt, SS o m 0 ( m ) 0 ( m k ) 0 (m ax(log  k t log|T|))

RT, SS 0 (1 ) 0 (n ) O (m ri ) 0 (m a x (logn ,log| r| })
RT-Opt, SS o m 0 ( m ) O (m ri ) 0(m ax(logn ,log| T |})

SweepLine, SS 0 ( m 2) 0 ( m 2) m + 1 0(m log|T| +  lo g k  +  lo g n )
C-Snap 0 (1 ) 0 ( m ) 2 m  + 1 0 ( \ o g k  +  m lo g  T )

2 Μ ε k  συμβολίζουμε τον μέγιστο αριθμό SCAN που εκτελούνται σε μία εκτέλεση 

και Τ  το σύνολο τιμών που αποθηκεύονται σε κάθε συνιστώσα ενός ατομικού στιγμι­

ότυπου.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΕΡΓΑΣΙΕΣ

Τα τελευταία χρόνια πλήθος υλοποιήσεων M S/M W  ατομικών στιγμιοτύπων από κα- 

ταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής έχει δημοσιευθεί (Πίνακας 2). Κοινή συνισταμένη 

όλων των προαναφερθεισών υλοποιήσεων είναι ότι η πολυπλοκότητα των λειτουργι­

ών τους είναι εξαρτημένη από το πλήθος των διεργασιών του συστήματος η. Ειδικό­

τερα η καλύτερη υλοποίηση ατομικών στιγμιοτύπων έχει παρουσιαστεί στο [9] και 

επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα για τη SCAN και την UPDATE 0 ( η )  χρησιμο­

ποιώντας 0 (η 2)  κοινούς καταχωρητές.

Πίνακας 2 Υλοποιήσεις M W  ατομικών στιγμιοτύπων από καταχωρητές ανάγνωσης-
εγγραφής.

Υλοποίηση Αριθμός
καταχωρητών SCAN UPDATE

Afek et al. [1] 0 ( η 2) 0 ( η 2 +  m ri) 0 ( n 2 4- m n)
Anderson [4] 0 (m 3n4) 0 ( 2 mn) 0 (  2mn)

Fatourou Fich &  Ruppert [15] τη O (m ri) 0 (m r i)

Συνδυασμός των [12], [5], [24] 0 ( n s) 0 (r i) 0 ( n  log  ή )

Συνδυασμός των [5], [24], [23] 00 O (n ) O(ri)
Attiya &  Fouren [9] 0 ( η 2) 0 ( n ) 0 ( n )

Ό λες οι υλοποιήσεις Single-Scanner ατομικών στιγμιοτύπων που έχουν παρουσιασθεί 

στο παρελθόν έχουν χρονική πολυπλοκότητα για τη SCAN  τουλάχιστον Θ (η ) (Πίνα­

κας 3). Β έβαια η πλειοψηφία αυτών των αλγορίθμων επιτυγχάνει σταθερή χρονική 

πολυπλοκότητα για την UPDATE. Οι αλγόριθμοι που παρουσιάστηκαν στο [18] είναι 

οι πρώτοι που έχουν χρονική πολυπλοκότητα ανεξάρτητη του αριθμού των διεργασι­

ών η , ενώ οι αλγόριθμοι T-Opt και RT-Opt [20] είναι οι πρώτοι που επιτυγχάνουν 

βέλτιστη χρονική πολυπλοκότητα για τη SCAN και την UPDATE. Αξίζει να σημειω­
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θεί ότι ο  Linear [18] είναι ο  πρώτος αλγόριθμος που επιτυγχάνει χρονική και χωρική 

πολυπλοκότητα ανεξάρτητη του πλήθους των διεργασιών η.

Πίνακας 3 Υλοποιήσεις Single-Scanner ατομικών στιγμιότυπων από καταχωρητές
ανάγνωσης-εγγραφής.

Υλοποίηση
Αριθμός

καταχωρητών
Μ έγεθος

καταχωρητών (bit) SCAN UPDATE

SweepLine [18] m  +  1 0(m log|T| +  log k +  lo g n ) 0 ( m 2) 0 ( m 2)
Linear [18] m  +  k 0 (m a x fm log | 7 l,log /c}) 0 ( m ) 0 ( m )

T-Opt Γ201 k m 0 (m a x flog  k, log|T|)) 0 ( m ) 0 ( 1 )
RT [20] O (m ri) <9(m axflogn,log|r|}) 0 (n ) 0 ( 1 )

RT-Opt [201 0 (m r i) 0 (m a x flog n , log|T|}) 0 ( m ) 0 ( 1 )

Jay anti [25] 0 ( n ) ΟΟο β ΙΤΓ) 0 ( n ) 0 ( 1 )

Kirousis et al. [29] 0 ( m n ) 0 (m a x fm n lo g n , log|T|}) O (m n ) 0 ( 1 )
Riany et al. (32) n +  1 0(m axflog7i,log|T|}) 0 ( n ) 0 (1 )

Η καλύτερη υλοποίηση ατομικών στιγμιοτύπων που χρησιμοποιεί καταχωρητές ισχυ­

ρότερους από τους καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής έχει παρουσιαστεί στο [25], 

Αυτή η υλοποίηση επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα για τη SCAN O (m ) και για 

την UPDATE 0 (1 )  χρησιμοποιώντας 0 (m n ) καταχωρητές CAS μικρού μεγέθους. Ο 

αλγόριθμος C-Snap επιτυγχάνει τις ίδιες χρονικές πολυπλοκότητες για τη SCAN  και 

την UPDATE, χρησιμοποιώντας μόνο 0 ( π ι )  καταχωρητές CAS, αλλά ένας από αυ­

τούς έχει μεγάλο μέγεθος. Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζεται μία σύνοψη των 

χαρακτηριστικών των αλγορίθμων που χρησιμοποιούν καταχωρητές ισχυρότερους 

από τους καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής.

Πίνακας 4 Υλοποιήσεις ατομικών στιγμιότυπων από ισχυρότερους καταχωρητές.

Υλοποίηση Τύπος
καταχωρητών

Αριθμός
καταχωρητών SCAN UPDATE

C-Snap [20] CAS & r/w 0 ( m ) 0 ( m ) om
Jay anti [25] CAS &  r/w 0 ( m n 2) 0 ( m ) 0 ( 1 )
Jayanti [26] CAS & r/w 0 ( m n 2) 0 ( m ) 0 ( m )

Riany et al. (32) CAS & Fetch&Inc &  r/w 0 ( n 2) ° C " ) o m



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΜΟΝΤΕΛΟ

3.1. Μ οντελοποίηση συστήματος
3.2. Σειριοποιησιμότητα (linearizability)
3.3. Έ νας εσφαλμένος αλγόριθμος
3.4. Συμβάσεις ψευδοκώδικα

3.1. Μοντελοποίηση συστήματος

Υποθέτουμε ότι στο σύστημα εκτελούνται η  διεργασίες Ρ χ ,. . . ,  ρ η, οι οποίες μοντελο- 

ποιούνται ω ς μηχανές καταστάσεων (ενδεχόμενα μη πεπερασμένες), όπου κάθε διερ­

γασία Pi έχει ένα σύνολο καταστάσεων Qi. Οι διεργασίες του συστήματος επικοινω­

νούν μεταξύ τους προσπελάζοντας κοινά ατομικά αντικείμενα. Φ ορμαλιστικά, κάθε 

ατομικό αντικείμενο δύναται να  αποθηκεύσει ένα σύνολο πληροφοριών και έχει έναν 

τύπο, ο οποίος προσδιορίζει το είδος των τιμών που μπορούν να αποθηκευθούν στο 

ατομικό αντικείμενο και τις ατομικές λειτουργίες που το αντικείμενο υποστηρίζει.

Το απλούστερο ατομικό αντικείμενο είναι ο καταχωρητής. Έ νας καταχω ρητής  απο­

θηκεύει στοιχεία από ένα σύνολο ΓΑ και υποστηρίζει διάφορες λειτουργίες για την 

προσπέλαση και τροποποίηση των αποθηκευμένων δεδομένων. Α ν το σύνολο Τ  περι­

έχει μη πεπερασμένο αριθμό στοιχείων, τότε το μέγεθος του καταχωρητή είναι μη 

πεπερασμένο. Θ εωρούμε ότι το υλικό του συστήματος εγγυάται την ατομική εκτέλε­

ση όλων των λειτουργιών των καταχωρητών. Για αυτό το λόγο, από τούδε και εις το 

εξής οι λειτουργίες των καταχωρητών θα αποκαλούνται εντολές. Υπάρχουν διάφορα 

είδη καταχωρητών. Στην παρούσα εργασία θα επικεντρωθούμε σε  συστήματα που

1 Το Τ  μπορεί να είναι ένα σύνολο τιμών ή ένα σύνολο διανυσμάτων, κ.τ.λ.
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παρέχουν καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής ή/και καταχωρητές C A S  (ή Compare& 

Swap).

Έ νας καταχωρητής ανάγνωσης-εγγραφής R αποθηκεύει κάποια τιμή από κάποιο σύ­

νολο τιμών Τ, ενώ υποστηρίζει την εντολή rea d (R ) και την εντολή w rite (R , ν )  για 

την προσπέλαση και τροποποίηση των δεδομένων του. Η  εντολή rea d (R )  επιστρέφει 

την τιμή που είναι αποθηκευμένη στον R δίχως να τρ οπ οπ ου *^  τα δεδομένα του κα- 

ταχωρητή. Η εντολή w rite(R , ν )  δέχεται ω ς παράμετρο μία τιμή ν  Ε Τ και αλλάζει 

την τιμή του R ο ε ν  επιστρέφοντας μία επιβεβαίωση τερματισμού.

Ένας καταχωρητής CAS R' αποθήκευα τιμές από κάποιο σύνολο Τ και υποστηρίζει 

τις εντολές rea d (R ')  και CAS(R', v 0id, v new)  για την προσπέλαση και τροποποίηση 

των δεδομένων του. Η εντολή CAS(R',v0id,v new) δέχεται ω ς παράμετρο τις τιμές 

vnew> void. e  ^ και αλλάζει την τιμή του καταχωρητή R' σε v new μόνο αν η τρέχουσα 

τιμή που είναι αποθηκευμένη στον R' είναι ίση με v oid. Αν η τιμή που είναι αποθη­

κευμένη στον R' είναι διαφορετική της v old, τότε η εντολή CAS(R', v oid, vnew)  δε με- 

, ταβάλλει τα περιεχόμενα του καταχωρητή R'. Αν η CAS(R', v old, vnew)  εγγράψει την 

τιμή vnew στον Rr, τότε  λέμε πως η εν λόγω CAS είναι επιτυχημένη, σε  αντίθετη πε­

ρίπτωση λέμε ότι η CAS είναι αποτυχημένη. Σε κάθε περίπτωση η εντολή 

CAS(R', vold, vnew)  επιστρέφει μία επιβεβαίωση τερματισμού.

Σε έναν καταχωρητή πολλαπλής εγγραφής, οποιαδήποτε διεργασία δύναται να τροπο­

ποιεί τα περιεχόμενά του. Αντίθετα σε έναν καταχωρητή απλής εγγραφής μόνο μία 

διεργασία δύναται να τροποποιεί τα  περιεχόμενά του.

Έ να αντικείμενο ατομικών στιγμιότυπων αποτελείται από m  συνιστώσες. Σε κάθε συ­

νιστώσα  του αντικειμένου αποθηκεύεται μια τιμή από ένα σύνολο τιμών Τ. Κ άθε συ ­

νιστώσα ενός ατομικού στιγμιότυπου έχει μία αρχική τιμή, η οποία καθορίζεται από 

την υλοποίηση (συνήθως η αρχική αυτή τιμή είναι null). Τα ατομικά στιγμιότυπα 

υποστηρίζουν δύο λειτουργίες, τη SCAN0  και την UPDATE(ί, ν )  με i G {1, 
και ν  6 Τ, οι οποίες είναι δυνατό να εκτελούνται από πολλές διεργασίες ταυτόχρονα. 

Η λειτουργία U PD ATE(i,v) ενημερώνει την ί-οστή συνιστώ σα του αντικειμένου, 

αποθηκεύοντας σε αυτή την τιμή ν  και επιστρέφει μία επιβεβαίωση τερματισμού. Η
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SCAN επιστρέφει ένα ‘ συνεπές’ διάνυσμα τη τιμών (μία τιμή για κάθε συνιστώ σα)2. 

Υποθέτουμε ότι τις αρχικές τιμές των συνιστωσών του ατομικού στιγμιότυπου τις έ­

χουν εγγράφει κάποιες «φανταστικές» λειτουργίες UPDATE.

Μ ία υλοποίηση ενός αντικειμένου ατομικών στιγμιότυπων χρησιμοποιεί καταχωρη- 

τές για να αποθηκεύει τα δεδομένα των συνιστωσών του αντικειμένου και παρέχει 

αλγορίθμους για την υλοποίηση των λειτουργιών SCAN και UPDATE. Κ άθε αλγό­

ριθμος που υλοποιεί τη SCAN ή την UPDATE, εκτελεί εντολές στους καταχωρητές 

του συστήματος (ή γενικότερα στα στοιχειώδη ατομικά αντικείμενα) που χρησιμο­

ποιούνται από την υλοποίηση. Στην παρούσα εργασία μελετώνται υλοποιήσεις ατο­

μικών στιγμιοτύπων από καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής και υλοποιήσεις που 

χρησιμοποιούν επιπρόσθετα καταχωρητές CAS.

Τα αντικείμενα ατομικών στιγμιότυπων διακρίνονται σε ατομικά στιγμιότυπα πολλα­

πλής εγγραφής (Multi-Writer ή M W ) και σε ατομικά στιγμιότυπα απλής εγγραφής 

(Single-Writer ή SW). Στα ατομικά στιγμιότυπα πολλαπλής εγγραφής, οποιαδήποτε 

διεργασία δύναται να εκτελέσει μια UPDATE σε οποιαδήποτε συνιστώσα του αντι­

κειμένου. Έ τσι κάθε συνιστώσα είναι δυνατό να ενημερώνεται ταυτόχρονα από πε­

ρισσότερες από μία διεργασίες. Στα ατομικά στιγμιότυπα απλής εγγραφής κάθε συνι­

στώ σα  του αντικειμένου αντιστοιχίζεται με μία διεργασία, και κάθε συνιστώ σα ενη­

μερώνεται μόνο από τη διεργασία που της έχει αντιστοιχιστεί. Και στις δύο περιπτώ­

σεις είναι δυνατό οποιαδήποτε διεργασία να εκτελεί SCAN ταυτόχρονα με την εκτέ­

λεση άλλων λειτουργιών SCAN ή UPDATE από άλλες διεργασίες.

Μ ία καθολική κατάσταση C είναι ένα διάνυσμα, του οποίου τα στοιχεία είναι οι κατα­

στάσεις (states) των διεργασιών και οι τιμές των κοινών καταχωρητών του συστήμα­

τος. Μ ία καθολική κατάσταση περιγράφει το σύστημα σε κάποια χρονική στιγμή. 

Στην αρχική καθολική κατάσταση, κάθε διεργασία βρίσκεται σ ε  αρχική κατάσταση 

και κάθε καταχωρητής περιέχει μία αρχική τιμή. Έ να βήμα υπολογισμού  (step) μιας 

διεργασίας αποτελείται από μία ακριβώς προσπέλαση σε  κάποιον από τους διαμοιρα-

2 Η έννοια του συνεπούς διανύσματος ορίζεται φορμαλιστικά στην επόμενη ενότητα.
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ζόμενους καταχωρητές, ενώ επίσης δύναται να εμπεριέχει και την εκτέλεση μίας σει­
ράς τοπικών λειτουργιών πριν την προσπέλαση αυτή. Μία εκτέλεση α  είναι μία ακο­
λουθία βημάτων υπολογισμού των διάφορων διεργασιών, η οποία εκτελείται από την 
αρχική κατάσταση του συστήματος. Μία εκτέλεση α  ενός αλγορίθμου ξεκινώντας 
από μία καθολική κατάσταση C είναι έγκϋρη, αν τα βήματα υπολογισμού που επιτε- 
λούνται από κάθε διεργασία ακολουθούν τον αλγόριθμο της διεργασίας και για κάθε 
αντικείμενο, η απόκριση κάθε λειτουργίας που επιτελείται στο αντικείμενο είναι συμ­
βατή με τον ορισμό της λειτουργίας. Ένα διάστημα εκτέλεσης της α είναι ένα τμήμα 
της α που αποτελείται από έναν αριθμό συνεχόμενων βημάτων. Έστω sx και s2 δύο 
βήματα της εκτέλεσης α, τέτοια ώστε το Si να επιτελέσθηκε πριν το s2. Συμβολίζου­
με με α(51; s2) το διάστημα εκτέλεσης της α που ξεκινά με το s1 και τελειώνει με το 
s2. Μία εκτέλεση ονομάζεται σειριακή, αν σε κάθε χρονική στιγμή της εκτέλεσης ε- 
κτελείται μόνο μία λειτουργία.

Μ ία λειτουργία SCAN ή UPDATE ξεκινά την εκτέλεσή της όταν εκτελείται το πρώτο 

βήμα υπολογισμού του αλγορίθμου της. Η απόκριση της λειτουργίας σημειοδοτείται 

* από την εκτέλεση του τελευταίου βήματος υπολογισμού του αλγορίθμου της. Έ να 

ατομικό στιγμιότυπο είναι Single-Scanner (ή SS), αν μόνο μία SCAN  μπορεί να εκτε- 

λείται κάθε χρονική στιγμή. Το διάστημα εκτέλεσης μιας SCAN (ή UPDATE) είναι το 

διάστημα εκτέλεσης που ξεκινά με την εκτέλεση του πρώτου βήματος υπολογισμού 

του αλγορίθμου της SCAN (ή UPDATE) και τελειώνει με την εκτέλεση του τελευ­

ταίου βήματος υπολογισμού του αλγορίθμου της. Έ στω  ορ  μία SCAN (ή UPDATE) 

που επιτελέσθηκε στην α. Αν το τελευταίο βήμα υπολογισμού της ορ  προηγείται του 

πρώτου βήματος μίας άλλης SCAN (ή UPDATE) ορ', τότε λέμε ότι η ορ  προηγείται 

της ο ρ ' (ή ότι η ο ρ 1 έπεται της ορ). Σε κάθε άλλη περίπτωση το διάστημα εκτέλεσης 

της ορ  επικαλύπτει το διάστημα εκτέλεσης της ο ρ ’ (ή το διάστημα εκτέλεσης της ορ' 

επικαλύπτα το διάστημα εκτέλεσης της ορ).

Η χρονική πολνπλοκότητα μίας λειτουργίας SCAN (ή UPDATE) μίας υλοποίησης α­

τομικών στιγμιοτύπων είναι ο μέγιστος αριθμός βημάτων υπολογισμού που επιτελού- 

νται από μια διεργασία για την εκτέλεση της SCAN (ή UPDATE) σε οποιαδήποτε 

εκτέλεση της υλοποίησης. Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι η χρονική πολυπλο- 

κότητα μίας λειτουργίας SCAN  ή UPDATE εξαρτάται μόνο από πλήθος των προσπε-
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λάσεων στην κοινή μνήμη και όχι από το πλήθος των τοπικών υπολογισμών που ε- 

κτελούνται. Η χρονική πολυπλοκότητα μίας υλοποίησης είναι η μεγίστη χρονική πο- 

λυπλοκότητα των πολυπλοκοτήτων των λειτουργιών SCAN και UPDATE της υλο­

ποίησης. Ή.χωρική πολυπλοκότητα (ή πολυπλοκότητα μνήμης) είναι ο μέγιστος αριθ­

μός καταχωρητών που η υλοποίηση χρησιμοποιεί σε οποιαδήποτε εκτέλεση. Υ ποθέ­

τουμε ότι οι διεργασίες δύναται να αποτυγχάνουν, σταματώντας την εκτέλεσή τους σε 

οποιαδήποτε χρονική στιγμή. Στην παρούσα εργασία μελετώνται υλοποιήσεις ατομι­

κών στιγμιοτύπων που πληρούν την ιδιότητα ελεύθερη-αναμονής, όπου κάθε διεργα­

σία ολοκληρώνει την εκτέλεσή της μέσα σε έναν πεπερασμένο αριθμό υπολογιστικών 

βημάτων ανεξάρτητα από την κατάσταση και την ταχύτητα εκτέλεσης των υπολοίπων 

διεργασιών.

3.2. Σειριοποιησιμότητα (linearizability)

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιαστεί η έννοια της σειριοποιησιμότητας [22]. Έ στω  

μία υλοποίηση Υ ενός ατομικού στιγμιοτύπου και έστω  α  μία οποιαδήποτε εκτέλεση 

της Υ. Η α είναι σειριοποιήσιμη αν ισχύουν τα ακόλουθα. 1

1) Για κάθε λειτουργία SCAN ή UPDATE op  που έχει περατωθεί στην α , δύναται να 

επιλέξουμε ένα σημείο σειριοποίησης *ορ σε ένα σημείο μεταξύ της κλήσης και 

της απόκρισης της ορ  τέτοιο ώ στε να  ισχύει η (3).

2) Δύναται να επιλέξουμε ένα υποσύνολο Φ των λειτουργιών των οποίων η εκτέλε­

ση δεν έχει ολοκληρωθεί στην α, έτσι ώ στε για κάθε λειτουργία ορ  στο Φ:

a) να μπορούμε να εισάγουμε μία απόκριση, και

b) να μπορούμε να  επιλέξουμε ένα σημείο σειριοποίησης *ορ, το οποίο να  βρί­

σκεται σε κάποιο σημείο της εκτέλεσης που έπεται της κλήσης της ορ  τέτοιο 

ώστε να  ισχύει η (3).

3) Αν οι λειτουργίες που έχουν επιτελεσθεί στην α  και οι λειτουργίες του Φ εκτελε- 

στούν σειριακά (η μία μετά την άλλη) με τη σειρά που καθορίζουν τα σημεία σει- 

ριοποίησής τους, πρέπει να έχουν ακριβώς τις ίδιες αποκρίσεις με αυτές στην πα­

ράλληλη εκτέλεση.
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Τοποθετώντας σημεία σειριοποίησης σε κάθε λειτουργία, οι λειτουργίες συμπεριφέ- 

ρονται σαν να εκτελέστηκαν στιγμιαία στο χρονικό σημείο που ορίζει το σημείο σει- 

ριοποίησης. Η σειριοποιησιμότητα ενός ατομικού αντικειμένου εγγυάται ότι ακόμα 

και αν εκτελούνται παράλληλα περισσότερες από μία λειτουργίες στο αντικείμενο, 

τότε αυτές θα «φαίνεται» σαν να εκτελούνται σειριακά (ή ατομικά).

Μ ία υλοποίηση είναι σειριοποιήσιμη αν οποιαδήποτε εκτέλεση της υλοποίησης είναι 

σειριοποιήσιμη. Η ιδιότητα της σεψιοποιησιμότητας είναι γνωστή και ω ς ιδιότητα 

της ατομικότητας. Μ ία SCAN S  της α επιστρέφει ένα συνεπές διάνυσμα  τιμών, αν για 

κάθε συνιστώσα A it i 6  {1 ,.. . , m }, η S  επιστρέφει για την A t την τιμή που εγγράφηκε 

από την τελευταία UPDATE στην At· που έχει σειριοποιηθεί πριν την S.

Για να γίνει κατανοητή η έννοια της σεψ ιοποιησιμότητας θα παρατεθούν διάφορα 

παραδείγματα σειριοποιήσιμων εκτελέσεων. Έ στω  ότι έχουμε ένα αντικείμενο ατομι­

κών στιγμιότυπων, το οποίο αποτελάται από δύο συνιστώσες (Α 1/Α 2). Υποθέτουμε 

ότι οι αρχικές τιμές των συνιστωσών του αντικειμένου είναι ίσες με n u ll. Έ στω  ότι 

έχουμε την ακόλουθη εκτέλεση.

U P D A T E ^!, 1) UPDATE (Α ζ , 2)
_______________1

SCANQ —► (1, n u ll) χρόνος

Σχήμα 3.1 Παράδειγμα εκτέλεσης λειτουργιών ατομικού στιγμιότυπου.

Θα εξετάσουμε αν η εκτέλεση του Σχήματος 3.1 είναι σειριοποιήσιμη. Πρέπει να  το­

ποθετηθούν σημεία σειριοποίησης στις τρεις λειτουργίες με τέτοιο τρόπο ώ στε στη 

σειριακή εκτέλεση που ορίζεται από τα σημεία σειριοποίησης, κάθε λειτουργία να 

έχει την ίδια απόκριση με αυτή που έχει στην παράλληλη εκτέλεση του Σχήματος 3.1. 

Από το σχήμα παρατηρούμε ότι η SCAN  επιστρέφει την τιμή της U P D A T E (Α ν  1 ), 

ενώ δεν επιστρέφει την τιμή της U P D A T E (A 2, 2 ), αφού το διάνυσμα τιμών που επι­

στρέφει είναι το <1 ,n u ll) . Ά ρα συμπεραίνουμε ότι πρώτα πρέπει να σειριοποιηθεί η 

U PD ATE^Α 1(1), έπειτα η S C A N ( )  -> (1 ,n u ll)  και τέλος η U P D A T E (A Z 2 ) ,  αφού 

μόνο σε αυτή την περίπτωση οι αποκρίσεις των λειτουργιών θα είναι ίδιες στην πα­

ράλληλη εκτέλεση και στην σειριακή εκτέλεση που ορίζεται από τα  σημεία σειριο- 

ποίησης. Στο Σχήμα 3.2 φαίνεται ο τρόπος με τον οποίο ανατίθενται τα  σημεία σειρι-
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οποίησης στις λειτουργίες της εκτέλεσης του Σχήματος 3.1. Π αρατηρούμε ότι τα ση­

μεία σειριοποίησης των λειτουργιών έχουν επιλεχθεί έτσι ώ στε να βρίσκονται εντός 

του διαστήματος εκτέλεσης των λειτουργιών τους, όπως και απαιτείται.

U P D A T E (A lt 1) * U P D A T E (A 2, 2) *

SC A N Q  —> ( i ,n u l l ) * χρόνος "

Σχήμα 3.2 Παράδειγμα σειριοποίησης λειτουργιών.

Α ς δούμε τώρα ένα ακόμη παράδειγμα σειριοποιήσιμης εκτέλεσης. Έ στω  η εκτέλεση 

του Σχήματος 3.3.

U P D A T E (A t , 1) U P D A T E (A 2, 2)

S C A N Q  - *  (1 ,2) χρόνος "

Σχήμα 3.3 Παράδειγμα εκτέλεσης λειτουργιών ατομικού στιγμιοτύπου.

Από το Σχήμα 3.3 παρατηρούμε ότι η SCAN επιστρέφει την τιμή της 

U P D A T E (A 1, 1) και την τιμή της U P D A T E (A 2, 2 ), αφού το διάνυσμα ημώ ν που επι­

στρέφει είναι το (1 /2). Έ τσι συμπεραίνουμε ότι πρώτα πρέπει να  σειριοποιηθεί η 

UPDATERΑ 1;1) λειτουργία, έπειτα η λειτουργία U P D A T E  (Α 2,2) και τέλος η SCAN 

(βλ. Σχήμα 3.4), αφού μόνο σε αυτή την περίπτωση οι αποκρίσεις των λειτουργιών θα 

είναι ίδιες στην παράλληλη εκτέλεση και στην σειριακή εκτέλεση που ορίζεται από 

τα σημεία σειριοποίησης. Στο Σχήμα 3.4 φαίνεται ο  τρόπος με τον οποίο τοποθετού­

νται τα σημεία σειριοποίησης στην εκτέλεση του Σχήματος 3.3. Π αρατηρούμε ότι και 

σε αυτή την περίπτωση τα σημεία σαριοποίησης των λειτουργιών, βρίσκονται εντός 

του διαστήματος εκτέλεσης των λειτουργιών τους.

U P D A T E (A 1, 1) * U P D A T E (A 2, 2 )*
______________

S C A N Q  ->  (1 ,2 ) * χ ρ όν ος '

Σχήμα 3.4 Π αράδειγμα σειριοποίησης λειτουργιών.

Σε αυτό το σημείο θα μελετήσουμε ένα παράδειγμα μη σειριοποιήσιμης εκτέλεσης. 

Έ στω  η εκτέλεση του Σχήματος 3.5.
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U P D A T E (A 1, 1) U P D A T E (A 2, 2)
_____________

SC AN Q  —*■ (null, 2) χ ρ όν ος"

Σχήμα 3.5 Παράδειγμα εκτέλεσης λειτουργιών στιγμιότυπου.

Οι λειτουργίες U P D A T E (A 1> 1 ), U P D A T E (A 2, 2) θα σειριοποιηθούν σε κάποιο ση­

μείο μεταξύ της έναρξης και του τέλους της εκτέλεσής τους (βλ. Σχήμα 3.6). Έ τσι 

απομένει να σειριοποιηθεί η SCAN. Από το Σχήμα 3.6 παρατηρούμε ότι η SCAN δε 

δύναται να σειριοποιηθεί πριν την U P D A T E (A lf 1 ) διότι σε αυτή την περίπτωση 

σύμφωνα με τη σειριακή εκτέλεση που ορίζουν τα  σημεία σειριοποίησης, η SCAN 

έπρεπε να έχει επιστρέφει το διάνυσμα τιμών (n ull, nu ll). Επίσης παρατηρούμε ότι η 

SCAN δε δύναται να σειριοποιηθεί ανάμεσα στην U P D A T E (A V T) και στην 

U P D A T E (A 2, 2 ), καθώς σε αυτή την περίπτωση σύμφωνα με τη σειριακή εκτέλεση 

που ορίζουν τα σημεία σαριοποίησης, η SCAN έπρεπε να έχει επιστρέφει το διάνυ­

σμα τιμών ( l ,n u ll ) . Τέλος η SCAN δε δύναται να  σειριοποιηθεί ούτε έπειτα από την 

U P D A T E (A 2>2 ), αφού σύμφωνα με τη σειριακή εκτέλεση που ορίζουν τα σημεία 

„ σειριοποίησης η SCAN σε αυτή την περίπτωση θα επέστρεφε (1 ,2 ). Έ τσι όπου και να 

βάλουμε το σημείο σειριοποίησης της SCAN, η SCAN δε θα επιστρέφει στη σειριακή 

εκτέλεση που ορίζεται από τα σημεία σαριοπ οίησης το ίδιο διάνυσμα τιμών με εκεί­

νο που επιστρέφει στην παράλληλη εκτέλεση. Ά ρα η υλοποίηση που μας οδηγεί σε 

μία τέτοια εκτέλεση είναι εσφαλμένη.

U P D A T E (A ly 1) * U P D A T E (A 2} 2 ) *

SC A N Q  —► (null, 2) χρόνος "

Σχήμα 3.6 Π ροσπάθεια σειριοποίησης της εκτέλεσης.

3.3. Ένας εσφαλμένος αλγόριθμος

Η υλοποίηση ενός ατομικού στιγμιοτύπου δεν είναι μία εύκολη διαδικασία. Για να 

γίνει διαισθητικά φανερό αυτό, θα παρουσιαστεί ένας προφανής αλγόριθμος για την 

υλοποίηση ενός αντικειμένου ατομικών στιγμιότυπων, ο  οποίος όπως θα δειχθεί στη
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συνέχεια δεν είναι ορθός. Συγκεκριμένα θα αποδειχθεί ότι ο  εν λόγω αλγόριθμος δεν 

πληροί την ιδιότητα της σειριοποιησιμότητας.

Α ς θεωρήσουμε την απλή περίπτωση που το αντικείμενο ατομικών στιγμιότυπων α- 

ποτελείται από 2 συνιστώσες. Στο εν λόγω αντικείμενο οποιαδήποτε διεργασία δύνα- 

ται να ενημερώνει οποιαδήποτε συνιστώσα (ατομικό στιγμιότυπο πολλαπλής εγγρα­

φής), και φυσικά οποιαδήποτε διεργασία έχει τη δυνατότητα να επιτελεί SCAN στο 

σύστημα.

Η συγκεκριμένη υλοποίηση χρησιμοποιεί 2 καταχωρητές, τον Rt  και τον R 2. Μ ε κά­

θε συνιστώσα έχει συσχετισθεί ένας καταχωρητής, στον οποίο αποθηκεύεται η τιμή 

της συνιστώσας. Έ στω σαν Αΐ5 Α2 οι δύο συνιστώσες του ατομικού σπγμιοτύπου. Στη 

συνιστώσα Α ± αντιστοιχίζεται ο καταχωρητής ανάγνωσης-εγγραφής R lt ενώ στη συ ­

νιστώσα Α2 αντιστοιχίζεται ο καταχωρητής ανάγνωσης-εγγραφής R2 . Η  υλοποίηση 

της UPDATE είναι εξαιρετικά απλή. Η διεργασία που εκτελεί μία UPDATE σε μια 

συνιστώσα, απλώς εγγράφει τη νέα τιμή στον καταχωρητή που έχει αντιστοιχισθεί 

στη συνιστώσα. Η  SCAN υλοποιείται ω ς εξής, η διεργασία που εκτελεί μία SCAN 

διαβάζει με τη σειρά όλους τους καταχωρητές και επιστρέφει τις τιμές που διάβασε 

ως αποτέλεσμα.

Ο παραπάνω αλγόριθμος είναι ο  πλέον προφανής. Ό μω ς η συγκεκριμένη υλοποίηση 

δεν είναι σειριοποιήσιμη. Θ α κατασκευαστεί ένα παράδειγμα, στο οποίο θα δειχθεί 

ότι δεν πληρούται η ιδιότητα της σειριοποιησιμότητας.

Υποθέτουμε δια της μεθόδου της εις άτοπο απαγωγής, ότι η εν λόγω προφανής υλο­

ποίηση είναι ορθή. Έ στω  ότι στο σύστημα εκτελούνται δύο διεργασίες η Ρ  και η S. Η 

διεργασία Ρ  ενημερώνει πρώτα τη συνιστώσα A t και έπειτα ενημερώνει τη συνιστώ­

σα  Α2 (βλ. Σχήμα 3.7). Η διεργασία S  επιτελεί μία SCAN. Υποθέτουμε ότι οι κατα­

χωρητές του συστήματος έχουν αρχικές τιμές ίσες με n u ll και ω ς εκ τούτου αρχικά 

και οι τιμές των συνιστωσών είναι ίσες με nu ll. Η  διεργασία S  ξεκινά να  εκτελεί μία 

SCAN, εκτελώντας αρχικά μία read στον Rt , όπου διαβάζει την τιμή n u ll και σταμα­

τά. Έπειτα εκτελείται η διεργασία Ρ  και ενημερώνει τη συνιστώσα Αχ, αποθηκεύο­

ντας την τιμή 1 στον καταχωρητή R 1. Α μέσω ς μετά η διεργασία Ρ  συνεχίζει την ε­

κτέλεσή της ενημερώνοντας τη συνιστώσα Α 2, αποθηκεύοντας την τιμή 2 στον κατα-
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χωρητή R2. Ύ στερα η SCAN συνεχίζει την εκτέλεσή της, διαβάζει την τιμή 2 από τον 

καταχωρητή R 2 και έτσι επιστρέφει το διάνυσμα τιμών {null, 2). Ο παραπάνω τρόπος 

εκτέλεσης των δύο UPDATE και της SCAN, φαίνεται στο Σχήμα 3.7.

Λειτουργίες Διεργασιών Τιμές Κ αταχωρητών
5 Ρ *1 R2

null null

r e a d (R t )  - » null

w r ite (R lf 1)

1 null

w r ite  (R 2, 2)

1 2

r e a d (R 2)  2

Σχήμα 3.7 Μ ία εκτέλεση του προφανούς αλγορίθμου.

- Έχουμε υποθέσει πως ο αλγόριθμος είναι ορθός. Ά ρα  θα πρέπει κάθε εκτέλεση του 

αλγορίθμου να είναι σειριοποιήσιμη. Επομένως πρέπα να  αποδοθούν σημεία σειριο- 

ποίησης και για την εκτέλεση του Σχήματος 3.7. Τ α σημεία σειριοποίησης πρέπει να  

αποδοθούν με τέτοιο τρόπο έτσι ώ στε η σειριακή εκτέλεση των τριών αυτών λειτουρ­

γιών όπως καθορίζουν τα σημεία σειριοποίησης να επιστρέφει τα  ίδια αποτελέσματα 

με την παράλληλη εκτέλεση του Σχήματος 3.7. Στο Σχήμα 3.8 γίνεται προσπάθεια 

εισαγωγής σημείων σειριοποίησης για την προαναφερθείσα εκτέλεση του αλγορίθ­

μου.

UPDATE(A0, 1) * U P D A T E ^ !, 2 ) *

SCANQ -♦  <null, 2 ) χρόνος "

Σχήμα 3.8 Διάγραμμα εκτέλεσης του εσφαλμένου αλγορίθμου.

Από το Σχήμα 3.8 γίνεται φανερό πως η εκτέλεση του Σχήματος 3.7 είναι η μη σειρι- 

οποιήσιμη εκτέλεση που παρουσιάζεται στην ενότητα 3.2. Ειδικότερα το σημείο σει- 

ριοποίησης κάθε UPDATE βρίσκεται έπειτα από το σημείο εκκίνησής της και πριν 

από το σημείο τερματισμού της. Τα δυνατά σημεία στα  οποία μπορούμε να  τοποθε-
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τήσουμε το σημείο σειριοποίησης για τη SCAN είναι είτε πριν το σημείο σειριοποίη- 

σης της UPDATE στη συνιστώσα Α 1} είτε έπειτα από το σημείο σειριοποίησης της 

UPDATE στη συνιστώσα Α 2, είτε ανάμεσα στα  σημεία σειριοποίησης των δύο 

UPDATE. Όπου και να βάλουμε το σημείο σειριοποίησης της SCAN, η SCAN δε θα 

επιστρέφει στη σειριακή εκτέλεση που ορίζεται από τα σημεία σειριοποίησης το ίδιο 

διάνυσμα τιμών με εκείνο που επιστρέφει στην παράλληλη εκτέλεση. Συγκεκριμένα, 

όπου και να βάλουμε τα σημεία σειριοποίησης σε καμία περίπτωση η SCAN  δε θα 

επιστρέφει ω ς αποτέλεσμα το διάνυσμα τιμών {null, 2). Ά ρα ο  προφανής αλγόριθμος 

είναι εσφαλμένος.

3.4. Συμβάσεις ψευδοκώδικα

Ένας αλγόριθμος κοινής μνήμης περιγράφεται (για κάθε διεργασία του συστήματος) 

με μια μορφή ψευδοκώδικα, η οποία είναι σχεδόν ίδια με αυτή που χρησιμοποιείται 

και στους σειριακούς αλγορίθμους. Ο ψευδοκώδικας περιλαμβάνει τις προσπελάσεις 

στις τοπικές μεταβλητές (που αποτελούν μέρος της κατάστασης του επεξεργαστή), 

αλλά και τις προσπελάσεις στους κοινούς καταχωρητές. Οι κοινές μεταβλητές (κατα- 

χωρητές) δηλώνονται στον ψευδοκώδικα με τον ίδιο τρόπο όπως και οι τοπικές μετα­

βλητές, μόνο που στην αρχή της δήλωσης προστίθεται η λέξη s h a r e d  (π.χ. η δήλωση 

sh a r e d  in t s e q  σημαίνει πως ο  καταχωρητής s e q  είναι κοινός, ενώ αντίθετα η δή­

λωση in t s e q  σημαίνει πως ο καταχωρητής s e q  είναι τοπικός). Επίσης ο  ψευδοκώδι­

κας είναι δυνατό να περιλαμβάνει και προσπελάσεις σε μεταβλητές που στην αρχή 

της δήλωσή τους έχει προστεθεί η λέξη s ta tic . Αυτές οι μεταβλητές είναι τοπικές, 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν μόνο στον ψευδοκώδικα των συναρτήσεων και έχουν 

την ιδιότητα να κρατούν την τιμή που είχε εκχωρήσει σε αυτές η προηγούμενη κλήση 

της συνάρτησης, στην οποία χρησιμοποιούνται. Ακόμη υποθέτουμε ότι στις συνιστώ­

σες ενός στιγμιοτύπου αποθηκεύονται δεδομένα του τύπου d a ta .

Για απλότητα, αντί να  χρησιμοποιούνται οι εντολές r e a d  και w r ite  στον ψευδοκώδι­

κα γίνονται οι ακόλουθες συμβάσεις: (α ) μία αναφορά σε  έναν κοινό καταχωρητή στο 

αριστερό μέρος μίας εκχώρησης σημαίνει ότι επιτελείται μία εντολή w r it e  στον κα­

ταχωρητή, (β ) μία αναφορά σε έναν κοινό καταχωρητή στο δεξιό μέρος μίας εκχώρη-
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σης σημαίνει ότι επιτελείται μία εντολή re a d  στον καταχωρητή. Είναι δυνατό μία 

απλή εντολή του ψευδοκώδικα να αντιστοιχίζεται με πολλές εντολές στο φορμαλιστι­

κό μοντέλο. Σε αυτή την περίπτωση, οι εντολές re a d  σ ε  κοινές μεταβλητές στο δεξί 

μέρος μίας εκχώρησης επιτελούνται από τα  αριστερά προς τα  δεξιά, οι επιστρεφόμε- 

νες τιμές αποθηκεύονται σ ε  τοπικές μεταβλητές, ο  οριζόμενος υπολογισμός επιτελεί- 

ται στις τοπικές μεταβλητές, και τέλος το αποτέλεσμα εγγράφεται στις μεταβλητές 

του αριστερού μέρους της εκχώρησης. Για παράδειγμα αν X , Υ  και Ζ  είναι κοινές με­

ταβλητές, τότε η εντολή του ψευδοκώδικα X  — Υ +  Ζ  σημαίνει ότι αρχικά διαβάζεται 

η τιμή της Υ και αποθηκεύεται σε μια τοπική μεταβλητή, έπειτα διαβάζεται η τιμή της 

Ζ  και αποθηκεύεται σε μια τοπική μεταβλητή, και τέλος το άθροισμα των τοπικών 

μεταβλητών εγγράφεται στη X .

Τα σχόλια στον ψευδοκώδικα ξεκινούν με //.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ LINEAR

4.1. Περιγραφή του αλγορίθμου
4.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου
4.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας Single-Scanner αλγόριθμος ατομικών στιγ­

μιότυπων, που ονομάζεται Linear (Αλγόριθμος 4.1). Ο Linear έχει χρονική πολυπλο­

κότητα 0 ( π ι )  για τη SCAN και την UPDATE. Από τους καταχωρητές που χρησιμο­

ποιεί ο Linear, ο μεγαλύτερος σε μέγεθος αποτελείται από 0(m ax{m log|r| ,lo g /c })  

bit, όπου k  είναι ο μέγιστος αριθμός SCAN που εκτελούνται μια εκτέλεση.

'4.1. Περιγραφή του αλγορίθμου

Σε αυτή την ενότητα θα περιγράφει ο  αλγόριθμος Linear. Αρχικά θα παρουσιαστούν 

οι δομές δεδομένων που χρησιμοποιεί ο αλγόριθμος (βλ. Σχήμα 4.1). Ο καταχωρητής 

s e q  έχει αρχική τιμή ίση με μηδέν, η οποία και αυξάνεται κάθε φορά που μια SCAN 

ξεκινά να εκτελείται. Επίσης χρησιμοποιούνται δύο πίνακες καταχωρητών, που ονο­

μάζονται p o s t  (περιέχει k  καταχωρητές) και p r e  (περιέχει τη καταχωρητές). Για κάθε 

j ,  1 <  j  <  τη, στον καταχωρητή p r e [ j]  αποθηκεύεται μία τιμή για τη συνιστώσα A j. 

Ο καταχωρητής p re\ j] εγγράφεται μόνο από UPDATE που ενημερώνουν τη συνι­

στώ σα  Aj και έχει αρχική τιμή ίση με null. Για κάθε s  >  1 στον καταχωρητή 

p o s t[s ] , s  >  1 αποθηκεύεται ένα διάνυσμα ν  που αποτελείται από τη τιμές, μία για 

κάθε συνιστώσα του αντικειμένου. Αρχικά όλοι οι καταχωρητές του πίνακα p o s t  πε­

ριέχουν το διάνυσμα (n u ll, ..., n u ll).

Οι λειτουργίες SCAN και UPDATE του Linear προσπαθούν να υπολογίσουν ένα συ­

νεπές διάνυσμα τιμών καλώντας τη συνάρτηση g e t _ v e c t o r .  Συγκεκριμένα η λει­

τουργία SCAN αρχικά αυξάνει την τιμή του καταχωρητή s e q , έπειτα καλεί τη συνάρ­
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τηση g e t _ v e c to r  με όρισμα την τρέχουσα τιμή του καταχωρητή s e q  και επιστρέφει 

το διάνυσμα τιμών που επέστρεψε η συνάρτηση g e t jp e c t o r .  Μ ία UPDATE U ξεκινά 

την εκτέλεσή της διαβάζοντας τον καταχωρητή se q . Η  τιμή που είναι αποθηκευμένη 

εκεί χρησιμοποιείται για να δεικτοδοτήσει τη θέση του πίνακα p o s t , στην οποία η U  

θα αποθηκεύσει το διάνυσμα τιμών που υπολογίζει καλώντας τη συνάρτηση 

g e t_ v e c to r .

Μ ία συνάρτηση g e t _ v e c t o r  g  παίρνει ω ς παράμετρο την τρέχουσα τιμή 5 που έχει ο 

καταχωρητής s e q  και επιτελεί τα ακόλουθα. Αρχικά η g  διαβάζει τους νη καταχωρη- 

τές του πίνακα p r e  και έπειτα  διαβάζει τον καταχωρητή p o st[s ]. Αν η τιμή του κα­

ταχωρητή p o s t [ s ] είναι διαφορετική του n u ll, τότε η g  επιστρέφει το διάνυσμα τι­

μών που ανέγνωσε στον καταχωρητή p o st[s ]. Σ ε αντίθετη περίπτωση, η g  επιστρέφει 

τις τιμές που ανέγνωσε στους καταχωρητές του πίνακα p r e .

post
1
2

seq

k

Σχήμα 4.1 Δομές δεδομένων του Linear.

Μ ια SCAN προσπαθεί να επιστρέφει ω ς διάνυσμα τιμών, τις τιμές που εγγράφηκαν 

στον p r e  από UPDATE που ξεκίνησαν την εκτέλεσή τους πριν από την έναρξη της 

SCAN. Ό μως είναι δυνατό μία U P D A T E  (i, ν ) που ξεκίνησε την εκτέλεσή της έπειτα 

από τη SCAN να πανωγράψει στον pre\J] την τιμή μιας U P D A T E (ί, ν ')  που είχε ξε­

κίνησα την εκτέλεσή της πριν την έναρξη της SCAN, προτού η SCAN  προλάβει να 

διαβάσει όλους τους καταχωρητές του p r e . Για να αποφευχθεί το παραπάνω ενδεχό­

μενο, οι UPDATE που ξεκινούν τη λειτουργία τους έπειτα από την έναρξη της 

SCAN, αποθηκεύουν ένα διάνυσμα με τις τιμές του p r e  σε έναν καταχωρητή του πί­

νακα p o s t  προτού γράψουν τη νέα τιμή τους σε κάποιον καταχωρητή του p r e . Ειδι­
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κότερα, η SCAN κατά την έναρξή της αυξάνει την τιμή του καταχωρητή s e q  κατά 

ένα (ο οποίος δείχνει σε κάποια θέση του πίνακα p o s t) . Έ τσι την πρώτη φορά που 

τερματίζει μια UPDATE που ξεκινά την εκτέλεσή της έπατα από την έναρξη της 

SCAN, αποθηκεύει ένα διάνυσμα που περιέχει παλαιότερες τιμές του p r e , στον 

p o s t[s e q ]  (γραμμή 3). Μ ε αυτό τον τρόπο, αν η SCAN εντοπίσει πως έχει ξεκινήσει 

η εκτέλεση κάποιας UPDATE έπειτα από την έναρξή της (διαβάζει μια τιμή στον 

p o s t  που είναι διάφορη του n u ll) επιστρέφει τις τιμές που είναι αποθηκευμένες στον 

p o s t[s e q ] , οι οποίες εγγράφηκαν στον p r e  από UPDATE που είχαν ξεκινήσει πριν 

την έναρξη της SCAN.

Αλγόριθμος 4.1 Ψ ευδοκώδικας για τον αλγόριθμο Linear.

struct post_data{ 
data view[l..m];

};

shared data pr e [1..m]={null, . null};
shared post_data post[l.. k ]={<null, ..., null>, <null, ...,null>};
shared int seq=0;

void UPDATE(data v){ 
data view[l..m]; 
int curr_seq;

1. curr_seq=seq;
2. view=get_vector(curr_seq); .
3. post[curr_seq]=view;
4. pre[j]=v;

}

data[] SCAN(){
data view[l..m]; 
int curr_seq;

5. seq=seq+l;
6. view=get_vector(seq); 

return view;
}

data[] get_vector(int curr_seq){ 
data viewfl..m]; 
int j ;

7. for(j=l;j<m;j++)
8. view[j]=pre[j];
9. if(post[curr_seq] ̂ null)
10. return post[curr_seq];
11. return view;

}
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4.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου

Σε αυτή την ενότητα θα μελετηθεί η χρονική πολυπλοκότητα καθώς και η πολυπλο­

κότητα μνήμης του αλγορίθμου Linear. Είναι προφανές ότι κάθε SCAN και UPDATE 

επιτελεί έναν σταθερό αριθμό προσβάσεων στην κοινή μνήμη επιπρόσθετα της κλή­

σης της συνάρτηση g e t _ v e c to r .  Από τον ψευδοκώδικα προκύπτει ότι η συνάρτηση 

g e t _ v e c to r  επιτελεί m  +  1 αναγνώσεις σε καταχωρητές της κοινής μνήμης. Έ τσι η 

χρονική πολυπλοκότητα της SCAN και της UPDATE είναι Ο (τη).

Ο πίνακας p r e  αποτελείται από τη καταχωρητές, όπου σε κάθε έναν από αυτούς απο­

θηκεύεται μία τιμή ενός συνόλου Τ. Ά ρα κάθε ένας από αυτούς έχει μέγεθος 

0(log|T|) bit. Ο πίνακας p o s t  αποτελείται από τόσους καταχωρητές, όσες και οι 

SCAN που πρόκειται να επιτελεσθούν σε οποιαδήποτε εκτέλεση (ο αριθμός των ο ­

ποίων δύναται να είναι μη πεπερασμένος). Κάθε καταχωρητής του πίνακα p o s t  απο- 

τελείται από ένα διάνυσμα τη τιμών ενός συνόλου Τ. Έ τσι το μέγεθος κάθε καταχω- 

ρητή του πίνακα p o s t  είναι 0 (m lo g  |Γ|) bit. Τέλος ο καταχωρητής s e q  έχει μέγεθος 

Ο (log  λ ) bit. Επειδή το k  μπορεί να αυξάνει απεριόριστα, το μέγεθος του s e q  δεν εί­

ναι απαραίτητα πεπερασμένο.

Ο Linear μπορεί να υλοποιηθεί αρκετά πιο αποτελεσματικά αν το σύστημα υποστηρί­

ζει ανακύκλωση κοινής μνήμης, με τον ακόλουθο τρόπο. Κάθε φορά που μία SCAN 

S  ξεκινά την εκτέλεσή της, η διεργασία που επιτελεί την S  δεσμεύει δυναμικά ένα νέο 

τμήμα (block) κοινής μνήμης και θέτει σε έναν δείκτη (έστω  s p t r  ο  εν λόγω δείκτης) 

τη διεύθυνση του εν λόγω τμήματος μνήμης. Ό ταν μία UPDATE στη συνιστώσα Α* 

ξεκινά την εκτέλεσή της διαβάζει τον δείκτη s p t r  (που πλέον παίζει τον ρόλο του κα- 

ταχωρητή s e q )  και εγγράφει την τιμή που ανέγνωσε στον p r e [i] , στην ί-οστή  κατα- 

χώρηση του τμήματος μνήμης στον οποίο δείχνει ο s p tr . Η  S  διαβάζει τις τη καταχω­

ρήσεις του πίνακα s p t r  και τις m  καταχωρήσεις του πίνακα p r e [i] . Ψ ευδοκώδικας 

για αυτή την βελτιωμένη εκδοχή του Linear παρουσιάζεται στον Αλγόριθμο 4.1.

Στην βελτιωμένη έκδοση του Linear, ο  καταχωρητής s e q  έχει αντικατασταθεί από 

έναν δείκτη, ενώ μια διεργασία ανακύκλωσης μνήμης (garbage collector) δύναται να 

χρησιμοποιηθεί για την αποδέσμευση των τμημάτων μνήμης που δε χρησιμοποιού­
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νται από τις διεργασίες (σημειώνεται ότι το πολύ η  δεσμευμένα τμήματα μνήμης θα 

χρησιμοποιούνται από τις η  διεργασίες του συστήματος.).

Αλγόριθμος 4.2 Βελτιωμένη εκδοχή του αλγορίθμου Linear.

struct post_data{ 
data view[l..m];

};

shared data pre[1..m]={null, . .., null}; 
shared post_data sptr[]=new post_data(null);

void UPDATE(data v){ 
data view[l..m]; 
data lptr[];

1. lptr=sptr;
2. v=get_vector(lptr);
3. lptr.view=view;
4. pre[j]=v;

}

data[] SCAN(){
data view[l..m];

5. sptr=new post_data(null);
6. vieigenvector (sptr); 

return view;
}

data[] get_vector(post_data lptr[]){ 
data view[l. .m]; 
int j;

7. for(j=l;j<m; j++)
8. view[j]=pre[j] ;
9. i f (lptr. v=£null)
10. return lptr;
11. return view;

}

4.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Σε αυτή την ενότητα θα αποδειχθεί η σειριοποιησιμότητα του Linear (Α λγόριθμος 

4.1). Έ στω  α μία οποιαδήποτε εκτέλεση του Linear, έστω  S  μία οποιαδήποτε SCAN 

που εκτελείται στην α, και έστω  g  η συνάρτηση g e t _ v e c t o r  που κλήθηκε από την S. 

Ο ακόλουθος συμβολισμός είναι χρήσιμος στους ορισμούς και στις αποδείξεις που
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ακολουθούν. Α ς υποθέσουμε ότι η g  επέστρεψε εκτελώντας τη γραμμή 10 του ψευ­

δοκώδικα. Συμβολίζουμε με k ( g ) τον μεγαλύτερο ακέραιο για τον οποίο ισχύουν τα 

ακόλουθα: υπάρχει μία ακολουθία από UPDATE Uk^  τέτοιες ώστε:

1) η Uk(g) να εγγράφει στον καταχωρητή p o s t  το  διάνυσμα τιμών που επιστράφηκε 

από την g .

2) για κάθε 1,1  <  I <  k ( g ) ,  η συνάρτηση g e t _ v e c t o r  g t που εκτελείται από την 

UPDATE Uh τερματίζει στη γραμμή 10 του ψευδοκώδικα επιστρέφοντας το διά­

νυσμα τιμών που η λατουργία έγγραψε στον p o s t ,  ενώ η g 1 επιστρέφει ε­

κτελώντας τη γραμμή 11 του ψευδοκώδικα.

Στο Σχήμα 4.2 φαίνεται καλύτερα ο ορισμός της ακολουθίας Uv . . . , U k ĝ y  Ειδικότε­

ρα, η Ui επιστρέφει το ίδιο διάνυσμα τιμών με την £/ί_ 1, ενώ η ί/α είναι η πρώτη UP­

DATE που τερματίζει από τις Ul t . . . , Uk(g)·

Έστα) SU  (jf) =  Uu(g) και έστω  S G (g )  — g lt. . . , g k(g). Στην περίπτωση όπου η

g  δεν τερμάτισε στη γραμμή 10 του ψευδοκώδικα, θεωρούμε πα>ς S U ( g )  =  S G (g )  =  

λ, όπου λ  είναι η κενή ακολουθία. Σημειώνεται ότι αν ισχύει S G (g )  Ψ λ , η συνάρτη­

ση g  καθώς και οι g l r . . , g k^  € SG (g )  επιστρέφουν το ίδιο διάνυσμα τιμών. Μ ε κά­

θε SCAN συσχετίζεται μία κλήση της g e t^ v e c to r ,  οποία ονομάζεται g v ( S )  και ορί­

ζεται ω ς εξής.

SCAN

w5

Σχήμα 4.2 Η ίή_ι επιστρέφει το ίδιο διάνυσμα τιμών με την ί/{.

Το παρακάτω λήμμα περιγράφει τις ιδιότητες της συνάρτησης g v ( S ) ,  οι οποίες είναι 

άμεση συνεπαγωγή του ορισμού της.
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Λ ήμμα 4.1 Για  κάθε S C A N  S ισχύουν τα ακόλουθα:

1. η g v ( S ) επιστρέφει εκτελώντας τη γραμμή 11 του ψευδοκώδικα, και

2. η S  ε7πστρέφει το ίδιο διάνυσμα τιμώ ν μ ε αυτό που επιστρέφει η g v (S ) .

Για να αποδείξουμε την ορθότητα του αλγορίθμου αρχικά θα αποδώσουμε σημεία 

σειριοποίησης σε κάθε SCAN και UPDATE της α. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι 

το σημείο σειριοποίησης μίας οποιασδήποτε λειτουργίας της α βρίσκεται εντός του 

διαστήματος εκτέλεσής της και εν τέλει θα αποδειχθεί ότι κάθε SCAN επιστρέφει ένα 

συνεπές διάνυσμα τιμών.

Σε αυτό το σημείο θα αναθέσουμε σημεία σειριοποίησης στις SCAN και UPDATE. 

Έ στω  S  μία οποιαδήποτε SCAN της α. Για λόγους ευκολίας θα εισάγουμε σημείο 

σειριοποίησης και στην g v ( S )  (αν και δεν είναι απαραίτητο). Συμβολίζουμε με 

Γ ι·. . , r m τις εντολές read που επιτέλεσε η συνάρτηση g v ( S )  στους καταχωρητές 

p r e [ l ] , . . . ,p r e [ m ] ,  αντίστοιχα. Αναθέτουμε σημείο σειριοποίησης στην g v ( S )  και 

στην S στο σημείο όπου η g v ( S )  επιτέλεσε την εντολή rx (βλ. Σχήμα 4.3). Για κάθε 

συνιστώσα Aj, 1 < j < m ,  όλες οι UPDATE στη συνιστώσα Aj που  ξεκίνησαν την 

εκτέλεσή τους πριν την εγγραφή του καταχωρητή s e q  από την S  και τελείωσαν μετα­

ξύ της rx και της η ,  σειριοποιούνται ακριβώς πριν το σημείο σειριοποίησης της S. Αν 

οι προαναφερθείσες λειτουργίες είναι περισσότερες από μία, τότε σειριοποιούνται με 

τη σειρά με την οποία επιτέλεσαν την write τους στον καταχωρητή p re\ j]. Α φότου 

αναθέσουμε σημεία σειριοποίησης σε όλες τις SCAN, καθώς και σε μερικές 

UPDATE όπως περιγράφηκε παραπάνω, σειριοποιούμε τις υπόλοιπες UPDATE στο 

σημείο όπου επιτέλεσαν την write τους στον p re . Για παράδειγμα στο Σχήμα 4.3, ό ­

λες οι UPDATE Ulf U2, U3 είναι UPDATE στη συνιστώσα Aj. Οι Ult U2 που εκτελούν 

την εντολή write στον p re\ j] πριν την η ,  σειριοποιούνται ακριβώς πριν την r± . Η  U3 

επιτέλεσε την εντολή write στον p re\j] έπειτα από την η ,  και έτσι σειριοποιείται 

στην write της στον p r e [ j] .

Σε αυτό το σημείο θα αποδείξουμε ότι τα σημεία σειριοποίησης κάθε SCAN  ή 

UPDATE βρίσκονται μέσα στο διάστημα εκτέλεσής τους. Αρχικά αποδεικνύονται 

μερικά απλά τεχνικά λήμματα, τα  οποία είναι απαραίτητα για την απόδειξη των προ- 

αναφερθέντων ισχυρισμών.
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χρόνος

5

Σχήμα 4.3 Παράδειγμα σειριοποίησης λειτουργιών σε  μία εκτέλεση του Linear.

Λ ήμμα 4.2 Έ στω μία οποιαδήποτε S C A N  S, έστω  g  η  g e t _ v e c t o r  που καλείται από  

την S  και έστω  ότι S U (g )  =  ί/ν  . *  λ. Τότε για κάθε  1 < j <  K g ) ,  ισχύουν τα  

ακόλουθα:

1. η i/y_i επιτελεί την write της στο ν  p o s t  πριν η Uj εκτελέσει την write της στο ν  

p o st, και

2. η τιμή που διαβάζει η U j στον  καταχωρητή s e q  είναι ίση μ ε  αυτή που διάβα­

σε η Uj στον seq .

Α πόδειξη. Έ στω  S G (g )  =  g l f . Από τον τρόπο ορισμού της S U ( g )  και της 

S G (g ) , για κάθε 1 < j <  K g ) ,  η g j  τερματίζει εκτελώντας τη γραμμή 10 του ψευδο­

κώδικα και επιστρέφει το διάνυσμα τιμών που έγγραψε η ί//_ ι στον p o s t . Έ τσι η 

U j_x εκτελεί την write της στον p o s t  πριν το τέλος της g j  και άρα πριν η Uj επιτελέ- 

σει την write της στον p o s t , όπως και απαιτείται από τον ισχυρισμό 1.

Έ στωσαν s e q j _ t και s e q j ,  οι τιμές που ανέγνωσαν στον καταχωρητή s e q  οι λειτουρ­

γίες U j_1} Uj. Από τον τρόπο ορισμού της S U (g )  και της S G (g ) , για κάθε 1 < j <  

k ( g ) ,  η U j^  εγγράφει στον p o s t  το διάνυσμα τιμών που επιστράφηκε από την g j .  

Ό μως από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου, η συνάρτηση g j  διαβάζει μόνο τον κα­

ταχωρητή p o s t [ s e q j ] από τους καταχωρητές του πίνακα p o s t ,  ενώ η U j_t εγγράφ ει 

μόνο τον καταχωρητή p o s t [ s e q j^ ] .  Έ τσι θα πρέπει να ισχύει s e q j  =  s e q j „ l9 ό π ω ς  

και απαιτείται από τον ισχυρισμό 2. ■

Λ ήμμα 4.3 Έ στω  μία  οποιαδήποτε S C A N  S, έστω  g  η g e t _ v e c t o r  που καλείται από  

την S  και έστω  ότι SU  ( g )  =  1/1#. . . , Uk(g) Φ λ. Γ ια  κ άθε  1 <  j  <  k ( g ), η τιμή που η Uj 

α νέγνω σε στον καταχωρητή s e q  εγγράφηκε από την S.
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Α πόδειξη. Αρχικά θα αποδειχθεί ότι η Uk(g) ανέγνωσε την τιμή που η S έγγραψε 

στον καταχωρητή s e q . Από τον τρόπο ορισμού της SU(g), η g επιστρέφει το διάνυ- 

σμα τιμών που η Uk{9 ) έγγραψε στον p o s t . Π ροφανώς η παράμετρος c u rr _  s e q  με 

την οποία κλήθηκε η g (έστω  c u rr _se q g αυτή) ισούται με την τιμή που έγγραψε η S  

στον s e q  (αφού η S  καλεί την g με αυτή την παράμετρο). Από τον ψευδοκώδικα του 

αλγορίθμου, η g διαβάζει μόνο τον καταχωρητή p o s t[c u r r _ s e q g ] του πίνακα p o s t .  

Έτσι συμπεραίνουμε πως η Uk{g) πρέπει να έχει εγγράψει τον καταχωρητή 

p o s t[c u r r _ se q g ]. Αφού ο καταχωρητής του p o s t  στον οποίο η Uk(g) εγγράφει καθο­

ρίζεται από την τιμή που η Uk(g) ανέγνωσε στον s e q y προκύπτει ότι η Uk{g) ανέγνωσε 

στον καταχωρητή s e q  την τιμή που έγγραψε η 5 . Από το Λήμμα 4.2 (ισχυρισμός 2) 

προκύπτει ότι το ίδιο ισχύει για όλες τις Uj, 1 <  j  <  k ( g ). ■

Λ ήμμα 4.4 Έ στω S  μία οποιαδήποτε S C A N  και έστω  g  η g e t _ v e c t o r  που κλήθηκε 

από την S. Γ ια  κάθε g e t j v e c t o r  συνάρτηση g '  6  S G (g ) , το διάύτημα εκτέλεσης της g '  

ξεκινά, έπειτα από την εγγραφή του καταχωρητή s e q  από την S  και τελειώνει πριν το  

τέλος της S.

Α πόδειξη. Έ στω  U 1 η UPDATE που κάλεσε την g '. Αφού g '  6  S G (g ) , θα ισχύει 

U' Ε S U (g ). Από το Λήμμα 4.3 συνεπάγεται ότι η £/' ανέγνωσε στον καταχωρητή 

se q  την τιμή που έγγραψε η 5. Έ τσι η παράμετρος c u r r js e q  με την οποία κλήθηκε η 

g ', έχει την τιμή που έγγραψε η S  στον καταχωρητή se q . Έ τσι η g ’ ξεκινά την εκτέ­

λεσή της έπειτα από την έναρξη της S.

Απομένει να αποδείξουμε ότι η g '  τερματίζει την εκτέλεσή της πριν το τέλος του δια­

στήματος εκτέλεσης της S. Α π ό  τον ορισμό της S U ( g ) , η g  επιστρέφει το διάνυσμα 

τιμών που η Uk^  έγγραψε στον p o s t . Έ τσι η εγγραφή του p o s t  από την Uk(g) προη­

γείται του τέλους της g ,  και άρα του τέλους της S. Από το Λήμμα 4.2, ισχυρισμός 1 

προκύπτει ότι η write της U' στον p o s t  προηγείται της write της Uk(g) στον p o s t .  

Έ τσι προκύπτει ότι η g '  (που τερματίζει πριν την U') τερματίζει πριν το τέλος της S. 

Α ρα συμπεραίνουμε ότι το  διάστημα εκτέλεσης της g '  εμπεριέχεται στο διάστημα 

εκτέλεσης της 5 και ξεκινά αφότου η S  εγγράψει τον καταχωρητή s e q . ■
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Έ στω S  μία SCAN και έστω  g  η g e t jv e c t o r  που καλείται από την S. Α π ό  τον ψευ­

δοκώδικα του Αλγόριθμος 4.1 (γραμμή 6), είναι προφανές ότι το διάστημα εκτέλεσης 

της g  εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της S  (αφού η 5  καλεί την g )  και η g  ξε­

κινά τη λειτουργία της αφότου η S  εγγράψει τον καταχωρητή se q . Α π ό  τα προανα- 

φερθέντα και από το Λήμμα 4.4 προκύπτει το ακόλουθο πόρισμα.

Π όρισμα 4.5 Έ στω  S μία οποιαδήποτε SCAN που γράφει την τιμή s e q s  στον κατα­

χωρητή seq .Το διάστημα εκτέλεσης της g v ( S )  εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης 

της 5.

Σε αυτό το σημείο θα αποδειχθεί ότι το σημείο σειριοποίησης κάθε SCAN  ή 

UPDATE βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της.

Λ ήμμα 4.6 Έ στω  μία οποιαδήποτε εκτέλεση α του αλγορίθμου Linear. Το σημείο σ ει- 

ριοποίησης κάθε S C A N  ή U P D A T E  που εκτελείται στην α, βρίσκεται εντό ς  τω ν  διαστή­

ματος εκτέλεσής της.

• Α πόδειξη. Έ στω  S  μία οποιαδήποτε SCAN που εκτελείται στην α  και έστω  g  η 

g e t _ v e c to r  που εκτελείται από την S. Υπενθυμίζεται ότι η 5  σειριοποιείται στο ίδιο 

σημείο με αυτό της g v ( S ) .  Α π ό  το  Π όρισμα 4.5 προκύπτει ότι το διάστημα εκτέλεση 

της g  εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της S. Στην περίπτωση όπου ισχύει 

S G (g )  =  g l t . ..,# £ (g) Φ λ  (οπ ότε g v ( S )  =  g j ,  από  το Λ ήμμα 4.4 συνεπάγεται ότι 

το διάστημα εκτέλεσης της g ± εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της S. Συμπε­

ραίνουμε ότι το διάστημα εκτέλεσης της g v ( S )  εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης 

της S. Το σημείο σειριοποίησης της g v ( S )  τοποθετείται στην εντολή Γα της. Από τα  

παραπάνω προκύπτει ότι το σημείο σειριοποίησης της S  βρίσκεται εντός του διαστή­

ματος εκτέλεσής της (βλ. Σχήμα 4.4), όπως και απαιτείται.

χρονος

Σχήμα 4.4 Η  S σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της στον Linear.
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Έ στω  U μία οποιαδήποτε UPDATE που επιτελείται στην α. Αν το σημείο σειριοποί­

ησης της U έχει τοποθετηθεί στην write της στον καταχωρητή p r e , τότε προφανώς 

αυτό βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσης της U. Α ς υποθέσουμε ότι το ση­

μείο σειριοποίησης της U δεν τοποθετείται στη write της στον p re . Από τον τρόπο 

ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, υπάρχει μία SCAN S, τέτοια ώ στε το σημείο 

σειριοποίησης της U  να  έχει τοποθετηθεί ακριβώς πριν το σημείο σειριοποίησης της 5  

(και άρα της g v (S )) . Από το Λήμμα 4.1 (ισχυρισμός 1) προκύπτει ότι η g v ( S )  έχει 

τερματίσει τη λειτουργία της εκτελωντας τη γραμμή 11 του ψευδοκώδικα. Έ στω σαν 

rv . . , rm οι εντολές read στους καταχωρητές p r e [ l ] , p r e [ m ]  που επιτελέσθηκαν 

από την g v ( S ). Από τον τρόπο ανάθεσης σημείων σειριοποίησης, η U είναι μία 

UPDATE σε κάποια συνιστώσα Aj, 1 <  j  <  τη, τέτοια ώ στε η U  να  έχει ξεκινήσει τη 

λειτουργία της πριν την S  και να έχει ολοκληρωθεί μεταξύ των εντολών rt και η .  

Από το Π όρισμα 4.5 προκύπτει ότι το διάστημα εκτέλεσης της g v ( S )  εμπεριέχεται 

στο διάστημα εκτέλεσης της S. Έ τσι η U ξεκινά πριν την έναρξη της g v ( S )  και τε­

λειώνει έπειτα από την rt . Έ τσι το σημείο σειριοποίησης της U (που έχει τοποθετηθεί 

πριν την r±) βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της, όπως και απαιτείται. ■

Θα αποδειχθεί στη συνέχεια ότι οι SCAN επιστρέφουν ένα συνεπές διάνυσμα τιμών. 

Αρχικά αποδεικνύεται ένα τεχνικό λήμμα.

Λ ήμμα 4.7 Έ στω S μία  οποιοδήποτε S C A N  και έστω σα ν  rv  . . , r m οι εντολές read  που  

επιτελέσθηκαν από τη συνάρτηση g v ( S )  στο υς καταχω ρητές p r e [  1 ] , . . . , p r e [m ] αντί­

στοιχα  Έ στω  μια UPDATE U στη συνιστώ σα  Aj, 1 <  j  <  πι, τέτοια ώ στε να  επιτελεί 

την write της στον καταχωρητή p re\ j] μ εταξύ της και της rj. Η  U ξεκ ινά  την εκτέλε­

σή της πριν η S εγγράψει τον  καταχωρητή seq .

Α πόδειξη. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι η ί/ 

ξεκινά την εκτέλεσή της έπειτα από την εγγραφή του καταχωρητή s e q  από  την S. Σ ε 

αυτή την περίπτωση η U διαβάζει στον καταχωρητή s e q  την τιμή που έγγραψε η S  

(έστω  ws η write της S  στον s e q  και έστω  s e q s  η τιμή που γράφει η S  στον s e q ) .  

Α π ό  τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου προκύπτει ότι η ί/ πρώτα εγγράφει τον κατα­

χωρητή p o s t [s e q s ] και έπειτα τον καταχωρητή p re\ j] (έστω σαν w ' και w  αντίστοι­

χα, οι εν λόγω δύο εντολές write της U, βλ. Σχήμα 4.5). Από το Π όρισμα 4.5 προκύ­
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πτει ότι η συνάρτηση g v ( S )  καλείται με παράμετρο s e q s . Από τον ψευδοκώδικα του 

αλγορίθμου, η εντολή read η  της g v ( S )  στον καταχωρητή pre\j] προηγείται της ε­

ντολής read r'j στον καταχωρητή p o s t [ s e q s ][j] . Αφού η νν; προηγείται της w , η w  

προηγείται της η  (από την υπόθεση του λήμματος) και η η  προηγείται της r ';·, προ­

κύπτει ότι η w ' προηγείται της r'j. Έ τσι η g v ( S ) διαβάζει μία τιμή διαφορετική του 

null και επιστρέφει το διάνυσμα τιμών που εγγράφηκε στον p o s t [ s e q s ] εκτελώντας 

τη γραμμή 10 του ψευδοκώδικα, το οποίο και αντιτίθεται στο Αήμμα 4.1 (ισχυρισμός 

1).

w
w

— ι—
. . . η .w5 . ηm Μ  1 

Τ)

Σχήμα 4.5 Η  U έπεται της ws  και η w ' προηγείται της w .

Α ήμμα 4.8 Για  κάθε S C A N  το διάνυσμα τιμώ ν που επιστρέφεται από την g v ( S )  είναι 

συνεπές.

Α πόδειξη. Έ στω  ν  =  {v l r . } vm ) το διάνυσμα τιμών που επιστρέφει η συνάρτηση 

g v ( S ). Θα δείξουμε ότι για κάθε j  6 {1  η Vj είναι η τιμή της τελευταίας

UPDATE στη συνιστώσα Aj που έχει σαριοποιηθεί πριν την g v ( S ). Για να καταλή­

ξουμε σε άτοπο υποθέτουμε ότι υπάρχει ένας ακέραιος/  6  { Ι , . , . , τ ή }  τέτοιος ώ στε η 

παράμετρος της τελευταίας UPDATE U στην Aj που σειριοποιείται πριν την g v ( S )  

να είναι διαφορετική της Vj. Έ στω  ν  η παράμετρος της U. Έ στω  Uj η τελευταία 

UPDATE που έγγραψε την τιμή Vj στον καταχωρητή p r e [ i ] , πριν η g v ( S )  αναγνώσει 

τον p r e [ j ] μέσω  της εντολής η .

Από το Λήμμα 4.1 προκύπτει ότι η g v ( S )  επιστρέφει εκτελώντας τη γραμμή 11 του 

ψευδοκώδικα. Ετσι η g v ( S )  επιστρέφει τις τιμές που ανέγνωσε στους καταχωρητές 

p r e [  1 ] , . . . ,  p re [m ]. Έ στω σαν οι εντολές read που επιτέλεσε η g v ( S )  στους

καταχωρητές p r e [  1 ] , . . . , p r e [m ]. Αφού η η  ανέγνωσε τιμή ίση με η εντολή write 

Wj που επιτελέσθηκε από την Uj είναι η τελευταία εντολή write στον καταχωρητή 

p re\ j] που προηγείται της 7}·. Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις.
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1) Αρχικά υποθέτουμε ότι η ί/ επιτελεί την write της w  στον καταχωρητή p r e [ j]  

πριν την εντολή rt .

Υποθέτουμε ότι η εντολή Wj έπεται της rt (βλ. Σχήμα 4.6). Υπενθυμίζουμε ότι η 

Wj εκτελείται πριν την η . Από το Λήμμα 4.7 προκύπτει ότι η Uj ξεκίνησε τη λει­

τουργία της πριν την εγγραφή του s e q  από την 5“. Ά ρα από τον τρόπο ανάθεσης 

των σημείων σειριοποίησης, η Uj σειριοποιείται ακριβώς πριν την τλ και η gv(S) 

σειριοποιείται στην τλ. Από το Λήμμα 4.6 η U σειριοποιείται εντός του διαστήμα­

τος εκτέλεσής της, άρα η U σειριοποιείται το αργότερο στην w  εντολή της. Έ τσι η 

Uj δε δύναται να έχει σειριοποιηθεί στην Wj διότι σε  αυτή την περίπτωση η Uj 

πρέπει να έχει σειριοποιηθεί μεταξύ της U και της gv(S), το οποίο και αντιτίθεται 

στην υπόθεση.

VV]
------------------------------------------------------------------------------- 1-----Κ -ί ----------- 1---------------------------------►

r± ■ · · η  . . .  rm

Σχήμα 4.6 Η w  εκτελείται πριν την r± και η νν;· έπεται της .

Υποθέτουμε ότι η νν;· προηγείται της τχ (βλ. Σχήμα 4.7). Υπενθυμίζουμε ότι η w  

προηγείται της ιν;·, έτσι η Wj επιτελείται μεταξύ της w  και της rt . Από το Λήμμα 

4.6 προκύπτει ότι η ί/ σειριοποιείται το αργότερο στην w  εντολή της. Α φού έχου­

με υποθέσει ότι η Uj είναι η τελευταία λειτουργία που σειριοποιείται πριν την S  (η 

S  σειριοποιείται στην rt ), συμπεραίνουμε ότι η Uj δεν σειριοποιείται στην εντολή 

Wj. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης προκύπτει ότι υπάρχει 

μία SCAN S', τέτοια ώ στε η Vj να έχει επιστραφεί από την S' και η Uj να έχει σει- 

ριοποιηθεί ακριβώς πριν την g v ( S ') . Από το Λήμμα 4.1 προκύπτει ότι η g v ( S r)  

επιστρέφει εκτελώντας τη γραμμή 11 του ψευδοκώδικα. Έ τσι η g v ( S ')  επιστρέφει 

τις τιμές που ανέγνωσε στους καταχωρητές p r e [ l \ , . . . ,p re\m \. Έ στω σαν  

r \ οι εντολές read που επιτέλεσε η gv{S'~) στους καταχωρητές 

p r e [  1 ] , . . . ,p r e [m ]. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης προκύ­

πτει ότι η Uj πρέπει να ξεκίνησε την εκτέλεσή της πριν η S' επιτελέσει την write 

της στον s e q  και να εκτέλεσε την τελευταία write της w;· μεταξύ της r \  και της
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r'j. Έ τσι το σημείο σειριοποίησης της ί/;· τοποθετείται στην εντολή r\. Α φού η 

Wj προηγείται της rlt θα ισχύει S' Φ S.

w

η ... 1} .. .  rm
Σχήμα 4.7 Η  Wj προηγείται της και η w  προηγείται της Wj.

Έ στω  ότι η w  προηγείται της r '1 (βλ. Σχήμα 4.8). Από το Λήμμα 4.6 προκύπτει 

ότι η U σειριοποιείται το αργότερο στην w και άρα η U αεριοποιείται πριν την r± 
και πριν την Uj. Αυτό αντιτίθεται στην υπόθεσή μας ότι η ί/ αεριοποιείται ανά­

μεσα στο σημείο αεριοποίησης της Uj και στην rv

w
wLI / I I ιr ι · · · r )  rx

Σχήμα 4.8 H  w  εκτελείται πριν την r\  .

. η . . I'm

Έ τσι υποθέτουμε ότι η w έπεται της r\  (βλ. Σχήμα 4.9). Αφού η w  προηγείται 

της ?\ και η r\ προηγείται της rlt προκύπτε ότι η S’ προηγείται της 5 . Υπενθυμί­

ζεται ότι η r'j έπεται της w;·, η οποία έπεται της w. Έ τσι η U εκτελεί την τελευ­

ταία λειτουργία της w  μεταξύ της r\  και της r'j. Από το  Λήμμα 4.6 προκύπτε ότι 

η U ξεκινά την εκτέλεσή της πριν η S' εγγράψ ε τον καταχωρητή seq. Έ τσι από 

τον τρόπο ανάθεσης σημείων αεριοποίησης προκύπτε ότι η ί / σειριοποιείται α ­

κριβώς πριν την r\  (όπως και η Uj) Ω σ τ ό σ ο  το  σημείο αεριοποίησης της U προ­

ηγείται του σημείου σειριοποίησης της Uj, αφού η w  προηγείται της Wj (τα  ση ­

μεία αεριοποίησης των U, Uj εσάγονται με τη σ ε ρ ά  με την οποία οι εντολές 

write w, Wj έχουν επιτελεσθεί). Έ τσι η Uj αεριοποιείται μεταξύ της U και της S (η 

οποία αεριοποιείται έπ ετα  από την S'), το οποίο είναι άτοπο καθώς αντιτίθεται 

στην υπόθεσή μας.
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r'i.

w

x
W i
T H J

m rj •m

Σχήμα 4.9 H  w  εκτελείται ανάμεσα στην r[ και στην Wj. 

2) Υποθέτουμε τώρα ότι η w  έπεται της .

Αρχικά υποθέτουμε ότι η w  προηγείται της ?}·. Το Λήμμα 4.6 συνεπάγεται ότι η ί/ 

ξεκινά την εκτέλεσή της πριν η 5  εγγράψει τον καταχωρητή seq . Έ τσι από τον 

τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης προκύπτει ότι η U σειριοποιείται α­

κριβώς πριν την rr . Υπενθυμίζεται ότι η Wj είναι η τελευταία εντολή write στον 

καταχωρητή pre\j] πριν την εντολή η ,  έτσι η Wj θα έπεται της w . Α φού η w  έπε- 

ται της τγ, η Wj επιτελείται μεταξύ της rt και της η. Από το Λήμμα 4.6 συνεπάγε­

ται ότι η Uj ξεκίνησε την εκτέλεσή της πριν η S εγγράψει τον καταχωρητή seq . 

Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης προκύπτει ότι και η Uj σει- 

ριοποιείται ακριβώς πριν την τΎ (όπως και η U). Ω στόσο η U σειριοποιείται πριν 

την Uj, αφού η w  προηγείται της Wj. Έ τσι η Uj σειριοποιείται μεταξύ της U και 

της S, το οποίο και αντιτίθεται στην υπόθεσή μας.

Υποθέτουμε ότι η w  έπεται της η . Α φού η S  σειριοποιείται στην rx και έχουμε 

υποθέσει ότι η ί/ σειριοποιείται πριν την S , πρέπει η U  να  μην σειριοποιείται στην 

w . Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης προκύπτει ότι υπάρχει 

μία SCAN S', τέτοια ώστε η S' να επιστρέφει τιμή ίση με ν  για τη συνιστώσα Aj 

και η U να σειριοποιείται ακριβώς πριν την g v ( S ') .  Α π ό  το Λήμμα 4.1 προκύπτει 

ότι η g v (S ')  επιστρέφει εκτελώντας τη γραμμή 11 του ψευδοκώδικα. Έ τσι η 

g v ( S ')  επιστρέφει τις τιμές που ανέγνωσε στους καταχωρητές

p r e [  1 ] , . . . , p r e [ m ] .  Έ στω σαν r \ . , . , r 'm οι εντολές read που επιτέλεσεη g v ( S ')  

στους καταχωρητές p r e [ l ] , . . . , p r e [ m ] .  Α π ό  τον τρόπο ανάθεσης των σημείων 

σειριοποίησης προκύπτει ότι η ιν επιτελείται μεταξύ της r \  και της r'j. Α φού η S 

επιστρέφει Vj για τη συνιστώσα A j, θα ισχύει S Φ S'. Αν η S' έπεται της S, το ση ­

μείο σειριοποίησης της U θα έπεται του σημείου σειριοποίησης της U, το οποίο 

και αντιτίθεται στην υπόθεσή μας. Έ τσι υποθέτουμε ότι η S' προηγείται της S.
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Τότε η r'y προηγείται της rv  Αφού η w  προηγείται της r';·, προκύπτει ότι η w  

προηγείται της rv  Αυτό είναι άτοπο καθώς η w  έπεται της rx

Άρα το λήμμα ισχύει σε κάθε περίπτωση. ■

Έστω S μία οποιαδήποτε SCAN. Η 5* σειριοποιείται στο ίδιο σημείο με αυτό της 
g v {S ) και επιστρέφει το ίδιο διάνυσμα τιμών. Το Λήμμα 4.7 συνεπάγεται ότι η 
g v (S ) επιστρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών. Έτσι συμπεραίνουμε ότι και η S επι­
στρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών.

Θεώρημα 4.9 Ο αλγόριθμος Linear είναι μία σειριοποιήσιμη, Single-Scanner υλοποί­

ηση ατομικών στιγμιότυπων που πληροί την ιδιότητα ελεύθερη-αναμονής και επιτυγχά­

νει χρονική πολυπλοκότητα 0 (π ι)  για τη SCAN και 0 (π ι) για την UPDATE χρησιμο­

ποιώντας 0 (m  +  k )  κοινούς καταχωρητές μεγέθους 0 (m a x {m  log\T\, lo g  k } )  bit, 

όπου k  είναι ο μέγιστος αριθμός SCAN που μπορούν να  επιτελεσθούν σε οποιαδήποτε 

εκτέλεση.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ Τ-ΟΡΤ

5.1. Περιγραφή του αλγορίθμου
5.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα
5.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας Single-Scanner αλγόριθμος ατομικών στιγ­

μιότυπων, που ονομάζεται T-Opt (Time-Optimal). Ο T-Opt έχει βέλτιστη χρονική 

πολυπλοκότητα 0 ( π ι )  για τη SCAN  και 0 ( 1 )  για την UPDATE. Ο T-Opt χρησιμο­

ποιεί 0 ( m k )  καταχωρητές, όπου k  είναι ο  μέγιστος αριθμός SCAN  που πρόκειται να 

επιτελεσθούν. Από τους καταχωρητές που χρησιμοποιεί T-Opt, ο  μεγαλύτερος σε  μέ­

γεθος είναι ο  καταχωρητής s e q  που αποτελείται από O (m a x {log /c, log|T|}) bit.

5.1. Περιγραφή του αλγορίθμου

Ο αλγόριθμος T-Opt (Αλγόριθμος 5.1) χρησιμοποιεί ένα πίνακα p r e , ο οποίος περιέ­

χει πι καταχωρητές έναν για κάθε συνιστώσα του αντικειμένου. Κ άθε UPDATE στη 

συνιστώσα Αι αποθηκεύει την τιμή της στον καταχωρητή p r e [i]  (γραμμή 6). Πριν 

συμβεί αυτό η UPDATE αποθηκεύει την τρέχουσα τιμή του p re[ i]  σε κάποιον κατα­

χωρητή του πίνακα p o s t  (γραμμή 5), έτσι ώ στε να «βοηθήσει» τη SCAN να επιστρέ­

φει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών. Ο p o s t  είναι ένας διδιάστατος πίνακας, όπου κάθε 

γραμμή του περιέχει m  καταχωρητές. Ο αριθμός των γραμμών του p o s t  εξαρτάται 

από τον μέγιστο αριθμό των SCAN k  που πρόκειται να εκτελεστούν σε οποιαδήποτε 

εκτέλεση (και έτσι ο αριθμός των γραμμών δύναται να  είναι μη πεπερασμένος).

Κάθε φορά που ξεκινάει μία SCAN θέτει έναν νέο σειριακό αριθμό στον s e q ,  αυξά­

νοντας την τιμή του s e q  κατά 1 (γραμμή 7). Κ άθε UPDATE στη συνιστώ σα ξεκι­

νά την εκτέλεσή της διαβάζοντας έναν σειριακό αριθμό που είναι αποθηκευμένος 

στον s e q  (γραμμή 1). Ο σειριακός αριθμός που αναγνώσθηκε, χρησιμοποιείται από
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την U για τη δεικτοδότηση της κατάλληλης γραμμής του p ost, όπου σε κάποιον κα- 
ταχωρητή αυτής της γραμμής η U θα αποθηκεύσει την τιμή του p re [i]  προτού εγ­
γράψει σε αυτόν την νέα τιμή της συνιστώσας A t (γραμμή 6). Για να υπολογίσει μία 
SCAN S ένα συνεπές διάνυσμα τιμών, πρέπει να παραβλέψει τις τιμές που εγγράφη­
καν από UPDATE που ξεκίνησαν την εκτέλεσή τους έπειτα από την S. Για να επιτευ­
χθεί αυτό, η S διαβάζει τους m  καταχωρητές του p re  (γραμμή 9) και τους τη κατα- 
χωρητές του p o s t[seq s] (γραμμή 10), όπου seq s είναι η τιμή που εγγράφηκε από την 
S στον seq . Οι UPDATE που ξεκίνησαν την εκτέλεσή τους κατά το διάστημα εκτέ­
λεσης της S, εγγράφουν σε κάποιον καταχωρητή της γραμμής s eq s του πίνακα p ost. 

Έτσι αν ισχύει p o s t[s eq s][i] Ψ null, i € {1, η S πρέπει να επιστρέφει για τη
συνιστώσα At την παλιά τιμή του p re[i] που είχε αποθηκευθεί στον p o s t[s e q s][i] 

(γραμμή 14), αφού η τρέχουσα τιμή του έχει εγγραφεί από κάποια UPDATE που ξε­
κίνησε την εκτέλεσή της μετά την S. Οι UPDATE που έχουν ξεκινήσει την εκτέλεσή 
τους πριν την S έχουν γράψει σε μικρότερες γραμμές του post. Αν η 5 αναγνώσει την 
τιμή που εγγράφηκε στον καταχωρητή p re[i] από μία τέτοια UPDATE, θα την συ- 
μπεριλάβει στο διάνυσμα τιμών που θα επιστρέφει.

5.2. Χρονική και χω ρική  πολυπλοκότητα

Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου είναι προφανές ότι η χρονική πολυπλοκότητα 
της UPDATE είναι 0(1), ενώ η χρονική πολυπλοκότητα της SCAN είναι 0 (m ). Οι 
πολυπλοκότητες αυτές είναι βέλτιστες.

Όλοι οι καταχωρητές εκτός του καταχωρητή seq  αποθηκεύουν μία τιμή του συνόλου 
Τ. Άρα το μέγεθος όλων αυτών των καταχωρητών είναι 0(log|T|) bit. Το μέγεθος 
του καταχωρητή seq  είναι O(logfc), όπου k είναι ο μέγιστος αριθμός SCAN που επι- 
τελούνται σε κάθε εκτέλεση. Δηλαδή το μέγεθος του καταχωρητή seq  εξαρτάται από 
το πλήθος των SCAN που λαμβάνουν χώρα σε κάθε εκτέλεση. Το πλήθος των κατα­
χωρητών που χρησιμοποιούνται από τον T-Opt είναι 0 (m k ), το οποίο μπορεί να εί­
ναι μη πεπερασμένο αφού δύναται να επιτελεσθεί μη πεπερασμένος αριθμός SCAN 
σε μία εκτέλεση. Ωστόσο είναι δυνατό να υλοποιήσουμε τον T-Opt πιο αποτελεσμα­
τικά σε συστήματα που υποστηρίζουν ανακύκλωση κοινής μνήμης, χρησιμοποιώντας
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τις ίδιες τεχνικές με αυτές που χρησιμοποιήθηκαν στον Linear. Ψ ευδοκώδικας για 

αυτή την βελτιωμένη εκδοχή του αλγορίθμου T-Opt παρουσιάζεται στον Αλγόριθμος

5.2.

Αλγόριθμος 5.1 Ψ ευδοκώδικας για τον αλγόριθμο T-Opt.

shared data post[l..k][1..m]={null, . .., null}; 
shared data pre[1.•m]={null/ ..., null); 
shared int seq=l;

void UPDATE(data v, int i){ 
int curr_seq; 
data dl, d2;

1. curr_seq=seq;
2. dl=pre[i];
3. d2=post[curr_seq][i];
4. if(d2==null)
5. post[curr__seq] [i] =dl;
6. pre[i]=v;

}

data[] SCAN(){
data view[l..m], dl, d2; 
int j;

7. seq=seq+l;
8. for (i=l; i<m; i++) {
9. dl=pre[i];
10. d2=post[seq] [i];
11. if(d2==null)
12. view[i]=dl;
13. else
14. view[i]=d2;

}
return view;

}________________________ _______

5.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Σε αυτή την ενότητα θα αποδειχθεί η σειρίοποιησιμότητα του T-Opt (Α λγόριθμος 

5.1). Για την απόδειξη της σειριοποιησιμότητας είναι χρήσιμος ο ακόλουθος συμβο­

λισμός. Έ στω  α  μία οποιαδήποτε εκτέλεση του T-Opt και έστω  S  μία οποιαδήποτε 

SCAN στην α. Συμβολίζουμε με ws  την εντολή εγγραφής του s e q  από την S  στη 

γραμμή 7 του ψευδοκώδικα, ενώ με s e q s  συμβολίζουμε την τιμή που ενέγραψε η S  

στον seq . Για κάθε ί e  { 1 , . . . , m ], συμβολίζουμε με r f  την εντολή read της S  στον 

p re[i]  (γραμμή 9), ενώ με rts  συμβολίζουμε την εντολή read της S  στον
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p ostfsei^JM  (γραμμή 10). Έ στω  ότι η 5  επιστρέφει τιμή ίση με για τη συνιστώσα 

Αχ,Ι <  i <  τη. Αν η S έχει αναγνώσεί τιμή ίση με null στον p o s t[s e q s][i] (και την 

τιμή v t στον καταχωρητή p re [i])  συμβολίζουμε με U f την UPDATE που εγγράφει 

την τιμή νχ στον p re[i] και η write της στον p re[i] είναι η τελευταία write στον 

p re[i] πριν την εκτέλεση της r f .  Αν η 5  έχει αναγνώ σα  τιμή ίση με νχ στον 

p o st[seq s][i], χρησιμοποιείται ο ακόλουθος συμβολισμός. Συμβολίζουμε με V f  την 

UPDATE που εγγράφει την τιμή νχ στον postfsedfojfi] και η write της στον 

p o st[seq s][i ] είναι η τελευταία write στον εν λόγω καταχωρητή που προηγείται της 

r f .  Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου μπορούμε εύκολα να συμπεράνουμε ότι η 

V)5 πρέπει να έχει αναγνώσα τιμή ίση με νχ στον pre[i\. Συμβολίζουμε με U f την 

UPDATE στη συνιστώσα Αχ που εγγράφει την τιμή νχ στον p re[i] και η write της 

στον p re[i] είναι η τελευταία εντολή write πριν η V f αναγνώσεί τον εν λόγω κατα­

χωρητή. Σε κάθε περίπτωση συμβολίζουμε με w f  την write που επιτελεί η U f στον 

p re [i].

Για να αποδείξουμε την ορθότητα του αλγορίθμου αρχικά θα αποδώσουμε σημεία 

σειριοποίησης σε κάθε SCAN και UPDATE της α. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι 

το σημείο σειριοποίησης μίας οποιασδήποτε λειτουργίας της α  βρίσκεται εντός του 

διαστήματος εκτέλεσής της και εν τέλει θα αποδειχθεί ότι κάθε SCAN  επιστρέφει ένα 

συνεπές διάνυσμα τιμών. Σε αυτό το σημείο αποδίδουμε σημεία σειριοποίησης στις 

SCAN και UPDATE της α. •

• Αναθέτουμε σε κάθε SCAN σημείο σειριοποίησης, στο σημείο όπου επιτέλε- 

σε την ws εντολή της.

• Για κάθε i e  { 1 , . . . , m }, αν η w f  επιτελέσθηκε έπειτα από την ws , τοποθετού­

με το σημείο σειριοποίησης της U f ακριβώς πριν την ws . Ακόμη για κάθε 

UPDATE στη συνιστώσα Αχ που επιτέλεσε την εντολή write της ανάμεσα 

στην ws και στην w f , τοποθετούμε σημείο σειριοποίησης ακριβώς πριν την 

w5. Τα σημεία σειριοποίησης των προαναφερθεισών λειτουργιών τοποθετού­

νται με τη σειρά με την οποία επιτελέσθηκαν οι εντολές write τους στον 

p re[i].
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• Αφότου αναθέσουμε σημεία σειριοποίησης σε  όλες τις SCAN  και σε κάποιες 

UPDATE (με τον τρόπο που περιγράφηκε παραπάνω), αναθέτουμε σημείο 

σειριοποίησης στις υπόλοιπες UPDATE στη εντολή write τους στον p re [i] .

Αλγόριθμος 5.2 Ψ ευδοκώδικας για την βελτιωμένη έκδοση του T-Opt.

shared data post[k][m]={null, ..., null}; 
shared data pre[m]={null, ..., null}; 
shared pointer sptr[]=new data[m];

void UPDATE(data v, int i ) { 
data lptr[]; 
data dl, d2;

1. lptr=sptr;
2. dl=pre[i];
3. d2=post[curr_seq][i];
4. if(d2==null)
5. lptr[i]=dl;
6. pre[i]=v;

}

data [] SCAN () {

7.

data view[m], dl, 
int j;

sptr=new data[m];
8. for (j=l; j < m ;  j++) {
9. dl=pre[i];
10. d2=sptr [j ];
11. if(d2==null)
12. view(j]=dl;
13. else
14. view[j ]=d2;
15. }

}
return view;

Στη συνέχεια θα αποδειχθεί ότι το σημείο σειριοποίησης οποιοσδήποτε λειτουργίας 

βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. Αρχικά αποδεικνύουμε μερικά τε­

χνικά λήμματα.

Λήμμα 5.1 Έ στω  S  μία  οποιαδήποτε SCAN. Γ ια  κά θε i Ε {1 ,. . , πι], η εντολή r f  έπε- 

ται της εντολής w f .
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Απόδειξη. Αν η w f, ί 6 { 1 , , τη], προηγείται της ws το λήμμα ισχύει καθώς η S επι- 

τελεί πρώτα την ws και έπειτα την r f .  Έ στω  ότι η w f έπεται της ws . Διακρίνουμε τις 

δύο ακόλουθες περιπτώσεις:

1) Έ στω  ότι η 5  διάβασε τιμή ίση με null στον p o s t[s e q s][i] και τιμή ίση με ι 

στον p re[i]. Από τον τρόπο ορισμού της Ilf, η w f εγγράφει την τιμή που η S α- 

νέγνωσε (στον p re[i]) επιτελώνιας την r f .  Έ τσι η w f  προηγείται της r f  (βλ. 

Σχήμα 5.1). Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου είναι προφανές ότι η r f  έπε- 

ται της r f  (βλ. γραμμές 9-10). Έ τσι η r f  έπεται της w f.

w ;

ws JxS

Σχήμα 5.1 H w f προηγείται της r f

2) Έ στω  ότι η 5  ανέγνωσε την τιμή στον p o s t[s e q s][i]. Σε αυτή την περίπτωση η 

V f είναι καλά ορισμένη. Από τον τρόπο ορισμού της V f  και της U f ισχύουν τα 

ακόλουθα: (1) η V f διαβάζει στον p re[i] την τιμή που έγγραψε η w f και έτσι η 

V f διαβάζει τον p re[i] έπειτα από την w f, και (2) η r f  διαβάζει στον 

p o s t[seq s][i] την τιμή που εγγράφηκε από την V f και έτσι η r f  έπεται της write 

που επιτέλεσε η V f  στον p o s t[s e q s][i] (βλ. Σχήμα 5.2). Από τον ψευδοκώδικα 

του αλγορίθμου, η write της V f  στον p o s t[s e q s ][i] έπεται της read της V f  στον 

ίδιο καταχωρητή, η οποία έπεται της r f  στον p re[i]. Οπότε ισχύει ότι η r f  έπεται 

vqqwf.

Η Vf εγγράφει στον
w f post[«r<fe][i]----- μ------1---------------- 1_-------- ι---------------1— -----------►

ws r f  r f

Σχήμα 5.2 Η  V f  ξεκινά έπειτα από την w f και εγγράφει στον καταχωρητή
p o s t[s e q s][i] πριν την f f .

Σε κάθε περίπτωση η r f  έπεται της w f , όπως απαιτείται από το λήμμα.
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Λήμμα 5.2 Έστω ότι η S διαβάζει την τιμή v t Φ null στον p o s t[s eq s ][i], και έστω  

Tpre η εντολή read στον p r e [i]  που εκτελέστηκε από την Vf. Η  rpre έπεται της

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι η 

rpre εκτελείται πριν την ws . Η  V f  θα έχει αναγνώσει τον καταχωρητή seq  (μέσω  της 

rSeq) πΡιν τΠν επιτέλεση της ws , Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου είναι ξεκάθα­

ρο ότι η τιμή του καταχωρητή seq  αυξάνεται κάθε φορά που εκτελείται μία SCAN. 

Αφού σε κάθε χρονική στιγμή στο σύστημα εκτελείται μία μόνο SCAN, προκύπτει 

ότι η rseq που επιτελείται πριν από την ws διαβάζει μία τιμή t <  s e q s . Από τον ψευ­

δοκώδικα του αλγορίθμου προκύπτει ότι η V f  εγγράφει την τιμή V( σ το ν  p o s t[t][i ] .  

Αυτό είναι άτοπο καθώς εξ ορισμού η V f  εγγράφει την τιμή v t στον post[seqrs][i] ^  

post[t][7 ]. ■

Έ στω  S μια οποιαδήποτε SCAN τέτοια ώ στε η w f  έπεται της ws. Από τον τρόπο α­

νάθεσης των σημείων αεριοποίησης, όλες οι UPDATE 71ου εκτελούν τη write τους 

στον p re[i] μεταξύ της ws και της w f, αεριοποιούνται στη ws . Στη συνέχεα  απο- 

'δεκνύουμε ότι κάθε τέτοια UPDATE ξεκινά την εκτέλεσή της πριν την ιν5. Αυτό μας 

επιτρέπε να συμπεράνουμε (Λήμμα 5.4) ότι το σημείο αεριοποίησης κάθε τέτοιας 

UPDATE είναι εντός του διαστήματος εκτέλεσής της.

Λήμμα 5.3 Έστω μία οποιαδήποτε SCAN S. Για κάθε i 6 {1 ,..., πι} τέτοιο ώστε η w f  

να έπεται της ws, ισχύει ότι κάθε UPDATE στη συνιστώσα Af που εγγράφει τιμή στον  

p re[i] μεταξύ τω ν εκτελέσεων της ws και της w f  (με την U f να  συμπεριλαμβάνεται), 

ξεκινά την εκτέλεσή της πριν την w5.

Απόδειξη. Υποθέτουμε δια της μεθόδου της ε ς  άτοπο απαγωγής, ότι υ π άρχε μία 

UPDATE U στη συνιστώσα Α( που ξεκινά την εκτέλεσή της έπ ετα  από την ws και 

επιτελεί την write της στον p re [i]  (έστω  w  η εν λόγω write) μεταξύ της ws και της 

w f  (βλ. Σχήμα 5.3). Από το Λήμμα 5.1, η w f  προηγείται της f f  και έτσι η U τελ εώ - 

ν ε  την εκτέλεσή της πριν το τέλος της S. Α φού η U ξεκινά την εκτέλεσή της έπ ετα  

από την ws, η U θα ανα γνώ σε τιμή ίση με seq s σ τον  seq . Από τον  ψ ευδοκώδικα του 

αλγορίθμου προκύπτει ότι η ί/ πρώτα δ ια β ά ζε  τον p re [i ]  και έπειτα τον
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p ost[seq s]p ] Επιπρόσθετα αν η U αναγνώσα τιμή ίση με null στον p o s t[s e q s] p ], 

εγγράφει σε αυτόν την τιμή που διάβασε στον p re[i].

Αφού η w f  προηγείται της r f  και η U τερματίζει πριν την w f, η εκτέλεση των γραμ­

μών 4-5 από την U προηγείται της εκτέλεσης της εντολής r f .  Ά ρα η r f  διαβάζει τιμή 

διάφορη του null στον p o s t[s eq s][i] και έτσι η Ι̂ 5 είναι καλά ορισμένη. Από τους 

ορισμούς για την V f και την w f  ισχύουν τα ακόλουθα; (1) η V f διαβάζει null στον 

p o s t[seq s][i] (γραμμή 3) και seq s στον καταχωρητή seq  (αφού εγγράφει στον 

p o s t[seq s] p ]) και (2) η εντολή read της V f στον p re [i]  έπεται της w f, αφού η V f 

διαβάζει στον καταχωρητή p re[i] την τιμή που ενέγραψε σε αυτόν η w f. Έ τσι προ­

κύπτει ότι η εντολή read της V f  στον p ost[seq 5]p ] (από τον ψ ευδοκώδικα η εν λόγω 

read έπεται της read της V f στον p re p ]) έπεται της εκτέλεσης των γραμμών 4-5 και 

της πιθανής εγγραφής στον p o s t[s eq s][i] από την U. Έ τσι η V f  διαβάζω  μια τιμή 

διάφορη του null στον p o s t[s e q s] p ], το οποίο και είναι άτοπο. ■

υ

----------------------- 1---------------- -------b : ------------------ ►
ws w  w f  Γ-

Σχήμα 5.3 Η U ξεκινά την εκτέλεσή της έπειτα από την ws .

Λήμμα 5.4 Έστω α μία οποιαδήποτε εκτέλεση τον T-Opt. Το σημείο σειριοποίησης 

κάθε SCAN και κάθε UPDATE βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της.

Α πόδειξη. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, κάθε SCAN  σειρι- 

οποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. Το ίδιο ισχύει και για τις UPDATE 

που σειριοποιούνται στην write τους στον p r e .

Έ στω  U μια από τις υπόλοιπες UPDATE στη συνιστώσα A t. Από το Λήμμα 5.3 προ­

κύπτει ότι η Uf ξεκινά την εκτέλεσή της πριν την ws και τελειώνει την εκτέλεσή της 

έπειτα από την w5. Έ τσι η U σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. ■

Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι κάθε SCAN επιστρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών. 

Αρχικά αποδεικνύεται ότι για κάθε συνιστώσα Λ*, 1 < i <  m , τα  σημεία σειριοποίη-
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σης όλων των UPDATE οπήν A t σέβονται τη διάταξη που καθορίζεται από την εκτέ­

λεση των write τους στον p re[i] .

Λήμμα 5.5 Έ στω σαν Ult U2 δύο U P D A T E  σ ε  κάποια συνιστώ σα  A if 1 <  ί <  m . Έ­

σ τω  ότι wa είναι η εντολή write στον p r e [ i ] από τη λειτουργία U1 και w 2 είναι η εντολή  

write στον pre[i\ από τη λειτουργία U2. Α ν  η  w t τφοηγείται τη ς w 2, τότε το  σημείο σ ει- 

ριοποίησης της 1}λ προηγείται του σημείου σειριοποίησης της U2.

Α πόδειξη. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι ο 

ισχυρισμός του λήμματος δεν ισχύει. Αν οι λειτουργίες Ult U2 αεριοποιούνται στην 

εντολή write τους στον p r e [i] , τό τε  προφανώς ο  ισχυρισμός του λήμματος ισχύε. 

Έ τσι υποθέτουμε ότι τουλάχιστον μία από τις λειτουργίες U1, U2 δε αεριοποιείται 

στην εντολή write της στον p re[i] . Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις:

1) Η  U2 σειριοποιείται στην w 2. Από το Λήμμα 5.4 προκύπτε ότι η U1 αεριοποιεί­

ται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της, έτσι η U1 σειριοποιείται το αργότερο 

στο σημείο όπου εκτελείται η w 1 εντολή της. Αφού η w t  προηγείται της w 2, η Ut 

αεριοποιείται πριν την ί/2, το οποίο και είναι άτοπο.

2) Η  υ ± αεριοποιείται στην w t . Αφού έχουμε υ π οθέσε ότι η U2 έχ ε  αεριοποιηθεί 

πριν την U1, η U2 δε αεριοποιείται στην w 2. Από τον τρόπο ανάθεσης των ση ­

μείων σειριοποίησης, υπάρχει μία SCAN S  τέτοια ώ στε η w 2 να έχει επιτελεσθεί 

μεταξύ της w s και της w f .  Α φού η προηγείται της w 2, η w 1 έχ ε  επιτελεσθεί 

πριν την w f . Αν η w 1 έπεται της ws , η U1 και η U2 αεριοποιούνται ακριβώς πριν 

την ws  με τη σ ε ρ ά  με την οποία επιτέλεσαν τις write τους στον p r e [ i] . Έ τσι η U1 

αεριοποιείται πριν την U2, το  οποίο και είναι άτοπο. Έ τσι υποθέτουμε ότι η w 1 

προηγείται της ws . Από το Λήμμα 5.4 προκύπτε ότι η U1 αεριοποιείται το αργό­

τερο στο σημείο όπου επιτελείται η w t . Επίσης από τον τρόπο ανάθεσης των ση ­

μείων αεριοποίησης, η U2 αεριοποιείται ακριβώς πριν την w s . Ά ρα  η U1 σειριο- 

ποιείται πριν την U2, το οποίο και είναι άτοπο.

3) Καμία από τις λετουργίες Ut , U2 δε αεριοποιείται στην write της στον pre[i\ . 

Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων αεριοποίησης, υπάρχουν δύο SCAN  S± 

και 5*2, τέτοιες ώστε η w 1 να έχει επιτελεσθεί ανάμεσα στην νν5χ και στην \ και 

η w 2 να έχ ε  επιτελεσθεί ανάμεσα στην w$2 και στην w t 2. Επιπρόσθετα η U1 σει-
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ριοποιείται ακριβώς πριν την wSy, ενώ η U2 σειριοποιείται ακριβώς πριν την w $2.

§
Από το Λήμμα 5.1 συνεπάγεται ότι η w t 1 προηγείται του τέλους της Slt ενώ η 

w -2 προηγείται του τέλους της S2.

Αν =  S2, τότε οι Ut , U2 αεριοποιούνται ακριβώς πριν την w5l =  w$2 με τη 

σειρά με την οποία επιτέλεσαν τις write τους στον p re [i] . Έ τσι η U1 αεριοποιεί­

ται ακριβώς πριν την U2, το  οποίο και είναι άτοπο.

Αν η S1 προηγείται της S2, το σημείο σειριοποίησης της U1 που έχ ε  τοποθετηθεί 

ακριβώς πριν την wSl, προηγείται του σημείου αεριοποίησης της U2 που έχει το­

ποθετηθεί ακριβώς πριν την wSr Ά ρα και σε αυτή την περίπτωση έχουμε άτοπο.

Έ στω  ότι η St έπεται της S2. Υπενθυμίζεται ότι η w f 1 εκτελείται έπ ετα  την w Si 

και πριν το τέλος της εκτέλεσης της St . Ο μοίως η w t 2 εκτελείται έπ ετα  από την 

w$2 και πριν το  τέλ ος  της εκτέλεσης της S2. Έ τσι η w 1 που εκτελείται ανάμεσα 

στις w5l και w t 1, έπεται της w 2 που εκτελείται ανάμεσα στην w$2 και την wi 2, το 

οποίο και είναι άτοπο.

Σε όλες τις περιπτώσες οδηγηθήκαμε σ ε  άτοπο. Έ τσι δύναται να συμπεράνουμε ότι 

το σημείο αεριοποίησης της U± προηγείται του σημείου αεριοποίησης της U2, όπως 

και απαιτείται από τον ισχυρισμό του λήμματος. ■

Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 5.5, αποδεικνύουμε στη συνέχεια ότι κάθε SCAN επι­

στρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών.

Λήμμα 5.6 Έστω α μία οποιαδήποτε εκτέλεση του T-Opt. Κάθε SCAN ποσ ειατελείται 

στην α επιστρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών.

Απόδειξη. Έ στω  ότι η 5 επιστρέφε το διάνυσμα τιμών ν  =  ( vl r vm). Υπενθυμίζε­

ται ότι για κάθε ί € { 1 , . . . , m }, η U f  εγγράφ ε την τιμή στον p re[i]  και έτσι χρησι­

μοποιεί την Vi ω ς παράμετρο. Στην περίπτωση όπου η w f  προηγείται της ws , το 

Λήμμα 5.4 συνεπάγεται ότι η U f αεριοποιείται πριν την S. Στην περίπτωση όπου η 

w f  έπεται της w5, από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων αεριοποίησης, το σημείο
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αεριοποίησης της U f  προηγείται του σημείου αεριοποίησης της S. Θ α αποδείξουμε 

ότι δεν υπάρχε κάποια UPDATE στη συνιστώσα A t που να αεριοποιείται ανάμεσα 

στην U f  και στην S, και άρα η S  επιστρέφε συνεπή τιμή για τη συνιστώσα Α*.

Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της ε ς  άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι υπάρχει ένας 

ακέραιος i Ε (1, τέτοιος ώ στε η τελευταία UPDATE στη συνιστώσα Α{· που 

έχει αεριοποιηθεί πριν την S  να μην είναι η U f. Συμβολίζουμε με U την εν λόγω  

UPDATE και με w  την write της U στον p re[i], Διακρίνουμε τις ακόλουθες περι- 

π τώ σες:

1) Έ στω  ότι η 5  δια βάζε τιμή ίση με n u ll στον p o s t [ s e q s ][i] (και την τιμή v t στον 

p re[i]). Στην περίπτωση όπου η w  προηγείται της w f, από το Λήμμα 5.5 προκύ­

π τε  ότι η ί/ σειριοποιείται πριν την U f, το οποίο και είναι άτοπο. Έ τσι υποθέτου­

με ότι η w  έπεται της w f. Από τον τρόπο ορισμού της w f , η r f  δ ια β ά ζε  την τιμή 

που η w f εγγράφε στον p r e [i] . Έ τσι η εντολή w  πρέπει να έπεται της r f  (βλ. 

Σχήμα 5.4). Αφού η U αεριοποιείται πριν την S, και η S  αεριοποιείται στην w5 

εντολή, η U δε θα αεριοποιηθεί στην w  εντολή της. Οπότε υπάρχε μία SCAN  S', 

τέτοια ώστε η w να έχ ε  επιτελεσθεί ανάμεσα στην ws , και στην w f , και η U  να  

αεριοποιείται ακριβώς πριν την w5,. Αφού η w  έπεται της w f, προκύπτε ότι 

S Φ S'. Από το Λήμμα 5.1 προκύπτε ότι η w f  προηγείται του τέλους του δια­

στήματος εκτέλεσης της S'. Αν η S' προηγείται της 5 , τότε η w  που επιτελείται 

μεταξύ της ws , και της w f , προηγείται της ws και άρα και της S, το οποίο και εί­

ναι άτοπο. Αν η S' έπεται της 5 , το σημείο αεριοποίησης της U  (το οποίο τοποθε­

τείται στην ws ,) έπεται του σημείου αεριοποίησης της S  (το οποίο τοποθετείται 

στην ws). Αυτό είναι άτοπο καθώς έχουμε υ π οθέσε πως το σημείο σειριοποίησης 

της U προηγείται του σημείου αεριοποίησης της S.

w-

ws

W
--------1----------- h

r f  ws,
w,St

Σχήμα 5.4 H S  διαβάζει n u ll στον p o s t [ s e q s ][i]  και η w  έπεται της w f
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2) Έ στω  ότι η 5  διαβάζει την τιμή v t Φ null στον p o s t [ s e q s ][i]. Σε αυτή την περί­

πτωση η Κ*5 είναι καλά ορισμένη. Συμβολίζουμε με rpre την εντολή read της V f  

στον p re[i]. Από τον τρόπο ορισμού της Vts  και της U f, η S  επιστρέφει την τιμή 

την οποία η U f  χρησιμοποίησε ω ς παράμετρο, δηλαδή η S  επιστρέφει την τιμή 

που η U f  έχει εγγράψει στον p r e [i] . Στην περίπτωση όπου η w  προηγείται της 

w f ,  από το Λήμμα 5.5 προκύπτει ότι η ί/ σειριοποιείται πριν την U f, το οποίο και 

είναι άτοπο. Έ τσι υποθέτουμε ότι η w  έπεται της w f .  Σ ε αυτή την περίπτωση η w  

πρέπει να έπεται της rpre, καθώς η Ι̂ 5 (από τον ορισμό της U f)  διαβάζει την τιμή 

που η w f  εγγράφει στον καταχωρητή p re[i]  (βλ. Σχήμα 5.5). Από το Λήμμα 5.2 

προκύπτει ότι η rpre έπεται της ws , άρα η w  έπεται της w s . Α φού η U  σειριοποιεί- 

ται πριν την S, και η S  σειριοποιείται στην ws , η U δε δύναται να  σειριοποιηθεί 

στην w . Έ τσι υπάρχει μία SCAN S', τέτοια ώ στε η w f '  να έπεται της wS/, η w  να 

έχει επιτελεσθεί ανάμεσα στην ws , και στην w f f, και η U να έχει σειριοποιηθεί 

ακριβώς πριν την wS/. Αφού η w  επιτελείται έπειτα από την w f , θα ισχύει S 1 Φ S.

Αν η S 1 έπεται της S, το σημείο σειριοποίησης της U, το οποίο έχει τοποθετηθεί 

στην wSf, έπεται του σημείου σειριοποίησης της S, το οποίο έχει τοποθετηθεί 

στην ws . Ά ρα σε αυτή την περίπτωση έχουμε άτοπο.

Αν η S 1 προηγείται της S, το  Λήμμα 5.1 συνεπάγεται ότι η w f '  προηγείται του τέ­

λους του διαστήματος εκτέλεσης της S'. Έ τσι η w  που έχει επιτελεσθεί ανάμεσα 

στην νν5, και στην w f ' ,  προηγείται της w s και άρα και της rpre, το οποίο και είναι 

άτοπο.

-------------------------------------------------------1-------------------------------------------------------------- 1- -------------------------------------------------------------------- 1----------------------------------------------------------------- 1----------------------------------------------------------►

ws Wj Tpre W

Σχήμα 5.5 H S  διαβάζει v t Φ n u ll στον p o s t [ s e q s ][i] και η w  έπεται της w f .

Σε όλες τις περιπτώσεις καταλήξαμε σε άτοπο. Έ τσι συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει 

UPDATE στη συνιστώσα Α { που να σειριοποιείται ανάμεσα στην U f  και στην S. Ο ­

πότε η S  επιστρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών. ■
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Θ εώ ρ η μ α  5 ,7  Ο  T-O pt είναι μία  σεφιοποιήσιμη, Single-Scanner υλοποίηση ατομικώ ν  

στιγμιότυπων που πληροί την ιδιότητα ελεύθερη-αναμονής και επιτυγχάνει χρονική  π ο -  

λυτάοκότητα 0 ( π ΐ )  για τη S C A N  και 0 ( 1 )  για την U PD A TE\ χρησιμοποιώ νταςΟ  (m k )  

κοινούς καταχωρητές μ εγέθους Ο ( lo g  k ) bit, όπου k  είναι ο  μέγιστος αριθμ ός S C A N  

που μπορούν να  επιτελεσθούν σ ε  οποιαδήποτε εκτέλεση.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ RT

6.1. Περιγραφή του
6.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου
6.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας Single-Scanner αλγόριθμος ατομικών στιγ- 

μιοτύπων, που ονομάζεται RT. Ο RT επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα Ο (η )  για 

τη SCAN και 0 ( 1 )  για την UPDATE, χρησιμοποιώντας 0 ( τ η η )  κοινούς καταχωρη- 

τές. Από τους καταχωρητές που χρησιμοποιεί ο  RT, ο  μεγαλύτερος σ ε  μέγεθος είναι ο  

καταχωρητής s e q  που αποτελείται από O(logn) bit.

6.1. Π εριγραφή του αλγορίθμου

Στον αλγόριθμο RT (Αλγόριθμος 7.1) γίνεται μία πρώτη προσπάθεια ώ στε να  μειωθεί 

ο αριθμός των καταχωρητών που χρησιμοποιεί ο T-Opt. Ο RT αντί να χρησιμοποιεί 

μη πεπερασμένο αριθμό γραμμών για τον πίνακα p o s t ,  χρησιμοποιεί η  +  2 γραμμές. 

Για να επιτευχθεί αυτό χρησιμοποιείται και ένας νέος πίνακας η  διαμοιραζόμενων 

καταχωρητών που ονομάζεται s ta te . Κ άθε καταχωρητής του πίνακα s t a t e  αντιστοι- 

χίζεται σε μία διεργασία και ενημερώνεται κατά την επιτέλεση μίας UPDATE από τη 

διεργασία που έχει αντιστοιχιστεί στον καταχωρητή. Μ ία UPDATE που εκτελείται 

από κάποια διεργασία ρ  εγγράφει στον καταχωρητή sta te\ p ]  την τιμή που ανέγνωσε 

στον καταχωρητή s e q  (γραμμή 2). Κ άθε SCAN S  διαβάζει τους η  καταχωρητές του 

πίνακα s ta te  και επιλέγει μια νέα τιμή s e q s που θα εγγράψει στον s e q , μια τιμή που 

δεν αναγνώσθηκε στους καταχωρητές του πίνακα sta te  [ρ ] (γραμμές 8-11).

Ο κύριος στόχος του RT είναι να  εγγυηθεί ότι μόνο οι UPDATE που επιτελούν το 

μεγαλύτερο τμήμα τους έπειτα από την εγγραφή του s e q  από την S  (βλ. γραμμή 15),
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εγγράφουν στους καταχωρητές της γραμμής p o s t [ s e q s ]. Αυτό επιτυγχάνεται μέσω  

της εφαρμογής μίας read-write-read τεχνικής από τις UPDATE. Κ άθε φορά που μία 

διεργασία ρ  επιτελεί μία UPDATE U, χρησιμοποιεί τον καταχωρητή s ta te\ p ]  ώ στε 

να πληροφορήσει τη SCAN για την τιμή που έχει αναγνώσει στον καταχωρητή s e q  

(γραμμές 1-2). Έπειτα η U διαβάζει ξανά τον καταχωρητή s e q  (γραμμή 3) και μόνο 

αν διαβάσει την ίδια τιμή στον καταχωρητή s e q  (γραμμή 6) επιχειρεί να  εγγράψει 

στον καταχωρητή p o s t  (γραμμή 7).

Αλγόριθμος 6.1 Ψ ευδοκώδικας για τον αλγόριθμο RT.

shared int state[1..n]={l, . .., 1};
shared data post[1..(n+2)][1..m]={null, . .., null};
shared data pre[1..m]={null, ..., null};
shared int seq=l;

void UPDATE(data v, int i){ 
int curr_seql, curr_seq2; 
data dl, d2;

1. curr_seql=seq;
2. state[p]=curr_seql;
3. curr_seq2=seq;
4. dl=pre[i];

'5. d2=post[curr_seql][i];
6. if(d2==null && curr_seql==curr_seq2)
7. post[curr_seql][i]=dl;
8. pre[i]=v;

}

data[] SCAN(void){
data view[l..m], dl, d2; 
set act_set=0; 
int lseq, j;

9. act_set=act_setU{seq};
10. for(j=l; j<n;j++)
11. act_set=act_set Ustate[j];
12. lseq=any integer of {1, ..., n+2}-act_set;
13. for(j=l;j<m; j++)
14. post[lseq][j]=null;
15. seq=lseq;
16. for(j*l;j<m; j++){
17. dl=pre[j ];
18. d2=post[seq] [j ];
19. if(d2==null)
20. view[j]=dl;
21. else
22. view[j]=d2;

}
return view;

}
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Αν η U επιτελέσει την write της στον καταχωρητή sta te\ p ]  πριν η S  αναγνώσει τον 

καταχωρητή s ta te [p ] , η S  θα επιλέξει μία τιμή για τον καταχωρητή s e q  διαφορετική 

από αυτή που η U ανέγνωσε στον καταχωρητή seq . Η  μόνη άλλη ενδιαφέρουσα πε­

ρίπτωση είναι η περίπτωση όπου η U εγγράφει τον καταχωρητή s t a t e  [ρ] αφότου η S  

τον αναγνώσει, και η U επιτελεί τη δεύτερη εντολή read της στον καταχωρητή s e q  

πριν την ws . Σε αυτή την περίπτωση η U στη δεύτερη ανάγνωση του καταχωρητή 

s e q , θα διαβάσει την τιμή που έγγραψε η SCAN που προηγείται της S  (ή την αρχική 

τιμή του s e q  αν η 5  είναι η πρώτη SCAN που εκτελείται στο σύστημα). Ω στόσο κάθε 

SCAN επιλέγει έναν σειριακό αριθμό διαφορετικό από αυτόν που επέλεξε η προη­

γούμενη SCAN (και από την αρχική του τιμή). Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι το 

σύνολο από το οποίο επιλέγει η SCAN την τιμή που θα εγγράψει στον s e q  αρκεί να  

έχει η  +  2 διαφορετικές τιμές. Ά ρα ο πίνακα p o s t  πρέπει να έχει η  +  2 γραμμές.

6.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου

,Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου είναι προφανές ότι η χρονική πολυπλοκότητα 

της UPDATE είναι 0 ( 1 ) ,  ενώ η χρονική πολυπλοκότητα της SCAN  είναι Ο (ή ). Ο 
RT χρησιμοποιεί (π  +  3)ra +  η  +  1 καταχωρητές, όπου στους (π  +  3 )m  αποθηκεύε­

ται μία μόνο τιμή του συνόλου Τ, ενώ το μέγεθος των υπολοίπων καταχωρητών είναι 

O (logn ) bit (σε κάθε έναν από αυτούς αποθηκεύεται μία τιμή που ανήκει στο σύνολο 

{1......η + 2}).

6.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Σε αυτή την ενότητα θα αποδειχθεί η σειριοποιησιμότητα του RT. Για την απόδειξη 

της σειριοποιησιμότητας είναι χρήσιμος ο ακόλουθος συμβολισμός. Έ στω  α  μία ο ­

ποιαδήποτε εκτέλεση του αλγορίθμου RT και έστω  S  μία οποιαδήποτε SCAN  που 

επιτελείται στην α. Συμβολίζουμε με νν5 την εντολή write που επιτελεί η S  (γραμμή 

15), ενώ με s e q s  συμβολίζουμε την τιμή που έγγραψε η S  στον s e q . Για κάθε 

i G {1 χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό r f ,  f [ ,  v L, U f , V f  και w f με τον ίδιο

τρόπο όπως και στον αλγόριθμο T-Opt. Ειδικότερα συμβολίζουμε με r f  την εντολή
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read που επιτελεί μία SCAN S  στη γραμμή 17 του ψευδοκώδικα, με η5 την read που 

επιτελεί η S  στη γραμμή 18. Έ στω  ότι η 5  επιστρέφει τιμή ίση με νχ για τη συνιστώσα 

Αχ. Αν η 5  έχει αναγνώσει τιμή ίση με nu ll στον p ost[seq 5][i] και τιμή ίση με 

Vi Ψ null στον p re [i] , συμβολίζουμε με U f  την UPDATE που εγγράφει την τιμή νχ 

στον καταχωρητή p re[i]  και η write της στον p r e [ i ] είναι η τελευταία write στον εν 

λόγω καταχωρητή πριν την επιτέλεση της r f .  Αν η 5* έχει αναγνώσει τιμή ίση με 

Vi Φ null στον p o s t [ s e q s ]\i\, χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο συμβολισμό. Συμβολί­

ζουμε με Κί5 την UPDATE που εγγράφει την τιμή νχ στον p o s t [ s e q s ][i] και η write 

της στον p o s t [s e q s ][i] είναι η τελευταία write στον εν λόγω καταχωρητή που προη­

γείται της r f .  Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου μπορούμε εύκολα να συμπερά- 

νουμε ότι η V f  πρέπει να έχει αναγνώσει τιμή ίση με νχ στον p re [i] . Συμβολίζουμε 

με U f  την UPDATE στη συνιστώσα Αχ που εγγράφει την τιμή νχ στον p r e [i]  και η 

write της στον p re[i]  είναι η τελευταία εντολή write πριν η V f  αναγνώσει τον εν λό­

γω καταχωρητή. Σε κάθε περίπτωση συμβολίζουμε με w f την εντολή write που επι- 

τελεί η U f  στον p re[i].

Αναθέτουμε σημεία σειριοποίησης για τις SCAN και τις UPDATE ακριβώς με τον 

ίδιο τρόπο όπως και στον T-Opt.

• Σε κάθε SCAN S  τοποθετούμε το σημείο σειριοποίησής της στην w s .

• Για κάθε UPDATE στη συνιστώσα Αχ που επιτέλεσε την write της στον 

p re[i]  ανάμεσα στην w s  και στην w f ,  αναθέτουμε σημείο σειριοποίησης α ­

κριβώς πριν την w s  με τη σειρά που επιτέλεσαν τις write τους στον p r e [i] .

• Στις υπόλοιπες UPDATE αναθέτουμε σημείο σειριοποίησης στην write τους 

στον p re[i].

Η απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του RT είναι κατά ένα μεγάλο μέρος ίδια με αυ­

τή του T-Opt. Ό λα τα λήμματα που αποδείχθηκαν για τον T-Opt ισχύουν και για τον 

RT, ενώ οι αποδείξεις των λημμάτων αυτών είναι ακριβώς ίδιες εκτός των Λημμάτων

5.2 και 5.3, τα οποία και παρατίθενται στη συνέχεια.
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Λήμμα 6.1 Έστω ότι η S διαβάζει την τιμή v t (την οποία επιστρέφει για τη συνιστώσα  

Α β στον καταχωρητή p0St[se%][i], και έστω rpve η read της V f στον καταχωρητή 

pre[i]. Η  rpre επιτελείται έπειτα από την ws.

Απόδειξη. Υποθέτουμε δια της μεθόδου της εις άτοπο απαγωγής, ότι η rpre εκτελεί- 

ται πριν την νν5. Συμβολίζουμε με rseq και τ ^ τ η ν  πρώτη και τη δεύτερη read που ε- 

πιτελεί η V f στον καταχωρητή seq  (γραμμές 1 και 3). Έ στω  ρ  η διεργασία που εκτε- 

λεί την V f, έστω  wp η write της Ι̂ 5 στον καταχωρητή s ta te [p ], και έστω  rp η εντολή 

read της S στον καταχωρητή sta te  [ρ] (γραμμή 11). Α φού έχουμε υποθέσει ότι η rpre 

προηγείται της w5, το ίδιο θα ισχύει και για την r'seq (η r'seq προηγείται της rpre, βλ. 

Σχήμα 6.1).

rseq Wr r''seq

rpre WS

Σχήμα 6.1 H  r 'seq προηγείται της rpre.

'Έ στω  ότι η νρ έπεται της τ 'seq. Αφού η wp προηγείται της r 'seq, προκύπτει ότι η wp 

προηγείται της τρ. Έ τσι η τιμή t που έγγραψε η wp στον καταχωρητή sta te  [ρ ], θα 

αναγνώσθηκε από την τρ . Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 11) προκύ­

πτει ότι t Φ seq s . Αφού η V f ανέγνωσε τιμή ίση με t στον καταχωρητή s e q , από τον 

ψευδοκώδικα προκύπτει ότι η V f  δε δύναται να εγγράψει σε  κάποιον καταχωρητή 

εκτός του p o s t[t][i] Φ p o s t[s e q s ][i], το οποίο και είναι άτοπο (αφού εξ ορισμού η 

V f  εγγράφει στον p o s t[s eq s ][i]).

Έ στω  ότι η rp προηγείται της τ 'seq. Αφού η τ 'seq προηγείται της rpre και έχουμε υπο- 

θ έσα  ότι η rpre προηγείται της w5, η r 'seq θα προηγείται της ws . Έ στω  S' η SCAN 

που εκτελείται ακριβώς πριν την S στην α. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου 

(γραμμές 9-12), προκύπτει ότι η S' εγγράφει διαφορετική τιμή στον s eq  από την S 

(δηλαδή θα ισχύει s e q s, Φ s eq s). Α φού η τ 'seq έπεται της τρ και προηγείται της ws , η 

r'seq διαβάζει τιμή ίση με s e q s, φ  s e q s στον καταχωρητή seq . Έ τσι η V f δεν εγγρά­

φει στον καταχίορητή p o s t[s eq s] [ί], το οποίο και είναι άτοπο. ■
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Η απόδειξη του επόμενου λήμματος είναι παρόμοια με αυτή του Λήμματος 5.3. Ω ­

στόσο παρουσιάζεται στη συνέχεια επειδή υπάρχουν μικρές διαφορές μεταξύ των δύο 

αποδείξεων. Στην απόδειξη του παρακάτω λήμματος χρησιμοποιείται το Λήμμα 5.1, 

το οποίο ισχύει και για τον αλγόριθμο RT (η απόδειξή του είναι ακριβώς η ίδια με 

αυτή που παρουσιάστηκε στην ενότητα 5).

Λήμμα 6.2 Έστω μία οποιαδήποτε S C A N  S. Για κάθε i Ε { 1 , . . ., πι) τέτοιο ώστε η w f 

να έπεται της Wy, ισχύει ότι κάθε U P D A TE  στην συνιστώσα Ai των ετπτελεί την write 

της στον p re[i]  μεταξύ της Wy και της w f (με την U fv a  συμπεριλαμβάνεται), ξεκινά 

την εκτέλεσή της πριν την ws.

Α πόδειξη. Υποθέτουμε δια της μεθόδου της α ς  άτοπο απαγωγής, ότι υπάρχει μία 

UPDATE στη συνιστώσα Αι που ξεκινά την εκτέλεσή της έπειτα από την w5 και επι- 

τελεί την write της στον p r e [i]  (την οποία την συμβολίζουμε με w ) πριν την w f (βλ. 

Σχήμα 6.2). Από το Λήμμα 6.1 προκύπτει ότι η w f προηγείται της f f  και ω ς εκ τού­

του η U ολοκληρώνει την εκτέλεσή της πριν το τέλος της 5*. Α φού το διάστημα εκτέ- 

,λεσης της U εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της 5 , η U θα έχει αναγνώσει την 

τιμή που έγγραφε η S  (έστω  s e q s ) στον καταχωρητή s e q  και τις δύο φορές (γραμμές 

1 και 3). Έ τσι η δεύτερη συνθήκη του ελέγχου i f  της γραμμής 6 θα αποτιμηθεί ω ς 

tru e . Έ τσι στην περίπτωση που η U αναγνώσει τιμή ίση με n u ll στον καταχωρητή 

p o s t [s e q s ][i], θα εγγράφει στον καταχωρητή p o s t [ s e q s ][i]  την τιμή που ανέγνωσε 

στον καταχωρητή p re[i].

i / f
U

'Ί

------------ 1---------- — hr-------- ►
ws w  w f f f

Σχήμα 6.2 H U ξεκινά έπειτα από την w s  και ολοκληρώνεται πριν την w f .

Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμές 12-13), η S  αρχικοποιεί τους m  κα- 

ταχωρητές του p o s t [ s e q s ] σε n u ll πριν την επιτέλεση της w s . Αφού η U  ξεκίνησε 

την εκτέλεσή της έπειτα από την ws , η εκτέλεση των γραμμών 6-7 του ψευδοκώδικα 

(ο έλεγχος i f  και η πιθανή εγγραφή του καταχωρητή p o s t [ s e q s ][i])  από την U έπε- 

ται της αρχικοποίησης των καταχωρητών του p o s t [ s e q s ] σε nu ll από την S. Α φού η
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Wi προηγείται της r f  και η U ετατελεί την write της στον p r e [ i ] πριν την w f ,  η εκτέ­

λεση των γραμμών 6-7 από την U  προηγείται της r f .  Ά ρα η r f  διαβάζει τιμή διάφορη 

του null στον καταχωρητή post[seqrs][i] και έτσι η λειτουργία V f  είναι καλά ορι­

σμένη. Από τον τρόπο ορισμού της η V f  εγγράφει στον καταχωρητή 

p o s t[s e % ][ί] και έτσι διαβάζει n u ll στον p o s t [ s e q s ][i] και s e q s  στον s e q  (στις 

γραμμές 1 και 3). Επίσης η εντολή read της V f  στον καταχωρητή p r e [i]  έπεται της 

w f ,  αφού η V f  διαβάζει στον καταχωρητή p re[i]  την τιμή που εγγράφηκε από την 

w f  Οπότε προκύπτει ότι η εντολή read της V f  στον καταχωρητή p o s t [ s e q s ][i] , η 

οποία έπεται της read στον p r e [i] , επιτελείται έπειτα από την εκτέλεση των γραμμών

6-7. Έ τσι η Ι̂ ·5 διαβάζει μία τιμή διαφορετική του n u ll στον καταχωρητή 

p o s t [s e q s][i] από την U, το οποίο και είναι άτοπο. ■

Η απόδειξη των υπόλοιπων λημμάτων είναι ακριβώς η ίδια με αυτή που παρουσιάζε­

ται στο προηγούμενο κεφάλαιο.

Θεώρημα 6.3 Ο  αλγόριθμος R T  είναι μία σειριοποιήσιμη, Single-Scanner υλοποίηση 

'ατομικών στιγμιότυπων που πληροί την ιδιότητα ελευθερη-αναμονής και επιτυγχάνει 

χρονική πολυπλοκότητα Ο (η ) για τη SCAN και 0 (1 )  για την UPDATE, χρησιμοποιώ­

ντας 0 (m ri) κοινούς καταχωρητές μεγέθους Ο ( lo g  π ) bit.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ RT-OPT

7.1. Περιγραφή του αλγορίθμου
7.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου
7.3. Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας Single-Scanner αλγόριθμος ατομικών στιγ­

μιότυπων, που ονομάζεται RT-Opt. Ο RT-Opt επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα 

0 ( η ί )  για τη SCAN και 0 (1 )  για την UPDATE, χρησιμοποιώντας 0 ( η τ η )  καταχωρη- 

τές, μεγέθους 0 (m a x {lo g n , log  |Γ|}) bit.

7.1. Π εριγραφή του  αλγορίθμου

Ο ψευδοκώδικας του αλγορίθμου RT-Opt παρουσιάζεται στον Αλγόριθμο 7.1. Η  λει­

τουργία UPDATE του RT-Opt είναι ακριβώς ίδια με αυτή του RT. Ο κύριος στόχος 

της SCAN του RT αλλά και του RT-Opt είναι να  παρακολουθούν σε ποιες γραμμές 

του πίνακα p o s t  πρόκειται να  γράψουν κάποιες «παλιές» UPDATE (δηλαδή 

UPDATE που έχουν επιτελέσει ένα σημαντικό μέρος της εκτέλεσής τους πριν την 

εντολή write της S  στον seq ) . Η  S  πρέπει να επιλέξει ω ς νέα τιμή για τον s e q ,  έναν 

σειριακό αριθμό που θα δείχνει σ ε  μια γραμμή του πίνακα p o s t , όπου καμία «παλιά» 

UPDATE δεν πρόκειται να γράψει. Έ τσι θα είναι σίγουρο ότι αν η S  διαβάσει στη 

γραμμή αυτή μια τιμή διαφορετική του n u ll, αυτή η τιμή θα έχει εγγραφεί από κά­

ποια UPDATE που έχει εκτελέσει το μεγαλύτερο τμήμα της λειτουργίας της έπειτα 

από την εντολή write της S  στον s e q . Προκειμένου να  επιτευχθεί αυτό, κάθε SCAN 

διαβάζει και τους η  καταχωρητές του πίνακα s ta te  και επιλέγει κάποια τιμή διαφο­

ρετική από αυτές που ανέγνωσε. Δυστυχώς αυτό έχει ω ς αποτέλεσμα μια μη επιθυμη­

τή αύξηση της χρονικής πολυπλοκότητας της SCAN σε Ο (η ) . Για να διατηρηθεί η 

πολυπλοκότητα της SCAN χαμηλή (0 (m )), κάθε SCAN του αλγορίθμου RT-Opt 

διαβάζει μόνο m  από τους η  καταχωρητές του πίνακα s t a t e . Έ τσι χρειάζονται [η /η ϊ\
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διαδοχικές SCAN για να διαβαστούν και οι η  καταχωρητές του πίνακα s ta te . Κ άθε 

εκτέλεση του αλγορίθμου RT-Opt δύναται να χωριστεί σε τμήματα εκτέλεσης (επο­

χές), όπου κάθε εποχή περιέχει ακριβώς \η/τή\ διαδοχικές SCAN. Επιπρόσθετα ο  κα- 

ταχωρητής se q  παίρνει τιμές από το σύνολο (1  +  2\n /m ]  +  1) (το οποίο προ­

φανώς είναι μεγαλύτερο από το σύνολο { 1 , . .  , , η  +  2 }  του αλγορίθμου RT).

Το σύνολο f r e e  χρησιμοποιείται για την παρακολούθηση των τιμών που είναι δυνα­

τό να χρησιμοποιηθούν ως σειριακοί αριθμοί από τις SCAN κάθε εποχής. Ουσιαστικά 

το σύνολο f r e e  περιέχει τις γραμμές του πίνακα p o s t  όπου κατά τη διάρκεια εκτέλε­

σης της τρέχουσας SCAN, δεν πρόκειται να γράψει κάποια UPDATE. Κ ατά τη διάρ­

κεια οποιοσδήποτε εποχής E j ,j  >  1, όλοι οι σειριακοί αριθμοί που επιλέγονται από 

τις SCAN της Ej είναι διαφορετικοί μεταξύ τους (γραμμή 14). Για την πρώτη εποχή 

Ε±, όλοι οι σειριακοί αριθμοί είναι διαφορετικοί και επιπρόσθετα είναι διαφορετικοί 

της αρχικής τιμής του seq .

Έ στω  μία εποχή E j,j  >  1. Υπενθυμίζεται ότι όλοι οι καταχωρητές του πίνακα s ta te  

έχουν αναγνωσθεί τουλάχιστον μία φορά στην εποχή Ej_ χ. Ό λες οι τιμές που ανα- 

γνώσθηκαν στον πίνακα s ta te  ενδέχεται να  δεικτοδοτούν γραμμές του πίνακα p o s t ,  

στις οποίες παλιές UPDATE δύναται να  γράψουν. Έ τσι καμία από τις προαναφερθεί- 

σες τιμές δεν πρέπει να επιλεχθεί ως σειριακός αριθμός από κάποια SCAN της εποχής 

Ej. Ω στόσο δεν είναι αρκετό να εξαιρεθούν μόνο οι προαναφερθείσες τιμές από το 

σύνολο των διαθέσιμων σειριακών αριθμών της εποχής Ej. Πρέπει επιπρόσθετα να 

εξαιρεθούν και οι τιμές που χρησιμοποιήθηκαν και στην εποχή Ej_±. Ο λόγος είναι 

ότι κάποια UPDATE (που εκτελείται από κάποια διεργασία ρ )  δύναται να αναγνώσει 

στον καταχωρητή s e q  την τιμή που εγγράφηκε από κάποια SCAN στην εποχή E j_ t 

και να εγγράψει τον καταχωρητή s ta te [p ] , έπειτα από την ανάγνωση του s t a t e  [ρ] 

στην εποχή E j_r . Μ ία τέτοια UPDATE κατά την επιτέλεση της δεύτερης ανάγνωσής 

της στον se q  θα διαβάσει την ίδια τιμή που εγγράφηκε τώ ρα  από κάποια SCAN  στην 

εποχή Ej. Έ τσι οι τιμές που επιλέχθηκαν ω ς σειριακοί αριθμοί από SCAN στην εποχή 

Ej μπορεί να δείχνουν γραμμές του p o s t  που μπορούν να εγγραφούν από «παλιές» 

UPDATE. Ά ρα οι τιμές που επιλέχθηκαν ω ς σειριακοί αριθμοί στην εποχή εξαι­
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ρούνται από το σύνολο των διαθέσιμων σειριακών αριθμών για τις SCAN της εποχής

*

Αλγόριθμος 7.1 Ψ ευδοκώδικας για τον αλγόριθμο RT-Opt.

constant PACE=m; 
constant PERIODS=[n/Pi4C£1; 
shared int seq=l;
shared int state[1..(PERIODS*m)]={1, . .., 1};
shared data pre[1..m]={null, ..., null};
shared data post[l..(n+2*PERI0DS+l)][1..m]={null, . .., null};

void UPDATE(data v, int i){
int curr_seql, curr_seq2; 
data dl, d2

1. curr_seql=seq;
2.. state[p]=curr_seql;
3. curr_seq2=seq;
4. dl=pre[i];
5. d2=post[curr_seql][i];
6. if(d2==null && curr_seql==curr_seq2)
7. post[curr_seql][i]=dl;
8. pre[i]=v;

}

data[] SCAN(){
- data view[l..m], dl, d2;

int lseq, j;
static int cur_period=0; 
static set free=0;
static set candidates=s{2/ n+2*PERIODS+l};

9. if(cur_period==0){
10. free=free U candidates;
11. candidates={1, n+2*PERIODS+l};

}
12. lseq=any element of set free;
13. for(j=l; j<m; j++)

post[lseq][j]=null;
14. free=free-lseq;
15. candidates=candidates-lseq;
16. cur_period=(curjperiod+l)%PERIODS;
17. seq=lseq;
18. for(j=l; j<PACE;j++)
19. candidates=candidates-state[cur_period*PACE+j];
20. for(j=l; j<m; j++){
21. dl=pre[i];
22. d2=post[seq][j];
23. if(d2==null) view[j]=dl;
24. else view[j]=d2;

}
25. return view;
_________} _____



65

Το σύνολο candidates καταγράφει όλες τις τιμές που επιτρέπονται να επιλεχθούν ω ς 

σειριακοί αριθμοί από τις SCAN της επόμενης εποχής. Παρατηρούμε ότι κατά την 

έναρξη κάθε εποχής, το σύνολο candidates  αρχικοποιείται έτσι ώ στε να περιέχει 

όλους τους πιθανούς σειριακούς αριθμούς (γραμμή 11). Κ ατά τη διάρκεια εκτέλεσης 

των \n/m\ SCAN μίας εποχής όλες οι τιμές που διαβάζονται στον πίνακα s ta te  κα­

θώς και οι τιμές που χρησιμοποιήθηκαν ω ς σειριακοί αριθμοί, αφαιρούνται από το 

σύνολο candidates (γραμμές 15, 19). Κ ατά την έναρξη της επόμενης εποχής, οι τι­

μές που έχουν απομείνει στο σύνολο cand ida tes  μετακινούνται στο σύνολο f r e e ,  

όπου αποθηκεύονται οι διαθέσιμοι σειριακοί αριθμοί για την εποχή που ξεκινά. Ση­

μειώνεται ότι δεν προστίθενται νέα στοιχεία στο σύνολο f r e e  έπειτα από την έναρξη 

μίας εποχής. Έ τσι το σύνολο f r e e  καταγράφει σω στά  το σύνολο των διαθέσιμων 

σειριακών αριθμών για τις SCAN κάθε εποχής.

Κατά την έναρξη μίας οποιοσδήποτε εκτέλεσης α  του RT-Opt, το σύνολο 

candidates περιέχει η +  2 * PERIODS διαφορετικούς σειριακούς αριθμούς, όπου 

PERIODS =  \η/πϊ\. Κ ατά τη διάρκεια της Elt το πολύ π +  PERIODS +  1 σειριακοί 

αριθμοί εξάγονται από το σύνολο can d id a tes  (η  από τον s ta te , PERIODS για τις 

τιμές που χρησιμοποιήσαν οι SCAN στην Εχ, και η αρχική τιμή του s). Έ τσι στο τέ­

λος της Ε1ί το  σύνολο can d id a tes  περιέχει τουλάχιστον PERIODS τιμές, οι οποίες 

προστίθενται στο σύνολο f r e e  κατά την έναρξη της εποχής Ε2. Ά ρα το σύνολο f r e e  

περιέχει αρκετούς σειριακούς αριθμούς για τις PERIODS SCAN που εκτελούνται 

στην εποχή Ε2. Έ στω  μία οποιαδήποτε εποχή E j,j  >  1. Κ ατά την έναρξη της εποχής 

Ej, το σύνολο can d idates  περιέχει η  +  2 * PERIODS +  1 διαφορετικούς σειριακούς 

αριθμούς. Κ ατά τη διάρκεια της εποχής Ej, το πολύ η  +  PERIODS σειριακοί αριθμοί 

αφαιρούνται από το σύνολο ca n d id a tes . Έ τσι τουλάχιστον PERIODS -I-1 σειριακοί 

αριθμοί προστίθενται στο σύνολο f r e e  κατά την έναρξη της Ej+1, που είναι αρκετοί 

για τις PERIODS SCAN της εποχής £ )+ι- Από τα  παραπάνω προκύπτει ότι ο RT-Opt 

απαιτεί τη χρήση η  +  2 * Γη/πί| +  1 διαφορετικών σειριακών αριθμών.
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7.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου

Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου είναι προφανές ότι η χρονική πολυπλοκότητα 
του RT-Opt για την UPDATE είναι 0 ( 1 ) .  Η χρονική πολυπλοκότητα της SCAN είναι 
0 ( π ι )  αφού κάθε SCAN προσπελάζει 3π ι + 1 κοινούς καταχωρητές οι οποίοι είναι: 
α) πι καταχωρητές του πίνακα s t a t e  (αφού ισχύει P A C E  =  τη), β) πι καταχωρητές 

του πίνακα p o s t , γ) πι καταχωρητές του πίνακα p r e , και δ) τον καταχωρητή seq?.. Ο  

αλγόριθμος RT-Opt χρησιμοποιεί 0 ( π ιή )  καταχωρητές, όπου όλοι εκτός του κατα­
χωρητή s e q  αποθηκεύουν μόνο μία τιμή του συνόλου Τ, ενώ το μέγεθος του s e q  εί­
ναι O(logn) bit. Είναι αξιοσημείωτο ότι το P A C E  δύναται να πάρει οποιαδήποτε τιμή 
μεταξύ του 1 και του η , δίχως να επηρεάζεται η ορθότητα του αλγορίθμου. Αν 
P A C E  — η , ο  αλγόριθμος RT-Opt λειτουργεί με τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως ο αλ­
γόριθμος RT, ενώ αν ισχύει P A C E  <  m  ο RT-Opt επιτυγχάνει βέλτιστη χρονική πο­
λυπλοκότητα.

7.3. Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου

Για να αποδείξουμε την ορθότητα του αλγορίθμου RT-Opt θα χρησιμοποιήσουμε τον 
ακόλουθο συμβολισμό. Έστω α μία οποιαδήποτε εκτέλεση του RT-Opt και έστω S 

μία οποιαδήποτε SCAN στην α. Συμβολίζουμε με ws  την εγγραφή του καταχωρητή 
se q  από την 5 στη γραμμή 7 του ψευδοκώδικα, ενώ με s e q s  συμβολίζουμε την τιμή 
που έγγραψε η S  στον s e q . Για κάθε Ι Ε  π ΐ}  χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο 

συμβολισμό r f ,  r f ,  v if U f, V f  και w f  με τον ίδιο τρόπο όπως και στον αλγόριθμο Τ- 

Opt. Ειδικότερα με r f  συμβολίζουμε την εντολή read της S  στον p r e [i]  (γραμμή 9), 

ενώ με r f  συμβολίζουμε την εντολή read της S  στον p o s t [ s e q s ][i] (γραμμή 10). Έ­

στω ότι η 5 επιστρέφει τιμή ίση με v t για τη συνιστώσα Α*. Αν η S  έχει αναγνώσει 
τιμή ίση με nu ll στον p o s t [ s e q s ][i] και τιμή ίση με v t Φ n u ll στον p r e [ i] , συμβολί-

3 Υπενθυμίζουμε ότι το κλασικό μοντέλο ενός κατανεμημένου συστήματος κοινής 
μνήμης (το οποία χρησιμοποιείται σε αυτή την εργασία) δεν προσμετρά τους τοπι­
κούς υπολογισμούς που επιτελούν οι διεργασίες.
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ζουμε με U f την UPDATE που εγγράφει την τιμή v t στον καταχωρητή p re [i]  και η 
write της στον pre\i\ είναι η τελευταία εντολή write στον εν λόγω καταχωρητή πριν 
την επιτέλεση της r f .  Αν η 5 έχει αναγνώσει τιμή ίση με 1 null στον 

p o st[seq s][i], χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο συμβολισμό. Συμβολίζουμε με V f την 
UPDATE που εγγράφει την τιμή v t στον p o s t[s e q s][i] και η write της στον 
p o st[seq s][i] είναι η τελευταία εντολή write στον εν λόγω καταχωρητή που προηγεί­

ται της r f . Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου μπορούμε εύκολα να συμπεράνου- 

με ότι η V f πρέπει να έχει αναγνώσει τιμή ίση με q  στον p re[i]. Συμβολίζουμε με 

U f την UPDATE στη συνιστώσα Α; που εγγράφει την τιμή q  στον p r e [i] και η write 

της στον p re[i] είναι η τελευταία εντολή write πριν η V f  αναγνώσει τον εν λόγω κα­

ταχωρητή. Σε κάθε περίπτωση συμβολίζουμε με w f  την εντολή write που επιτελεί η 

Uf στον pre[i].

Χωρίζουμε την εκτέλεση α  του αλγορίθμου RT-Opt σε εποχές, έτσι ώστε κάθε εποχή 
να περιέχει ακριβώς fn/ml SCAN. Συμβολίζουμε με Ει την i-οστή εποχή της εκτέλε­
σης α, i >  1. Η εποχή Er ξεκινά με την εκτέλεση της πρώτης εντολής της α και τε­
λειώνει με την εκτέλεση της τελευταίας εντολής της fn/m l-οστής SCAN (ή τελειώνει 
με την τελευταία εντολή της α, αν υπάρχουν λιγότερες από fn/ml SCAN). Για κάθε 
i >  1, η εποχή £) ξεκινά από το σημείο στο οποίο η ((ί -  1)[η/7η1)-οστή SCAN 
τερματίζει τη λειτουργία της και τελειώνει με την εκτέλεση της τελευταίας εντολής 
της (ifn/m l)-οστής SCAN (ή τελειώνει με την τελευταία εντολή της α, αν υπάρχουν 
λιγότερες από (ίfn/m l) SCAN). Έστω ο μεγαλύτερος δυνατός ακέραιος q  > 0, τέ­

τοιος ώστε η α να περιέχει q  fn/ml + c i SCAN όπου η 0 < c2 < fn/ml είναι ακέ­
ραια σταθερά. Αξίζει να σημειωθεί ότι αν c2 = 0, τότε η α περιέχει q  εποχές. Ωστό­
σο αν c2 > 0, τότε η α περιέχει q  + 1 εποχές όπου η (q  + 1)-οστή εποχή περιέχει 
λιγότερες από fn/ml SCAN. Επίσης υπενθυμίζουμε ότι αν το διάστημα εκτέλεσης 
της α είναι άπειρο, τότε το διάστημα εκτέλεσης και της (q  + 1)-οστής εποχής είναι 
άπειρο.

Έστω ότι η α περιέχει q εποχές. Για κάθε ί Ε {1 ,..., q), συμβολίζουμε με SNt το σύ­
νολο τιμών που εγγράφηκαν στον καταχωρητή seq  από οποιαδήποτε SCAN στην ε­
ποχή Ε(. Συμβολίζουμε με f r e e iy τα στοιχεία που περιέχει το σύνολο f r e e  στο  τέλος
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της εποχής Et, και με c a n d id a tes t τα στοιχεία που περιέχει το σύνολο c a n d id a tes  

στο τέλος της εποχής Ζή.

Για να αποδείξουμε τη σειριοποιησιμότητα του αλγορίθμου πρέπει αρχικά να αποδώ­

σουμε σημεία σειριοποίησης σ ε  κάθε SCAN και σε  κάθε UPDATE. Έπειτα πρέπει να 

αποδείξουμε ότι το σημείο σειριοποίησης κάθε SCAN ή UPDATE βρίσκεται εντός 

του διαστήματος εκτέλεσής της και εν τέλει αποδεικνύουμε ότι κάθε SCAN επιστρέ­

φει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών.

Έ τσι αρχικά αποδίδουμε σημεία σειριοποίησης στις SCAN και στις UPDATE.

• Τοποθετούμε το σημείο σειριοποίησης μιας SCAN S, στο σημείο όπου επιτέ- 

λεσε την w5.

• Για κάθε i £ { 1 , . τη], αν η w f  επιτελέσθηκε έπειτα από την w5, τοποθετού­

με σημείο σειριοποίησης στην i / f  ακριβώς πριν την ws . Ακόμη για κάθε 

UPDATE στη συνιστώσα Αι που επιτέλεσε την write της ανάμεσα στην w s  

και στην w f, τοποθετούμε σημείο σειριοποίησης ακριβώς πριν την w s . Τα 

σημεία σειριοποίησης των προαναφερθεισών λειτουργιών τοποθετούνται με 

τη σειρά με την οποία επιτελέσθηκαν οι write τους στον καταχωρητή p r e [i] .

• Αφότου αναθέσουμε σημεία σειριοποίησης σε όλες τις SCAN αλλά και σ ε  με­

ρικές UPDATE (με τον τρόπο που περιγράφηκε παραπάνω), αναθέτουμε ση ­

μεία σειριοποίησης στις υπόλοιπες UPDATE στο σημείο όπου επιτέλεσαν την 

write τους στον καταχωρητή pre[i\.

Η απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του RT-Opt είναι κατά ένα μεγάλο μέρος ίδια 

με αυτή του T-Opt. Ό λα τα λήμματα που αποδείχθηκαν για τον T-Opt ισχύουν και για 

τον RT, ενώ οι αποδείξεις των λημμάτων αυτών είναι ακριβώς ίδιες εκτός των Λ ημ­

μάτων 5.2 και 5.3, τα οποία και παρατίθενται στη συνέχεια. Αρχικά παρατίθενται με­

ρικά τεχνικά λήμματα (7.1-7.5). Έπειτα αποδεικνύεται το αντίστοιχο λήμμα του 

Λήμματος 5.2 του αλγορίθμου T-Opt. Το αντίστοιχο λήμμα με το Λήμμα 5.3 του αλ­

γορίθμου T-Opt είναι ακριβώς ίδιο με αυτό που παρουσιάστηκε στην προηγούμενη 

ενότητα για τον αλγόριθμο RT (Λήμμα 6.2).
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Λήμμα 7.1 Για κάθε j  Ε {1 ,·· , <?} και για κάθε ρ Ε {  Ι , . , . ,ή } ,  υπάρχει μία και μονα­

δική SCAN, η οποία διαβάζει την τιμή του καταχωρητή s ta te [p ] στην εποχή Ej.

Απόδειξη. Από τον τρόπο ορισμού της Ej, ακριβώς \n/m\ SCAN επιτελούνται στην 

Ej. Κάθε μία από τις προαναφερθείσες SCAN διαβάζει πι διαφορετικούς καταχωρη- 

τές του πίνακα s ta te . Άρα και οι \n/m] * πι καταχωρητές του πίνακα s ta te  διαβά­
ζονται ακριβώς μία φορά στην Ej. ■

Λήμμα 7.2 Για κάθε j  Ε [ l , . . . , q ) ,  ισχύει:

1. f r e e j  Π SNj = 0, και

2. candidatesj Π SNj = 0.

Απόδειξη. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου δύναται να συμπεράνουμε ότι κάθε 
τιμή που εγγράφεται στον seq  εξάγεται από το σύνολο f r e e  (γραμμή 14). Το ίδιο 
ισχύει και για το σύνολο ca n d id a tes  (γραμμή 15). Έτσι στο τέλος της εποχής Ej ι- 

σχύει ότι f r e e j  Π SNj = 0 και candidatesj Π SNj = 0. ■

Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμές 8 και 16) είναι φανερό ότι οι γραμ­
μές 9-10 εκτελούνται μόνο από την πρώτη SCAN κάθε εποχής, όπως αναφέρεται στο 
ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 7.3 Για κάθε j  Ε q], οι παρακάτω ισχυρισμοί ισχύουν για την πρώτη 

SCAN S της εποχής Ej:

1. η S είναι η μοναδική SCAN που προσθέτει στοιχεία στο σύνολο f r e e  στην επο­

χή Ej, και

2. η S είναι η μοναδική SCAN που επιτελεί την γραμμή 10 του ψευδοκώδικα αρχι- 

κοποιώντας το σύνολο candidates.

Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύεται ότι κάθε SCAN μιας οποιοσδήποτε εποχής εγγρά­
φει μία διαφορετική τιμή στον καταχωρητή seq  από τις τιμές που έχουν ήδη εγγραφεί 
από τις SCAN της εν λόγω εποχής.



70

Λήμμα 7.4 Γ ια  κάθε j  Ε {1 , . . . , q), κάθε S C A N  της εποχής Ej εγγράφει μία διαφορετι­

κή τιμή στον καταχωρητή s e q  από τις τιμές που έχουν ήδη εγγραχρεί από προηγούμενες  

S C A N  της Ej.

Α πόδειξη. Από το Λήμμα 7.3 συμπεραίνουμε ότι μόνο η πρώτη SCAN της Ej προ­

σθέτει νέα στοιχεία στο σύνολο f r e e .  Α π ό  τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμ­

μή 11) κάθε SCAN S  επιλέγει την τιμή που θα εγγράψει στον καταχωρητή s e q  από το 

σύνολο f r e e .  Την εν λόγω τιμή, η SCAN την αφαιρεί έπειτα από το σύνολο f r e e  

(γραμμή 14). Έ τσι οι SCAN που ακολουθούν και ανήκουν στην εποχή Ej θα επιλέ- 

ξουν μία διαφορετική τιμή από αυτή που επέλεξε η S. ■

Στο επόμενο λήμμα θα δειχθεί ότι οι SCAN μίας εποχής επιλέγουν διαφορετικές τιμές 

για τον καταχωρητή s e q  από τις SCAN της προηγούμενης εποχής.

Λήμμα 7.5 Γ ια  κά θε j  Ε {2, . . . ,  q], ισχύει ότι 5Ν/·_1 n  SNj =  0.

Α πόδειξη. Έ στω  ότι /  €  { 2 , . . . , q}. Από το Λήμμα 7.2 ισχύει ότι f r e e j  _ 1 Π S N j_t  =  

0  και ca n d id a teS j_x n S N j_t =  0. Έ τσι στο τέλος της εποχής £)_*, το σύνολο f r e e  

και το σύνολο c a n d id a tes  δεν έχουν κοινά στοιχεία με το σύνολο S N j_t . Α π ό  το 

Λήμμα 7.3, η μοναδική SCAN της εποχής Ej που  προσθέτει στοιχεία στο σύνολο 

f r e e  (γραμμή 9) είναι η πρώτη SCAN της εν λόγω εποχής (έστω  S  αυτή). Η  S  προ­

σθέτει τα στοιχεία του συνόλου c a n d i d a t e s στο σύνολο f r e e j _ α. Συμβολίζουμε 

με f r e e ^ , το σύνολο f r e e  έπειτα από την εκτέλεση της γραμμής 9 του ψ ευδοκώδικα 

από την S. Είναι προφανές ότι ισχύει f r e e ?  =  f r e e j U ca n d id a teS j_± . Α φού ι­

σχύει f r e e j Π S N j_x =  0  και c a n d id a te s j_ ± Π S N j_t  =  0 , συνεπάγεται ότι 

f r e e ?  Π S N j_t =  0. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 11), όλα  τα 

στοιχεία του συνόλου SNj επιλέγονται από το σύνολο fr e e j? . Έ τσι θα ισχύει SNJ-_ 1 η 

SNj =  0 , όπως και απαιτείται από τον ισχυρισμό του λήμματος. ■

Σε αυτό το σημείο θα αποδειχθεί με τη χρήση των παραπάνω τεχνικών λημμάτων το 

αντίστοιχο λήμμα του Λήμματος 5.2 του αλγορίθμου T-Opt.
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Λήμμα 7.6 Έ στω ότι η S διαβάζει την τιμή Ψ null στον καταχωρητή  p ost[seq 5][i] 

και έστω  rpre η εντολή read τη ς V f  στον καταχωρητή p r e [ i ]. Η  rpre εκτελείται έπειτα  

από την ws.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι η 

rpre εκτελείται πριν από την ws . Συμβολίζουμε με rseq την πρώτη read που επιτελεί η 

V ?  στον s e q  (βλ. γραμμή 1), και με r 'seq τη δεύτερη read που επιτελεί η l^s στον s e q  

(βλ. γραμμή 3). Έ στω  ρ  η διεργασία που εκτελεί την Vts  και έστω  w p η write που επι- 

τελεί η V f  στον καταχωρητή sta te  [ρ] (βλ. γραμμή 2). Α φού η rpve προηγείται της 

ws , το ίδιο θα ισχύει και για την r 'seq (αφού η r 'seq προηγείται της rpre). Έ στω  ότι η 

S  έχει εκτελεστεί σε κάποια εποχή E j , j  >  1. Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις.

1) Έ στω  ότι j  — 1. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 10) κατά τη δι­

άρκεια της πρώτης εποχής, το σύνολο f r e e  δεν περιέχει την αρχική τιμή του κα­

ταχωρητή seq . Αφού οι SCAN μιας εποχής επιλέγουν μεταξύ τους διαφορετικά 

στοιχεία του συνόλου f r e e ,  η S  επιλέγει έναν αριθμό διαφορετικό από την αρχική 

τιμή του καταχωρητή se q . Από το Λήμμα 7.4 δύναται να συμπεράνουμε ότι κα­

μία SCAN που προηγείται της S, δεν επιλέγει την ίδια τιμή με την S. Ε ξ ορισμού, 

η Ιζ5 εγγράφει στον καταχωρητή p o s t [ s e q s ][i]. Από τον ψευδοκώδικα του αλγο­

ρίθμου, η V f  εγγράφει στον p o s t [ s e q s ][i] μόνο αν οι εντολές rseq, r ’seq ανέγνω- 

σαν την ίδια τιμή s e q s  στον se q . Έ τσι προκύπτει ότι οι εντολές rseq, r 'seq επιτε- 

λέσθηκαν έπειτα από την ws . Αφού η rpre έπεται της r 'seq, η rpre έπεται της w5, 

το οποίο και είναι άτοπο.

2) Έ στω  ότι j  >  1. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου προκύπτει ότι η S' αρχι- 

κοποιεί τον καταχωρητή p o s t [ s e q s ][i], εκχωρώντας του τιμή ίση με nu ll. Ε ξ ο ­

ρισμού η Ι̂ 5 εγγράφει στον p o s t [ s e q s ][i] την τιμή που επιστρέφει η S. Ά ρα η V f  

εγγράφει στον καταχωρητή p o s t [ s e q s ][i], έπειτα από την αρχικοποίηση αυτού 

από την S. Αφού ο καταχωρητής s ta te [p ]  εγγράφεται μόνο από τη διεργασία ρ , ο 

εν λόγω καταχωρητής θα περιέχει την τιμή που εγγράφηκε από την Vts από το 

σημείο που επιτελέσθηκε η wp έω ς τουλάχιστον το σημείο όπου ο  p o s t [ s e q s ][i]  

αρχικοποιήθηκε από την S. Α π ό  τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου προκύπτει ότι 

η rpre εκτελείται έπειτα από την r 'seq (βλ. Σχήμα 7.1). Από το Λήμμα 7.2 προκύ­
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πτει ότι υπάρχει μία SCAN S', η οποία διαβάζει τον καταχωρητή s ta te [p ] στην 

εποχή Ej_Χ. Συμβολίζουμε με rp την εντολή read της S' στον καταχωρητή 

s to te [p ], ενώ με wSf συμβολίζουμε την εγγραφή του καταχωρητή seq  από την S'. 

Διαχωρίζουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις.

Vseq Wp r  seq rpre---------- ,------------------ 1------- 1--------------------------------- p -----------------------------►
‘seq

Σχήμα 7.1 H rpre εκτελείται έπειτα από την τ ’seq.

a) Έ στω  ότι η r'seq έπεται της τρ . Εξ ορισμού, η V f εγγράφει στον καταχωρητή 

p0St[seq5][i], έτσι η r 'seq πρέπει να έχει αναγνώσει τιμή ίση με s eq s στον 

καταχωρητή seq. Το Λήμμα 7.5 συνεπάγεται ότι S N j^  Π SNj =  0. Α φού ι­

σχύει seq s 6 SNj, θα ισχύει seq s £  SNj_± (δηλαδή καμία SCAN δεν εγγράφει 

την τιμή seq s στον καταχωρητή seq  στην εποχή Ej_f). Από το Λήμμα 7.5 

συμπεραίνουμε ότι κάθε SCAN της εποχής Ej εγγράφει μία ξεχωριστή τιμή 

στον καταχωρητή seq. Έ τσι καμία SCAN που προηγείται της S στην εποχή 

Ej, δεν εγγράφει τιμή ίση με s e q s στον καταχωρητή seq . Α φού η r'seq έπεται 

της rp και η rp έπεται της w5/, ο μόνος τρόπος για να αναγνώσει η r 'seq την 

τιμή seq s στον καταχωρητή seq , είναι η r 'seq να επιτελεσθεί μετά την ws . 

Αφού η rpre έπεται της r 'seq, συνεπάγεται πως η rpre έπεται της ws , το οποίο 

ανατίθεται στην υπόθεση ότι η rpre προηγείται της ws .

b) Έ στω  τώρα ότι η r 'seq προηγείται της rp . Υπενθυμίζεται ότι η r 'seq ανέγνωσε 

τιμή ίση με s eq s στον καταχωρητή s e q . Υποθέτουμε ότι η τιμή s e q s που α- 

ναγνώσθηκε από την r 'seq, έχει εγγραφεί στον καταχωρητή s eq  από κάποια 

SCAN Si που έχει εκτελεσθεί στην εποχή Et, l >  1. Αν καμία τέτοια SCAN  

δεν υπάρχει, η r'seq έχει αναγνώσει την αρχική τιμή του καταχωρητή s eq  και 

έτσι θα ισχύει seq s =  1. Επιπρόσθετα τότε η r 'seq έχει εκτελεσθεί προτού την 

εγγραφή του καταχωρητή seq  από την πρώτη SCAN της εκτέλεσης (η εν λ ό ­

γω SCAN είναι η πρώτη SCAN της εποχής Ε±). Σε αυτή την περίπτωση υπο­

θέτουμε ότι / =  0, f r e e 0 =  0  και ca n d id a tes0 =  { 2 , . . . , η  +  2 * 

PERIODS +  1} (δηλαδή με f r e e 0 και ca n d id a tes0 συμβολίζουμε τα σύνολα 

f r e e  και candidates  στην αρχική κατάσταση του συστήματος). Αφού ισχύει
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s e q s  E SNj, το Λήμμα 7.5 συνεπάγεται ότι s e q s £  S N j Έ τσι θα ισχύει 

1 <  I <  j  — 1. Έ στω  w5[ η write της S{ στον καταχωρητή s e q . Α φού η r 'seq 

ανέγνωσε την τιμή που έγγραψε η wS[ στον καταχωρητή s e q ,  η r 'seq πρέπει 

να έχει επιτελεσθεί ανάμεσα στην w Sl και στην επόμενη εγγραφή του κατα- 

χωρητη s e q  από τη SCAN που έπεται της Si (αφού I <  j  — 1, μία τέτοια 

SCAN υπάρχει). Έ τσι η r 'seq εκτελείται είτε κατά τη διάρκεια της εποχής E h 

είτε κατά την έναρξη της εποχής Ει+1 (αυτή η περίπτωση δύναται να εμφανι- 

σθεί όταν η S* είναι η τελευταία SCAN της Ζή). Αξίζει να  σημειωθεί ότι αφού 

I <  j  — 1, η Ei+1 είναι είτε η εποχή EJ-_1 ή είτε μια πρότερη εποχή. Σε αυτό το 

σημείο θα αποδείξουμε τους ακόλουθους ισχυρισμούς.

Ισχυρισμός 7.1. Για  κάθε f  Ε J  — 1}, ισχύει ότι s e q s  6  con a d id a teS f.

Α πόδειξη. Έ στω  ότι /  =  I. Στην περίπτωση όπου I =  0 ισχύει ότι s e q s  =  1 (η αρχι­

κή τιμή του se q )  και c a n d id a te s0 =  { 2 , . . . , η  +  2 * P E R IO D S  +  1}. Έ τσι θα ισχύει 

s e q s c a n d id a tes0 . Έ στω  ότι I >  0. Αφού η SCAN St εκτελείται στην εποχή E t 

'και εγγράφει στον καταχωρητή s e q  την τιμή s e q s , θα ισχύει s e q s  6  07V{. Το Λήμμα 

7.6 συνεπάγεται ότι c a n d id a tesi  Π SNi =  0. Έ τσι θα ισχύει s e q s 6  c a n d id a te s ι. 

Έ στω  ότι /  >  I. Υπενθυμίζεται ότι η τιμή του καταχωρητή s ta te \ p ] δεν μεταβάλλε­

ται από το σημείο εκτέλεσης της εντολής wp έω ς το σημείο όπου η S  ξεκινά τη λει­

τουργία της. Υπενθυμίζεται επίσης ότι η r !seq (και επομένως η w p που προηγείται της 

r'seq) εκτελείται πριν την εντολή write στον καταχωρητή s e q  της πρώτης SCAN  της 

εποχής Ει+1. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμές 13-15), κάθε SCAN 

αρχικά εγγράφει τον καταχωρητή s e q  και έπειτα διαβάζει μερικούς από τους κατα- 

χωρητές του πίνακα s ta te . Το Λήμμα 7.2 συνεπάγεται ότι ο καταχωρητής s ta te [p ]  

έχει αναγνωσθεί από μία μόνο SCAN στην εποχή E f. Έ τσι η τιμή s e q s αναγνώσθηκε 

στον καταχωρητή s ta te [p ]  κατά τη διάρκεια της εποχής E f. Έ τσι από τον ψ ευδοκώ­

δικα του αλγορίθμου προκύπτει πως η τιμή s e q s αφαιρέθηκε από το σύνολο 

c a n d id a tes  κατά τη διάρκεια της εποχής E f. Α π ό  Λήμμα 7.4 προκύπτει ότι δεν προ­

στέθηκαν στοιχεία στο σύνολο f r e e  έπειτα από την εκτέλεση της γραμμής 12 από 

την πρώτη SCAN της εποχής Ef. Α φού η γραμμή 16 έπεται της γραμμής 19, συμπε­

ραίνουμε ότι s e q s  £  ca n d id a teS f. ▲
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Ισχυρισμός 7.2. Για κάθε f  Ε — 1}, ισχύει ότι s e q s  & f r e e f .

Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο / .  Αρχικά ο  ισχυρισμός θα αποδειχθεί για f  — I. 

Στην περίπτωση όπου ισχύει I =  0, έχουμε f r e e  ο =  0 , οπότε προφανώς s e q s & 

f r e e 0. Έ στω ότι I >  0. Αφού η Si επιλέγει την τιμή s e q s για να την εγγράψει στον 

καταχωρητή se q , θα ισχύει s e q s  Ε SN t. Από το Λήμμα 7.3 δύναται να συμπεράνουμε 

ότι f r e e l Π SNt =  0. Έ τσι θα ισχύει s e q s  6  f r e e l.

Έ στω  ότι / < / < /  — 1, και έστω  ότι ο ισχυρισμός ισχύει για /  — 1. Θ α αποδείξουμε 

ότι ο ισχυρισμός ισχύει για / .

Από την επαγωγική υπόθεση ισχύει ότι s e q s  £  f r e e Από τον Ισχυρισμό 7.1 προ­

κύπτει ότι s e q s  £  c a n d id a te S f^ . Συμβολίζουμε με f r e e f  το σύνολο f r e e  έπειτα 

από την εκτέλεση της γραμμής 11 από την πρώτη SCAN της εποχής E f. Από τον 

ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 11) προκύπτει ότι f r e e f  =  f r e e f  _ 1 u 

c a n d id a te S f^ . Οπότε συμπεραίνουμε πως s e q s  & f r e e f .  Α φού κανένα άλλο στοι­

χείο δεν προστίθεται στο σύνολο f r e e  μέχρι το τέλος της E f , θα ισχύει s e q s  £  

f r e e f ,  όπ ω ς  και απαιτείται. A

Για /  = ]  — 1, από τον Ισχυρισμό 7.1 συνεπάγεται ότι s e q s £  c a n d i d a t e ενώ 

από τον Ισχυρισμό 7.2 συνεπάγεται ότι s e q s & f r e e j _α. Από το Λήμμα 7.3 προκύ­

πτει ότι μόνο η πρώτη SCAN της εποχής Ej προσθέτει στοιχεία στο σύνολο f r e e  ε- 

κτελώντας τη γραμμή 10. Συμβολίζουμε με f r e e f  το  σύνολο f r e e  έπειτα από την 

εκτέλεση της προαναφερθείσας εντολής. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου προ­

κύπτει ότι f r e e f  =  f r e e j  U c a n d id a te  S j^ .  Έ τσι θα ισχύει s e q s & f r e e f .  Ό λες οι 

SCAN της εποχής Ej (συμπεριλαμβανόμενος και της S) επιλέγουν στοιχεία στο σύ­

νολο f r e e f .  Ω στόσο η 5  επιλέγει το στοιχείο s e q s , το οποίο δεν υπάρχει στο σύνολο 

f r e e f ,  το  οποίο και είναι άτοπο.

Σε κάθε περίπτωση καταλήξαμε σε άτοπα, άρα το λήμμα ισχύει. ■

Η απόδειξη των υπόλοιπων λημμάτων είναι ακριβώς η ίδια με αυτή που παρουσιάζε­

ται στο Κεφάλαιο 5.
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Θ εώρημα 7.9 Ο  αλγόριθμος R T  είναι μ ία  σεφιοποιήσιμη, Single-Scanner υλοποίηση  

ατομικών στιγμιότυπων που πληροί την ιδιότητα ελεύθερη-αναμονής και επιτυγχάνει 

χρονικ ή  πολυπλοκότητα 0 ( π ι )  για τη S C A N  και 0 ( 1 )  για την UPDATE, χρησιμ οποιώ ­

ντας 0 ( π ιή )  καταχω ρητέςμ εγέθους 0 ( m a x { l o g n ,  log \ T \} )  bit.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ C-SNAP

8.1. Περιγραφή του αλγορίθμου
8.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου
8.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας αλγόριθμος ατομικών στιγμιότυπων, που 

ονομάζεται C-Snap. Ο C-Snap αναφέρεται στη γενικότερη περίπτωση των ατομικών 

στιγμιότυπων, όπου μπορούν πολλές SCAN να εκτελούνται ταυτόχρονα (M ulti- 

Scanner). Ο C-Snap επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα 0 ( τ η )  για τη SCAN  και 

0 (1 )  για την UPDATE, χρησιμοποιώντας 2 m  -I-1 καταχωρητές μεγέθους 

0 (m  log(|T|) + log  k ) bit, όπου k είναι ο  μέγιστος αριθμός λειτουργιών SCAN  που 

εκτελούνται. Από τους καταχωρητές που χρησιμοποιεί C-Snap οι m  είναι ανάγνωσης- 

εγγραφής, ενώ οι m  +  1 είναι καταχωρητές CAS.

8.1. Περιγραφή του αλγορίθμου

Ο αλγόριθμος C-Snap (βλ. Αλγόριθμος 8.1 και Αλγόριθμος 8.2) βασίζεται στον αλ­

γόριθμο T-Opt. Οι πίνακες p r e  και p o s t  παίζουν τον ίδιο ρόλο με τους πίνακες p r e  

και p o s t  του αλγορίθμου T-Opt. Ω στόσο, ο  πίνακας p o s t  του C-snap αποτελείται 

από μόνο μία γραμμή m  καταχωρητών CAS, όπου κάθε καταχωρητής περιέχει μία 

τιμή και έναν σειριακό αριθμό. Η  χρήση των σειριακών αριθμών αλλά και η χρήση 

καταχωρητών CAS μας εξασφαλίζει ότι μία UPDATE στη συνιστώσα A it 1 <  i <  m  

θα εγγράψει μία τιμή στον p o s t [ i ] , μόνο αν είναι αρκετά πρόσφατη. Σημειώνεται ότι 

η UPDATE του C-Snap λειτουργεί με παρόμοιο τρόπο με αυτή του T-Opt. Επίσης 

είναι αξιοσημείωτο ότι η εντολή CAS σε έναν καταχωρητή p o s tfi] από κάποια 

UPDATE επιτυγχάνει μόνο αν ισχύει p o s t [ i ] =  nu ll (γραμμές 3 και 4).



77

Ο αλγόριθμος C-Snap είναι μία υλοποίηση της γενικότερης περίπτωσης ατομικών 

στιγμιότυπων όπου δύνανται να επιτελούνται ταυτόχρονα πολλές SCAN. Τ ο πιο ση ­

μαντικό τμήμα μιας SCAN επιτελείται από τη συνάρτηση g r a b js c a n . Κ άθε κλήση 

μιας g ra b _sc a n  προσπαθεί να  υπολογίσει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών (γραμμές 6 

και 7), με τον ίδιο ακριβώς τρόπο με αυτόν του T-Opt. Έπειτα η g r a b js c a n  προσπα­

θεί να αποθηκεύσα το διάνυσμα τιμών που υπολόγισε στον s e q  (στον C-Snap ο  s e q  

χρησιμοποιείται για την αποθήκευση περισσότερων πληροφοριών) επιτελώντας μία 

εντολή CAS (γραμμή 18). Οι εντολές CAS που εκτελούνται στη γραμμή 12 αποκα- 

λούνται CAS τύπου 0. Ως τελευταία εργασία η g r a b _ sc a n  προσπαθεί να αυξήσει τον 

σειριακό αριθμό του καταχωρητή se q  χρησιμοποιώντας μία εντολή CAS. Η  εν λόγω 

εντολή CAS (γραμμή 18) αποκαλείται CAS τύπου 1. Ο C-Snap έχει σχεδιαστεί έτσι 

ώστε μία επιτυχημένη CAS τύπου 0 να εναλλάσσεται με μία επιτυχημένη CAS τύπου 

1. Αυτό επιτυγχάνεται χρησιμοποιώντας το πεδίο ενός bit που ονομάζεται g r a b , του 

καταχωρητή se q . Η  CAS τύπου 0 επιτυγχάνει μόνο αν η τιμή του g r a b  είναι ίση με 

tr u e  (γραμμή 11), και η CAS την αλλάζει σε  f a l s e  (γραμμή 12). Αντίθετα μία CAS 

τύπου 1 επιτυγχάνει μόνο αν η τιμή του πεδίου g r a b  είναι ίση με f a l s e  (γραμμή 17), 

και η CAS την αλλάζει σε tr u e  (γραμμή 18). Επιπρόσθετα μία CAS τύπου 0 τροπο­

ποιεί μόνο το πεδίο v ie w  του καταχωρητή s e q , ενώ μία CAS τύπου 1 τροποποιεί μό­

νο το πεδίο tm  του καταχωρητή s e q  εγγράφοντας έναν νέο σειριακό αριθμό (γραμμές 

14, 18).

Κάθε εκτέλεση του C-Snap χωρίζεται σε φάσεις ω ς εξή ς Η  πρώτη φάση ξεκινά με 

την αρχική καθολική κατάσταση του συστήματος. Μ ία φάση τελειώνει πριν την εγ­

γραφή ενός νέου σειριακού αριθμού στο se q . tm  από μία επιτυχημένη CAS τύπου 1, 

ενώ η επόμενη φάση ξεκινά από την εν λόγω CAS. Ο ψευδοκώδικας του αλγορίθμου 

έχει σχεδιαστεί έτσι ώ στε κάθε φάση να «προσομοιώνει» την εκτέλεση μίας SCAN  

toy Single-Scanner αλγορίθμου T-Opt.
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Αλγόριθμος 8.1 Ψ ευδοκώδικας για τις SCAN και UPDATE του αλγορίθμου C-Snap.
struct sequence{ 

int tm; 
boolean grab; 
data view[l..m];

}

struct post_data{ 
int tm; 
data value;

}

shared sequence sequel, true, <null, ..., null»; 
shared post_data post[1..m]= {<0, null>, . .., <0, null>}; 
shared data pre[1..m] = {null, null};

void UPDATE(data v, int i){ 
sequence curr_seq; 
data pi;
post_data p2, lpost;

1. curr_seq=seq;
2. pl=pre[i];
3. lpost=<curr_seq.tm-1, null>;
4 . CAS (post[i], lpost, <lpost.tm, pl>);
5. pre[i]=v;

}

, data[] SCAN(void)
6. grab_scan();
7. grab_scan();
8. return seq.view;

}

void grab_scan(void){ 
sequence curr_seq; 
data view [ 1. . m ] l v i e w  [ 1.. m]; 
int ltm;

curr_seq=seq; 
view=collect_view(); 
if(curr_seq.grab==true)

CAS(seq, curr_seq, <curr_seq.tm, false, view>); 
clear_registers(curr_seq); 
ltm^cur^seq. tm+1 ; 
curr_seq.grab=false; 
lview=seq.view; 
curr_seq.view^lview;
CAS(seq, curr_seq, <ltm, true, lview>);

9.
10. 
11. 
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
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Α λγόριθμος 8.2 Ψευδοκώδικας για την c lea r  j r e g i s t e r s  και την c o lle c t_ v ie w .

void clear_registers(sequence s){ 
int i;
post_data p, lpost;

19. for(i=l;i<m;i++){
20. p=post[i];
21. lpost=<s. tin-1, p.value>;
22. CAS(post[i], lpost, <s.tm, null>);
23. p=post[i];
24. lpost=<s.tm-1, p.value>;
25.

}

CAS(post[i], lpost,
}

<s.tm, null>);

data[] collect_view(void){ 
int i;
data view[l..m], pi, p2;

26. for(i=l;i<m; i++){
27. pl=pre[i];
28. p2=post[i].value;
29. if(p2==null) view[i]=pl;
30. else view[i]=p2;

}
31. return view;

}

Η χρήση σειριακών αριθμών και εντολών CAS εξασφαλίζει ότι καμία SCAN και κα­

μία UPDATE που ξεκίνησε τη λειτουργία της σε  μία πρωτύτερη φάση δε θα επιτύχα 

να τροποποιήσει τα περιεχόμενα κάποιου καταχωρητή (p o s t  ή s e q )  σ ε  κάποια επό­

μενη φάση. Μ όνο SCAN που ξεκίνησαν τη λειτουργία τους στην τρέχουσα φάση δύ- 

ναται να εγγράψουν στον καταχωρητή s e q  και μόνο μία από αυτές θα επιτελέσει επι- 

τυχώς μία εντολή CAS (λόγω του πεδίου g r a b )  εγγράφοντας ένα διάνυσμα τιμών 

στον se q . Αφότου επιτελεστούν τα προαναφερθέντα, το σύστημα μπαίνει σ ε  μία φά­

ση αρχικοποίησης των καταχωρητών του πίνακα p o s t ,  η οποία τελειώνει με την έ­

ναρξη της επόμενης φάσης. Α φότου το πεδίο v a lu e  κάποιου καταχωρητή p o s t  αλλά­

ξει σε null κατά τη διάρκεια της τρέχουσας φάσης, η χρήση σειριακών αριθμών και 

εντολών CAS μας εξασφαλίζουν ότι καμία εντολή CAS δε θα τροποποιήσει τον κα­

ταχωρητή έως ότου ξεκινήσει μία νέα φάση. Έ τσι οι m  καταχωρητές του πίνακα p o s t  

έχουν αποθηκευμένη την nu ll στο πεδίο v a lu e  πριν την έναρξη της νέας φάσης. Α -
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φότου εγγράφει ο σειριακός αριθμός της νέας φάσης στον s e q  είναι εγγυημένο ότι δε 

θα επιτύχει κάποια εντολή CAS κάποιας συνάρτησης c le a r  r e g i s t e r s  της τρέχουσας 

ή παλαιότερης φ άση ς ώστε να πανωγράψει χρήσιμες τιμές στο post[£], va lu e . Έ τσι 

αν η συνάρτηση g ra b _sc a n  επιτύχει να  εγγράψει ένα νέο διάνυσμα τιμών στην τρέ­

χουσα φάση και διαβάσει μία τιμή διαφορετική του n u ll στον καταχωρητή p o s t[ i] ,  

τότε η εν λόγω τιμή έχει εγγραφεί από κάποια UPDATE στη συνιστώσα A t 71ου έχει 

ξεκινήσει την εκτέλεσή της στην τρέχουσα φάση. Για τέτοιες συνιστώσες, η 

g r a b js c a n  χρησιμοποιεί τις τιμές που βρέθηκαν στον καταχωρητή p o s t [ i ] (όπως 

γίνεται από τον T-Opt).

Μ ία SCAN S  επιστρέφει το διάνυσμα τιμών που περιέχεται στον καταχωρητή s e q  

εκτελώντας τη γραμμή 8. Το εν λόγω διάνυσμα τιμών έχει εγγραφεί από την τελευ­

ταία επιτυχημένη CAS τύπου 0 (συμβολίζουμε ω ς Cq την εν λόγω εντολή C AS) που 

προηγείται της εκτέλεσης της γραμμής 8 από την S. Α φού η Cq είναι τύπου 0, δεν 

τροποποιεί το seq . tm , του οποίου η τιμή έχει εγγραφεί από την τελευταία CAS τύ­

που 1 που προηγείται της Cq (συμβολίζουμε με C f  την εν λόγω εντολή CAS). Για τον 

'αλγόριθμο C-Snap, η C f  παίζει τον ίδιο ρόλο με την εντολή w s  του T-Opt. Για να  ε- 

ξασφαλισθεί ότι η C f  είναι εντός του διαστήματος εκτέλεσης της S, η g r a b js c a n  

καλείται δύο φορές από την 5  (γραμμές 6, 7). Αποδεικνύεται ότι στο διάστημα εκτέ­

λεσης κάθε g r a b _sc a n  εμπεριέχει μία επιτυχημένη CAS τύπου 1. Επίσης αποδεικνύ- 

εται ότι ανάμεσα στις δύο επιτυχημένες CAS τύπου 1, έχει εκτελεσθεί επιτυχώς μία 

CAS τύπου 0. Έ τσι από τον ορισμό της C f ,  προκύπτει ότι η C [  επιτελείται εντός του 

διαστήματος εκτέλεσης της S.

8.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου

Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου είναι προφανές ότι η χρονική πολυπλοκότητα 

της UPDATE είναι 0 (1 ), ενώ η χρονική πολυπλοκότητα της SCAN  είναι 0 (m ). Ο 

αλγόριθμος C-Snap χρησιμοποιεί m  +  1 καταχωρητές CAS και m  καταχωρητές ανά- 

γνωσης-εγγραφής. Ό λοι οι καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής αποθηκεύουν μόνο μία 

λέξη ενός συνόλου Τ  μεγέθους Ο (log  |Γ|) bit. Οι m  καταχωρητές CAS του πίνακα 

p o s t  αποθηκεύουν μία λέξη του συνόλου Τ  και έναν σειριακό αριθμό, ο  οποίος δύνα-
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Tat να είναι τόσο μεγάλος όσο  και το πλήθος k  των SCAN που θα εκτελεστούν. Ά ρα 

οι τη καταχωρητές CAS του πίνακα p o s t  θα έχουν μέγεθος O(log|r| 4- log λ ) bit. Ο 

καταχωρητής s e q  αποθηκεύει ένα διάνυσμα τη τιμών του συνόλου Τ , έναν σειριακό 

αριθμό ανάλογο του k  και το πεδίο g r a b  που έχει μέγεθος ενός bit. Ά ρα  το συνολικό 

μέγεθος του s e q  θα είναι 0 (τ η  log|7| 4- log  λ ) bit.

8.3. Απόδειξη της σειριοποιησιμότητας του αλγορίθμου

Έ στω  α  μία οποιαδήποτε εκτέλεση του C-Snap και έστω  S  μία οποιαδήποτε SCAN 

που επιτελείται στην α. Υπενθυμίζουμε ότι αποκαλούμε τις εντολές CAS της γραμ­

μής 12 του ψευδοκώδικα ω ς CAS τύπου 0, ενώ τις εντολές CAS της γραμμής 18 τις 

αποκαλούμε ως CAS τύπου 1. Η  5  επιστρέφει το διάνυσμα τιμών που ανέγνωσε στον 

se q  (γραμμή 8). Συμβολίζουμε με Cq την τελευταία επιτυχημένη CAS τύπου 0 που 

έγγραψε το διάνυσμα τιμών που επέστρεψε η 5, ενώ με C f  συμβολίζουμε την επιτυ­

χημένη CAS τύπου 1 που προηγείται της Cq . Συμβολίζουμε με g f  τη συνάρτηση 

- g ra b _sc a n  που επιτελεί την Cq . Έ στω  i ένας οποιοσδήποτε ακέραιος 1 <  ί <  τη. 

Στην περίπτωση όπου η g f  διάβασε τιμή ίση με n u ll στον p o s t[i] και μια τιμή v t 

στον p r e [i] , συμβολίζουμε με U f  την UPDATE στη συνιστώσα Α* που εγγράφει τε­

λευταία την Vi στον p r e [i]  (γραμμή 5) πριν η g f  αναγνώσει τον εν λόγω καταχωρη- 

τή. Στην περίπτωση όπου η g f  διάβασε τιμή ίση με v t Φ nu ll στον p o s t [ i ] ,  συμβολί­

ζουμε με V f  την UPDATE της οποίας η εντολή CAS στον p o s t[ i] , είναι η τελευταία 

επιτυχημένη εντολή CAS στον p o s t[ i]  πριν την ανάγνωση αυτού από την g f .  Συμ­

βολίζουμε με U f  την UPDATE στη συνιστώσα Α( που εγγράφει τελευταία στον 

p r e [i] , πριν η V f  τον αναγνώσει. Συμβολίζουμε με w f  την εντολή write στον p r e [i]  

που επιτελείται από την U f. Συμβολίζουμε με r f  την εντολή read στον p r e [ i]  από 

την g f  και με r f  τη εντολή read της g f  στον p o s t[ i] . Αν η g f  ανέγνωσε τιμή ίση με 

V( Φ nu ll στο p o s t[i] . v a lu e , συμβολίζουμε με rpre τη εντολή read της V f  στον 

pre[i\  (γραμμή 2). Συμβολίζουμε με a c την υπακολουθία της α που περιέχει όλες τις 

επιτυχημένες εντολές  CAS (τύπου 0 και τύπου 1) στον καταχωρητή s e q  με τη σειρά 

που εμφανίσθηκαν. Συμβολίζουμε με \ac \ τον αριθμό των εντολών CAS που περιέχει 

η a c . Συμβολίζουμε με a f  ( α£) την υπακολουθία της α που περιέχει όλες τις επιτυ­
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χημένες CAS τύπου 0 (τύπου 1 αντίστοιχα) στον καταχωρητή s e q  με τη σειρά που 

εμφανίσθηκαν. Συμβολίζουμε με |α£| ( |af| αντίστοιχα) τον αριθμό των εντολών 

CAS που περιέχει η a j  ( a f  αντίστοιχα).

Σε αυτό το σημείο θα θέσουμε σημεία σειριοποίησης για τις SCAN και UPDATE.

• Κάθε SCAN S  σειριοποιείται στην C-f.

• Για κάθε i £ { 1 , . . . , πι], αν η w f έπεται της C (  (και η U f  δεν έχει ήδη σειριο- 

ποιηθεί)4, τοποθετούμε σημείο σειριοποίησης στην U f  ακριβώς πριν την C f.  

Επίσης τοποθετούμε σημείο σειριοποίησης σε  κάθε UPDATE στη συνιστώσα 

Αι που επιτελεί την write της στον καταχωρητή p r e [i]  μεταξύ της C f  και της 

w ?  (και δεν έχει ήδη σειριοποιηθεί), ακριβώς πριν την C f. Αν σειριοποιούνται 

ακριβώς πριν την C f  περισσότερες από μία UPDATE, τότε αυτές σειριοποι- 

ούνται με τη σειρά με την οποία επιτέλεσαν την write τους στον p re .

• Αφότου αναθέσουμε σημεία σειριοποίησης σε όλες τις SCAN, καθώς και σε 

κάποιες UPDATE (όπως περιγράφηκε παραπάνω), τοποθετούμε σημείο σειρι- 

οποίησης σε όλες τις υπόλοιπες UPDATE στο σημείο που επιτέλεσαν την 

write τους στον pre.

Για να αποδειχθεί η ορθότητα του αλγορίθμου C-Snap είναι απαραίτητο να αποδει- 

χθούν όλοι οι ισχυρισμοί που αναφέρθηκαν κατά την περιγραφή του αλγορίθμου. Έ ­

τσι η απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου C-Snap είναι αρκετά πιο πολύπλοκη 

και μεγάλη σε σχέση με αυτές των υπόλοιπων αλγορίθμων.

Το ακόλουθο λήμμα είναι άμεση συνεπαγωγή του ορισμού της t / f . Από το εν λόγω 

λήμμα προκύπτει ότι η w f προηγείται της Cq , άρα η w f  προηγείται και του τέλους 

της 9ο

4Δύναται για δύο SCAN S  και S' να ισχύει (Jo =  9ο  < έτσι ώ στε και οι δύο SCAN  να

καθορίζουν τα σημεία σειριοποίησης των ίδιων UPDATE. Για το λόγο αυτό η παρέν­

θεση είναι απαραίτητη.
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Λ ήμμα 8.1 Γ ια  κάβε i e  { 1 , . . . , m } ισχύει:

1. η f f  έπεται της  w f, και

2. η C f  έττεται της w f .

Α πόδειξη. Αρχικά υποθέτουμε ότι η 5  διάβασε τιμή ίση με n u ll στον καταχωρητή 

p o s t[i] . Από τον τρόπο ορισμού της U f  προκύπτει ότι η w f προηγείται της r f  (αφού 

η r f  ανέγνωσε την τιμή που η w f έγγραψε στον καταχωρητή p re[i]) . Α φού η r f  

προηγείται της r f  και η r f  προηγείται της C f, είναι προφανές ότι και οι δύο ισχυρι­

σμοί του λήμματος ισχύουν.

Α ς υποθέσουμε ότι η 5  ανέγνωσε τιμή ίση με νι Φ n u ll στον καταχωρητή p o st[i\ . Σε 

αυτή την περίπτωση η λειτουργία V f  είναι καλά ορισμένη. Έ στω  rpre η εντολή read 

της λειτουργίας V f  στον καταχωρητή p r e [ i ]. Από τον τρόπο ορισμού της V f  και της 

U f τα  ακόλουθα ισχύουν: (1) η V f  διαβάζει στον καταχωρητή pre\i\ την τιμή που η 

w f έγγραψε σε αυτόν, έτσι η rpre επιτελείται έπειτα από την w f , και (2) η r f  διαβά­

ζει στον καταχωρητή p o s t[i]  την τιμή που έγγραψε η V f  σ ε  αυτόν, έτσι η r f  έπεται 

της εντολή CAS που η V f  επιτέλεσε στον καταχωρητή p o s t[i] . Από τον ψευδοκώδι­

κα του αλγορίθμου προκύπτει ότι η εντολή CAS της V f  έπεται της rpre. Έ τσι η r f  

έπεται της w f , όπως και απαιτείται από τον ισχυρισμό (1). Α φού η g f  εκτελεί πρώτα 

την r f  και έπειτα την C f, προκύπτα ότι η C f  έπεται της w f , όπως και απαιτείται από 

τον ισχυρισμό (2). ■

Έ στω  α μία οποιαδήποτε εκτέλεση του C-Snap και έστω  a c  =  C f C fC f.. .  C f, όπου 

k  =  \ac \ — 1. Μ ε το ακόλουθο λήμμα αποδεικνύουμε ότι στην εκτέλεση α , οι CAS 

τύπου 0 εναλλάσσονται με CAS τύπου 1, ενώ η πρώτη εντολή CAS της εκτέλεσης α 

είναι τύπου 0.

Λ ήμμα 8.2 Γ ια  κάθε i Ε { 0 , . . . , k], η C f  είναι τύπου (ί m o d  2).

Α πόδειξη. Η απόδειξη του λήμματος θα γίνει με επαγωγή στο i.

Βάση Ε παγωγής. Θ α αποδείξουμε ότι η C f είναι τύπου 0. Η C f είναι η πρώτη επιτυ­

χημένη εντολή CAS στον s e q  της εκτέλεσης α. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις
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άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι η Cq είναι τύπου 1. Πριν την εκτέλεση της Cq εκτε- 

λείται η εντολή c u r r jse q . g r a b  =  f a l s e  (γραμμή 15). Α φού η Cq είναι μία επιτυχη­

μένη GAS τύπου 1, πρέπει να  ισχύει se q . g r a b  — f a l s e  ακριβώς πριν την Cq . Ό μως 

η αρχική τιμή του seq . g r a b  είναι ίση με tr u e , ενώ τα δεδομένα του s e q  μεταβάλλο­

νται μόνο από επιτυχημένες εντολές CAS. Έ τσι η Cq δε μπορεί να είναι μία επιτυχη­

μένη CAS τύπου 1, το οποίο και είναι άτοπο.

Επαγωγική υπόθεση. Έ στω  i, 1 <  i <  k. Υποθέτουμε ότι το λήμμα ισχύει για i — 1, 

δηλαδή η Cf_± είναι τύπου ( ( /  — l)m o d 2 ).

Επαγωγικό Βήμα. Θα αποδείξουμε ότι το λήμμα ισχύει για ί. Έ στω  ρ ' η διεργασία 

που επιτελεί την C^_1 και έστω  ρ  η διεργασία που επιτελεί την C ? (είναι δυνατόν να 

ισχύει ρ  =  ρ '). Συμβολίζουμε με g p την g r a b js c a n  που επιτελεί την C f. Διακρίνου­

με τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις.

1) Έ στω  ότι η C ^  είναι τύπου 0. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απα­

γωγής υποθέτουμε ότι η C f  είναι και αυτή τύπου 0. Σε αυτή την περίπτωση πρέπει 

η g v να διάβασε τιμή ίση με tr u e  στο se q . g r a b  (γραμμή 9), γιατί σ ε  αντίθετη 

περίπτωση η συνθήκη i f  της γραμμής 11 θα είχε αποτιμηθεί σε f a l s e  (και έτσι η 

C ? δε θα είχε επιτελεσθεί). Ά ρα πρέπει να ισχύει c u r r _ se q . g r a b  — tr u e  κατά 

την εκτέλεση της C f. Α φού η C f_x είναι τύπου 0, όλες οι επιτυχημένες CAS τύ­

που 0 εγγράφουν τιμή ίση με f a l s e  στο s e q . g r a b , και καμία επιτυχημένη εντολή 

CAS δεν επιτελείται στον s e q  μεταξύ της C[_± και της C f, η τιμή του s e q . g r a b  

είναι ίση με f a l s e  όταν η C f εκτελείται. Έ τσι η C f δε δύναται να  είναι μία επιτυ­

χημένη CAS τύπου 0, το οποίο αντιτίθεται στην υπόθεση ότι η C f  είναι τύπου 0.

2) Έ στω  ότι η Cf_t είναι τύπου 1. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απα­

γωγής υποθέτουμε ότι η C f  είναι και αυτή τύπου 1. Από τον ψευδοκώδικα του 

αλγορίθμου (γραμμή 15) προκύπτει ότι ισχύει c u r r js e q . g r a b  =  f a l s e  όταν η C f  

εκτελείται. Αφού η C?_1 είναι τύπου 1, όλες οι επιτυχημένες CAS τύπου 1 εγγρά­

φουν τιμή ίση με tr u e  στο se q . g r a b , και αφού καμία επιτυχημένη CAS στον 

s e q  δεν εκτελείται ανάμεσα στην C ·^  και στη C f ,  ισχύει ότι η τιμή του 

s e q ,g r a b  θα είναι ίση με tr u e  κατά την εκτέλεση της Q5. Έ τσι η C f δε δύναται
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να είναι μία επιτυχημένη εντολή CAS, το οποίο αντιτίθεται στην υπόθεση ότι η 

C f  είναι τύπου 0.

Και στις δύο περιπτώσεις οδηγηθήκαμε σε άτοπο, άρα το λήμμα ισχύει. ■

Μ ε το ακόλουθο λήμμα αποδεικνύεται ότι το πεδίο tm  του s e q  αλλάζει μόνο από ε­

πιτυχημένες CAS τύπου 1, ενώ το πεδίο v ie w  του ιδίου καταχωρητή αλλάζει μόνο 

από επιτυχημένες CAS τύπου 0.

Λ ήμμα 8.3 Ισχύουν οι ακόλουθοι ισχυρισμοί:

1. Η  Cq εγγράφει στο στο  s e q . tm  την αρχική τιμή του.

2. Γ ια  κάθε i, 1 <  i <  k  ισχύει:

α. Α ν  i m o d  2 =  0, η C f  αποθηκεύει στο se q . tm  την ίδια τιμή μ ε  την C f_v  

b. Α ν  i m o d  2 =  1, η  C f  αποθηκεύει στο  se q . v ie w  το ίδιο διάνυσμα τιμώ ν  

με την Cf_t .

Α πόδειξη. Αρχικά θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό 1. Υπενθυμίζουμε ότι η Cq είναι η 

πρώτη εντολή CAS στον s e q  στην εκτέλεση α , άρα ο  s e q  έχει την αρχική του τιμή 

πριν η Cq εκτελεστεί. Συμβολίζουμε με ρ  τη διεργασία που εκτελεί την Cq . Η  ρ  δια­

βάζει στον καταχωρητή s e q  την αρχική τιμή του (γραμμή 9). Από το Λήμμα 8.2 προ­

κύπτει ότι η Cq είναι τύπου 0. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 9), η 

Cq εγγράφει στο s e q . tm  την τιμή του c u r r js e q . tm . Έ τσι η Cq εγγράφει στο s e q . tm  

την αρχική τιμή, όπως και απαιτείται από τον ισχυρισμό 1.

Σε αυτό το σημείο θα αποδειχθεί ο ισχυρισμός 2/a του λήμματος. Έ στω  οποιοδήποτε 

1 <  i <  k , τέτοιο ώστε να ισχύει i m o d  2 =  0. Από το Λήμμα 8.2 προκύπτει ότι η C f  

είναι τύπου 0. Υποθέτουμε ότι η Cf_± εγγράφει τιμή ίση με t  στο s e q . tm . Α φού δεν 

υπάρχουν επιτυχημένες CAS ανάμεσα στην C f_1 και στην C f, κατά την εκτέλεση της 

C f  θα ισχύει se q . tm  =  t. Επειδή η C f  είναι μία επιτυχημένη εντολή CAS τύπου 0, 

από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 9) προκύπτει ότι θα ισχύει 

c u r r js e q . tm  =  t, όπως και απαιτείται από τον ισχυρισμό 2/a του λήμματος.

Τέλος θα αποδειχθεί ο ισχυρισμός 2/b του λήμματος. Έ στω  οποιοδήποτε 1 <  ί <  k , 

τέτοιο ώστε να ισχύει ί m o d  2 =  1. Από το Λήμμα 8.2 προκύπτει ότι η εντολή C f
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είναι τύπου 1. Υποθέτουμε ότι η Cf_t εγγράφει το διάνυσμα τιμών ν  στο s e q . v ie w . 

Αφού δεν υπάρχουν επιτυχημένες εντολές CAS ανάμεσα στην Cf_t και στην C f, κατά 

την εκτέλεση της C f  θα ισχύει se q . v ie w  =  ν . Επειδή η C f  είναι μία επιτυχημένη ε­

ντολή CAS, από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 18) προκύπτει ότι κατά 

την εκτέλεση της C f  ισχύει c u rr_seq . v ie w  =  se q . v ie w . Α π ό  τον ψευδοκώδικα του 

αλγορίθμου (γραμμή 16) ισχύει ότι c u r r js e q . v ie w  — Iv iew . Έ τσι η C f  δε μεταβάλ­

λει την τιμή του s e q . v ie w , όπως και απαιτείται από τον ισχυρισμό 2/b του λήμματος.

Στη συνέχαα θα αποδειχθεί ότι κάθε επιτυχημένη CAS τύπου 1 αυξάνει την τιμή του 

seq . tm  κατά 1.

Λ ήμμα 8.4 'Εστωσαν Ct και C\ δυο επιτυχημένες C A S  τύπου 1 στην α, τέτοιες ώ στε  

να  μην υπάρχει καμία C A S τύπου 1 ανάμεσα στην Cx και στη ν C\. Α ν  η Ct εγγράψει 

την τιμή t στο seq . tm , τότε η C \  εγγράφει την τιμή t +  1 στο  se q . tm .

Α πόδειξη. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι η C[ 

δεν εγγράφει την τιμή t  +  1 στο se q . tm . Έ στω  g 1 η g r a b js c a n  που επιτελεί την C{ 

και έστω  t 1 η τιμή που η g ’ αναγνώσκΏ στο s e q . tm  (γραμμή 9). Από τον ψ ευδοκώ­

δικα του αλγορίθμου προκύπτει ότι η C \  εγγράφει την τιμή t f +  1 Φ t  +  1 στο 

seq . tm . Από το Λήμμα 8.3 προκύπτει ότι το se q . tm  αλλάζει μόνο από CAS τύπου

1. Α φού καμία CAS τύπου 1 δεν έχει επιτελεσθεί μεταξύ της Q  και της C[, κατά την 

επιτέλεση της C \  ισχύει ότι se q . tm  =  t. Έ τσι η C[ δε δύναται να είναι μία επιτυχη­

μένη εντολή CAS, το οποίο αντιτίθεται στην υπόθεση ότι η C[ δεν εγγράφει την τιμή 

t +  1 στο se q . tm . ■

Υποθέτουμε ότι ισχύει |af | =  k t . Έ στω  a f  =  C }C ^... c f 1. Συμβολίζουμε με C f την 

αρχική καθολική κατάσταση (configuration) του συστήματος. Υπενθυμίζουμε ότι η 

αρχική τιμή του se q . tm  είναι ίση με 1. Από το Λήμμα 8.3 προκύπτει ότι η εν λόγω 

τιμή δεν αλλάζει μέχρι και την επιτέλεση της C\. Από το Λήμμα 8.3 προκύπτει ότι το 

s e q .t m  αλλάζει μόνο από επιτυχημένες CAS τύπου 1. Τα προαναφερθέντα καθώς 

και το Λήμμα 8.4 συνεπάγονται το ακόλουθο πόρισμα.
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Π όρισμα 8.5 Για κάθε j ,  1 <  j  <  k lt ισχύει ότι se q . tm  =  j  σε κάθε χρονική στιγμή 

ανάμεσα στην C /-1  και στην C(.

Έ στω  S  μία οποιαδήποτε SCAN που έχει εκτελεστεί από κάποια διεργασία ρ  και έ­

στω  g  οποιαδήποτε από τις δύο g r a b js c a n  συναρτήσεις που η S  εκτελεί. Συμβολί­

ζουμε με rseq την εντολή read που επιτελεί η g  στον καταχωρητή s e q  (γραμμή 9), 

ενώ με Ct συμβολίζουμε την CAS τύπου 1 που εκτελείται από την g  (γραμμή 18). 

Προκειμένου να αποδειχθεί ότι κάθε SCAN σειριοποιείται εντός του διαστήματος 

εκτέλεσής τη ς αρχικά αποδεικνύουμε ότι μία τουλάχιστον CAS τύπου 1 επιτελείται 

στο διάστημα εκτέλεσης της g .

Λ ήμμα 8.6 Το διάστημα εκτέλεσης της g  περιέχει τουλάχιστον μία  επιτυχημένη C A S  

τύπου 1.

Α πόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι η ρ  ξεκινά τη λειτουργία της εκτελώντας την rseq και 

τερματίζει εκτελώντας την C1. Αν η Ct είναι μία επιτυχημένη εντολή CAS, τότε το 

λήμμα ισχύει. Υποθέτουμε ότι η Cx είναι μία αποτυχημένη εντολή CAS. Χ ρησιμο­

ποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει καμία επι­

τυχημένη CAS τύπου 1 μεταξύ της rseq και της Cr. Διακρίνουμε τις ακόλουθες περι­

πτώσεις.

Έ στω  ότι η Ct αποτυγχάνει λόγω του ότι κατά την εκτέλεσή της ισχύει 

cu rr_seq . tm  Φ se q . tm . Από το Λήμμα 8.3 προκύπτει ότι η τιμή του s e q . tm  μετα­

βάλλεται μόνο από την εκτέλεση κάποιας επιτυχημένης εντολή CAS τύπου 1. Έ τσι 

πρέπει να υπάρχει κάποια επιτυχημένη CAS τύπου 1 μεταξύ της rseq και της Ct . Αυτό 

είναι άτοπο καθώς υποθέσαμε πως δεν υπάρχει κάποια επιτυχημένη CAS τύπου 1 με­

ταξύ της rseq και της Cv

Υποθέτουμε ότι ισχύει c u r r _se q . tm  =  s e q . tm . Έ στω  ότι η Ct αποτυγχάνει επειδή 

κατά την εκτέλεσή της ισχύει c u rr _se q . g r a b  φ  se q . g r a b . Αφού η Ct είναι μία 

CAS τύπου 1, από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 15), προκύπτει ότι κα­

τά  την εκτέλεση της Q  ισχύει c u rr _se q . g r a b  =  f a l s e .  Έ τσι κατά την εκτέλεση της 

πρέπει να ισχύει s e q .g r a b  =  tru e . Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου συ­
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μπεραίνουμε ότι μόνο οι CAS τύπου 1 εγγράφουν τιμή ίση με tr u e  στο s e q .g r a b .  

Έ τσι η τελευταία εντολή CAS που εκτελέστηκε στον s e q  πριν την C1 πρέπει να  είναι 

τύπου 1. Έ στω  C \  η εν λόγω εντολή CAS. Αν η C \  εκτελέστηκε μεταξύ της rseq και 

της Cl9 τότε το λήμμα ισχύει. Έ τσι ας υποθέσουμε ότι η C \  εκτελέστηκε πριν την 

rseq. Ά ρα η C \  είναι η τελευταία CAS τύπου 1 που εκτελέστηκε πριν από την Cly η 

rseq πρέπει να έχει διαβάσει τιμή ίση με tr u e  στο se q . g r a b  (γραμμή 9). Ά ρα  η συν­

θήκη i f  της γραμμής 11 πρέπει να έχει αποτιμηθεί σε tr u e  και η CAS τύπου 0 της 

γραμμής 12 να έχει εκτελεσθεί από την g  (έστω  C0 η εν λόγω  εντολή CAS). Αφού η 

C \  είναι η τελευταία επιτυχημένη CAS στον καταχωρητή s e q  πριν την Ct  και είναι 

τύπου 1, καμία CAS τύπου 0 δεν έχει εκτελεστεί επιτυχώς ανάμεσα στην rseq και 

στην CQ, έτσι κατά την εκτέλεση της C0 πρέπει να ισχύει c u r r js e q  — s e q . Από τον 

ψευδοκώδικα προκύπτει ότι η C0 πρέπει να είναι μία επιτυχημένη εντολή CAS. Αυτό 

είναι άτοπο καθώς η τελευταία επιτυχημένη εντολή CAS που έχει εκτελεστεί στον 

καταχωρητή s e q  πριν την είναι η C[.

Α ς υποθέσουμε τέλος ότι ισχύα c u r r js e q .g r a b  =  s e q .g r a b  και c u r r _ s e q .tm  =  

s e q .t m  κατά την εκτέλεση της Ct . Α φού η Cx αποτυγχάνει, πρέπει να  ισχύει 

cu rr_seq . v ie w  Φ seq . v ie w . Από το Λήμμα 8.3 προκύπτει ότι η τιμή του s e q . v ie w  

αλλάζει μόνο από επιτυχημένες CAS τύπου 0. Αφού η Ca αποτυγχάνει, μία επιτυχη­

μένη CAS τύπου 0 (έστω  C'0) εκτελείται μεταξύ των γραμμών 16 και 18 που εκτελεί 

η g . Είναι προφανές ότι η C fQ εκτελείται από κάποια διεργασία ρ ' Φ ρ . Το Λήμμα 8.2 

συνεπάγεται ότι η τελευταία επιτυχημένη εντολή CAS στον s e q  πριν την C'0 είναι 

τύπου 1 (έστω  C \  η εν λόγω εντολή CAS). Αν η C \  έχει εκτελεστεί μεταξύ της rseq 

και της Ct , τότε το λήμμα ισχύει. Έ τσι υποθέτουμε ότι η C \  έχει εκτελεστεί πριν την 

rseq. Υπενθυμίζουμε ότι δεν υπάρχει καμία επιτυχημένη εντολή CAS στον s e q  μετα- 

ξύ της rseq και της C'0 (αφού η εγγράφει τιμή ίση με tr u e  στο s e q .g r a b ,  η rseq 

πρέπει να έχει αναγνώσει τιμή ίση με tr u e  στο s e q . g r a b ) . Έ τσι η συνθήκη i f  της 

γραμμής 11 αποτιμάται σ ε  tr u e  και η CAS τύπου 0 της γραμμής 12 (έστω  C0 αυτή) 

εκτελείται από την ρ . Επιπρόσθετα αφού η C0 προηγείται της C 'Q, δεν υπάρχει κάποια 

επιτυχημένη εντολή CAS στον καταχωρητή s e q  μεταξύ της rseq και της C0. Έ τσι κα­

τά την εκτέλεση της C0 ισχύει c u r r js e q  =  s e q . Επομένως η C0 είναι μία επιτυχημένη 

CAS τύπου 0. Η C0 επιτελείται πριν από την C '0, αφού η C'0 επιτελείται μεταξύ της
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εκτέλεσης της γραμμής 16 και της γραμμής 18 από την ρ . Αυτό είναι άτοπο καθώς η 

τελευταία επιτυχημένη CAS στον καταχωρητή s e q  που προηγείται της C'0, είναι η 

C \  που είναι μία CAS τύπου 1. ■

Στο ακόλουθο λήμμα αποδεικνύεται ότι κάθε SCAN σειριοποιείται εντός του διαστή­

ματος εκτέλεσής της.

Λ ήμμα 8.7 Έ στω  S μία οποιαδήποτε SCAN, η S σειριοποιείται εντό ς του διαστήματος 

εκτέλεσής της.

Α πόδειξη. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμές 6-7), η S εκτελεί δύο φο­

ρές τη συνάρτηση g r a b jsc a n . Συμβολίζουμε με g  την πρώτη g r a b _ s c a n  που εκτέ- 

λεσε η S , και με g 1 τη δεύτερη g r a b js c a n  που εκτέλεσε η S. Συμβολίζουμε με rseq 

και r ’seq τις εντολές read που η g  και η g 1 εκτέλεσαν στη γραμμή 9 του ψευδοκώδι­

κα. Συμβολίζουμε με Cx και C \  τις CAS που εκτέλεσαν η g  και η g 1 στη γραμμή 18 

του ψευδοκώδικα. Από το Λήμμα 8.5 προκύπτει ότι το διάστημα εκτέλεσης που ξεκι­

νά με την rseq και τελειώνει με την Clt εμπεριέχει μία επιτυχημένη CAS τύπου 1 (έ­

στω  Csuc η εν λόγω εντολή). Ο μοίως το διάστημα εκτέλεσης που ξεκινά με την r 'seq 

και τελειώνει με την C \  εμπεριέχει μία επιτυχημένη CAS τύπου 1 (έστω  C 'suc η εν 

λόγω εντολή). Έ τσι από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, η S σειριο- 

ποιείται στην τελευταία CAS τύπου 1 που επιτελέσθηκε πριν η S  εκτελέσει την εντο­

λή της γραμμής 8 του ψευδοκώδικα. Ά ρα η 5  θα σειριοποιηθεί είτε στο σημείο που 

επιτελέσθηκε η Csuc είτε σε κάποιο σημείο που έπεται του σημείου όπου επιτελέσθη- 

κε η Csuc. Ά ρα η S  σειριοποιείται έπειτα από την έναρξη του διαστήματος εκτέλεσής 

της. Επίσης από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, είναι προφανές ότι 

η S σειριοποιείται πριν από το τέλος του διαστήματος εκτέλεσή της. Ά ρα συμπεραί­

νουμε ότι η 5  σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. ■

Μ ε το επόμενο λήμμα αποδεικνύεται ότι σε κάθε φάση μία ακριβώς εντολή CAS 

στον καταχωρητή p o st[i] , 1 <  i <  m, εγγράφει τιμή ίση με null στο πεδίο va lu e  

του καταχωρητή p ost[i]. Έπειτα από την εκτέλεση της προαναφερθείσας εντολής 

CAS, η τιμή του πεδίου value  του καταχωρητή p o s t[i]  παραμένει null έως ότου ξε­

κινήσει η επόμενη φάση. Επίσης στο επόμενο λήμμα αποδεικνύονται και μερικές ιδι­
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ότητες που διέπουν τις τιμές του seq. tm, αλλά και του post[i]. tm. Υπενθυμίζεται 

ότι με έχουμε συμβολίσει την αρχική καθολική κατάσταση του συστήματος.

Λ ήμμα 8.8 Έ στω οποιοσδήποτε ακέραιος 1 <  i < τπ. Ισχύουν οι ακόλουθοι ισχυρι­

σμοί:

1. ανάμεσα στην C ^ 1 και στην Cf α κριβώ ς μία επιτυχημένη εντολή C A S  Cpost ε -  

πιτελείται στον καταχωρητή p o s t [ i ] από κάποια συνάρτηση c le a r jr e g is te r s ,

j 1
2. p o st[i] . tm  =  j  — 1 μ εταξύ της C( και της Cposti και

3. post[i\ . tm  =  j  και p o stfi]. v a lu e  =  null μεταξύ της Cpost και της C(.

Α πόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο j ,  1 <  j  <  k x. Έ στω  ένας οποιοσδή­

ποτε ακέραιος j ,  1 <  j  <  k t . Υποθέτουμε ότι το λήμμα ισχύει για j  — 1, θα αποδεί­

ξουμε την ορθότητα του λήμματος για j .

Από το Λήμμα 8.3 προκύπτει ότι μόνο οι CAS τύπου 1 αλλάζουν την τιμή του 

seq . tm . Στην περίπτωση όπου 7 =  1, αφού η C } είναι η πρώτη εντολή CAS που ε- 

* κτελείται στην α (το se q . tm  έχει αρχική τιμή ίση με 1 σε όλες τις χρονικές στιγμές 

μεταξύ της C-J και της CJ). Έ τσι οποιαδήποτε διεργασία ξεκινά την εκτέλεσή της πριν 

από την C }, διαβάζει τιμή ίση με 1 στο seq . tm  (γραμμές 1, 9). Υπενθυμίζεται ότι για 

κάθε 1 ,1 <  ί <  m , αρχικά ισχύει p o s t[i] . tm  — 0 και p o s t[i] . v a lu e  =  null.

Έ στω  j  >  1. To Π όρισμα 8.5 συνεπάγεται ότι αμέσως μετά την εκτέλεση της C /-1 , 

ισχύει se q . t m — j .  Από το Λήμμα 8.3 προκύπτει ότι σε όλες τις χρονικές στιγμές με- 

ταξύ της C[ και της C(Qa ισχύει se q . tm  =  j .  Επιπρόσθετα από το Λήμμα 8.4 συ­

νεπάγεται ότι όλες οι λειτουργίες που έχουν ξεκινήσει την εκτέλεσή τους πριν την 

C{ διαβάζουν μία τιμή μικρότερη ή ίση του j  στο s e q . t m  (γραμμές 1, 9). Επίσης 

από την επαγωγική υπόθεση αμέσω ς μετά την C /-1  ισχύει p o s t [ i ] .t m  =  j  και 

p o s t[i] . va lu e  =  null.

Έ τσι κάθε περίπτωση 0  =  0 ή /  >  1) ισχύει se q . tm  =  j  σε κάθε χρονική στιγμή με­

ταξύ της C { 1 και της C (, και όλες οι λειτουργίες που ξεκινούν την εκτέλεσή τους
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πριν την C( διαβάζουν τιμή μικρότερη ή ίση του j  στο s e q . tm . Ακόμη αμέσω ς μετά 

την C /-1 ισχύει p ost[i]. tm  =  j  — 1 και post[£]. v a lu e  — null.

Έ στω  p  η διεργασία που επιτελεί την C (. Α φού η C( είναι μία επιτυχημένη εντολή 

CAS και ισχύει seq . tm  =  j  κατά την εκτέλεση της C( (από τον ψευδοκώδικα του 

αλγορίθμου, γραμμή 9) η ρ  διαβάζει τιμή ίση με j  στο se q . tm .

Έ στω  ένας οποιοσδήποτε ακέραιος ί, 1 <  i <  m . Αποδεικνύουμε τους δύο ακόλου­

θους ισχυρισμούς.

Ισχυρισμός 8.1. Έ στω C η  πρώ τη επιτυχημένη εντολή C A S  στο ν  p o s t[ i ]  που εκτελείται 

ανάμεσα στην και στην C( από κάποια συνάρτηση c lea r  ̂ r e g is te r s . Ισχύουν τα  

ακόλουθα:

1. Όλες οι επιτυχημένες εντολές C A S  που ετατελούνται στον p o s t [ i ]  μ εταξύ της  

C( -1  και της C δεν μεταβάλλουν την τιμή του p o s t[i ] . tm , και

2. καμία εντολή C A S  στον p o s t [ i ] δεν επιτυγχάνει μετα ξύ  τη ς C και της C(.

Α πόδειξη. Αρχικά θα αποδείξουμε το 1. Α φού η C είναι η πρώτη επιτυχημένη εντολή 

CAS στον post[£] που εκτελείται από μία c le a r jr e g is t e r s  μεταξύ της C{ και της 

C (, οποιαδήποτε επιτυχημένη εντολή CAS εκτελείται μεταξύ της C ^ "1 και της C (, 

επιτελείται α7ΐό μία UPDATE. Υπενθυμίζουμε ότι ισχύει p o s t[i] . tm  — j  — 1 αμέσω ς 

μετά την C{ . Έ στω  U η πρώτη UPDATE που επιτελεί μία επιτυχημένη εντολή CAS

(έστω  η εν λόγω εντολή) στον p o s t[i]  μεταξύ της C /-1  και της C [. Τ ότε θα ισχύει 

p o s t[i] . tm  =  j  — 1 κατά την εκτέλεση της 0 υ . Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθ­

μου (γραμμή 4), η Cu δε μεταβάλλει την τιμή του p o s t [ i ] .t m .  Έ τσι θα ισχύει 

seq . tm  =  j  — 1 αμέσως μετά την 0 υ . Εφαρμόζοντας τα παραπάνω επαγωγικά, προ­

κύπτει ότι καμία εντολή CAS στον καταχωρητή που εκτελείται μεταξύ της C (~ x και 

της C , δεν αλλάζει την τιμή του p o s t[i] , tm , όπως και είναι απαραίτητο από το 1.

Στη συνέχεια θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό 2. Από τον ισχυρισμό 1 που αποδείχθηκε 

πρωτύτερα προκύπτει ότι κατά την εκτέλεση της C  ισχύει p o s t[i] , t m =  j  — 1. Έ στω  

ότι η C εκτελείται από κάποια διεργασία q. Αφού η C είναι μία επιτυχημένη εντολή
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CAS, από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμές 21-22 και 25-26) προκύπτει 

ότι η q πρέπει να έχει αναγνώσει τιμή ίση με j  στον καταχωρητή s e q  (γραμμή 9), ενώ 

πρέπει να έχει γράψει τιμή ίση με j  στον καταχωρητή p o s t[i] . tm . Χρησιμοποιώντας 

τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι υπάρχει μία τουλάχιστον επιτυχη­

μένη εντολή CAS στον καταχωρητή p o s t[i]  μεταξύ της C και της C (. Έ στω  C' η 

πρώτη τέτοια εντολή. Κ ατά τη διάρκεια εκτέλεσης της C' πρέπει να ισχύει 

p o st[i\ . tm  =  j .  Αφού η C' προηγείται της C (, η λειτουργία που εκτέλεσε την C' έχει 

ξεκινήσω την εκτέλεσή της πριν την C (. Υπενθυμίζεται ότι όλες οι λειτουργίες που 

ξεκίνησαν την εκτέλεσή τους πριν την C (, ανέγνωσαν στο se q . tm  τιμή μικρότερη ή 

ίση του j .  Έ τσι από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμές 3, 22 και 26), κατά 

την εκτέλεση της C' ισχύει ότι Ip o st. t m < j  — 1. Οπότε η C  δε δύναται να είναι μία 

επιτυχημένη εντολή CAS, το οποίο και είναι άτοπο. Επαγωγικά εφαρμόζοντας ακρι­

βώ ς τα  ίδια επιχειρήματα, προκύπτει ότι καμία εντολή CAS στον καταχωρητή 

p o s t[ i ] δεν επιτελείται επιτυχώς μεταξύ της C και της C (, όπως και είναι απαραίτητο.

▲

Ισχυρισμός 8.2. Γ ια  κάθε i, 1 <  i <  m , υπάρχει μ ία  επιτυχημένη εντολή C A S  στον  κα­

ταχωρητή p o s t [ i ] που έχει εκτελεστεί από κάποια συνάρτηση c lea r  ̂ r e g is te r s .

Α πόδειξη. Έ στω  οποιοσδήποτε ακέραιος i, 1 <  i <  m . Από τον ψευδοκώδικα του 

αλγορίθμου (γραμμή 13), η διεργασία ρ  καλεί τη συνάρτηση c le a r  ̂ r e g is te r s  προ­

τού εκτελέσει την C(. Έ στω σαν C* και C$, οι δύο εντολές CAS που εκτελέστηκαν 

από τη διεργασία ρ  στον καταχωρητή p o s t[i]  (γραμμές 22 και 25). Χρησιμοποιώντας 

τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει κάποια εντολή CAS 

στον καταχωρητή p o stfi] που να έχει εκτελεστεί επιτυχώς από κάποια 

c lea r_r  e g  is te r  s  μεταξύ της C /” 1 και της C (. Από τον Ισχυρισμό 8.1 προκύπτει ότι 

κατά την εκτέλεση της C£ ισχύ a  p o s t[i] . tm  =  j  — 1. Υπενθυμίζουμε ότι η διεργασία 

ρ διαβάζει τιμή ίση με j  στο s e q . tm  (γραμμή 9), έτσι από τον ψ ευδοκώδικα του αλ­

γορίθμου κατά την εκτέλεση της Cp θα ισχύa s e q . tm  — j  — 1. Α φού έχουμε υποθέ- 

o a  ότι η Cp είναι μία αποτυχημένη εντολή CAS και κατά την εκτέλεση της Cp ^ 6 a  

se q . tm  =  Ip ost. tm , πpέπa να ι σ χ ^  Ip o st. v a lu e  Φ p o s t[ i ] . v a lu e  κατά την εκτέ­
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λεση της Cp. Υπενθυμίζεται ότι αμέσως μετά την εκτέλεση της C /-1  ισχύει 

p o st[i] . v a lu e  =  null. Έ τσι πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον μία UPDATE, της οποί­

ας η εντολή CAS στον p o s t[i]  να επιτυγχάνει μεταξύ της C /-1  και της Cp. Έ στω  U  η 

πρώτη από τις προαναφερθείσες UPDATE και έστω  Cv η εντολή CAS που επιτελέ- 

στηκε από την U  στον p o s t[i] . Ο Ισχυρισμός 8.1 συνεπάγεται ότι η Cv  εγγράφει τιμή 

ίση με j  — 1 στο p o st[i] . tm . Έ στω  ν  η τιμή την οποία η Cv εγγράφει στο 

p ost[i]. va lu e.

Επιχειρηματολογήσαμε ότι όλες οι εντολές CAS στον p o s t[i]  που εκτελούνται μετα­

ξύ της Cv  και της C ( αποτυγχάνουν. Υπενθυμίζουμε ότι οι εν λόγω εντολές CAS ε- 

κτελούνται από UPDATE. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 3), για 

κάθε μία από τις προαναφερθείσες UPDATE ισχύει Ip o st. v a lu e  =  null. Αξίζει να 

σημειωθεί ότι έπειτα από την εκτέλεση της ϋ υ  ισχύει p o s t[i] , v a lu e  =  ν  =£ n u ll, και 

έτσι η εντολή CAS οποιασδήποτε από τις προαναφερθείσες UPDATE αποτυγχάνει.

Έ τσι προκύπτει ότι σ ε  οποιαδήποτε χρονική στιγμή μεταξύ της Cv  και της C( ισχύει 

p o st[i] . tm  =  j  — 1 και p o s t[i] . v a lu e  =  ν . Ο πότε ότα ν  η διεργασία ρ  επιτελέσει τη 

δεύτερη εντολή read της στον p o st[i] (γραμμή 23), διαβάζει τιμή ίση με ν  στο 

p o st[i] . va lu e , έτσι κατά την εκτέλεση της Cp από τη διεργασία ρ  θα ισχύει 

Ip ost. va lu e  =  ν . Υπενθυμίζεται ότι η διεργασία ρ  διαβάζει τιμή ίση με j  στο 

se q . tm . Έ τσι από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 24), κατά την εκτέλεση 

της Cp θα ισχύει Ip ost. tm  =  j  — 1. Έ τσι η Cp θα είναι επιτυχής, το οποίο και είναι 

άτοπο. A

Στο σημείο αυτό έγινε φανερό γιατί είναι απαραίτητο να  εκτελούνται δύο CAS σε 

όλους του καταχωρητές του p o s t  από την c lea r  ̂ r e g is te r s .

Ο Ισχυρισμός 8.2 συνεπάγεται ότι υπάρχει μία επιτυχημένη εντολή CAS στον κατα- 

χωρητή p o s t[i] , η οποία έχει εκτελεστεί από κάποια c l e a r jr e g is t e r s  μεταξύ της

C( 1 και της C(. Από τον Ισχυρισμό 8.1 προκύπτει ότι υπάρχει μία ακριβώς τέτοια 

εντολή CAS (έστω  Cpost η εν λόγω εντολή), όπως και είναι απαραίτητο από το 1. Υ ­

πενθυμίζεται ότι αμέσως μετά την C [~ x ισχύει p o s t[i] . t m — j  — 1. Ο Ισχυρισμός 8.1 

συνεπάγεται ότι σε όλες τις χρονικές στιγμές μεταξύ της C /-1 και της Cpost ισχύει
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p ostfi]. tm  — j  — 1, όπως και απαιτείται από το 2. Ακόμη προκύπτει πως κατά την 

εκτέλεση της Cpost, ισχύει p ost[i\ . t m =  j  — 1. Έ τσι η Cpost εγγράφει τιμή ίση με j  

στο p ost[i]. tm  και τιμή ίση με null στο p o s t[i] . va lu e. Ο Ισχυρισμός 8.1 συνεπάγε­

ται πως οι προαναφερθείσες τιμές δεν αλλάζουν έπειτα από τηvCpost έω ς την C ( όπως 

και απαιτείται από το 3. ■

Στο επόμενο λήμμα θα αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις g r a b js c a n  που έχουν ξεκινή­

σει την εκτέλεσή τους σε προηγούμενες φάσεις, δε δύναται να μεταβάλουν τα δεδο­

μένα κανενός Καταχωρητή CAS στην τρέχουσα ή σε επόμενη φάση.

Λ ήμμα 8.9 Έ στω C (, 1 <  j  <  k t , μία οποιαδήποτε C A S  τύπου 1 και έστω  g  η συνά ρ­

τηση g ra b _sc a n  που διαβάζει τελευταία τον καταχωρητή s e q  (γραμμή 9) πριν την C(. 

Έπειτα από την εκτέλεση της C(, καμία εντολή C A S (στον καταχωρητή s e q  ή σ ε  ο -  

ποιονδήποτε καταχωρητή του πίνακα p o s t)  τη ς συνάρτησης g  (κ α θώ ς και τη ς συνά ρ­

τησης c lea r  ̂ r e g is te r s  που καλείται από την g )  δ εν  είναι επιτυχημένη.

'Α πόδειξη. Από το Π όρισμα 8.5 προκύπτει ότι η C ( εγγράφει τιμή ίση με /  +  1 στο 

seq . tm . Έ στω  q η διεργασία η οποία εκτελεί τη συνάρτηση g . Αφού η εκτέλεση της 

g  ξεκινά πριν την C /, η q διαβάζει τιμή μικρότερη ή ίση του j  στο s e q . tm  (γραμμή 

9). Συμβολίζουμε με C οποιαδήποτε από τις δύο εντολές CAS που η q εκτελεί στον 

p o s t[i]  (κατά τη διάρκεια εκτέλεσης της c lea r  ̂ r e g is te r s ) . Αρχικά θα αποδειχθεί ότι 

μετά την εκτέλεση της C (, καμία εντολή CAS στον s e q  που εκτελείται από την g  δεν 

είναι επιτυχής. Από το Π όρισμα 5.8 συνεπάγεται ότι όλες οι τιμές που εγγράφηκαν 

στο se q . tm  έπειτα από την C( είναι μεγαλύτερες του j  +  1. Υπενθυμίζεται ότι η g  

διαβάζει στον s e q  τιμή μικρότερη ή ίση με j .  Έ τσι για την g  θα ισχύει 

c u rr_seq . tm  <  j ,  ενώ s e q . tm  >  j  σ ε  κάθε χρονική στιγμή έπειτα από την C [. Έ τσι 

οι εντολές CAS που εκτελεί g  έπειτα από την C (, δεν είναι επιτυχημένες.

Έ στω  οποιοσδήποτε ακέραιος i, 1 <  i <  m . Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι έπειτα 

από την εκτέλεση της C (, καμία εντολή CAS της g  σ το ν  p o s t[i]  δεν είναι επιτυχημέ­

νη. Έ στω  C μία από τις προαναφερθείσες εντολές CAS. Από το Λήμμα 8.8 προκύπτει 

ότι p o s t[i] . tm  >  j  σ ε  oka τα  χρονικά σημεία έπειτα από την εκτέλεση της C (. Υπεν-
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θυμίζουμε ότι η g  διαβάζει τιμή μικρότερη της j  +  1 στο s e q . tm . Έ τσι κατά την ε­

κτέλεση της C θα ισχύει Ip ost. tm  <  j .  Ά ρα η C δε θα είναι μία επιτυχημένη εντολή 

CAS. ■

Μ ε το επόμενο λήμμα θα αποδειχθεί ότι η αρχικοποίηση των p o s t  καταχωρητών σε 

κάθε φάση, ξεκινά έπειτα από την εκτέλεση της επιτυχημένης εντολής CAS τόπου 0 

κάθε φάσης. Έ στω  οποιοδήποτε j ,  1 <  j  <  k x και έστω  οποιοδήποτε i, 1 < i < m .  

Συμβολίζουμε με C0 την επιτυχημένη CAS τύπου 0 που εκτελείται μεταξύ της C( 

και της C (. Από το λήμμα 8.7 προκύπτει ότι υπάρχει μία επιτυχημένη εντολή CAS 

στον p o s t[ i ] κάποιας c lea r  ̂ r e g is te r s  μεταξύ της C /-1  και της C [. Συμβολίζουμε με 

CpoSt την προαναφερθείσα εντολή CAS.

Λ ήμμα 8.10 Η  Cpost εκτελείται έπειτα από την C0.

Α πόδειξη. Α ς υποθέσουμε ότι j  =  1. Έ στω  CJ η πρώτη εντολή CAS που εκτελείται 

στον s e q  (η οποία είναι προφανώς τύπου 0, βλ. γραμμή 12) που εκτελείται από ο- 

- ποιαδήποτε διεργασία. Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (βλ. γραμμές 9-12) εί­

ναι προφανές ότι η εν λόγω εντολή θα είναι μια επιτυχημένη CAS. Από τον ψευδο­

κώδικα του αλγορίθμου, μία συνάρτηση g r a b _ sc a n  αρχικά εκτελεί μία C AS τύπου 0 

και έπειτα καλεί τη συνάρτηση c lea r  ̂ r e g is te r s . Έ τσι η συνάρτηση 

c l e a r s  a g is te r s  ξεκινά την εκτέλεσή της έπειτα από την CJ. Οπότε η Cpost εντολή 

έπεται της Cq. Αφού η Cq είναι η πρώτη επιτυχημένη CAS εντολή, θα ισχύει C0 =  Cq 

ή Cq θα έπεται της C0. Ό μως από το Λήμμα 8.2 προκύπτει ότι η μόνη επιτυχημένη 

CAS τύπου 0 μεταξύ της C( και της C( είναι η Cq. Έ τσι συμπεραίνουμε ότι 

Q  =  C o,και άΡα Ά Cpost εκτελείται έπειτα από την Cq .

Έ στω  τώρα ότι j  >  1. Από το Λήμμα 8.8 προκύπτει ότι οι εντολές CAS (σ ε  οποιον- 

δήποτε καταχωρητή) μιας συνάρτησης g r a b js c a n  που ξεκίνησε την εκτέλεσή της 

πριν την Cj7' 1, δεν είναι επιτυχημένες. Έ τσι η C0 και η Cpost εκτελούνται από 

g ra b _sc a n  συναρτήσεις που ξεκίνησαν την εκτέλεσή τους έπaτα από την C /-1 . Έ ­

στω  C σύνολο των g r a b  s c a n  που ξεκινούν την εκτέλεσή τους έπειτα από την C /-1 

και έστω  g  η συνάρτηση g r a b js c a n  που επιτελεί πρώτη την εντολή CAS της τύπου
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Ο (έστω  C'0 η εν λόγω εντολή). Είναι προφανές ότι η C'0 εκτελείται πριν από την C0 ή 

ισχύει C0 =  C'0. Έ τσι η εντολή C'0 προηγείται της εντολής C(. Από το Λήμμα 8.3 

προκύπτει ότι τα περιεχόμενα του καταχωρητή s e q  δεν μεταβάλλονται μεταξύ της 

c / -1 και της πρώτης επιτυχημένης εντολής CAS τύπου 0 που έπεται της C /” 1. Έ τσι 

κατά την εκτέλεση της C'0 θα ισχύει cu rr_seq  =  s e q  και η Cf0 θα είναι επιτυχημένη. 

Το Λήμμα 8.2 συνεπάγεται ότι η μόνη επιτυχημένη CAS μεταξύ της C (_1 και της C( 

είναι η C0. Έ τσι πρέπει να ισχύει C'0 =  C0, οπ ότε  η C0 είναι η πρώτη CAS τύπου 0 

που εκτελείται από οποιαδήποτε συνάρτηση g r a b js c a n  του συνόλου C. Από τον 

ψευδοκώδικα του αλγορίθμου προκύπτει ότι όλες οι συναρτήσεις c le a r jr e g is t e r s  

που καλούνται από g r a b js c a n  συναρτήσεις του συνόλου C, ξεκινούν την εκτέλεσή 

τους έπειτα από τη CQ. Έ τσι συμπεραίνουμε ότι η Cpost εκτελείται μετά την C0. ■

Αποδεικνύουμε στη συνέχεια ότι οι UPDATE που επιτελούν την εντολή write τους 

στον καταχωρητή p re[i]  μεταξύ της C f και της w f, έχουν ξεκινήσει την εκτέλεσή 

τους πριν την C f. Ο ισχυρισμός αυτός είναι απαραίτητος για να αποδειχθεί ότι κάθε 

UPDATE σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της.

Λ ήμμα 8.11 Γ ια  κάθε  ι £ { 1 , . . m}, τέτοιο ώ στε  η  w f να  έπεται τη ς C [, ισχύει ότι 

οποιαδήποτε U P D A T E  στη συνιστώ σα  Α± που επιτελεί την write τη ς μ εταξύ τη ς  C f και 

της  w f (με την U f να  συμπεριλαμβόνεται), έχει ξεκινήσει την εκτέλεσή τη ς πριν την C f.

Α πόδειξη. Ισχύει C ? =  C ( γ ια κάποιο j ,  1 <  j  <  k t . Έ στω  Cpost η πρώτη επιτυχημέ­

νη εντολή CAS στον p o s t[ i] , η οποία έχει εκτελεστεί από μία συνάρτηση 

c lea r  j r e g i s t e r s  έπειτα από την C f. Το Λήμμα 8.9 συνεπάγεται ότι η Cpost εκτελεί- 

ται έπειτα από την C f · Από το Π όρισμα 8.5, η C f εγγράφει στο se q . tm  τιμή ίση με 

/  +  1. Το Λήμμα 8.7 συνεπάγεται ότι μεταξύ της C f και της Cpost ισχύει ότι 

p o st[i] . tm  =  j .

Α ς υποθέσουμε δια της μεθόδου της εις άτοπο απαγωγής ότι υπάρχει μία τουλάχι­

στον UPDATE στη συνιστώσα Α[ που να έχει ξεκινήσει την εκτέλεσή της έπειτα από 

την C (  και να έχει επιτελέσει την write της στον pre[i\  πριν την w f . Συμβολίζουμε 

με Υ το  σύνολο των UPDATE που ξεκίνησαν την εκτέλεσή τους έπειτα από την C f
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και επιτέλεσαν την write τους στον p re[i]  πριν την w f .  Έ σ τω  U £ Υ η UPDATE που 

επιτελεί πρώτη την εντολή CAS της (έστω  C) στον p o s t[i] . Από το Λήμμα 8.1 προ­

κύπτει ότι η Co έπεται της w f ,  έτσι η C προηγείται της C f  (βλ. Σχήμα 8.1).

--------------\ ϋ

C w f  C  f f  C f  Cpost

Σχήμα 8.1 Η ί/ έχει ξεκινήσει την εκτέλεσή της έπειτα από την C f.

Υπενθυμίζουμε ότι η C / =  C f  εγγράφει στο se q . tm  τιμή ίση με j  +  1. Από το Λ ήμ­

μα 8.7 συνεπάγεται ότι μεταξύ της C( και της C (+1 (ή το τέλος της εκτέλεσης αν 

j  =  k f)  ισχύει se q . t m — j  +  1. Α φού η U ξεκινά την εκτέλεσή της έπειτα από την 

C f  και επιτελεί την C πριν την C f, προκύπτει ότι η ί/ διαβάζει τιμή ίση με j  +  1 στο 

se q . tm . Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 4), κατά την εκτέλεση της 

C, ισχύει I p o s t .t m  =  / .  Έ τσι κατά την εκτέλεση της C θα ισχύει p o s t [ i ] .t m  =  

Ip ost. tm . Από το Λήμμα 8.7 ισχύει p o s t [ i ] .v a lu e  =  null αμέσως μετά την επιτέ- 

, λεση της C f. Από το Λήμμα 8.7 προκύπτει ότι η μοναδική εντολή CAS που εκτελέ- 

στηκε στον p o s t[i]  από  μία c le a r  j r e g i s t e r s  μεταξύ της C f  και της C f+1 (ή το τέλος 

της εκτέλεσης αν j  =  k f)  είναι η Cpost που έπεται της w f  και άρα  έπεται και της C. 

Αφού η C είναι η πρώτη εντολή CAS στον p o s t[ i]  εκτελούμενη από μία UPDATE 

που ξεκίνησε την εκτέλεσή της έπειτα από την C f ,  προκύπτει ότι κατά την εκτέλεση 

της C ισχύει p o st[i] . v a lu e  =  null. Α π ό  τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου (γραμμή 

6), κατά την εκτέλεση της C ισχύει Ip ost. v a lu e  — null. Έ τσι προκύπτει ότι η C είναι 

μία επιτυχημένη εντολή CAS στον p o s t[i] .

Α π ό  το  Λήμμα 8.1 ισχύα ότι η w f  προηγείται της f f .  Έ τσι η C προηγείται της f f .  Τ ο 

Λήμμα 8.9 συνεπάγεται ότι καμία c lea r  j r e g i s t e r s  δεν εγγράφει τιμή ίση με nu ll 

στον p o s t[i]  μεταξύ της C f  και της C f. Αφού η f f  προηγείται της C f ,  η f f  διαβάζει 

μία τιμή που είναι διαφορετική του n u ll στον p o s t[ i] . Έ τσι η V f  είναι καλά ορισμέ­

νη. Επιπρόσθετα ισχύει V f  6  Υ, αφού η V f  διαβάζει την τιμή που η w f  έγγραψε στον 

p r e [i] , και έτσι επιτελεί την CAS της C’ στον p r e [i]  έπειτα από την w f .  Έ τσι θα ι­

σχύει V f  ψυ.
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Εξ ορισμού η V̂5 επιτελεί την C' στον post[i] πριν την εκτέλεση της r f  (αφού η r?  

διαβάζει την τιμή που εγγράφηκε στον pre[i] από την C'). Έτσι η C1 προηγείται της 
Cq . Επιπρόσθετα η C’ έπεται της w f  και έτσι η C  έπεται της C. Προκύπτει ότι κατά 
την εκτέλεση της C’ ισχύει post[i]. value Φ null. Από τον ψευδοκώδικα του αλγο­
ρίθμου (γραμμή 6) κατά την εκτέλεση της C' ισχύει Ipost. value = null. Έτσι η C  

δεν είναι μία επιτυχημένη εντολή CAS, το οποίο αντιτίθεται στο ότι η CAS εντολή 

της Vf (εξ ορισμού) στον post[i] είναι επιτυχημένη. ■

Λήμμα 8.12 Έστω U μία οποιαδήποτε UPDATE. Η  U σειριοποιείται εντός του δια­

στήματος εκτέλεσής της.

Απόδειξη. Έστω U μία UPDATE στη συνιστώσα που δεν σειριοποιείται στην 
write της στον p re[i]. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, υπάρχει 
μία SCAN S τέτοια ώστε η w f  της Uf να εκτελείται έπειτα από την C-f, η write της U 

στον p re[i] να εκτελείται μεταξύ της Cf και της wf, και η U να σειριοποιείται ακρι­

βώς πριν την Cf. Προφανώς η εκτέλεση της U τελειώνει μετά την Cf. Από το Λήμμα 
'8.10 προκύπτει ότι η ί/ ξεκινά την εκτέλεσή της πριν την Cf. Έτσι η U σειριοποιείται 

εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. ■

Σε αυτό το σημείο θα αποδείξουμε ότι οι SCAN επιστρέφουν συνεπή διανύσματα τι­
μών. Αρχικά αποδεικνύονται μερικά τεχνικά λήμματα. Έστω ότι δύο SCAN επιστρέ­
φουν διανύσματα τιμών που γράφτηκαν από δύο διαφορετικές grub_scan. Σε αυτή 
την περίπτωση η CAS τύπου 0 που εγγράφει το πρώτο από τα προαναφερθέντα δια- 
νύσματα εκτελείται σε μία διαφορετική φάση από την CAS τύπου 0 που εγγράφει το 
δεύτερο διάνυσμα τιμών (αφού από το Λήμμα 8.2 δεν δύναται να έχουμε δύο επιτυ­
χημένες CAS τύπου 0 στην ίδια φάση).

Λήμμα 8.13 Έστωσάν St και S2 δύο SCAN τέτοιες ώστε g cx Φ g c2.Tότε τα διαστήμα­

τα a ( C C q1), a(Cf2, Cq2) δεν επικαλύπτονται.

Απόδειξη. Αφού g cx Φ g c2, θα ισχύει Cq1 Φ C0 2. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υ-
S Sποθέτουμε ότι η C0X προηγείται της C02. Από το Λήμμα 8.5 προκύπτει ότι υπάρχει

S  Sμία τουλάχιστον επιτυχημένη CAS τύπου 1 μεταξύ της Cq1 και της C02. Έτσι θα ι-
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σχύει c f 1 Φ c f 2 και η Cf2 θα έπεται της c f 1. Αφού η c f 1 προηγείται της c f 1, προ­

κύπτει ότι τα διαστήματα a-icf1, Cq1'), a (c f2, Cq2) δεν επικαλύπτονται. ■

Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύεται ότι για κάθε συνιστώσα A if 1 < ί <  m , τα σημεία 
σειριοποίησης όλων των UPDATE στην Α* σέβονται τη διάταξη που καθορίζεται από 
την εκτέλεση των write τους στον pre [£].

Λήμμα 8.14 Έστω Ult U2 δύο UPDATE σε κάποια συνιστώσα Α ι,Ι  <  i <  m. Συμβο­

λίζουμε με w1 την write της υ λ στον pre[i], και με w2 την wnte της U2 στον pre[i\ Α ν  

η wt προηγείται της w2> τότε το σημείο σειριοποίησης της ί/α τφοηγείται του σημείου 

σειριοποίησης της U2.

Απόδειξη. Υποθέτουμε δια της μεθόδου της εις άτοπο απαγωγής, ότι ο ισχυρισμός 
δεν ισχύει. Αν οι U± και U2 σειριοποιούνται στις write τους στον καταχωρητή pre[i], 
τότε προφανώς το λήμμα ισχύει. Έτσι υποθέτουμε ότι τουλάχιστον μία από τις U1 U2 

δε σειριοποιείται στην write της στον καταχωρητή pre\i]. Διακρίνουμε τις ακόλουθες 
^περιπτώσεις.

1) Η U2 αεριοποιείται στην w2. Το Λήμμα 8.12 συνεπάγεται ότι η U1 σειριοποιείται 
εντός του διαστήματος εκτέλεσής της, έτσι η Ut θα σειριοποιηθεί το πολύ στην 
wv  Έτσι η U1 σειριοποιείται πριν την U2, καθώς έχουμε υποθέσει ότι η U2 σειρι- 

οποιείται πριν την Ux.

2) Η U1 σειριοποιείται στην wt . Αφού έχουμε υποθέσει ότι η U2 σειριοποιείται πριν 
την {/ΐ3 η U2 δε δύναται να σειριοποιηθεί στην w2. Από τον τρόπο ανάθεσης των 
σημείων σειριοποίησης, υπάρχει μία SCAN S τέτοια ώστε η w2 να έχει επττελε- 

σθεί μεταξύ της C-f και της w f. Αφού η wx προηγείται της w2, η wt έχει επιτελε- 

σθεί πριν την w f. Στην περίπτωση όπου η wx έπεται της C f, η ϋ γ και η U2 σειρι- 

οποιούνται ακριβώς πριν την Cf με τη σειρά με την οποία επιτέλεσαν τις write 
τους στον pre[i]. Συμπεραίνουμε ότι η Ul αεριοποιείται πριν την U2, το οποίο 

και είναι άτοπο. Έτσι η w1 πρέπει να προηγείται της Cf. Από το Λήμμα 8.12 προ­
κύπτει ότι η U1 σειριοποιείται το αργότερο στην w v  Από τον τρόπο ανάθεσης των 

σημείων αεριοποίησης, η U2 αεριοποιείται ακριβώς πριν την Cf. Έτσι η U1 α ε ­
ριοποιείται πριν την U2, το οποίο και είναι άτοπο.
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3) Καμία από τις Ut U2 δε σειριοποιείται στην write της στον pre[i]. Από τον τρόπο 
ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, υπάρχουν δύο SCAN και S2 τέτοιες ώ- 

στε η να έχει επιτελεσθεί μεταξύ της 1 και της wt 1, ενώ η w2 να εχει επιτε-
S  Sλεσθεί μεταξύ της Cx2 και της wt 2. Επιπρόσθετα η Ut σειριοποιείται ακριβώς 

πριν την Ct x και η ί/2 σειριοποιείται ακριβώς πριν την Ct 2. Από το Λήμμα 8.1 

προκύπτει ότι η w f1 προηγείται της c f 1, ενώ η w f2 προηγείται της c f 2.

S  S  S  S  S  SΑν ισχύει gcl -  g c2, τότε CQX = C02 και έτσι θα ισχύει C11 = C12. Σε αυτή την 

περίπτωση και η υ λ και η U2 σειριοποιούνται ακριβώς πριν την 1 = Cx 2 με τη 

σειρά με την οποία επιτέλεσαν την write τους στον καταχωρητή pre[i]. Έτσι η U1 

σειριθ7ΐοιείται πριν την U2, το οποίο και είναι άτοπο.

Αν ισχύει gcx Φ g c2, το Λήμμα 8.13 συνεπάγεται ότι τα διαστήματα εκτέλεσης
S  S S  S  S  Sa(C11,CQ1), aiC^2, C02) δεν τέμνονται. Αν η C11 προηγείται της C±2, το σημείο

σειριοποίησης της Ut που τίθεται ακριβώς πριν την C± 1 προηγείται του σημείου
§

σειριοποίησης της U2 που τίθεται ακριβώς πριν την C±2, το οποίο και είναι άτοπο.

S  SΑς υποθέσουμε επομένως ότι η ^ 1 έπεται της C±2. Από το Λήμμα 8.1 προκύπτει 

ότι η wf 1 προηγείται της C0X και η \ν·2 προηγείται της C02. Έτσι η w1 που εκτε- 

λείται πριν την C-f και η w f1 έπονται της w2 που εκτελείται μεταξύ της C-f2 και 

της w f2, το οποίο και είναι άτοπο.

Σε κάθε περίπτωση οδηγηθήκαμε σε άτοπο. Έτσι δύναται να συμπεράνουμε ότι το 
σημείο σειριοποίησης της U± προηγείται του σημείου σειριοποίησης της U2. ■

Λήμμα 8.15 Για κάθε i 6 {1 ,...,m}, η τ ?  έπεται της Cf.

Απόδειξη. Η r f  είναι η εντολή read της g l  στον pre[i], όπου η gf, είναι η 

grubjscan  που εκτελεί την Cf. Εξ ορισμού η C f είναι η τελευταία επιτυχημένη CAS 
τύπου 1 που προηγείται της Cq . Έστω ότι η C f εγγράφει στο seq. tm  τιμή ίση με }. 

Από το Λήμμα 8.3 συνεπάγεται ότι και η Cq εγγράφει στο seq. tm  τιμή ίση με j. Έτσι 
από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου, η g$ διαβάζει στο se q .tm  τιμή ίση με j
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(γραμμή 9). Το Πόρισμα 8.5 συνεπάγεται ότι σε όλες τις χρονικές στιγμές πριν την 
Ο*, η τιμή του seq . tm  είναι μικρότερη ή ίση με j  — 1. Συμπεραίνουμε οτι η g 0 επι- 
τελεί την εντολή read της στον s e q  (έστω rseq) έπειτα από την C f. Αφού η r f  έπεται 

της rseq, προκύπτει ότι η r f  έπεται της C f, όπως και είναι απαραίτητο. ■

Λήμμα 8.16 Έ στω  S  μία S C A N  τέτοια ώ στε  η V f  να  είναι καλά ορισμένη, και έστω  

Tpre η εντολή read της V f  στο ν  καταχωρητή p re [i\  Τότε η rpre εκτελείτω  έπειτα από  

την Cf.

Α πόδειξη. Ας υποθέσουμε δια της μεθόδου της εις άτοπο απαγωγής, ότι η rpre εκτε- 

λείται πριν την C f.

Έστω ότι C f — C(, για κάποιο 1 < j < k t . Τότε από το Πόρισμα 8.5 προκύπτει ότι η 

Ci εγγράφει τιμή ίση με j  + 1 στο seq. tm. Από τον τρόπο ορισμού της V f, η εντολή 

CAS C της V f στον καταχωρητή post[ί] είναι μία επιτυχημένη εντολή CAS και η 

τιμή που εγγράφεται από τη C στο post[i]. value διαβάζεται από την r f . Από το 

Λήμμα 8.1 προκύπτει ότι η r f  έπεται της Cf. Αφού η r f  έπεται της r f , η r f  έπεται 

της Cf. Από το Λήμμα 8.8 προκύπτει ότι αμέσως μετά την εκτέλεση της C f ισχύει 
postfi]. tm  = null. Από τον τρόπο ορισμού της V f, η τιμή που η C εγγράφει στο 

post[i]. value διαβάζεται από την r f. Αφού η r f  έπεται της C f, η C πρέπει να έχει 

εκτελεστεί έπειτα από την C f. Από το Λήμμα 8.8 προκύπτει ότι σε όλες τις χρονικές 
στιγμές έπειτα από την εκτέλεση της Cf ισχύει post[i]. t m >  j . Έτσι κατά την εκτέ­
λεση της C ισχύα post[i], tm  >  j.

Αφού η εντολή read r της V f  στον καταχωρητή s e q  προηγείται της rpre και αφού έ­

χουμε υποθέσει ότι η rpre προηγείται της C f, η r θα προηγείται της C f. Το Πόρισμα 

8.5 συνεπάγεται ότι σε όλα τα χρονικά σημεία πριν την C f  ισχύει s e q . tm  < j .  Έτσι η 
r διαβάζει στο seq . tm  τιμή μικρότερη ή ίση του j .  Α π ό  τον ψευδοκώδικα του αλγο­
ρίθμου προκύπτει ότι κατά την εκτέλεση της C ισχύει Ip o st. tm  <  j .  Αφού κατά την 
εκτέλεση της C ισχύει p o st[i] , tm  >  j  και Ip o st. tm  <  j ,  προκύπτει ότι η C δεν είναι 
μία επιτυχημένη εντολή CAS, το οποίο και είναι άτοπο. ■

Στο επόμενο λήμμα θα αποδείξουμε τη συνέπεια του αλγορίθμου C-Snap.
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Λήμμα 8.17 Έ στω α μία οποιαδήποτε εκτέλεση του αλγορίθμου C-Snap. Ο ποιαδήποτε  

S C A N  S στην α επιστρέφει ένα  συνεπές διάνυσμα τιμών.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η 5 επιστρέφει το διάνυσμα τιμών ν  = (vlt. . . , vm). Από 

τον τρόπο ορισμού της Cf και από το Λήμμα 8.2, προκύπτει ότι το ν  εγγράφηκε στον 
καταχωρητή s e q  από την C f. Επομένως το διάνυσμα τιμών που υπολογίζεται από την 
0ο είναι το ν. Έτσι για κάθε συνιστώσα A it 1 <  i <  m, χ\ είτε διαβάζει null στο 
post[i]. value (γραμμή 28) και vt στον pre[i], 1 < ί < m, είτε διαβάζει v L στο 
post[i]. value. Σε κάθε περίπτωση από τον τρόπο ορισμού της U f , η U f  πρέπει να 

έχει εγγράψει τιμή ίση με νχ στον καταχωρητή pre[i]. Έτσι η U ?  χρησιμοποιεί ως 
παράμετρο την τιμή ν (. Στην περίπτωση όπου η wf προηγείται της C f, το Λήμμα 

8.12 συνεπάγεται ότι η i/f σειριοποιείται πριν την Cf (όπου σειριοποιείται η S). Στην 

περίπτωση όπου η wf έπεται της C f, από τον τρόπο ανάθεσης σημείων σειριοποίη- 
σης, το σημείο σειριοποίησης της U f  προηγείται του σημείου σειριοποίησης της S. 

Έτσι σε κάθε περίπτωση, η i/f αποθηκεύει την τιμή V[ στη συνιστώσα Α{, ενώ το ση­
μείο σειριοποίησής της προηγείται του σημείου σειριοποίησης της S. Θα αποδειχθεί 

ότι δεν υπάρχει UPDATE στη συνιστώσα A t που να σειριοποιείται ανάμεσα στην U f  

και την S, και άρα η S  επιστρέφει συνεπή τιμή για τη συνιστώσα Α [ .

Ας υποθέσουμε δια της μεθόδου της εις άτοπο απαγωγής ότι υπάρχει ένας ακέραιος 
ί € {1, . . . ,  m}, τέτοιος ώστε η τελευταία UPDATE στην συνιστώσα A t που σειριοποι- 
είται πριν την S ν α  μην είναι η λειτουργία ί/ f . Συμβολίζουμε με U την προαναφερ- 

θείσα UPDATE, έστω ν  Ψ v t η τιμή που η U εγγράφει στον καταχωρητή p r e [i]  και 
έστω  w  η write της 1) στον καταχωρητή p r e [i] . Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώ­
σεις.

1) Έστω ότι η g l  διαβάζει τιμή ίση με nu ll στον καταχωρητή p o s t[ i]  και τιμή ίση 
με v t στον καταχωρητή p r e [i]  (γραμμή 27). Στην περίπτωση όπου η w προηγεί­

ται της wf, το Λήμμα 8.15 συνεπάγεται ότι η ί/ σειριοποιείται πριν την i f f ,  το 

οποίο και είναι άτοπο. Έτσι υποθέτουμε ότι η w έπεται της w f. Από τον τρόπο 

ορισμού της w f, η r f  διαβάζει την τιμή που η wf έγγραψε στον pre[i\ . Άρα η w 

πρέπει να έπεται της r f . Από το Λήμμα 8.15 προκύπτει ότι η r f  έπεται της Cf.
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Έτσι η w  έπεται της Cf. Αφού η U σειριοποιείται πριν την S και η S σεριοποιεί- 
ται στην Cf, η U δε δύναται να σειριοποιηθεί στην w  εντολή της. Οπότε υπάρχει 
μία SCAN S' τέτοια ώστε η w να επιτελείται μεταξύ της C f  και της w f' και η U 

να αεριοποιείται ακριβώς πριν την Cf'. Αφού η w έπεται της wf ,  ισχύει ότι 

9ο ^ 9ο ■ Το Αήμμα 8.13 συνεπάγεται ότι τα διαστήματα εκτέλεσης a(Cf, Cf) 
και a {C f, Cq ') δεν τέμνονται. Αν η Cf προηγείται της C f ,  το σημείο σειριοποίη- 
σης της U που τοποθετείται στην C f  έπεται του σημείου αεριοποίησης της S που 
τοποθετείται στην Cf, το οποίο και είναι άτοπο. Αν η Cf έπεται της C f ,  το Λήμ­
μα 8.1 συνεπάγεται ότι η w f  προηγείται της C f . Έτσι η w  που επιτελείται μετα­

ξύ της C f  και της w f , το οποίο και είναι άτοπο καθώς υποθέσαμε ότι η w έπεται 
τηςΜ/f.

2) Έστω ότι η g f  ανέγνωσε τιμή ίση με στον καταχωρητή post[i] (γραμμή 28). 

Σε αυτή την περίπτωση η V f είναι καλά ορισμένη. Συμβολίζουμε με rpre την read 

της Vf στον καταχωρητή pre[i] (γραμμή 27). Υπενθυμίζουμε ότι η S επιστρέφε 

την τιμή που η Uf χρησιμοποιεί ως παράμετρο και έτσι η S επιστρέφε την τιμή 

που η Uf έγγραψε στον καταχωρητή pre[i]. Στην περίπτωση όπου η w προηγεί­

ται της w f, το Λήμμα 8.14 συνεπάγεται ότι η ί/ σεριοποιείται πριν την U f, το 

οποίο και είναι άτοπο. Έτσι υποθέτουμε ότι η w έπεται της w f. Τότε η w  πρέπε 

να έπεται της rpre, αφού (από τον ορισμό της U f) η V f  διαβάζε την τιμή που η 

w f  εγγράφε στον καταχωρητή pre[i]. Από το Λήμμα 8.16 προκύπτε ότι η rpre 

έπεται της Cf. Άρα η w  έπεται της Cf. Αφού η U σεριοποιείται πριν την S και η 
S σεριοποιείται στην C f, η U δε δύναται να σειριοποιηθεί στην w εντολή της. 

Οπότε υπάρχε μία SCAN S' τέτοια ώστε η w f' να έπεται της C f ,  η w να επιτε- 

λείται μεταξύ της Cf' και της w f', και η U να σεριοποιείται ακριβώς πριν την 

C f . Αφού η w επιτελείται έπετα από την w f, θα ισχύε g f  Ψ g f.

Το Λήμμα 8.13 συνεπάγεται ότι τα διαστήματα εκτέλεσης a(C f, C f) και 

a (C f, C f') δεν επικαλύπτονται. Αν η Cf προηγείται της C f', το σημείο σειριο- 
ποίησης της U που τοποθετείται στην C f  έπεται του σημείου αεριοποίησης της S 

που τοποθετείται στην C f, το οποίο και είναι άτοπο. Ας υποθέσουμε επομένως ότι 

η Cf έπεται της C f . Το Αήμμα 8.1 συνεπάγεται ότι η w f  προηγείται της C f . Έ­
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τσι η w  που επιτελείται μεταξύ της C f  και της w f', προηγείται της C f , το οποίο 
και είναι άτοπο.

Σε όλες τις περιπτώσεις οδηγηθήκαμε σε άτοπο. Έτσι συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει 
UPDATE στη συνιστώσα A t που να σειριοποιείται μεταξύ της U f και της S. Άρα η S 

επιστρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών. ■

Θεώρημα 8.18 Ο αλγόριθμος C-Snap είναι μία σειριοποιήσιμη, Multi-Scanner υλο­

ποίηση ατομικών στιγμιότυπων που πληροί την ιδιότητα ελεύθερη-αναμονής και επιτυγ­

χάνει χρονική πολυπλοκότητα 0 (τπ) για τη SCAN και 0 ( 1 ) για την UPDATE, χρησι­

μοποιώντας m  καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής μεγέθους Ο (log  |Γ|) bit και m + 1 
καταχωρητές CASμεγέθους 0 (π ι log\T\ + log k) bit, όπου k είναι ο μέγιστος αριθμός 

SCAN ιτου εκτελούνται.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SWEEPLINE

9.1. Περιγραφή του αλγορίθμου
9.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου
9.3. Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ένας Single-Scanner αλγόριθμος ατομικών στιγ­
μιότυπων, που ονομάζεται SweepLine. Ο SweepLine επιτυγχάνει χρονική πολυπλο­
κότητα Ο {τη2') για τη SCAN και 0(τη2) για την UPDATE. Ο SweepLine χρησιμο­
ποιεί m  + 1 καταχωρητές ανάγνωσης-εγγραφής μεγέθους 0(m · log(|T|) + logk +  

logn) bit, όπου k είναι ο μέγιστος αριθμός λειτουργιών SCAN που εκτελούνται.

9.1. Περιγραφή του αλγορίθμου

Ο SweepLine χρησιμοποιεί m + 1 καταχωρητές του οποίους τους συμβολίζουμε με 
Rir .. ,R m και seq  (βλ. Αλγόριθμο 9.1). Μία διεργασία που επιθυμεί να επιτελέσει 

μία UPDATE στη συνιστώσα Α{, 1 <  i <  τη, εγγράφει μόνο τον καταχωρητή Ri. Ο 

καταχωρητής seq εγγράφεται μόνο από τις SCAN. Αφού ο SweepLine είναι ένας αλ­
γόριθμος Single-Scanner, σε κάθε χρονική στιγμή επιτρέπεται μία μόνο SCAN να εί­
ναι ενεργή. Ο seq  είναι ένας καταχωρητής ακεραίων, ο οποίος έχει αρχική τιμή ίση 
με 0 και η τιμή του αυξάνεται κάθε φορά που ξεκινάει την εκτέλεσή της μία νέα 
SCAN. Για κάθε i, 1 <  ί <  τη, ο καταχωρητής Rt αποθηκεύει τις ακόλουθες πληρο­
φορίες: (1) μία τιμή του συνόλου Τ για τη συνιστώσα (2) το αναγνωριστικό (id) 
μίας διεργασίας ρ (που επιτέλεσε την τελευταία εντολή write στον Ri), (3) έναν σει­
ριακό αριθμό που χρησιμοποιείται από την ρ για τη διάκριση των UPDATE της, (4) 
ένα πεδίο curr_seq στο οποίο αποθηκεύεται η τιμή του seq  που ανέγνωσε η ρ κατά 
την έναρξη της επιτέλεσης της UPDATE, και (5) ένα διάνυσμα τη τιμών, μία για κάθε 
συνιστώσα.
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Οι SCAN και UPDATE προσπαθούν να υπολογίσουν ένα συνεπές διάνυσμα τιμών 
καλώντας τη συνάρτηση g et_ v ec to r . Κάθε φορά που μία SCAN εκτελείται από μία 
διεργασία ρ, η ρ  αυξάνει την τιμή του seq  κατά 1, έπειτα καλεί την g e t_ v e c to r  (με 
παράμετρο την νέα τιμή του s e q ) και επιστρέφει το διάνυσμα τιμών που υπολογίστη­
κε από αυτή. Κάθε διεργασία έχει μία τοπική μεταβλητή, την tim estam p, η οποία 
έχει αρχική τιμή ίση με 0 και αυξάνεται κάθε φορά που η διεργασία επιτελεί μία 
UPDATE. Κατά τη διάρκεια εκτέλεσης μίας UPDATE στη συνιστώσα Α* από μία 
διεργασία ρ' συμβαίνουν τα ακόλουθα. Η διεργασία ρ 1 διαβάζει την τιμή του seq  και 
καλεί την g e t_ v ec to r  με παράμετρο την τιμή που ανέγνωσε στον seq . Στο τέλος η ρ 1 

εγγράφει στον Rt τη νέα τιμή της συνιστώσας την αυξημένη τιμή της μεταβλητής 
tim estam p, την τιμή που ανέγνωσε στο s e q , και το διάνυσμα τιμών που επέστρεψε 
η get_vecto r .

Αλγόριθμος 9.1 Ψευδοκώδικας για τον αλγόριθμο SweepLine. * 1 2 3 4 5 6 7
struct register{ 

data value; 
int id;
int timestamp; 
int curr_seq; 
data v[l..m];

}

shared struct register R[l..m]; 
shared int seq=0;

void UPDATE(int i, data value, int id, int timestamp){ 
data view[l..m];' 
int curr__seq;

1. curr_seq=seq;
2. timestamp = timestamp +1;
3. view=get__vector (curr_seq) ;
4. R[i]=<curr_seq, id, timestamp, value, view>;

}

data[] SCAN(){
data view[l..m]; 
int curr_seq;

5. curr_seq=seq.curr_seq+l;
6. seq=curr_seq;
7. view=get_vector (curr_seq);
8- return view;

)
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Αλγόριθμος 9.2 Ψευδοκώδικας για την συνάρτηση get_vector.

data[] get_vector(int curr_seq){
9. struct h_data{
10. register r;
11. boolean change;

} ;
struct h_data history [0. .m+2] [1. .rti] ;
int epoch=0;
int i, j, k, SL[l..m];
data v[m];
struct register mp;

12. for(i=l; i<m; i++){
13. history[epoch][i]=<R[i], false>;

}
14. epoch=epoch+l;

15.
16.
17.
18.
19.
2 0 . 
21 . 
22 .

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.

}

while(true){
for(i=l;i<m;i++){ 

mp=R[i];
history[epoch][i]=<mp/ false>; 
if (mp. curr_seqCurr>seq) 

return mp.v;
if(history[epoch-1][i] .r=/=history[epoch][i].r) 

history[epoch][i].r.change=true;
}
for(i=l; i<m; i++)

SL[i]=0;
for(i=epoch;i>l;i— ){ 

for(j=l;j<m; j++)
if (history[i][j].change==true)

S L [j]=SL[j]+1;
if,for each j, (SL[j]^l OR history[i][j ].change^true){ 

for(k=l; k<m;k++)
v[k]=history[i][k].r.value; 

return v;
}

}
epoch=epoch+l; * 1

Μία g e t  ̂ vector g  επιτελεί συνεχώς ομάδες αναγνώσεων στους καταχωρητές 
Rlt. .., Rm έως ότου ικανοποιηθεί μία από τις ακόλουθες συνθήκες.

1) Αν για κάποιο j  6 {1 ,..., m}, η τιμή του seq  είναι μεγαλύτερη ή ίση από την τιμή 
της παραμέτρου c u rr js eq  της g , τότε η UPDATE που έγγραψε την εν λόγω τιμή
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στον Rj, έχει ξεκινήσει την εκτέλεσή της έπειτα από την g  και έχει τερματίσει 

πριν την το τέλος της g . Σε αυτή την περίπτωση η g  επιστρέφει το διάνυσμα τι­

μών που ανέγνωσε στον καταχωρητή Rj.

2) Έ στω  ότι υπάρχει ένας ακέραιος i >  0, τέτοιος ώ στε για κάθε καταχωρητή του 

οποίου τα περιεχόμενα έχουν αλλάξει από την i — 1 στην ι ομάδα αναγνώσεων, η 

g e t _ v e c to r  έχει δει τουλάχιστον μία ακόμη αλλαγή στον καταχωρητή αυτό στις 

επόμενες ομάδες αναγνώσεων. Η  g  επιστρέφει την πρώτη φορά που πληρούται η 

εν λόγω συνθήκη και επιστρέφει τις τιμές που ανέγνωσε στα  

Rt . v a lu e , . . . , Rm . value στην ομάδα αναγνώσεων ί.

Για να ανιχνευθεί αν πληρούται η συνθήκη (2) χρησιμοποιείται μία τεχνική σάρω σης 

(sweeping technique). Κάθε διεργασία χρησιμοποιεί έναν δισδιάστατο πίνακα τη στη­

λών (η ί-οστή στήλη αντιστοιχίζεται στην ί-οστή συνιστώσα του στιγμιοτύπου) που 

ονομάζεται h is to r y . Στη γραμμή 0 του h is to r y  (ο  h is to r y  αντίθετα από όλους τους 

υπόλοιπους πίνακες ξεκινά από τη γραμμή 0) αποθηκεύονται πληροφορίες για το τι 

αναγνώσθηκε στην πρώτη ομάδα αναγνώσεων (γραμμή 10), ενώ στη γραμμή ί,

' 1 <  i <  τη +  1 αποθηκεύονται πληροφορίες για το τι αναγνώσθηκε στην ομάδα ανα­

γνώσεων i +  1 (θα αποδειχθεί αργότερα ότι κάθε g e t _ v e c t o r  εκτελεί το πολύ πι +  2 

ομάδες αναγνώσεων και έτσι το πλήθος των γραμμών του h i s t o r y  είναι αρκετό). Το 

πεδίο h isto ry[i]\ j]. c h a n g e , 1 <  j  <  πι έχει τιμή ίση με tr u e  αν τα περιεχόμενα του 

καταχωρητή Rj έχουν αλλάξει ανάμεσα στην i — 1 και στην i ομάδα αναγνώσεων. 

Μ ία φανταστική γραμμή σάρω σης (sweep line) που υλοποιείται από τον πίνακα SL, 

σαρώνει τις γραμμές του πίνακα h is to r y  κατευθυνόμενη από την τελευταία γραμμή 

προς την πρώτη. Ο πίνακας SL υπολογίζει πόσες φορές η τιμή κάθε καταχωρητή έχει 

αλλάξει (γραμμές 23-24). Έ τσι δύναται να βρεθεί η πρώτη ομάδα αναγνώσεων που 

ενδεχομένως πληροί τη συνθήκη (2) (γραμμή 29) και να επιστραφεί σε  αυτή την πε­

ρίπτωση το κατάλληλο διάνυσμα τιμών (γραμμή 32). Η  συνθήκη (2 ) εγγυάται ότι η 5  

τερματίζει ακόμα και στην περίπτωση που δεν δει μία τέτοια UPDATE. Αξίζει να 

σημειωθεί ότι αν οι τιμές των συνιστωσών σε δύο συνεχόμενες ομάδες αναγνώσεων 

δεν αλλάξουν, η συνθήκη (2) θα πληρούται τετριμμένα και η 5  σ ε  αυτή την περίπτω­

ση επιστρέφει το διάνυσμα τιμών που αναγνώσθηκε σε  οποιαδήποτε από αυτές τις 

δύο ομάδες αναγνώσεων.
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9.2. Χρονική και χωρική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου

Έ στω  α  μία οποιαδήποτε εκτέλεση του SweepLine και έστω  g  μία εκτέλεση της 

g e t _ v e c to r  στην α. Α ς υποθέσουμε ότι η g  εκτελεί τη Η-1 επαναλήψεις του βρόχου 

while (γραμμή 15) και δεν έχει τερματίσει. Από την συνθήκη της γραμμής 29 προκύ­

πτει ότι για κάθε i — τη +  1 , . .  . ,1  υπάρχει τουλάχιστον ένας ακέραιος j  Ε [ 1 , . . . ,τη ]  

για το οποίο ισχύει ότι SL\j] = =  1 και h isto ry [i]\ j] . ch a n g e  = =  tr u e . Έ τσι σε  κά­

θε μία από τις εν λόγω επαναλήψεις υπάρχει ένας τουλάχιστον καταχωρητής (και άρα 

μία συνιστώσα) που αλλάζει για τελευταία φορά μεταξύ της εκτέλεσης της τρέχουσας 

επανάληψης και της προηγούμενης. Αυτό είναι άτοπο, καθώς το αντικείμενο ατομι­

κών στιγμιότυπων έχει μόνο τη  συνιστώσες. Έ τσι έπειτα από το πολύ τη +  1 επανα­

λήψεις του βρόχου while, η g e t _ v e c t o r  ολοκληρώνει την εκτέλεσή της. Σε κάθε ε­

πανάληψη του βρόχου while, τη διαφορετικοί καταχωρητές διαβάζονται. Έ τσι η χρο­

νική πολυπλοκότητα της g e t _ v e c t o r  είναι Ο (τη2). Κ άθε SCAN ή UPDATE εκτός 

από την κλήση της g e t _ v e c t o r  επιτελεί ένα σταθερό αριθμό προσπελάσεων στην 

κοινή μνήμη. Ά ρα η πολυπλοκότητα της SCAN και της UPDATE είναι Ο (τη2).

Από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου είναι προφανές ότι ο SweepLine χρησιμοποιεί 

m  +  1 καταχωρητές κοινής μνήμης. Ο καταχωρητής seq έχει μέγεθος Ο (lo g /c ) bit, 

όπου k  είναι το πλήθος των SCAN που επιτελούνται σε μία εκτέλεση. Οι καταχωρη­

τές Rl t ..., Rm αποθηκεύουν ένα διάνυσμα τη τιμών του συνόλου Τ, τον ακέραιο 

curr_seq  που έχει μέγεθος log  k bit, μία τιμή του συνόλου Τ (value) και ένα αναγνω­

ριστικό της διεργασίας που ενημέρωσε τον καταχωρητή τελευταία. Ά ρα  το μέγεθος 

των καταχωρητών Rl t ..., Rm θα είναι Ο (log  η + log  k + m  log|r|) bit.

9.3. Απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου

Έ στω  S μία οποιοδήποτε SCAN και g  η g e t_ v e c to r  που εκτελείται από την S. Υ π ο­

θέτουμε ότι η g  τερματίζει τη λειτουργία της στη γραμμή 20 του ψευδοκώδικα. Έ στω  

k (g )  ο μεγαλύτερος ακέραιος, τέτοιος ώ στε να υπάρχει μία ακολουθία από UPDATE 

U i,"->U k(g) τέτοιες ώστε: (1) είναι η UPDATE που εγγράφει το διάνυσμα τι­

μών που επιστρέφει η g , και (2 ) για κάθε 1,1 < l <  k (g ) ,  η g e t_ v e c to r  g x που εκτε-
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λείται από την ίή ολοκληρώνει στη γραμμή 20 του ψευδοκώδικα και επιστρέφει το 

διάνυσμα τιμών που εγγράφηκε από την ίή -ι. Έ στω  η ακολουθία των UPDATE 

S U (g ) = Ulr ,.,U k^  και έστω  η ακολουθία των g e t_ v e c to r  S G (g ) = g t . . . , g k(gy  

Στην περίπτωση όπου η g  δεν τερματίζει στη γραμμή 20 του ψευδοκώδικα, θα ισχύει 

S U (g) =  SG (g )  =  λ  (όπου λ  είναι η κενή ακολουθία). Α ξίζει να σημειωθεί ότι αν 

ισχύει SG (g) Φ λ, η g  και κάθε μία από τις συναρτήσεις g lt. . . , g k(g) e επι­

στρέφουν το ίδιο διάνυσμα τιμών. Επιπρόσθετα η g 1 επιστρέφει εκτελώντας τη 

γραμμή 32 του ψευδοκώδικα. Έ στω  g v (S )  =  g ± αν ισχύει S G (g) Φ λ ,  διαφορετικά 

gp (S ) =  g. Ω ς άμεση συνέπεια των παραπάνω ορισμών συμπεραίνουμε ότι gv(S^) 

ολοκληρώνει στη γραμμή 32 του ψευδοκώδικα και η S επιστρέφει το ίδιο διάνυσμα 

τιμών με αυτό που υπολόγισε η g v (S ).

Υποθέτουμε ότι μία g e t jv e c to r  g  ολοκληρώνεται έπειτα από ep och  >  1 επαναλή­

ψεις του βρόχου while (γραμμή 15). Για κάθε 1 <  Ζ <  ep och , συμβολίζουμε με S L f  

τις τιμές που έχει ο πίνακας έπειτα από την εκτέλεση της Ζ-οστής ομάδας αναγνώσε­

ων (ο εκθέτης δύναται να παραληφθεί και θα καθορίζεται από τα συμφραζόμενα).

Σε αυτό το σημείο θα αναθέσουμε σημεία σειριοποίησης. Έ στω  S  μία οποιαδήποτε 

SCAN σε μία εκτέλεση α. Είναι εύβολο να  αναθέσουμε σημείο σειριοποίησης και 

στην g v (S ) .  Υποθέτουμε ότι η g v ( S )  επιστρέφει εκτελώντας ep och  >  1 επαναλή­

ψεις του βρόχου while. Υπενθυμίζουμε ότι η g v ( S )  τερματίζει εκτελώντας τη γραμμή 

32 του ψευδοκώδικα. Έ τσι υπάρχει ένας ακέραιος V, 1 <  V <  ep o ch , τέτοιος ώ στε 

για κάθε j  6 { 1 , . . . , τη] να ισχύει SLlr Φ 1 ή να ισχύει h isto ry [l'] [/] Φ tru e. Έ στω  V 

ο μεγαλύτερος τέτοιος ακέραιος. Υποθέτουμε ότι οι τιμές d  καταχωρητών 

Rx\,. . . , RXd έχουν αλλάξει μεταξύ της Ζ-οστής και της (Ζ +  1 )-οστή ς ομάδας ανα­

γνώσεων. Έ στωσαν νχ1, . . . , νχά τα  περιεχόμενα των Rx l , . . . , Rxd που αναγνώσθηκαν 

από την g v ( S ) ,  και έστωσαν Ux l, . . . , U xd οι UPDATE που έγραψαν τις τιμές 

νχ1, . . . ,  ν χά στους Rx l , . . . , Rxd. Αναθέτουμε σημεία σειριοποίησης ω ς εξής. •

• Αναθέτουμε σημείο σειριοποίησης στην g v { S )  στο σημείο όπου επιτελεί την 

πρώτη ανάγνίοση της Ζ-οστής ομάδας αναγνώσεων. Στο ίδιο ακριβώς σημείο 

εισάγουμε σημείο σειριοποίησης και στην S.
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• Για τις UPDATE που επιτέλεσαν τις write τους έπειτα από την πρώτη εντολή 

read της gv(S), εισάγουμε σημείο σειριοποίησης ακριβώς πριν το σημείο σει- 

ριοποίησης της gv(S)  (με οποιαδήποτε σειρά αφού ενημέρωσαν διαφορετικές 

συνιστώσες).

• Αφότου αναθέσουμε σημεία σειριοποίησης σε όλες τις SCAN, αλλά και σε 

μερικές UPDATE με τον τρόπο που περιγράφηκε παραπάνω, σειριοποιούμε 

τις υπόλοιπες UPDATE στο σημείο όπου επιτέλεσαν την εντολή write τους.

Η  κεντρική ιδέα της ορθότητας του αλγορίθμου είναι η ακόλουθη. Προκύπτει ότι ό ­

λες οι τιμές που αναγνώσθηκαν από την g v ( S )  στην I-οστή ομάδα αναγνώσεων έ­

χουν εγγραφεί από UPDATE που ξεκίνησαν την εκτέλεσή τους πριν η S  εγγράψει τον 

seq . Έ στωσαν rlr . . , r m οι εντολές read που επιτελέσθηκαν από την g v ( S )  κατά τη 

διάρκεια της ί-οστής ομάδας αναγνώσεων. Αν μία τέτοια UPDATE U επιτελέσει την 

write της w  στη συνιστώσα Aj πριν την rlt σειριοποιείται στην w . Γνωρίζουμε ότι 

καμία άλλη UPDATE δεν έχει εγγράψει τον καταχωρητή Rj μεταξύ της w  και της r± 

(αφού σε κάθε άλλη περίπτωση η g v ( S )  δε θα επέστρεφε την τιμή της U). Αυτό δύ- 

ναται να χρησιμοποιηθεί ώ στε να αποδειχθεί η συνέπεια της τιμής που επιστρέφεται 

για τη συνιστώσα Aj από την g v ( S ). Στην περίπτωση όπου η U επιτελεί την w  έπειτα 

από την rt , μετακινούμε το σημείο σειριοποίησης της U ακριβώς πριν την rt ώ στε η 

τιμή που επιστρέφεται για τη συνιστώσα Aj να είναι συνεπής. Α ξίζει να σημειωθεί ότι 

η w  δύναται να πανωγράψει την τιμή που έγραψε μία άλλη UPDATE U' στη συνι­

στώ σα  Aj που επιτελέσθηκε μεταξύ της r± και της w . Α φού η S  δε διαβάζει την τιμή 

της U' στην I-οστή ομάδα αναγνώσεων, η U' σειριοποιείται στην write της (έπειτα 

από σημείο σειριοποίησης της U). Ω στόσο αυτό δύναται να δημιουργήσει προβλήμα­

τα στη συνέπεια των διανυσμάτων που επιστρέφουν σε  SCAN που έπονται της S, α ­

φού θα δουν στον καταχωρητή Rj την τιμή που έγγραψε η U και όχι την τιμή που έγ­

γραφε η U'. Για αυτό τον λόγο η συνθήκη (2 ) απαιτεί η S να έχει δει περισσότερες 

από μία UPDATE στη συνιστώσα Aj κατά την επιτέλεση της ί-οστής ομάδας ανα­

γνώσεων. Η εν λόγω UPDATE σειριοποιείται στην write της και η write της πανω- 

γράφει την τιμή που έγγραψε η U'.

Το ακόλουθο λήμμα είναι άμεση συνεπαγωγή του ορισμού της συνάρτησης gv(S).
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Λήμμα 9.1 Για  κάθε S C A N  S,

1. η g v ( S )  επιστρέφει εκτελώντας τη γραμμή 3 2  του ψευδοκώδικα,

2. η S  επιστρέφει το ίδιο διάνοσμα τιμώ ν μ ε  αυτό που επιστρέφει η  g v (S ) .

Θα αποδειχθεί ότι το σημείο σειριοποίησης κάθε SCAN και UPDATE βρίσκεται ε­

ντός του διαστήματος εκτέλεσης της λειτουργίας. Αρχικά θα αποδεχθούν τρία τεχνι­

κά λήμματα.

Λήμμα 9.2 Έ στω  S  μία οποιαδήποτε S C A N  και έστω  g  η συνάρτηση g e t _ v e c t o r  που  

εκτελείται από την S. Έ στω  ότι ισχύει S U (g )  =  Ul r . Uk{g) ^  Γ ια  κάθε  1 <  j  <  

k (g )  ισχύουν τα  ακόλουθα:

1. η Uj_ t επιτελεί την write της πριν η Uj επιτελέσει την write της, και

2. η Uh l  έχει αναγνώ σει στον s e q  τιμή μεγαλύτερη ή  ίση από αυτή που η Uj α νέ-  

γνω σε στο seq .

Α πόδειξη. Έ στω  S G (g )  =  # !,.. ,#&(5). Από τον τρόπο ορισμού της ακολουθίας 

S U (g )  και της ακολουθίας S G (g ) , για κάθε 1 <  /  <  k ( g ) ,  η g j  επιστρέφει το διάνυ- 

σμα τιμών που εγγράφηκε από την ί/;·_ν  Έ τσι η £//_ι εκτελεί την write της πριν το 

τέλος της g j , και άρα πριν το τέλος της Uj, ό π ω ς  και απαιτείται από τον ισχυρισμό 1 

του λήμματος.

Επιπρόσθετα η g j  τερματίζει εκτελώντας τη γραμμή 20 του ψευδοκώδικα, έτσι η 

συνθήκη της γραμμή 19 έχ ε  αποτιμηθεί ω ς αληθής. Επομένως η ί/;·_ ! θα έχ ε  ανα- 

γ ν ώ σ ε  στο s e q  τιμή μεγαλύτερη ή ίση από αυτή που ανέγνωσε η Uj, όπως και απαι­

τείται από τον ισχυρισμό 2 του λήμματος. ■

Λήμμα 9.3 Έ στω  S μία οποιοδήποτε S C A N  και έστω  g  η g e t j v e c t o r  που κλήθηκε 

από την S. Έ στω  η ακολουθία S U (g )  =  Ul r . . , Φ λ. Γ ια  κά θε 1 <  j  <  k (g ) ,  η 

τιμή που η Uj α νέγνω σε στον καταχωρητή Rs είναι αυτή που εγγράφηκε από την S.

Α πόδειξη. Αρχικά θα αποδειχθεί ότι η Uk^  δ ια βά ζε στον s e q  την τιμή που έγγραψε 

η 5. Από τον τρόπο ορισμού της S U (g ) , η g  επ ιστρέφε το διάνυσμα τιμών που εγ­

γράφηκε από την Uk ĝy  Έ τσι η g  (και άρα και η S) τερματίζουν έπειτα από το πέρας
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της Uk(gy Επιπρόσθετα η g  επιστρέφει εκτελώντας τη γραμμή 20 του ψευδοκώδικα, 

και έτσι η συνθήκη της γραμμής 19 είναι αληθής. Επομένως η Uk(g) έχει αναγνώσει 

στο s e q  τιμή μεγαλύτερη ή ίση από αυτή που εγγράφηκε από την 5  (η οποία ισούται 

με την παράμετρο c u r r js e q  με την οποία κλήθηκε η g ) . Αφού ο καταχωρητής s e q  

εγγράφεται μόνο από SCAN, μία μόνο SCAN εκτελείται σε κάθε χρονική στιγμή, και 

η S  τερματίζει έπειτα από το τέλος της Uk(̂ gy  “Π ^k(g) δε δύναται να ανέγνωσε κάποια 

τιμή μεγαλύτερη από αυτή που έγγραψε η S  στον se q . Έ τσι η Uk(g) διαβάζει στον 

se q  την τιμή που έγγραψε η S.

Από τον ισχυρισμό 1 του Λήμματος 9.2 συνεπάγεται ότι για κάθε 1 <  j  <  k ( g ) , η Uj 

τερματίζει πριν το τέλος της Uk ĝy  Έ τσι προκύπτει ότι η Uj τερματίζει πριν το τέλος 

της S. Έ τσι η Uj δε δύναται να  έχει αναγνώσει στον Rs . c u r r js e q  τιμή μεγαλύτερη 

από αυτή που η S  έγγραψε. Από τον ισχυρισμό 2 του λήμματος 9.2 προκύπτει ότι η Uj 

ανέγνωσε στο s e q  τιμή μεγαλύτερη ή ίση από αυτή που ανέγνωσε η Uk ĝy  Α φού η 

τιμή στον s e q  που διαβάσθηκε από την Uk{g) είναι αυτΠ που έγγραψε η S, προκύπτει 

. ότι η Uj ανέγνωσε στο s e q  την τιμή που εγγράφηκε από την S. ■

Λήμμα 9.4 Έστω S μία οποιαδήποτε SCAN S και έστω g  η συνάρτηση g e t_ v e c to r  

που εκτελέστηκε από την S. Για κάθε συνάρτηση g e t jp e c to r  g ' Ε SG (g), το διάστημα 

εκτέλεσης της g ' ξεκινά αφότου η S εγγράφει στον καταχωρητή s e q  και τελειώνει πριν 

το τέλος της S.

Α πόδειξη. Έ στω  U' η UPDATE που καλεί την g '. Αφού ισχύει g ' Ε S G (g ) , θα ισχύει 

U' Ε S U (g ). Από το Λήμμα 9.3 προκύπτει ότι η U’ διαβάζει στον s e q  την τιμή που 

έγγραψε η S. Αφού η U1 ξεκίνησε την εκτέλεσή της διαβάζοντας τον καταχωρητή 

s e q , προκύπτει ότι η U1 (και έτσι και η g ')  ξεκίνησε την εκτέλεσή της έπειτα από την 

εγγραφή της S  στον se q . Από τον τρόπο ορισμού της S U (# ) , η g  επιστρέφει το διά- 

νυσμα τιμών που εγγράφηκε από την Uk(gy  Έ τσι η write της Uk^  προηγείται του 

τέλους της g  (και έτσι του τέλους της 5 ). Το Λήμμα 9.2 συνεπάγεται ότι η write της 

U’ προηγείται της write της Uk ĝy  Έ τσι προκύπτει ότι η U' (και έτσι και η g ')  τελειώ­

νει την εκτέλεσή της πριν το τέλος της S. Ά ρα το  διάστημα εκτέλεσης της g '  ξεκινά
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έπειτα από την εγγραφή του καταχωρητή s e q  από την S  και τελειώνει πριν την το τέ­

λος της S. ■

Σε αυτό το σημείο θα αποδειχθεί ότι τα σημεία σειριοποίησης των SCAN  και 

UPDATE βρίσκονται εντός του διαστήματος εκτέλεσης των λειτουργιών τους.

Λ ήμμα 9.5 Έ στω α μία  οποιαδήποτε εκτέλεση του αλγορίθμου SweepLine. Το σημείο  

σειριοποίησης οποιοσδήποτε SC A N  ή U P D A T E  βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέ­

λεσής της.

Α πόδειξη. Έ στω  S  μία οποιοδήποτε SCAN στην α  και έστω  g  η συνάρτηση 

g e t  v e c t o r  που εκτελείται από την S. Υπενθυμίζεται ότι η 5  σειριοποιείται στο ίδιο 

σημείο με την g v (S )  και επιστρέφει το ίδιο διάνυσμα τιμών με την g v ( S ). Είναι 

προφανές ότι το διάστημα εκτέλεσης της g  εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της 

S. Στην περίπτωση που ισχύει S G (g )  =  g ±i. ..,g k (g )  =£ λ, το Λήμμα 9.4 συνεπάγεται 

ότι το διάστημα εκτέλεσης της g 1 εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της S. Από 

τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης το σημείο σειριοποίησης της g v (S ')  

βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. Έ τσι προκύπτει ότι το σημείο σειρι- 

οποίησης της S  βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής τη ς  όπως και απαιτείται.

Έ στω  U  μία οποιαδήποτε UPDATE στην α. Αν το σημείο σειριοποίησης της U  έχει 

τεθεί στο σημείο όπου επιτέλεσε την write τη ς τότε προφανώς το σημείο σειριοποίη- 

σης της U  βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. Έ τσι υποθέτουμε ότι δεν 

ισχύει η προαναφερθείσα περίπτωση. Έ τσι υπάρχει μία SCAN S ', τέτοια ώ στε το  ση ­

μείο σειριοποίησης της U να  έχει τοποθετηθεί ακριβώς πριν το σημείο σειριοποίησης 

της g ( S ') .  Υποθέτουμε ότι η g ( S ’)  επιστρέφει αφότου εκτελέσει e p o c h  επαναλήψεις 

του βρόχου while (γραμμή 15). Από το Λήμμα 9.1 προκύπτει ότι η g ( S ')  τερματίζει 

εκτελώντας τη γραμμή 32 του ψευδοκώδικα. Έ τσι υπάρχα ένας ακέραιος V, I <  V <  

ep o c h  τέτοιος ώ στε για κάθε j  6  {1, . . . ,π ί ]  να  ισχύει 

SLi>[j] Φ 1 ή h is to r y [ l '] [ j ] .c h a n g e  Φ tr u e . Έ στω  I ο  μεγαλύτερος τέτοιος ακέραι­

ος. Υποθέτουμε ότι οι τιμές των d  καταχωρητών R x l , . . . ,  Rxd έχουν αλλάξει ανάμεσα 

στην ( I — 1)-οστή  και στην ί-οστή ομάδα αναγνώσεων. Έ στω σαν ν χ1, . . . ,  v xd τα  πε­

ριεχόμενα των καταχωρητών Rx l , . .., που αναγνώσθηκαν από την g v ( S !) , και
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έστωσαν Uxl, . . . ,  Uxd οι UPDATE που έγραψαν τις τιμές ν χ1, ... , ν χά στουςκαταχω - 

ρητές Rxl, . . . ,R xd. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σαριοποίησης, η U είναι 

μία από τις Uxl, . .. , Uxd. Επιπρόσθετα η U έχει επιτελέσα την write της έπειτα από το 

σημείο σειριοποίησης της g v (S ).

Θα δείξουμε ότι η ί/ έχει ξεκίνησα την εκτέλεσή της πριν την έναρξη της g v ( S ') . Το 

διάστημα εκτέλεσης της συνάρτησης g e t _ v e c t o r  g '  που εκτελείται από την S ', προ­

φανώς εμπεριέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της S'. Τα προαναφερθέντα και το Λήμ­

μα 9.4 συνεπάγονται ότι το διάστημα εκτέλεσης της g v ( S ’)  εμπεριέχονται στο διά­

στημα εκτέλεσης της S'. Α φού η g v ( S ')  διαβάζει την τιμή που εγγράφηκε από την U, 

από τον ψευδοκώδικα του αλγορίθμου προκύπτει ότι η 1/ διαβάζει στο s e q  μία τιμή 

μεγαλύτερη ή ίση από αυτή που εγγράφηκε από την S ’ . Έ τσι η g v ( S ')  θα τερματίσα  

εκτελώντας τη γραμμή 20 του ψευδοκώδικα, το οποίο και αντιτίθεται στον ισχυρισμό 

1 του Λήμματος 9.1.

Έ τσι η U διαβάζει στον s e q  μία τιμή μικρότερη από αυτή που έγγραψε η S', έτσι η U 

επιτελεί την πρώτη read της πριν η S' εγγράψ α τον καταχωρητή se q . Συμπεραίνουμε 

ότι το διάστημα εκτέλεσης της U ξεκινά πριν μία από τις g v ( S ’X  U επ ιτελέσα την 

write της έπατα από το σημείο σαριοποίησης της g v ( S f). Το σημείο σειριοποίησης 

της U τίθεται ακριβώς πριν το σημείο σαριοποίησης της g v ( S 1'). Συμπεραίνουμε ότι 

το σημείο σαριοποίησης της U βρίσκεται εντός τόυ διαστήματος εκτέλεσής της. ■

Τέλος θα αποδαχθεί ότι οι SCAN επιστρέφουν συνεπή διανύσματα τιμών. Ακολουθεί 

η απόδαξη ενός τεχνικού λήμματος.

Λ ήμμα 9.6 Έστω U μία οποιοδήποτε UPDATE σε κάποια συνιστώσα Aj, τέτοια ώστε 

το σημείο σειριοποίησης της U να μην έχει τοποθετηθεί στο σημείο όπου η U επιτέλεσε 

την write της. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχει μία SCAN S, ώστε να  ισχύουν τα  ακό­

λουθα:

1. η S επιστρέφει για τη συνιστώσα Aj την τιμή που έγγραψε η U,

2. η εντολή write w  της U προηγείται του τέλους της S,

3. το σημείο σειριοποίησης της U περιέχεται στο διάστημα εκτέλεσης της S, υπάρ­

χει μία UPDATE U1 τέτοια ώστε:
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α. η w  να  προηγείται της εντολή write w ' της U',

b. η w r να  προηγείται του τέλους της S, και

c. το σημείο σειριοποίησης τη ς U 1 να  έπεται του σημείου σειριοποίησης της

S.

Α πόδειξη. Έ στω  U μία οποιαδήποτε UPDATE στη συνιστώσα A j που να  μην έχει 

σειριοποιηθεί στην write της. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, 

υπάρχει μία SCAN S , τέτοια ώ στε η g v ( S )  να επιστρέψει την τιμή της U για τη συνι­

στώ σα  Aj και η U  να αεριοποιείται ακριβώς πριν το σημείο αεριοποίησης της 

g v (S ) . Α π ό  το Λήμμα 9.1 προκύπτε ότι η g v ( S )  τερμάτιζε εκτελώντας τη γραμμή 

32 του ψευδοκώδικα. Υποθέτουμε ότι η g v ( S )  εκτελεί ep o c h  επαναλήψ ες του βρό­

χου while (γραμμή 15) προτού επιστρέψ ε. Τότε υπάρχε κάποιος ακέραιος V, 1 <  

Γ <  ep o ch  τέτοιος ώ στε για κάθε ισχύει ότι

SLlf[j] Φ 1ή  h is to r y [ l '] [ j ] .c h a n g e  Φ tru e . Έ στω  I ο  μεγαλύτερος τέτοιος ακέραι­

ος. Έ στω  rx η πρώτη εντολή read της g v { S )  στην ί-οστή εποχή και έστω  ry η εντολή 

read στον καταχωρητή Rj (που αντιστοιχεί στη συνιστώσα Aj) της συνάρτησης g v ( S )  

στην /-οστη  εποχή. Υπενθυμίζεται ότι η ί/ έχ ε  αεριοποιηθεί ακριβώς πριν την 

g v ( S ) ,  η οποία σειριοποιείται στην ra. Από τον τρόπο ανάθεσης σημείων αεριοπ οίη ­

σης, η write της U πρέπει να έπεται της rl5 έτσι η write της U έπεται του σημείου σει- 

ριοποίησης της g v (S ) .  Επιπρόσθετα κατά τη διάρκ εα  της /-οστή ς εποχής, η g v ( S )  

δια βά ζε στον καταχωρητή Rj ότι έγγραψε η U και επ ιστρέφ ε την τιμή της U για τη 

συνιστώσα Aj. Α π ό  το  Λήμμα 9.1, η S  επ ιστρέφ ε το ίδιο διάνυσμα τιμών με αυτό 

που επιστρέφε η g v (S ) .  Έ τσι η S  επιστρέφει την τιμή της U  για τη συνιστώ σα Aj, 

όπ ω ς  και απαιτείται από τον ισχυρισμό 1 του λήμματος.

Αφού η g v ( S )  δ ια βά ζε στον καταχωρητή Rj ότι έγγραψε η U, προκύπτε ότι η μονα­

δική εντολή write της U  επιτελείται πριν το τέλος της g v ( S ). Έ στω  g  η συνάρτηση 

g e t _ v e c t o r  που εκτελέστηκε από την S. Είναι προφανές ότι η g  τερμ άτιζε πριν το 

τέλος της S. Αυτό και το λήμμα 9.2 συνεπάγονται ότι η g v ( S )  τερμ άτιζε πριν το τέ­

λος της S. Έ τσι προκύπτε ότι η write της U προηγείται του τέλους της S, όπως και 

απαιτείται από τον ισχυρισμό 2 του λήμματος.
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Το σημείο σειριοποίησης της U εισάγεται ακριβώς πριν από το σημείο σειριοποίησης 

της g v (S ). Αφού η S σειριοποιείται στο ίδιο σημείο με την g v (S ) , το σημείο σειριο- 

ποίησης της U τίθεται ακριβώς πριν από το το σημείο σειριοποίησης της S. Από το 

Αήμμα 9.5 προκύπτει ότι το σημείο σειριοποίησης της S βρίσκεται εντός του διαστή­

ματος εκτέλεσης της S. Έ τσι το σημείο σειριοποίησης της U βρίσκεται εντός του δια­

στήματος εκτέλεσης της S, όπως και απαιτείται από τον ισχυρισμό 3 του λήμματος.

Τέλος θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό 4 του λήμματος. Α φού η write της U επιτελείται 

έπειτα από την rt και πριν την η , η πρώτη φορά που η g v (S )  ανέγνωσε την τιμή που 

έγγραψε η U στον καταχωρητή Rj είναι η στιγμή στην οποία εκτέλεσε την 7}· (δηλαδή 

κατά τη διάρκεια της Ζ-οστής ομάδας αναγνώσεων). Από τον ψευδοκώδικα του αλγο­

ρίθμου προκύπτει ότι ισχύει h is to ry [l] [/] ==  true. Επιπρόσθετα ισχύει ότι SLt [/] Φ 

1 ή h is to ry [l][fl  Φ tru e, έτσι θα ισχύει SLt [/] >  1. Προκύπτ& ότι υπάρχει κάποιος 

ακέραιος V >  I τέτοιος ώ στε να ισχύει h istory [l]\ j].ch a n ge  ==  tru e  (δηλαδή τα 

δεδομένα του καταχωρητή Rj να έχουν αλλάξα  ανάμεσα στην (ί — 1 )-οστή  και στην 

Ζ-οστή εποχή). Έ τσι υπάρχει μία UPDATE U' που επιτελεί την εντολή write της w' 

έπειτα από την εντολή write w  της U και πριν το τέλος του διαστήματος εκτέλεσης 

της g v (S ) (και έτσι πριν το τέλος της S), όπως και απαιτείται από τους ισχυρισμούς 

4/a και 4/b του λήμματος.

Από το Λήμμα 9.5 προκύπτει ότι το σημείο σειριοποίησης της U' βρίσκεται εντός του 

διαστήματος εκτέλεσής της. Αφού η U' ολοκληρώνει τη λειτουργία της στην write 

της (η οποία εκτελείται πριν το τέλος της 5 ), το σημείο σειριοποίησης της της U' δε 

δύναται να τοποθετηθεί έπειτα από το  τέλος του διαστήματος εκτέλεσης της S. Σε 

αυτό το σημείο θα αποδειχθεί ότι το σημείο σειριοποίησης της U' τοποθετείται στην 

write της και έτσι το σημείο σειριοποίησης της U' έπεται του σημείου σειριοποίησης 

της g v (S ) και της S. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις άτοπο απαγωγής υποθέτου­

με ότι τα προαναφερθέντα δεν ισχύουν. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειρι- 

οποίησης, υπάρχει μία SCAN Sr, τέτοια ώ στε η S' να επιστρέφει την τιμή της ί/ '  για 

τη συνιστώσα Aj και το σημείο σειριοποίησης της U' να τοποθετείται ακριβώς πριν το 

σημείο σειριοποίησης της g v (S ')  (και άρα της S). Από το Λήμμα 9.5 προκύπτει ότι 

το σημείο σειριοποίησης της S' βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσής τη ς  έτσι
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το σημείο σειριοποίησης της U ' βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσης της S'. 

Αφού η S  επιστρέφει την τιμή της U και όχι την τιμή της U' για τη συνιστώσα A j, η S' 

είναι μία διαφορετική SCAN από την S. Αφού η write της U' επιτελέσθηκε πριν το 

τέλος του διαστήματος εκτέλεσης της S, το σημείο σειριοποίησης της U' προηγείται 

του τέλους της S. Έ τσι η η S ' δεν έπεται τη S  και άρα η S' πρέπει να προηγείται της 

5. Αφού η S' επιστρέφει την της U' για τη συνιστώσα A j, η w ' προηγείται του τέλους 

του διαστήματος εκτέλεσης της S'. Έ τσι η w ' προηγείται της νν, η οποία επιτελείται 

στο διάστημα εκτέλεσης της S  (μεταξύ της rt και της ?}·), το οποίο και είναι άτοπο. ■

Λήμμα 9.7 Για  κάθε SCAN S, το διάνυσμα τιμών τγοό ετηστρέφεται οπό τη συνάρτηση 

g v { S ) είναι συνεπές.

Α πόδειξη. Έ στω  ν — vlr ..,vm το διάνυσμα τιμών που η επιστρέφει η συνάρτηση 

gv(S). Για κάθε j  Ε (1 ,.,.,πί}, Vj είναι η τιμή της τελευταίας UPDATE στη συνι­

στώ σα  Aj που σειριοποιήθηκε πριν την gv(S). Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εις 

άτοπο απαγωγής υποθέτουμε ότι υπάρχει κάποιος ακέραιος j  Ε { I , . . . , m ), τέτοιος 

ώστε η παράμετρος της τελευταίας UPDATE U στην Aj που σειριοποιήθηκε πριν από 

την gv(S) να μην είναι Vj. Έ στω  ν η παράμετρος της U και έστω  ί/;· η UPDATE που 

η παράμετρός της είναι Vj.

Το Λήμμα 9.1 συνεπάγεται ότι η g v ( S )  επιστρέφει εκτελώντας τη γραμμή 32 του 

ψευδοκώδικα. Υποθέτουμε ότι η g v ( S )  έχει επιστρέφει αφότου έχει εκτελέσει ep o c h  

επαναλήψεις του βρόχου while (γραμμή 15). Τότε υπάρχει κάποιος ακέραιος 

V Ε { 1 , . . . , e p o c h ] ,  τέτοιος ώ στε για κάθε j  Ε να ισχύει SLi,\j] Φ

1 ή h is to r y  [l']\J]. ch a n g e  -ψ tr u e . Έ στω  I ο μεγαλύτερος τέτοιος ακέραιος. Έ στω  

η πρώτη εντολή read της g v ( S )  στην /-οστή  ομάδα αναγνώσεων και έστω  7} η εντολή 

read της g v ( S )  στον καταχωρητή Rj (που αντιστοιχεί στη συνιστώσα Aj) στην /-οστη  

εποχή. Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις. 1

1) Αρχικά υποθέτουμε ότι επιτελεί την write της Wj έπειτα από την r±. Α πό τον τρό­

πο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, το σημείο σειριοποίησης της Uj έχει ει- 

σαχθεί ακριβώς πριν το σημείο σειριοποίησης της g v ( S )  και καμία άλλη
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UPDATE δεν έχει σειριοποιηθεί μεταξύ της Uj και της S  (υπενθυμίζεται ότι όλες 

οι UPDATE έχουν σειριοποιηθεί ακριβώς πριν την g v ( S )  επιτελούνται σ ε  διαφο­

ρετικές συνιστώσες). Αυτό είναι άτοπο, καθώς η U έχει σειριοποιηθεί μεταξύ της 

Uj και της S.

2) Υποθέτουμε ότι η Wj προηγείται της r±. Υποθέτουμε αρχικά ότι η write της U  έ- 

πεται της Wj. Αφού η g v ( S )  επιστρέφει την τιμή Vj για τη συνιστώσα A j, η τελευ­

ταία εντολή write στον καταχωρητή Rj που προηγείται της η  είναι η Wj. Α φού η 

w  έπεται της νν;·, τότε η w  θα έπεται της η . Αφού η g v ( S )  έχει σειριοποιηθεί α­

κριβώς πριν την rlt το σημείο σειριοποίησης της g v ( S )  προηγείται της w. Α φού η 

U σειριοποιείται ακριβώς πριν την g v ( S ) ,  προκύπτει ότι η U δε σειριοποιείται 

στην w  εντολή της. Από τους ισχυρισμούς 1 και 2 του Λ ήμματος 9.6, υπάρχει μία 

SCAN S', τέτοια ώστε η S' να επέστρεψε ν  και το σημείο σειριοποίησης της U να 

βρίσκεται εντός του διαστήματος εκτέλεσης της S ’. Επιπρόσθετα από τον ισχυρι­

σμό 2 του Λήμματος 9.6 προκύπτει ότι η w  προηγείται του τέλους του διαστήμα­

τος εκτέλεσης της S ’ . Α φού η S  επιστρέφει Vj και όχι ν  για τη συνιστώσα Α;·, ι­

σχύει S ’ Φ S. Αν η S ’ έπεται της S, τότε το σημείο σειριοποίησης της U  έπεται του 

τέλους του διαστήματος εκτέλεσης της S, το οποίο και είναι άτοπο. Αν η S ’ προη­

γείται της 5, η w  (71ου προηγείται του τέλους του διαστήματος εκτέλεσης της S 1) 

προηγείται της η ,  το οποίο και είναι άτοπο.

3) Τέλος υποθέτουμε ότι η w  προηγείται της ιν;·. Από το Λήμμα 9.5 προκύπτει ότι η 

U  σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσής της. Έ τσι το τελευταίο σημείο 

στο οποίο η U δύναται να σειριοποιηθεί είναι στην εντολή write της w. Α φού η w  

προηγείται της Wj και η U  σειριοποιείται έπειτα από την Uj, προκύπτει ότι η Uj δε 

σειριοποιείται στην write της. Το Λήμμα 9.6 συνεπάγεται ότι υπάρχει μία SCAN  

S " ,  τέτοια ώ στε η Uj να σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσης της S ” . 

Αν ισχύει S  =  S ” , οπό  τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριοποίησης, το ση ­

μείο σειριοποίησης της Uj τοποθετείται ακριβώς πριν το σημείο σειριοποίησης 

της S, ενώ καμία άλλη UPDATE στη συνιστώσα Aj δε δύναται να σειριοποιηθεί 

μεταξύ αυτών. Αφού η U σειριοποιείται μεταξύ της Uj και της S, τότε θα ισχύει 

5  Φ S ” .
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Υποθέτουμε ότι η S "  έπεται της S. Τότε από τον ισχυρισμό 4 του Λήμματος 9.6 

συνεπάγεται ότι υπάρχει μία UPDATE U’, της οποίας η εντολή write w ' έπεται 

της Wj και προηγείται του τέλους του διαστήματος εκτέλεσης της S ". Προκύπτει 

ότι η 5  δεν ανέγνωσε στον καταχωρητή Rj την τιμή που έγγραψε η Uj. Έ τσι η S  

δεν επιστρέφω τιμή ίση με Vj για τη συνιστώσα Α;·, το οποίο και είναι άτοπο.

Υποθέτουμε ότι η S "  έπεται της S. Από τον τρόπο ανάθεσης των σημείων σειριο- 

ποίησης, η Uj σειριοποιείται ακριβώς πριν την g v ( S " ) .  Α φού η S ”  σειριοποιείται 

στο ίδιο σημείο με αυτό της g v ( S " ) ,  η Uj έχει σειριοποιηθεί ακριβώς πριν την S " .  

Από το Λήμμα 9.5 προκύπτει ότι η S "  σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέ­

λεσής της, έτσι η Uj σειριοποιείται εντός του διαστήματος εκτέλεσης της S " .  Α ­

φού η S  επιστρέφει τιμή ίση με Vj, η Uj επιτελεί την write της πριν το τέλος της S, 

και έτσι η Uj τερματίζει πριν το τέλος της S. Έ τσι το σημείο σειριοποίησης της Uj 

δε δύναται να έπεται του διαστήματος εκτέλεσης της S, το οποίο και είναι άτοπο.

Έ στω  S  μία οποιοδήποτε SCAN. Η  S  σειριοποιείται στο ίδιο σημείο με αυτό της 

g v (S )  και επιστρέφει το ίδιο διάνυσμα τιμών. Το Λήμμα 9.7 συνεπάγεται ότι η 

g v ( S )  επιστρέφει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών. Έ τσι συμπεραίνουμε ότι η S’ επιστρέ­

φει ένα συνεπές διάνυσμα τιμών.

Θ εώ ρ η μ α  9 .8  Ο  αλγόριθμος SweepLine είναι μία  Single-Scanner υλοποίηση ατομι­

κ ώ ν στιγμιότυπων πολλαπλής εγγραφής που επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα  

0 ( π ι 2) για τη S C A N  και την U P D A T E  χρησιμ οπ οιώ ντας m  +  1 κοινούς καταχω ρητές  

μ εγέθους 0 ( m  · log(\T\) -I- lo g  k  +  lo g  ri) bit.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ

Στην παρούσα εργασία παρουσιάστηκε μια μεγάλη συλλογή αποτελεσματικών υλο­

ποιήσεων ατομικών στιγμιότυπων. Στη συλλογή αυτή ανήκουν οι πρώτοι Single- 

Scanner αλγόριθμοι που επιτυγχάνουν χρονική πολυπλοκότητα που εξαρτάται μόνο 

από τον αριθμό των συνιστωσών του ατομικού στιγμιοτύπου m  και όχι από το πλήθος 

των διεργασιών η  (που στις περισσότερες εφαρμογές είναι πολύ μεγαλύτερο). Επίσης 

στη συλλογή αυτή ανήκουν και οι πρώτοι χρονικά βέλτιστοι Single-Scanner αλγόριθ­

μοι.

Μ ια ενδιαφέρουσα μελλοντική ερευνητική κατεύθυνση είναι η μελέτη της ύπαρξης 

ενός αλγορίθμου που θα επιτυγχάνει την βέλτιστη χρονική πολυπλοκότητα του R T- 

Opt, ενώ παράλληλα θα μειώνει το πλήθος των καταχωρητών που ο RT-Opt χρησι­

μοποιεί από 0 (π ιη )  σε Ο (η ). Είναι επίσης ενδιαφέρον να μελετηθεί αν είναι εφικτό 

να σχεδιαστεί χρονικά βέλτιστος Single-Scanner αλγόριθμος που χρησιμοποιεί ακόμη 

λιγότερους από Ο (η )  καταχωρητές.

Θα ήταν ακόμη ενδιαφέρον να μελετηθεί αν μπορεί να αναπτυχθεί ένας γενικός αλ­

γόριθμος ατομικών στιγμιοτύπων από CAS καταχωρητές που θα επιτυγχάνει τη χρο­

νική πολυπλοκότητα του C-Snap και θα χρησιμοποιεί μόνο τη καταχωρητές, οι οποίοι 

ω στόσο θα είναι μικρότερου μεγέθους από αυτούς που χρησιμοποιεί ο C-Snap. Η  α­

νάπτυξη ενός αλγορίθμου που θα επιτυγχάνει χρονική πολυπλοκότητα για τη SCAN 

μικρότερη από αυτή του C-Snap χωρίς να επηρεάζεται η χρονική πολυπλοκότητα της 

UPDATE είναι ένα ακόμη σημαντικό ανοικτό ερευνητικό πρόβλημα.

Τέλος, θα ήταν ενδιαφέρουσα η ανάπτυξη ενός Single-Scanner αλγορίθμου που θα 

είναι βέλτιστος ω ς προς τη χωρική και χρονική του πολυπλοκότητα. Έ νας τέτοιος αλ­

γόριθμος θα επιτύγχανε χρονική πολυπλοκότητα Ο (τη2)  για τη SCAN χρησιμοποιώ­

ντας μόνο τη καταχωρητές. Ο SweepLine επιτυγχάνει αυτή τη χρονική πολυπλοκότη-
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τα για τη SCAN αλλά δεν είναι χωρικά βέλτιστος αφού χρησιμοποιεί έναν παραπάνω 
καταχωρητή.
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