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ΚΕΦΑΛΑΙΟ V I

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

1, Έννοιες-Ορισμοί.

Από τη Φυσική και τη Γεωμετρία μας είναι γνωστές οι έννοιες 

του ελεύθερου διανύσματος, του ολισθαίνοντος διανύσματος και του 

εφαρμοστού διανύσματος. Για παράδειγμα στη Γεωμετρία χρησιμοποι­

ούμε ελεύθερα διανύσματα για την παράσταση μιας παράλληλης μετα­

φοράς. Επίσης στη Φυσική η ροπή ενός ζεύγους δυνάμεων παριστάνε- 

ται με ελεύθερο διάνυσμα. Χρησιμοποιούμε ολισθαίνον διάνυσμα για 

την παράσταση δυνάμεως που ενεργεί σε ένα υλικό σημείο, ενώ για 

την παράσταση της ταχύτητας ή της επιτάχυνσης ενός κινητού χρη­

σιμοποιούμε εφαρμοστό διάνυσμα. Ορίζουμε τώρα τις έννοιες του 

ελεύθερου, του ολισθαίνοντος και του εφαρμοστού διανύσματος στον 

συνήθη τρισδιάστατο χώρο.
Θεωρούμε το σύνολο Δ όλων των προσανατολισμένων ευθυγράμμων τμη­

μάτων του χώρου. Ένα ευθύγραμμο τμήμα θεωρείται προσανατολισμένο 

αν στα σημεία που καθορίζουν τα άκρα του έχουμε ορίσει μία διάταξη, 

δηλαδή έχουμε ορίσει πιό άκρο είναι η αρχή και πιό το πέρας του 

ευθυγράμμου τμήματος. Μια διάταξη των άκρων ενός ευθυγράμμου τμή­
ματος ΑΒ ορίζει μία φορά στην ευθεία που κείται το ευθύγραμμο τμή­

μα, την φορά από το Α προς το Β και την αντίθετη αυτής από το Β 

προς το Α.

Στο σύνολο Δ δύο προσανατολισμένα ευθύγραμμα τμήματα λέμε ότι 

έχουν την ίδια διεύθυνση αν αυτά κείνται στην ίδια ευθεία ή σε 
παράλληλες ευθείες.
Στο σύνολο Δ ορίζουμε μία διμελή σχέση Ι ^ ^ Δ χ Δ  ως εξής:

Ν
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Δύο στοιχεία του συνόλου Δ πληρούν την σχέση όταν έχουν

Ci) ίσα μήκη

(ii) την αυτή διεύθυνση

(iii) την αυτή φορά 

Η σχέση R,j είναι προφανώς

(i) ανακλαστική (δηλαδή aR^a ¥αβΔ)

(ii) συμμετρική (δηλαδή aR,j β &Rjα)

(iii) μεταβατική (δηλαδή a R ^  και βΒ^γ =#aR,jY).

Έτσι η R̂  είναι σχέση ισοδυναμίας και επομένως χωρίζει το σύνολο 

Δ σε κλάσεις ισοδυναμίας. Κάθε κλάση ισοδυναμίας του συνόλου Δ με 

τη σχέση R̂  λέγεται ελεύθερο διάνυσμα και περιέχει ως στοιχεία ένα 

προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και κάθε άλλο που έχει το αυτό 

μήκος την αυτή διεύθυνση και την αυτή φορά. Στο εξής θα συμβολίζουμε 

με V το σύνολο των ελεύθερων διανυσμάτων, δηλαδή το σύνολο των κλά- 

σεων ισοδυναμίας του συνόλου Δ ως πρός τη σχέση ισοδυναμίας R^ . 
Συνήθως όταν μιλάμε για ελεύθερο διάνυσμα αντί να λαμβάνουμε όλη 

την κλάση ισοδυναμίας, λαμβάνουμε ένα στοιχείο αυτής ως αντιπρόσω­

πο της κλάσεως το οποίο συμβολίζουμε με α ή ΑΒ. Αν ΑΒ είναι ένας 

αντιπρόσωπος της κλάσεως το Α λέγεται αρχή και το Β πέρας.
Στο σύνολο Δ των προσανατολισμένων ευθυγράμμων τμημάτων ορίζουμε 

μία άλλη διμελή σχέση R2<CA*A ώστε δύο στοιχεία του Δ πληρούν 

τη σχέση R2 όταν:
(ί) έχουν ίσα μήκη

(ii) κείνται στην ίδια ευθεία (φορέα)

(iii) έχουν την αυτή φορά
Ξανά η σχέση R2 είναι σχέση ισοδυναμίας και συνεπώς χωρίζει το σύν­

ολο Δ σε κλάσεις ισοδυναμίας. Κάθε κλάση ισοδυναμίας του συνόλου Δ 

με τη σχέση R2 λέγεται ολισθαίνον διάνυσμα και περιέχει ως στοιχεία
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ένα προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που κείται σε μία ευθεία 

ε και κάθε άλλο προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα της e νιε το αυτό 

μήκος και την αυτή φορά. Και στα ολισθαίνοντα διανύσματα αντί να 

θεωρήσουμε όλη την κλάση θεωρούμε ένα στοιχείο αυτής ως αντιπρόσω­

πό της κλάσεως.
Εάν υποθέσουμε ότι ένα ολισθαίνον διάνυσμα έχει ως αρχή ένα ορισμέ­

νο σημείο Ο της ευθείας ε τότε το διάνυσμα αυτό λέγεται εφαρμοστό 

διάνυσμα.
Στα επόμενα θα ασχοληθούμε κυρίως με ελεύθερα διανύσματα τα οποία 

για απλούστευση θα λέμε διανύσματα.

2.Βασικές έννοιες στα διανύσματα.

(ί)Μέτρο ή μήκος διανύσματος λέγεται η απόσταση των άκρων του 

διανύσματος. Το μήκος ενός διανύσματος συμβολίζεται με |ΑΒ| ή |α|.

(ii) Μοναδιαίο διάνυσμα λέγεται ένα διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο 

με τη μονάδα. Αν άΘν είναι τυχόν διάνυσμα QM0 τότε με aQ συμβο 

λίζουμε το μοναδιαίο διάνυσμα που έχει τη διεύθυνση και τη φορά του 
α.

(iii) Μηδενικό διάνυσμα λέγεται ένα διάνυσμα με μέτρο ίσο με μη­

δέν και οποιαδήποτε διεύθυνση και φορά, συμβολίζεται με 0 ή απλού- 
στερα Ο.

Προφανώς μηδενικό διάνυσμα ορίζεται το ευθύγραμμο τμήμα που συμπί­
πτουν τα άκρα του, δηλαδή ΑΑ=0.

(ίν)Αντίθετο διάνυσμα του ά λέγεται ένα διάνυσμα που έχει την 

αυτή διεύθυνση, το αυτό μέτρο και αντίθετη φορά με το α, συμβολί­
ζεται με -ά.

(ν) Γωνία δύο διανυσμάτων. Δίνονται δύο διανύσματα ά, β. Θεω­
ρούμε τυχόν σημείο 0 και λαμβάνουμε τα διανύσματα α , β με κοινή 
αρχή το Ο, οπότε έχουμε Ο Α = ά και ΟΒ = β (Σχ. 1). Καλούμε γωνία
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των δ (.ανυσμάτων ά και. β τη μικρότερη από τις δύο γωνίες που 
σχηματίζουν οι ημιευδείες ΟΑ και ΟΒ και συμβολίζουμε αυτή με 
ϊ (α , β) ή (αΤίδ) ·

Αν δουλεύουμε στο επίπεδο, καλούμε 
β προσανατολισμένη γωνία δύο διανυσμάτων α

και 3 με τη σειρά που δόθηκαν τη γωνία που 
διαγράφει η ημιευθεία ΟΑ όταν στρέφεται γύ­
ρω από το Ο στο επίπεδο που βρίσκονται τα 
ά , β κατά τη θετική ψορά (δηλαδή την αντί­
θετη της κινήσεως των δεικών του ρολογιού) 
μέχρις ότου συμπέσει με την ημιευθεία ΟΒ . 

Προφανώς οι ορισμοί της γωνίας και της 
Σχ.1 προσανατολισμένης γωνίας είναι ανεξάρτητοι

από την εκλογή του σημείου Ο που πήραμε για αρχή. Επίσης αν κα- 
λέσουμε ω το μέτρο της προσανατολισμένης γωνίας των διανυσμάτων 
ά, και β και φ το μέτρο της γωνίας αυτών, τότε είτε φ=ω είτε φ=2π-ω.

3.Πράξεις στο σύνολο των διανυσμάτων.

3.1.Πρόσθεση διανυσμάτων.Στο σύνολο των διανυσμάτων V ορίζουμε 

μία εσωτερική πράξη που καλούμε πρόσθεση κατά τον εξής τρόπο. Ό ­

ταν δίνονται δύο διανύμσατα ά , β β ν  μπορούμε πάντα να βρούμε ένα 

τρίτο διάνυσμα που συμβολίζουμε με ά + β  και καλούμε άθροισμα των 

διανυσμάτων ά  και β ως εξής: Θεωρούμε τυχόν σημείο Ο και λαμβάνουμε 

αντί των διανυσμάτων ά  και β άλλους αντιπροσώπους αυτών έτσι ώστε 

ΟΑ=ά και ΑΒ=β (Σχ.2) . Ορίζουμε το διάνυσμα ΟΒ ως άθροισμα των

α και β, δηλαδή ΟΒ=α+β.
Προφανώς το άθροισμα ά+β ορίζεται μο­

νοσήμαντα δηλαδή είναι ανεξάρτητο από 

την εκλογή του σημείου Ο.
Από τον ορισμό της προσθέσεως διανυ- 

σμάτων* προκύπτουν άμεσα οι παρακάτω

ιδιότητες για το άθροισμα. Για κάθε ά,β,γβν έχουμε
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ένα προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που κείται σε μία ευθεία 

ε και κάθε άλλο προσανατολισμένο ευθύγραμμο τμήμα της ε το αυτό 

μήκος και την αυτή φορά. Και στα ολισθαίνοντα διανύσματα αντί να 

θεωρήσουμε όλη την κλάση θεωρούμε ένα στοιχείο αυτής ως αντιπρόσω­

πό της πλάσεως.
Εάν υποθέσουμε ότι ένα ολισθαίνον διάνυσμα έχει ως αρχή ένα ορισμέ­

νο σημείο Ο της ευθείας ε τότε το διάνυσμα αυτό λέγεται εφαρμοστό 

διάνυσμα.
Στα επόμενα θα ασχοληθούμε κυρίως με ελεύθερα διανύσματα τα οποία 

για απλούστευση θα λέμε διανύσματα.

2.Βασικές έννοιες στα διανύσματα.
(1)Μέτρο ή μήκος διανύσματος λέγεται η απόσταση των άκρων του 

διανύσματος. Το μήκος ενός διανύσματος συμβολίζεται με |ΑΒ | ή |α| .

(ii)Μοναδιαίο διάνυσμα λέγεται ένα διάνυσμα που έχει μέτρο ίσο 

με τη μονάδα. Αν άθν είναι τυχόν διάνυσμα c#0 τότε με aQ συμβο­

λίζουμε το μοναδιαίο διάνυσμα που έχει τη διεύθυνση και τη φορά του 

ά.

(ϋί)Μηδενικό διάνυσμα λέγεται ένα διάνυσμα με μέτρο ίσο με μη­

δέν και οποιαδήποτε διεύθυνση και φορά, συμβολίζεται με 0 ή απλού- 
στερα Ο.

Προφανώς μηδενικό διάνυσμα ορίζεται το ευθύγραμμο τμήμα που συμπί­
πτουν τα άκρα του, δηλαδή ΑΑ=0.

(iv)Αντίθετο διάνυσμα του ά λέγεται ένα διάνυσμα που έχει την 

αυτή διεύθυνση, το αυτό μέτρο και αντίθετη φορά με το α, συμβολί­
ζεται με -ά.

(ν) Γωνία δύο διανυσυάτων. Δίνονται δύο διανύσματα ά, β. Θεω­
ρούμε τυχόν σημείο Ο και λαμβάνουμε τα διανύσματα ά , β με κοινή 
αρχή το Ο, οπότε έχουμε ΟΑ = ά και Ο Β = β (Σχ. 1). Καλούμε γωνία



-209-

των διανυσμάτων άκαι β τη μικρότερη από τις δύο γωνίες που 
σχηματίζουν οι ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ και συμβολίζουμε αυτή με 
* (α , β) ή (α?"β) .

Αν δουλεύουμε στο επίπεδο, καλούμε 
β προσανατολισμένη γωνία δύο διανυσμάτων ά

και β με τη σειρά που δόθηκαν τη γωνία που 
—> διαγράφει η ημιευθεία ΟΑ όταν στρέφεται γύ­

ρω από το Ο στο επίπεδο που βρίσκονται τα 
ά , β κατά τη θετική φορά (δηλαδή την αντί­
θετη της κινήσεως των δεικών του ρολογιού) 
μέχρις ότου συμπέσει με την ημιευθεία ΟΒ . 

Προφανώς οι ορισμοί της γωνίας και της 
Σχ.1 προσανατολισμένης γωνίας είναι ανεξάρτητοι

από την εκλογή του σημείου Ο που πήραμε για αρχή. Επίσης αν κα- 
λέσουμε ω το μέτρο της προσανατολισμένης γωνίας των διανυσμάτων 
ά. και β και φ το μέτρο της γωνίας αυτών, τότε είτε φ=ω είτε φ=2π-ω.

3.Πράξεις στο σύνολο των διανυσμάτων.

3.1.Πρόσθεση δίανυσμάτων.Στο σύνολο των διανυσμάτων V ορίζουμε 
*

μία εσωτερική πράξη που καλούμε πρόσθεση κατά τον εξής τρόπο. Ό ­

ταν δίνονται δύο διανύμσατα ά , β θ ν  μπορούμε πάντα να βρούμε ένα 

τρίτο διάνυσμα που συμβολίζουμε με ά + β  και καλούμε άθροισμα των 

διανυσμάτων ά και β ως εξής: Θεωρούμε τυχόν σημείο Ο και λαμβάνουμε 

αντί των διανυσμάτων ά και β άλλους αντιπροσώπους αυτών έτσι ώστε 

ΟΑ=α και ΑΒ=β (Σχ.2) . Ορίζουμε το διάνυσμα ΟΒ ως άθροισμα των

ά και β, δηλαδή ΟΒ=α+β.

Προφανώς το άθροισμα ά+β ορίζεται μο­

νοσήμαντα δηλαδή είναι ανεξάρτητο από 
την εκλογή του σημείου Ο.
Από τον ορισμό της προσθέσεως διανυ­

σμάτων %προκύπτουν άμεσα οι παρακάτω 

ιδιότητες για το άθροισμα. Για κάθε ά,β,γβν έχουμε
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(i) α+3=3+ά

(ii) (ά+3)+γ=α+(3+γ)

(iii) ά+δ=δ+α=ά
(iv) ά+(-ά)=δ.

Παρατηρούμε ότι το σύνολο των διανυσμάτων V εφοδιασμένο με την πρά­

ξη (εσωτερικής συνθέσεως) της προσθέσεως "+" είναι Αβελιανή ομάδα.

3.2. Διαφορά δύο διανυσμάτων.Επειδή η διάδα (V, + ) είναι ομάδα 

γιά κάθε (d,3)6V*V υπάρχει ένα και μόνο ένα διάνυσμα χ θ ν  τέτοιο 

ώστε 3+χ=ά. Από τη θεωρία ομάδων γνωρίζουμε επίσης ότι χ=α+(-3)·

Το διάνυσμα χ λέγεται διαφορά του 3 από το α και γράφουμε χ=α-β.

3.3. Πολλαπλασιασμός διανύσματος με πραγματικό αριθμό. Η πράξη 

του πολλαπλασιασμού ενός διανύσματος με ένα πραγματικό αριθμό μπο­

ρεί να οριστεί ως εξής. Για κάθε άθν και XSR ορίζουμε ένα διάνυ­

σμα ββν τέτοιο ώστε:(ί) το μέτρο του 3 να ισούται με την απόλυτο 

τιμή του λ επί το μέτρο του α, δηλδή |3|=|λ| |α|. (ii) Το 3 να έχει 

ως διεύθυνση τη διεύθυνση του ά και (iii) Το 3 να έχει τη φορά του 

ά αν λ > 0, τη φορά του -ά αν λ< 0 και οποιουδήποτε αν λ=0.
Το διάνυσμα 3 λέγεται γινόμενο του διανύσματος ά επί τον πραγματικό 

αριθμό λ και γράφουμε 3=λά. Προφανώς για κάθε ά θ ν  έχουμε a=|a|aQ · 

Από τον ορισμό του γινομένου ενός διανύσματος με πραγματικό αριθμό 
προκύπτουν εύκολα οι παρακάτω ιδιότητες. Για κάθε a,3SV και λ,μΘΙΙ 
έχουμε

1) (λμ)ά = λ(μά) = μ(λα)

2) λ(α+$)= λά+λ3
3) (λ+μ)α= λά+μά

4) 1 ·ά = ά

5) (-Ι)α. =-ά
6) (λα=0) 4=Φ (ή λ=0 ή α=0 ή και τα δύο).
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4.H έννοια του διανυσματικού χώρου.
Είδαμε ότι το σύνολο των διανυσμάτων V εφοδιασμένο με πράξη 

εσωτερικής συνθέσεως την πρόσθεση είναι Αβελιανή ομάδα, ενώ για τον 
πολλαπλασιασμό πραγματικού αριθμού με διάνυσμα ισχύουν οι παραπάνω 

ιδιότητες. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σύνολο V αποτελεί διανυ- 

σματικό χώρο επί του σώματος R των πραγματικών αριθμών. Δηλαδή το 

σύνολο V καλείται διανυσματικός χώρος επί του σώματος R όταν για κά­

θε ά,β,γθν και λ,μθΕ έχουμε

1) α+β θ V

2) α+β = β+α

3) (α+β)+γ = ά+ (β+γ)
4) ά+0 = ά

5) α+(-α) = 0

Επίσης r

1) λα 6 V

2) (λ+μ)ά = λά+μα

3) λ(ά+β) = λά+λβ

4) λ(μά) = (λμ)ά
5) 1ά = ά

5 /ΑΕοναε

Γνωρίζουμε ότι μπορούμε να θέσουμε σε αμφιμονότιμη αντιστοι­
χία το σύνολο των σημείων μιας ευθείας με το σύνολο των πραγματικών 
αριθμών.
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Καλούμε άξονα κάθε προσανατολισμένη ευθεία στην οποία έχουμε λάβει 

ένα σημείο Ο στο οποίο αντιστοιχούμε το μηδέν των πραγματικών αριθ­

μών και ένα σημείο I στο οποίο αντιστοιχούμε τον αριθμό 1(Σχ.3).

________________________________________________________________ to
0(c) ία) pc*)

Σχ.3
Το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος 01 λαμβάνεται πάντοτε ίσο με την 

μετρική μονάδα. Το 01 δείχνει επίσης τον προσανατολισμό του άξονα. 

Ένα σημείο του άξονα αντιστοιχεί τότε σ'έναν πραγματικό αριθμό. 

'Αντίστροφα ένας πραγματικός αριθμός αντιστοιχεί σ'ένα σημείο του 
άξονα.

Καλούμε τετμημένη του σημείου Ρ τον πραγματικό αριθμό χ που αντι­

στοιχεί στο σημείο Ρ. Σημειώνουμε αυτό Ρ(χ).

5.1 .Αλγεβρική τιμή διανύσματος.Θεωρούμε ένα διάνυσμα ΑΒ που 

κείται σ'έναν άξονα (ε) ή είναι παράλληλο προς αυτόν. Καλούμε 
αλγεβρική τιμή του διανύσματος ΑΒ το μέτρο |α β | του διανύσματος με 

πρόσημο το + αν το διάνυσμα έχει την φορά του μοναδιαίου διανύσμα- 

τος 01 του άξονα και με πρόσημο το - αν το διάνυσμα έχει αντίθε­

τη φορά από την φορά του 01. Την αλγεβρική τιμή του διανύσματος 

ΑΒ σημειώνουμε (ΑΒ) . Αν δϊ=ε0 είναι το μοναδιαίο διάνυσμα του 

άξονα (ε) τότε είναι εύκολο να δούμε ότι ΑΒ=(ΑΒ)ε0 . Δηλαδή κάθε 

διάνυσμα ισούται με την αλγεβρική τιμή του επί το μοναδιαίο διά­

νυσμα του άξονα πάνω στον οποίο παίρνουμε την αλγεβρική τιμή. 

Αν το διάνυσμα ά κείται στον άξονα (ε) και έχει αρχή την αρχή 
των τετμημένων Ο, τότε η αλγεβρική τιμή του α ισούται με την 

τετμημένη του πέρατος του γιατί ά=χε0 , οπότε (α)=χ. Αν στον



-213-

άξονα πάρουμε τα σημεία Α(χ^) και Β(χ2) τότε η αλγεβρική τιμή 

του διανύσματος ΑΒ είναι

(ΑΒ) = Χ2”χ1 Υ^ατί ΑΒ = ΟΒ-ΟΑ = χ2ε0-χ^ε0= (χ2~χ^ ) έ"0.

5.2«Συντεταγμένες σημείου στο επίπεδο. Αν θέλουμε να παραστή­

σουμε τα σημεία ενός επιπέδου με την βοήθεια των πραγματικών αριθ­
μών παίρνουμε πάνω στο επίπεδο δύο άξονες μη παράλληλους και με 

κοινή αρχή Ο (Σχ.4). Τότε βλέπουμε ότι

τ Ρ<*λγ

£ο=ο

i) Ένα σημείο Ρ του επιπέδου αντι­

στοιχεί σε ένα διατεταγμένο ζεύγος 

ίχ,ψ) πραγματικών αριθμών και αντί- 
_στροφα
at

(ii) Έ ν α  διατεταγμένο ζεύγος (χ,ψ) 

πραγματικών αριθμών αντιστοιχεί 
σ'ένα σημείο Ρ του επιπέδου. Η αντιστοιχία επιτυγχάνεται, όπως (ραί­

νεται στο σχήμα φέροντας από το σημείο Ρ παράλληλες προς τους άξονες 

οπότε βρίσκουμε τους πραγματικούς αριθμούς χ,ψ δηλαδή το ζεύγος 

(Χ/Ψ) .

Σχ.4

Αντίστροφα, από τα σημεία Ρχ (χ) και Ρ2 (Ψ) φέροντας παράλληλες 
προς τους άξονες βρίσκουμε το σημείο Ρ που αντιστοιχεί στο ζεύγος 

(χ,ψ) . Οι αριθμοί χ,ψ λέγονται συντεταγμένες του σημείου Ρ ως προς 
σύστημα συντεταγμένων Οχψ. Ο χ λεγεται τετμημένη του Ρ και ο ψ 
τεταγμένη.

5.3.Συντεταγμένες σημείου στο χώρο. Θεωρούμε τρεις άξονες 
χ'Οχ , ψ'Οψ , ζ 'Οζ με κοινή αρχή 0 και μη κείμενους στο αυτό επί­

πεδο (Σχ.51. Τότε σε κάθε σημείο του χώρου μπορούμε να αντιστοί- 
χήσουμε αμφιμονοσήμαντα μία διατεταγμένη τριάδα (χ,ψ,ζ) από πραγ-
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Σχ.5

y Ρ επίπεδα παράλληλα προς τα επίπεδα 

ψΟζ , χΟζ και χΟψ αντίστοιχα,

ματικούς αριθμούς. Αν Ρ είναι τυχόν 

σημείο του χώρου τότε φέρουμε από το

οπότε προσδιορίζουμε τα σημεία Pĵ (χ) 

Ρ2 (ψ) και Ρ3 (ζ) πάνω στους άξονες 

χ'Οχ , φ'Οφ και ζ 'Οζ αντίστοιχα.

Έτσι στο σημείο Ρ αντιστοιχούμε την διατεταγμένη τριάδα (χ,φ,ζ) . 

Αντίστροφα, σε κάθε διατεταγμένη τριάδα (χ,φ,ζ) μπορούμε να αντι- 

στοιχίσουμε το σημείο Ρ στο οποίο τέμνονται τα τρία επίπεδα που φέ­

ρουμε από τα σημεία Ρ1 (χ) , Ρ2 (Φ) , Ρ^ίζ) παράλληλα πρός τα επίπε­

δα φΟζ , χΟζ , χΟφ αντίστοιχα. Οι αριθμοί χ,φ,ζ καλούνται συντε­

ταγμένες του σημείου Ρ. Ο χ καλείται τετμημένη, ο φ τεταγμένη και 

ο ζ κατηγμένη του σημείου Ρ.

Οι άξονες χ'Οχ , φ'Οφ και ζ'Οζ λέμε ότι σχηματίζουν ένα σύστημα 

αναφοράς. Αν οι άξονες είναι ανά δύο κάθετοι μεταξύ τους το σύστημα 
λέγεται τρισορθογώνιο. Ειδικώτερα το σύστημα αναφοράς λέγεται τρισ- 

ορθογώνιο δεξιόστροφο αν η φορά των αξόνων είναι τέτοια ώστε όταν 

ο άξονας Οχ έχει τη φορά του αντίχειρα του δεξιού χεριού και ο 
άξονας Οφ τη φορά του δείκτου του δεξιού χεριού, τότε ο άξονας Οζ 

έχει τη φορά του μέσου δακτύλου του δεξιού χεριού.

6.Διανύσματα γραμμικώς εξαρτημένα-γραμμικώς ανεξάρτητα.

Τα διανύσματα λέγονται γραμμικώς εξαρτημένα αν
υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί όχι όλοι συγχρόνως

ίσοι με μηδέν τέτοιοι ώστε λ,ά,+λ^α^+...+λ_ά„=0 ---------- *--- 1 1 2  2 η η
Σε αντίθετη περίπτωση, δηλαδή αν δεν υπάρχουν τέτοιοι αριθμοί τότε 

τα η διανύσματα καλούνται γραμμικώς ανεξάρτητα. Διαφορετικά μπο­



ρούμε να πούμε ότι τα όιανύσματα α^,^/.-./α^ είναι γραμμικώς ανε­

ξάρτητα αν οι μόνοι πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει μια

σχέση της μορφής λΊά Ί+λ0ά0+.. .+λ ά =0 είναι λ =λο=···=λ =0.χ χ δ δ n n 1 δ η
Αν τα όιανύσματα αλ,α2 ,...,αη είναι γραμμικώς εξαρτημένα τότε και τα 

όιανύσματα ^ , ά 2'··*®η '^η+1,δη+2'*·β'**n+k ^  e v̂ai ΥΡ^μμ^κώς εξαρ­
τημένα για οποιαδήποτε διάνυσμα δη+̂| 'δη+2 ' * * * '^n+kβ 
Επίσης αν τα όιανύσματα ά1,ά2,...,άη είναι γραμμικώς ανεξάρτητα τό­

τε αν παραλήψουμε μερικά από αυτά, τα υπόλοιπα εξακολουθούν πάλι να 

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Τέλος, αν ένα από τα όιανύσματα

'^2' * * * e v̂aL σ̂ο το ΐ^ηδενικό διάνυσμα τότε αυτά είναι γραμ­
μικώς εξαρτημένα.

6.1 .Ορισμός: Καλούμε διάσταση ενός διανυσματικού χώρου τον αριθ­
μό που εκφράζει το μέγιστο πλήθος των γραμμικώς ανεξάρτητων διανυ- 

σμάτων του.

Καλούμε Βάση ενός διανυσματικού χώρου κάθε σύνολο από γραμμικώς ανε­
ξάρτητα όιανύσματα που είναι σε πλήθος όση η διάσταση του.

Θα προσπαθήεουμε τώρα να Βρούμε τη διάσταση και στη συνέχεια μια 

Βάση του διανυσματικού χώρου V που έχουμε κατασκευάσει επί του σώ­
ματος των πραγματικών αριθμών. Παρατηρούμε ότι η σχέση λά=0 συνε­

πάγεται ότι λ=0 ή ά=0. Επομένως ένα μη μηδενικό διάνυσμα είναι 

πάντοτε γραμμικώς ανεξάρτητο.

Καλούμε δύο διανύσματα ά,Β συγγραμμικά αν έχουν την ίδια διεύθυνση.

6.2.Πρόταση: Δύο διανύσματα ά,Β είναι συγγραμμικά αν και μόνο αν 
είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Απόδειξη:Έστω ότι τα ά,Β είναι γραμμικώς εξαρτημένα, δηλαδή
II - -  -  Α νΛΙΜ/λά+μΒ=0 και (λ, μ) 7* (0,0). Έστω λ/0 οπότε ά=(- Β ή a=kB.
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Συνεπώς τα διανύσματα ά,β έχουν την αυτή διεύθυνση, δηλαδή είναι 

συγγραμμικά.

Αντίστρο<ρα, αν τα διανύσματα είναι συγγραμμικά τότε a=k& ή 

la+(-k)B=0, το οποίο σημαίνει ότι τα ά,θ είναι γραμμικώς εξαρτη­

μένα.

Ώστε δύο μη μηδενικά διανύσματα τα οποία δεν είναι συγγραμμικά 

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

6.3.Πρόταση:Τρία διανύσματα α,β*γ είναι συνεπίπεδα αν και μό­

νο άν είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Απόδειξη:Έστω ότι τα διανύσματα α,β,γ είναι γραμμικώς εξαρτημένα. 

Τότε υπάρχουν αριθμοί λχ,λ2#λ3 <̂ ,OL ^ηδέν (δηλαδή (λχ,λ2,λ3)^ 

^(0,0,0)) τέτοιοι ώστε λ1α+λ2β+λ3γ=0. Έστω λχ^Ο, οπότε c^kB+μγ με 

λ2 λ3k=-■=-=■ , μ=-τ-^ . Από τον ορισμό της προσθέσεως διανυσμάτων συνεπά-λχ λχ
γεται ότι το διάνυσμα ά κείται στο επίπεδο που σχηματίζουν τα k| 

και μγ και επομένως και τα β και γ.

Αντίστροφα, έστω ότι τα διανύσματα ά,β,γ είναι τρία συνεπίπεδα δια- 

νύσματα. Τότε αν ένα από αυτά είναι το μηδενικό τα α,β,γ είναι γραμ­

μικώς εξαρτημένα. Επίσης αν δύο από αυτά είναι συγγραμμικά, δηλαδή 

γραμμικώς εξαρτημένα, τότε και τα τρία είναι γραμμικώς εξαρτημένα. 

Υποθέτουμε λοιπόν ότι τα α,β,γ είναι μη μηδενικά και ανά δύο μη 
συγγραμμικά. Από τυχόν σημείο Ο θεωρούμε τα διανύσματα ΟΑ=α, ΟΒ=β,

0?=γ, οπότε τα σημεία Ο,Α,Β,Γ είναι 

συνεπίπεδα. Από το σημείο Γ φέρουμε 

ευθεία παράλληλη πρός το διάνυσμα 

ΟΒ, η οποία τέμνει τον φορέα του 
0Α στο σημείο Δ(Σχ.6). Έτσι έχουμε 

0Γ=ΟΔ+ΔΓ. Αλλά ΟΔ=λά και ΔΓ=μβ
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οπότε γ=λα+μβ. Ώστε 1·γ+(-λ)α+(-μ)β=0, που σημαίνει ότι τα διανύ- 

σματα ά,β,γ είναι γραμμικός εξαρτημένα.

6.4.Πρόταση:Τέσσερα οποιαδήποτε διανύσματα ά,β,γ,δ είναι πάντοτε 
γραμμικός εξαρτημένα.

Απόδειξη;Αν ένα από τα διανύσματα ά,β,γ,δ είναι το μηδενικό, ή δύο 

από αυτά είναι συγγραμμικά, ή τέλος τρία από αυτά συνεπίπεδα, τότε 

σύμφωνα με τις προηγούμενες προτάσεις η πρόταση ισχύει. Υποθέτουμε 

λοιπόν ότι τα διανύσματα ά,β,γ,δ είναι μη μηδενικά, ανά δύο μη συγ­
γραμμικά και ανά τρία μη συνεπίπεδα.

Από τυχόν σημείο Ο παίρνουμε τα 

διανύσματα ΟΑ=α, ΟΒ=β, 0Γ=γ, και 

ΟΔ=Β (Σχ.7). Από το σημείο Δ φέρου­

με μία ευθεία παράλληλη προς το 0Γ 

η οποία τέμνει το επίπεδο των ΟΑ 

και ΟΒ στο σημείο Ε. Τότε έχουμε 
ΟΔ=ΟΕ+ΕΔ. Αλλά ΕΔ=μγ, 0Ε==3«χ+λβ γιατί το διάνυσμα ΟΕ είναι συνεπί- 

πεδο με τα ά και β. Έτσι έχουμε τελικά δ=)ςά+λβ+μγ το οποίο απο- 
δεικνύει την πρόταση.

Επειδή τέσσερα διανύσματα είναι πάντοτε γραμμικός εξαρτημένα, 

ενύ υπάρχουν τρία διανύσματα γραμμικός ανεξάρτητα (ως τέτοια μπο­
ρούν να λη<ρθούν τρία οποιαδήποτε μη συνεπίπεδα διανύσματα) , έπεται 
ότι ο διανυσματικός χώρος είναι διαστάσεως 3.
Αν ά,β,γ είναι τρία διανύσματα γραμμικός ανεξάρτητα τότε αυτά απο­
τελούν μία βάση του χύρου V και κάθε άλλο διάνυσμα δ μπορεί να 
εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός των ά,β,γ γιατί όπως είπαμε πα­
ραπάνω τα διανύσματα ά,β,γ,δ είναι γραμμικός εξαρτημένα. Άρα%

Σχ.7

6 * ka+λβ+μγ , όπου k,A,uSR (1)
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Τα k/λ^μ για κάθε διάνυσμα δ ορίζονται μονότιμα γιατί αν είχαμε 

επίσης
δ * k'a+λ'β+μ'γ (2)

τότε αφαιρούμε τις (1) και (2) κατά μέλη, οπότε έχουμε

(k-k'Ja+fX-X')β+(μ-μ')γ = 0

Αλλά τα α,β,γ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, οπότε k=k', λ=λ', μ=μ'.

Οι αριθμοί της τριάδας ^,λ,μ) καλούνται συνιστώσες (ή συντεταγμέ­

νες) του διανύσματος δ ως προς τη βάση (ή σύστημα αναφοράς) (α,β,γ) . 

Επομένως, αν εκλεγεί μία βάση α,β,γ, τότε σε κάθε διάνυσμα δ αντι­

στοιχεί μία μόνο διατεταγμένη τριάδα (k,X,\i)eR^ , (R3=RxRxR). Αλλά 

και αντίστροφα σε κάθε τριάδα (Χ,λ,μ)ΘΡ3 αντιστοιχεί ένα μόνο διά­

νυσμα δ το δ=^+λβ+μγ. Έτσι υπάρχει αμφιμονότιμη αντιστοιχία με­

ταξύ του συνόλου των διανυσμάτων του χώρου V και του R^=RxRxR. 

Συμβολίζουμε την αντιστοιχία αυτή συνήθως με δ(Κ,λ,μ). Σ'αυτή την 

αμφιμονότιμη αντιστοιχία στα διανύσματα α,β,γ της βάσεως αντιστοιχούν 

οι τριάδες ά(1,0,0) , β(0,1,0)., γ(0,0,1).. Σύμφωνα με την προηγούμενη 

αμφομονότιμη αντιστοιχία οι πράξεις που ορίσαμε παραπάνω της προσθέ- 

σεως διανυσμάτων και του πολλαπλασιασμού αριθμού με διάνυσμα μπορούν 

να εκφραστούν με τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ως εξής. Αν 

δ^,λ,μ) και δ'(Χ',λ',μ') τότε (δ+S') (k+k' ,λ+λ' ,μ+μ') . Επίσης αν 
p8R τότε ρδ(ρ^ρλ,ρμ).

Θεωρούμε τώρα ένα τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ στο 

συνήθη χώρο και εκλέγουμε ως βάση, για τον διανυσματικό χώρο V τα 

διανύσματα χ0,Φ0,ζ0 τέτοια ώστε το xQ να είναι το μοναδιαίο διά­
νυσμα στον άξονα Οχ, το φ^ στον Οψ και το zQ στον Οζ. Τότε η βάση 

χ0,Φ0,ζ0 καλείται ορθοκανονική. Αν Ρ είναι τυχόν σημείο του χώρου,
τότε το διάνυσμα ΟΡ καλείται διάνυσμα θέσεως ή διανυσματική ακτίνα
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του σιγμέύου Ρ. Ώστε σε κάθε σημείο Ρ του χώρου αντιστοιχεί ένα 

διάνυσμα ΟΡ και αντίστροφα σε κάθε διάνυσμα ά του διανυσματικού 

χώρου V αντιστοιχεί ένα σημείο Ρ, δηλαδή το πέρας του διανύσματος 

α, όταν το ά μεταφερθεί ώστε να έχει αρχή το Ο. Έτσι έχουμε μία 

αμφιμονότιμη αντιστοιχία μεταξύ των σημείων του χώρου και των δια- 

νυσμάτων του διανυσματικού χώρου V. Γι'αυτό πολλές φορές μιλάμε 

για το σημείο r και εννοούμε το σημείο Ρ που έχει διάνυσμα θέσεως 

γ . Σημειώνουμε αυτό με P(r). Είναι φανερό ότι το διάνυσμα ΟΡ εκ­
φράζεται ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων χ 0,Φ0,ζ0 της βάσεως 
του διανυσματικού χώρου V. Έτσι έχουμε θΡ=Γ=χχ0+φΦ0+ζζύ , όπου

3(χ,φ,ζ)ΘΙΙ . Προφανώς η τριάδα (χ,φ,ζ) είναι συντεταγμένες του ση­

μείου Ρ γιατί 0Ρ=0Μ+ΜΡ=ΟΡ1+0Ρ2+0Ρ3. Αλλά ΟΕ>1=χχ0 , ΟΡ2=φφ0 και
ΟΡ3=ζζ0. Αν Ρ(χ^,φ^,ζ^) και 

CMx 2'^2'z2  ̂ είναι άκρα ενός δια- 
νύσματος ά, δηλαδή PQ=a τότε

Ζ

*
/

S/
S

S

Κ -,Ι - ’ ' ✓ ·
\  '' :  ̂ Ν ' 1

*β- -r------
! ο

ρ ;
g; .'\<ΌΝ. ι /\ 1 Ν » ̂I ✓

ά=Ρ0=θδ-ΟΡ=(χ2χ0+Φ2Φ0+ζ2ζ0) -

- (χ150+φ1 V Z1 ζ0)=(χ2~χ1)χ0+

+(Φ2-Φι )Φ0+(ζ2“Ζ1^Ζ0β
Δηλαδή a(x2~x1/Φ2-Φχrζ2~ζ1) οι 

συντεταγμένες διανύσματος είναι οι διαφορές των συντεταγμένων των 

άκρων του (του πέρατος μείον της αρχής).

Σχ.8

Ας δούμε τώρα τι πρέπει να συμβαίνει στις συντεταγμένες δύο

διανυσμάτων ά ί α ^ α ^ α ^  και β(βχ^β2^ 3) ώστε αντά να είναι συγ-
γραμμικά. Γνωρίζουμε ότι τα ά,β είναι συγγραμμικά τότε και μόνο
τότε όταν είναι γραμμικώς εξαρτημένα, οπότε υπάρχουν λ^λ^Ρ.
με (λ̂  ,λ2) Φ (0,0) τέτοια ώστε λ1ά+λ2β=0. Έστω λ^Ο. Τότε a-kfj, 

λ?όπου k= - . Συνεπώς ίχ1χ^+α2Ψ^+α3ζ^=Κ(β1χ^+β2φ0+β3Ζ0)̂  η
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(cij -kPj) xQ+ (a2~k&2) Φ0+ (a3-ke3) zQ=0

Από τη σχέση αυτή παίρνουμε dj-kpj , a2*kP2 , a3=k&3 δηλαδή

(*)

Προφανώς ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή η σχέση (*) συνεπάγεται 

ότι τα διανύσματα ά(α1,α2,α3) και 5 (03,02,03) είναι γραμμικός 
εξαρτημένα. Έχουμε λοιπόν την πρόταση.

6.5.Πρόταση:Ίά άία^,α2 .α^) , P(&3,&2,&3) είναι συγγραμμικά τότε 

α* α0 α-
nat μόνο τότε αν ^  ~ π—  β αΓ ·

β1 β2 β3
Αν τώρα άία^α,^,α.^) , β ί β ^ β ^ β ^  , Υ(Υ1^Υ2^3* είναι τΡία 

διανύσματα έχουμε την πρόταση.

6.6.Πρόταση:Τρία διανύσματα ά ί α ^ α ^ α ^  , β ί β ^ β ^ β ^  , 

γ γ̂1'γ2'γ3̂  e v̂aL συνεπύπεδα αν και μόνο αν

αι α2. a

*1 ρ2 β.

Υ1 CM Υ

ΑπόδειΕη:Γνωριζουμε ότι τα διανύσματα ά,β,Ϋ είναι συνεπίπεδα τότε 
και μόνο τότε αν αυτά είναι γραμμικώς εξαρτημένα, οπότε υπάρχουν 
λ,μ,νβΕ. με (λ,μ,ν) Φ (0,0,0) έτσι ώστε λα+μβ+νγ=0. Από αυτή παίρ­

νουμε τελικά τη σχέση

(λα1+μβ1+νγ1)χ0+(λα2+μβ2+νγ2)Φ0+(λα3+μβ3+νγ3)εο "° *

οπότε
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Xal+wPl+VY1 =o 

λα2+μβ2+νγ2 =0 

λα3+μβ3+νγ3 =0

Το σύστημα αυτό είναι ομογενές με αγνώστους τα λ,μ,ν και έχει λύση 

διάφορη της μηδενικής. Άρα πρέπει να έχουμε

αι Ρι η
α2 β2 γ2 =0

α3 β3 γ3

Είναι εύκολο να δούμε ότι ισχύει και το αντίστροφο, οπότε έχουμε 

την παραπάνω πρόταση..

7.Ορθή προβολή διανύσματος.
Θεωρούμε ένα διάνυσμα ά και έναν άξονα (ε) . Έστω Α' η ορθή προ­

βολή της αρχής Α του διανύσματος ά και Β* η ορθή προβολή του πέρατος 
Β επί του άξονα. Το διάνυσμα Α'Β' είναι η προβολή του διανύσματος

ΑΒ=α επί του άξονα. Προφανώς η 

προβολή του διανύσματος ά δεν εξαρ- 

τάται από τη θέση του στο χώρο. 

Επίσης η προβολή Α'Β'είναι πλήρως 
καθορισμένη από την αλγεβρική τι­
μή (ΑΈ') του Α'Β' επί του άξονα.

1|

11•|

11«111
1111•—  -- 1—

■ ! <e>
Β'0 X Α'

Σχ.9

Γι'αυτό ορίζουμε την προβολή του διανύσματος ά επί του άξονα (ε) 
το μεγέθος (ΑΈ') και γράφουμε πρβ(ε)ά= (ΑΈ') .
Προφανώς έχουμε (ΑΤΒ/) = |ά| συν ((εΉά) οπότε

πρβ(ε)α = Ι<*1 συν((ε),α)
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Με όμοιο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε την προβολή του διανύσματος 

U  επί του διανύσματος 3 και σημειώνουμε πρββόί ως την προβολή του 

διανύσματος α επί του άζονα που είναι παράλληλος προς το διάνυσμα 

β και έχει τη cpopd του β. Έτσι έχουμε πάλι

πρβ^ά = |α|συν(β,α)

και επειδή είναι συν(α,β) = συν(β,α) έχουμε

πρβ^ά = |ά| συν(α,β)
^ _ _Λ

Επίσης μπορούμε να πάρουμε πρβ^,β = |β|συν(β,α).

7.1.Πρόταση: (ί) π ρ β ^  (α+β)=πρβ^ά+πρβ

(ii) τιρβ^ε) (ά1+.. .+α)ς)=πρβ(ε)ά1+.. ·+πρβ(ε)ά]ς

ΑπόδειΕη:(ί)Αν AH=a,BC=3 και A',B',C' είναι οι προβολές επί του 
άξονα (ε) των σημείων Α , Β / C  αντίστοιχα τότε

π ρ β ^  (α+β)=πρβ^AC=(A'C')
C και

πΡβ(ε)α=(ΑΤΒ /) , πρβ(ε) P=(B7C /) 

Αλλά

(A7C f) = (iT7B /) + (B7C /) . 

οπότε προκύπτει το ζητούμενο. Η

(ii) είναι γενική περίπτωση και 

προκύπτει με πλήρη επαγωγή.

8 .Γινόμενα.

8.1.Εσωτερικό γινόμενο.Καλούμε εσωτερικό ή αριθμητικό γινόμενο 
δύο διανυσμάτων ά,β το γινόμενο των μέτρων επί το συνημίτονο της 
γωνίας αυτών.

Το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων ά,β συμβολίζεται συνήθως με 
ά·β. Έτσι έχουμε
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α·3 = |α| |β|συν(α,β)

Από τον ορισμό του εσωτερικού γινομένου έχουμε αμέσως τις παρα­
κάτω ιδιότητες

1) ά·β = |ά|πρβ_β = I β Iηρβ^ά

2) Αν φ= (ά,β) τότε 

ί)ά·β<0 Φ·~> ^<φ£π

ϋ)ά·β>0 <=Φ 0^φ<^

3) Αν ά·3=0 και ό#0 , β^Ο < ~ ■> το ά είναι κάθετο στο β#

4) α·β=β·ά

5) λ (ά· β) = (λά)·β=α·(λ]ϊ) , X6R
6) ά · ά= | ά | 2

7) (ά+β)·γ=α·γ+β·γ

Γιατί (ά+β) .γ=|γ |πρβ_ (ά+β).= |γ | (πρβ^α+πρβ^β)=

= |γ|πρβ_ά+|γ|πρβ^β=ά·γ+β· γ .
Εδώ πρέπει να σημειώσουμε ότι (ά·β)γ^ά(β·γ) γιατί το πρώτο μέλος 

είναι ένας πραγματικός αριθμός, ο (ά·β) επί το διάνυσμα γ, δηλαδή 

είναι ένα διάνυσμα συγγραμμικό με το γ. Το δεύτερο μέλος είναι ο 
αριθμός (β·γ) επί το διάνυσμα ά, δηλαδή είναι ένα διάνυσμα συγ­
γραμμικό με το ά.

8.2.*Εκφραση του εσωτερικού γινομένου με τις συντεταγμένες των 

διανυσμάτων .Θεωρούμε ένα ορθοκανονικό σύστημα αναφοράς 

<χ 0,Ψ0,Ζο ) δηλαδή τα διανύσματα Xq /^q /Zq είναι μοναδιαία και ανά 
δύο κάθετα. Έτσι έχουμε

*ο - W 1 ' * o = V  V 1 ' Έο " W 1

και χ 0 ·Φ0=Φ0 *Χ0=Φ0 · z0=i0 * * < r V  *0**0* Έ0=0 ·
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Αν ό(α1,α2,α3) και β ί β ^ β ^ β ^ ,  6ηλα6ή αν 

&=α1χ0+α2Φ0+α3ζ0 και Β - β , , ^ + β ^ + β ^  τότε έχουμε

ά·β= (α1^ο+α2'ϊ*0+α3Ζ0̂  ’ ̂ 1*0+^2^0+^3ζ0̂  =αΐ^1+α2^2+α3^3' 

ήτοι
•·: *

ά·β « α1Ρχ+α2^2+α3^3 

—  2 2 2 2Αν β=α έχουμε α =ά·α=α^+α2+α3 ήτοι 

|α|= ^ ι +α2+α3̂

Από την έκφραση του εσωτερικού γινομένου
__ __ Α_

ά·β = |ά| |β|συν(α,β)

έχουμε την έκφραση για το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων α 

και β
συν (α,β) = — —  ή

Ι<*| |β |

Α.
συν (.α, β) α1^1*α2β2*α3^3

Αν το σύστημα αναφοράς (x q /Ip0,Zq ) δεν είναι ορθοκανονικό, δηλαδή αν 

υποθέσουμε ότι τα διανύσματα *ο'^0'ζΟ e v̂at μοναδιαία και ότι σχη­
ματίζουν τις γωνίες ω1= ^ ( Φ 0,ζ()) , α>2= jr (χ0,ζ0) και α>3= -<

τότε χ0.50=φ0·φ0=ζ0 * ζ0=1 ' x0 ‘̂ 0=auvo)3 ' Φ0*ζ()=συνω1 ,

χ0*ζ0==συνω2 (Σχ.11). Έτσι για το εσωτερικό γινόμενο ά·β έχουμε

ά· β=α1β1χ2+α232φ2+α33352+ ( α ^ + α ^ ) S(.$o+

+ (α2β3+α3β2) φ0 · ζ0+ <«! 03+01̂  )χ0 · zQ
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οτιότε

ά · β=αχ β1+α2β2+α3β3+ (αΐβ2+α2β1}

0 +(α2β3+α3Ρ2)συνω1+

+ (α131+α3β15 συνω2 *

Σχ.11
Αν β=α τότε το μέτρο του διανύσμα­

τος α είναι.

>3α1 συνω2+2α1α2συνω3

8.3.Εξωτερικό γινόμενο,Καλούμε εΕωτερικό γινόμενο ή διανυσματικό 

γινόμενο δύο διανυσμάτων ά,β (με αυτή τη σειρά) ένα τρίτο διάνυ-
__ / s _

σμα e πού έχει μέτρο |β| = |ά| | δ | |ημ(ά,β) | , διεύθυνση κάθετη προς 

το ά και 8 και αψορά τέτοια ώστε τα (ά,β,β) να αποτελούν δεξιόστρο­

φο σύστημα. Συμβολίζουμε το εξωτερικό γινόμενο των ά και β με ά χ β. 

Παρατηρούμε ότι το |άχβ| παριστάνει το εμβαδόν του παραλληλογράμμου 
που έχει πλευρές τα ά,β αν φέρουμε τα ά,β να έχουν κοινή αρχή.

Από τον ορισμό του εξωτερικού γινομένου έχουμε τις παρακάτω ιδιό­
τητες.

1)  ά χ β = - β χ ά .Πραγματικά από τον ορισμό έχουμε ότι τα διανύσματα ά χ β  

και β χ ά  έχουν το αυτό μέτρο και διεύθυνση, αλλά αντίθετη φορά.
2) Αν τα ά,β είναι συγγραμμικά, τότε άχβ=0. Συνεπώς και άχά=0.
Επίσης 0χά=άχδ=0. Αν άχβ=0 και ά^Ο , β^Ο τότε τα ά,β είναι πα­
ράλληλα.

3) (λά)χβ=άχ(λβ)=λάχβ
Αναφέρουμε επίσης την επόμενη ιδιότητα, η απόδειξη της οποίας δεν 
φαίνεται άμεσα από τον ορισμό, αλλά θα τη δούμε πιό κάτω
4)  α χ (β+γ) =άχβ+άχγ.
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8.4. * Εκφραση του εΕωτερικού γινουένου uc Ttc συντετανιιένες
των όι,ανυσιιάτω ν. θεωρούμε ένα  ορθοκανονι,κό σύστημα ανα­

φοράς (Χ0#ϋί0 #ζ 0) τ ο  ο π ο ίο  υποθέτουμε ε π ίσ η ς  ό τ ι  ε ί ν α ι  δεΕ ιύστροψ ο. 

Έ χουμ ε

*ο Χ *ο β * ο χ φ ο = ζο χ ζ0 =0

*ο χ *ο = ζο β ■‘•'ο χ =0

*ο χ ζο = *ο " ~ζο χ φο

70 * *0 = *0 = ~*0 Χ Ζ0

Αν λάβουμε τώρα δύο τυχόντα διανύσματα ά(α1,α2,α3) και 8(8j 
τότε από τις ιδιότητες (3) και (4) έχουμε άχβ=(α1χ0+α2Ψ0+α3ζ0)χ

χ^ 1 χ0+ 2̂'*,0+^3ζ0̂  = ̂α2^3~α3^2^Χ0+ α̂ 3^1-<Χ1^3^0+ ̂α1^2-α2^1* Ζ0 ’

Την έκφραση αυτή μπορούμε να γράφουμε με μορφή ορίζουσας ως εξής
ΟIX *0 Ζ,

αι α2 α

*1 *2 β

8.5.Μικτό γινόμενο. Θεωρούμε τρία διανύσματα α,β,γ. Μπορούμε 

να σχηματίσουμε το εξωτερικό γινόμενο αχβ και μετά το εσωτερικό 

γινόμενο (άχβ).γ. Ο αριθμός (άχβ)·γ καλείται μικτό γινόμενο των 

διανυσμάτων α,β,γ.
Παρατηρούμε ότι (άχβ)·γ=|άχβ||γ|συν(άχβ,γ). Από τη σχέση αυτή 

βλέπουμε ότι το μικτό γινόμενο (άχβ)·γ εκφράζει τον προσημασμένο 
όγκο του παραλληλεπιπέδου που έχει συνεχόμενες ακμές σε μία κορυ­

φή τα διανύσματα α,β,γ (Εχ.121. Έχουμε (άχβ)*γ>0 αν το σύστημα 

(α,β,γ) είναι δεξιόστροφο, (άχβ)·γ<0 αν το σύστημα (α,β,γ) είναι 

αριστερόστροφο και (άχβ)·γ=0 αν τα α,β,γ είναι συνεπίπεδα. Με
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όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι και το 

μικτό γινόμενο α·(βχγ) παριστάνει 

τον προσημασμένο όγκο του ίδιου 

παραλληλεπιπέδου. Έτσι έχουμε 

(άχβ)·γ=ά·(3ΧΎ).
Επειδή το εσωτερικό γινόμενο ά·β 

είναι ένας αριθμός, οπότε δεν έχει 

νόημα το γινόμενο (ά·β)χγ, έπεται ότι οι παρενθέσεις στην έκφραση 

του μικτού γινομένου (άχβ) ·γ ή του ίσου του α·(βχγ) είναι περιττές. 

Έτσι μπορούμε να γράφουμε άχβ·γ=ά·βχγ. Δηλαδή στην έκφραση του 

μικτού γινομένου μπορούμε να εναλλάξουμε τα σύμβολα χ και · . Γιά 

τον λόγο αυτό παριστάνουμε το μικτό γινόμενο και με τις εκφράσεις 

[ά,β,γ] ή (ά β γ) . Επειδή με κυκλική εναλλαγή του συστήματος

(ά , β / γ) διατηρείται ο προσανατολισμός έχουμε 

(α β γ) = (β γ ά) = (γ ά β) και (ά β γ)=-(β ά γ) ,

(β ά γ) = (ά γ β) = (γ β ά) . Επίσης από τον ορισμό προκύπτει ότι

(ά β γ)=0 αν και μόνο αν τα διανύσματα ά,β,γ είναι συνεπίπεδα.

Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα την έννοια του μικτού γινομένου για 

να αποδείξουμε την επιμεριστική ιδιότητα του εξωτερικού γινομένου.

Θα δείξουμε δηλαδή ότι ά χ (β+γ) =ά χ β+ά χ γ

Θεωρούμε το διάνυσμα ΰ=άχ (Β+γ) -άχβ-άχγ. Πολλαπλασιάζουμε τη σχέση 

αυτή εσωτερικά με το τυχόν διάνυσμα ν, οπότε έχουμε

ν · u = ν· {άχ (β+γ) -άχβ-άχγ]

και επειδή για το εσωτερικό γινόμενο ισχύσει η επιμεριστική ιδιότη­

τα παίρνουμε
ν*ΰ = ν-[αχ(β+γί]-ν·(άχβ)-ν-(άχγ) .

%

Εναλλάσσομε τώρα τα σύμβολα του εσωτερικού και εξωτερικού γινομένου.

Εχ.12
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v u  = (ν*α) · (β+γ) - (νχα) ·β-(νχα) ·γ και

v u  = ( ν χ α ) · β + ( ν χ α ) · γ - ( ν χ α ) · β - ( ν χ α ) · Υ =0

Δηλαδή έχουμε ν·υ=0 για κάθε δ ι άνυσμα ν, οπότε αν λάβουμε v*u 
—2 , _έχουμε u =0. Ετσι u=0 που αποδεικνύει την ιδιότητα.

8.6* Έκφραση του μικτού γινομένου με tic συντεταγμένες των 

6ιανυσμάτων.Υποθέτουμε ότι το σύστημα αναφοράς 
είναι ορθοκανονικό και τα διανύσματα ά,β,γ έχουν ως προς το σύστημα 

αυτό συντεταγμένες α ί α ^ α ^ α ^ ,  β(βχ,β2,β3) , γ(Υ1.Υ2^Υ3)·
Έτσι έχουμε

*0 φο ?0

Ϋ) = (όΧβ) ·γ= α1 α2 α3 • (γ1*0+Υ

*2 »3

Υι Υ2 γ3 αι α2 α3
= αχ α2 α3 8

h *2 Ρ3

*1 β2 *3 Υ1 Υ2 Υ3

Αν το σύστημα αναφοράς δεν είναι ορθοκανονικό αλλά τυχόν, τότε 

εφαρμόζοντας τις ιδιότητες των γινομένων είναι εύκολο να δούμε ότι

(α β γ) =

αι α2 α3

*1 *2 *3

Υ1 Υ2 Υ3

<*ο φο V

8.7,Δις εξωτερικό γινόμενο.Θεωρούμε ένα ορθοκανονικό σύστημα
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αναφοράς (Xq ^ q /Zq ) και, τα διανύσματα ά,β,γ με συντεταγμένες αίΟχ^,α^),

3 (3χ > 32 1 3^) / ^ Ύΐ'Ύ2'Ύ3* ωε τιρος το °ύστημα αυτό. Μπορούμε να 
σχηματίσουμε τα γινόμενα άχ (3ΧΥ) και (άχ3) χγ τα οποία καλούνται 

6ις εξωτερικά γινόμενα.

Παρατηρούμε ότι το διάνυσμα άχ (3χγ) είναι κάθετο στο α και στο 

3χγ οπότε είναι συνεπίπεδο με τα 3 και γ. Έτσι έχουμε 
άχ (3χγ) s λ3+μγ. Για να εκψράσουμε το δις εξωτερικό γινόμενο 

άχ (3χγ) με τις συντεταγμένες των διανυσμάτων παρατηρούμε ότι στο 

ορθοκανονικό σύστημα αναφοράς (Xq '^q '^O^ έ*ου^ε

3χγ =

χ,

3,

ψ0 ζ0 

β2 β3

Υ2 Ύ3

= (&2Υ3"β3Ύ2)χ0+(&3ΥΓ β1Υ3,ψ0+(β1Ύ2·β2Ύ1)ζ0

οπότε

ά χ (3 χ γ) = α.

*0 Ζ0

α2 α3

β3Υ1-&ΧΥ3 Ρ1Υ2"Ρ2Υ

Είναι εύκολο να δούμε τώρα ότι η παραπάνω ορίζουσα που εκφράζει 

το δις εξωτερικό γινόμενο είναι ίση με την έκφραση

(αΐΥΐ+α2Ύ2+α3Ύ3)ί»1χ0+β2Φ0+β3Ζ0)- (αΐ&1+α2β2+α3&3)'

'(ΥΐΧ0+Υ2Φ0+Ύ3Ζ0)

δηλαδή έχουμε την ισότητα

ά χ (3χ γ) = (ά·γ)3 - (ά·3)γ

Ομοίως μπορούμε να 3ρούμε ότι (άχ3)χγ=(α·γ)3“(3·γ)α οπότε παρατη 

ρούμε ότι άχ (3χγ) Φ (άχ3) χγ .
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9.Μετρικές ιδιότητες.

θεωρούμε ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων, οπότε η βάση 

του δ^ ν υσ^τικού χώρου V θα είναι ορθοχανονική. Αν 
Ρχ (χ̂  ,Ψ1,ζ1) και Ρ2 (χ2,Φ2,ζ2) είναι δύο σημεία τότε η απόσταση 

d(P1,P2) των δύο αυτών σημείων είναι ίση με το μέτρο του διανύσμα- 
τος Ρ^Ρ2 (χ2-χ1,φ2-φ1,ζ2-ζ1), δηλαδή

d Cpi,P2)=|P^P2 l= \/(χ2-χ1)2+(Φ2-Φ1)2+(ζ2-ζ1)2 

Αν το σύστημα συντεταγμένων είναι πλαγιογώνιο τότε

d(P1,P2)=|p^P2 |= 1/(χ 2-χ 1)2+(Ψ2-Ψ1)2+(ζ2-ζ1)2 +
-------------------------------— --------------------------------- ...
+2(χ 2”χ ι ) (Φ2“Φ1)συ'’(χ0,ψ0)+2(Ψ2-Ψ1) (ζ2-ζ1)συν(Ψ0,ζ0) +

. ..r

+2 (ζ2-ζι > (χ2~χ1)συν(ζ^χ0)

Αν έχουμε τρία σημεία ρι<χι'φι'ζ1*' Ρ2 (χ2 ,Φ2 ,ζ2>, ρ3 (χ3'φ3'ζ3* 
τότε το εμβαόό του τριγώνου που σχηματίζεται με κορυφές τα 

Ρ1,Ρ2'Ρ3 ε ν̂αι τ° μέτρο του διανύσματος ^ρ ιΡ2χΡιΡ3 *

Αλλά

Ρ1Ρ2 χ Ρ1Ρ3=

*0 Φ0 Ζ0

χ2-χι Φ2"Φ1 ζ2~ζ1

χ3-χ1 Φ3_Φ1 Ν 1 Μ
—
λ

Εμβ(Ρ ρ ρ )
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SiE

\
Φ1 Ζ1 1

2
Ζ1 Χ1 1

2
Χ1 Φ1 1

■ Μ/ φ2 ζ2 1 + ζ2 χ2 1 + χ2 Φ2 1

Ί Φ3 ζ3 1 ζ3 χ3 1 Χ3 Φ3 1

Αν τα σημεία P]/P2'P3 κεύνται στο επίπεδο Οχφ τότε η κατηγμένη τους 
ζ είναι Con με μηδέν, δηλαδή έχουμε Ρ ^ χ ^ φ ^ ,  ρ2 (χ2/Ψ2), Ρ3*Χ3'^3* 
οπότε

Ζ Χ  ι
Εμ0(Ρ1Ρ2Ρ3)=|

χ.

X.

φι 1 

Φ2 ι 

Φ3 ι

Από την έκφραση αυτή συμπεραίνουμε ότι για να κείνται τα τρία ση-

αρκεί να έχουμε
ίχ2,φ2>,Ρ3 (Χ3,Ψ3) σε ευθεία γραμμή πρέπει και

Χ1 Φ1 1

Χ2 <Μ 1 =0

Χ3 φ3 1

Είναι εύκολο να δούμε ότι αν το σύστημα συντεταγμένων χΟψ είναι 

πλαγιογώνιο και οι άξονες Οχ και Οψ σχηματίζουν γωνία ω τότε το 
εμβαδό του τριγώνου Ρ^^Ρ^ στο επίπεδο χΟφ είναι

Εμβ(Ρ^2Ρ3)= |

Χ1 φ1 1

χ2 Φ2 1

Χ3 Φ3 1

ημω

Η παραπάνω έκφραση προκύπτει από το μέτρο του διανύσματος
ρ ρ 2 χ ρ ρ 3
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IΡ1Ρ2ΧΡ1Ρ3 1 ®  U (X2“X1,50+(φ2"Φ1)φθ3 X L(X3‘X1 )50+(φ3“Φ1,φθ3 1“ 

= J((x2- x 1) (Φ3-Φ1) - ( χ 3-χ 1) (Ψ2-Φ1) )χ 0χφ0 | «

= I(χ2_χ1) (Φ3_φ1)“ (χ3-χ1) (φ2"φ1)IΙχΟΧφαI “

= |(χ2-χ1)(Ψ3-Φ1)-(χ3-χ1)(Φ2-Ψ1)I|ημω|.

θεωρούμε τώρα τέσσερα σημεία Ρ3 (χ1,φχ ), Ρ2(χ2,Φ2,ζ2),Ρ3(χ3,Ψ3,ζ3) 

Ρ4 ̂ χ4'Ψ4'ζ4> και ζητούμε να βρούμε τον όγκο του τετραέδρου 

Ρ1Ρ2Ρ3Ρ4' ElteL®^ το ^ιπτό γινόμενο [jp^PjjPjPj,PjP^J εκφράζει τον 
τιροσημασμένο όγκο του παραλληλεπιπέδου που έχει ακμές Ρ^Ρ2,Ρ^Ρ3' 
P p 4, ο όγκος V του τετραέδρου θα είναι

V = ? |CP? 2' ff? 3' f P 4]|

Αν το σύστημα συντεταγμένων είναι ορθοκανονικό έχουμε

X2-χ1

X3-χ1

Χ4-χ1

Φ2“Φ1

Φ3~Φ1

Φ4-φ1

Ζ2 ~ Ζ1

ζ3-ζ1
1
6

ζ4-ζ1

Χ1

χ4

φι Ζ1 1

Φ2 Ζ2 1

φ3 ζ3 1

φ4 ζ4 1

Αν όμως το σύστημα συντεταγμένων είναι πλαγιογώνιο τότε

Χ1 Φ1 Ζ1 1
•
Χ2 φ2 ζ2 1

ν = Ι
χ3 Φ3 ζ3 1 (χ0 φ 0. V

χ4 φ4 Ζ4 1
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Από την έκφραση του όγκου του τετραέδρου συμπεραίνουμε ότι τα ση-

UeCa pi / ζι) f ρ2 (χ2,'*'2,ζ2) ' Ρ3 (χ3 ,ψ3 'ζ3* ' Ρ4 (χ4'ψ4'ζ4*
κείνται στο αυτό επίπεδο αν και μόνο αν

Χ1 *1 Ζ1 1

Χ2 Φ2 ζ 2 1

χ 3 *3 ζ 3 1

χ 4 Φ4 Ζ4 1

Γιατί αν τα σημεία είναι συνεπίπεδα τότε το τετράεδρο Ρ1Ρ2Ρ3Ρ4 
είναι εκφυλισμένο και έχει όγκο μηδέν. Αντίστροφα, αν η παραπάνω 

ορίζουσα είναι ίση με μηδέν, τότε ο όγκος του τετραέδρου Ρ1Ρ2Ρ3Ρ4 
είναι μηδέν, δηλαδή τα σημεία είναι συνεπίπεδα.

10.Μερικός ή απλός λόγος.

Έστω ρχ (χι'Ψχ'ζι) / Ρ2*χ2'^2'ζ2* δύο HaL Ρ(χ ,Ψ,ζ)

ένα τρίτο σημείο που κείται στην ευθεία Ρ,ρν  Ο πραγματικός αριθ- 
(ΡχΡ)

μός μ = ----- λέγεται μερικός ή απλός λόγος της διατεταγμένης
(ΡΡ2)

τριάδας των σημείων ρχΡ2Ρ Ηαι συμβολίζεται μ=(Ρ1Ρ2Ρ). Από τη σχέ­

ση Ρ1Ρ=μΡΡ^ έχουμε

(X-X.J) Χ0+ (Ψ-Ψ1) Ψ0+ (Ζ-Ζ1) ζ0= μ β χ 2-χ) Χ0+ (Φ2~ψ) Φ0+ (ζ2-ζ) ζ^|

ή βχ-Χ·)) -U(x2-x)jχ 0+ [(Ψ-Φ1) -μ (Φ2~Ψ)] Φ0+ βζ-ζ.,) -ni(z2~z)J zQ=0

οπότε λαμβάνουμε τελικά τις συντεταγμένες του σημείου Ρ

χ1+μχ2 Φι+μΦ2 Z1+UZ2χ — , φ = , Ζ =
1+μ 1+μ 1+μ

Ειδικά αν μ= 1, δηλαδή αν το σημείο ' Ρ είναι το μέσο του ευθύ- 

γραμμου τμήματος Ρχρ2' χότε έχουμε
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x = Χ1+Χ2 Φ V * 2 ζ * ζ 1+ ζ 2

Παρατήρηση;Σε κάθε σημείο της ευθείας Ρ1Ρ2 εκτός του Ρ2 

αντιστοιχεί μια τιμή του λόγου μ. Μπορούμε να συμπεριλάβουμε το 

σημείο Ρ2 αν δεχθούμε για το σημείο αυτό τις τιμές μ=±».

11.Συνημίτονα κατευθύνσεως και συντελεστής διευθύνσεων διανύ- 

σματος.

Αναπτύσσαμε τώρα δύο χρήσιμες έννοιες στα διανύσματα. Έστω 

άία^α^α^) ένα μη μηδενικό διάνυσμα και οι γωνίες τις

οποίες σχηματίζει το ά με τα μοναδιαία διανύσματα κ0 '^0/Ζ0 του 
συστήματος αναφοράς. Τα συνημίτονα των γωνιών α^,ο^,ω^ (Σχ.13)

καλούνται συνημίτονα κατευθύνσεως 
του διανύσματος ά. Επειδή τα συνη- 

—  μίτονα κατευθύνσεως του α ισούνται 

με τις προβολές του διανύσματος aQ 

στους άξονες συντεταγμένων, έπεται 

ότι τα συνημίτονα κατευθύνσεως του 

Σχ·13 ά είναι οι συντεταγμένες του μονα­

διαίου διανύσματος ά0· Δηλαδή aQ (συνα^ , συνω2 ,συνω3> . Αν το σύστημα
Vf 2 2 2

_______„ ... . αι+α2+α3 -Mat επειδή

ά=|α|ά0 έχουμε

α1χ0+α2Φ0+α3?0=^α1+α2+α3(συνω1Χ0+συνω2ψ0+συνω3ζ0) *

Έτσι τελικά προκύπτουν οι σχέσεις

α, α.
συνω, =

Va^-a2+a‘:
, συνω2=

V S a i a !
συνω0=

ν«ι+4 +α3

2 2 2και επομένως συν ω^+συν ω2+συν ω2=1.

ϋ ζΖ
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Mux άλλη χρήσιμη έννοια για τα διανύσματα που κείνται στο

επίπεδο χΟφ είναι ο συντελεστής διευθύνσεως . Έστω α(α1,α2)

ένα διάνυσμα που κεί ται στο επίπεδο χΟψ . Ορίζουμε ως συντελε
α 2στή διευθύνσεως αυτού τον αριθμό λ = —  ,αν α Ί^0 , ενώ θέτουμε
α 1

λ = β> , αν α^=0 .

Παρατηρούμε ότι αν το σύστημα 

συντεταγμένων χΟψ είναι ορθο­

γώνιο (Σχ.14) τότε ο συντελεστής 

διευθύνσεως του διανύσματος α 

είναι η εφαπτομένη της προσανα­

τολισμένης γωνίας που σχηματί­
ζουν τα διανύσματα Xq και α , 

/ Sδηλαδή λ=εφ(χ0,ά) - —  . Αν το

σύστημα συντεταγμένων χΟφ είναι πλαγιογώνιο και οι άξονες Οχ 

και Οφ σχηματίζουν γωνία ω (Σχ.15) , τότε η εφαπτομένη της προσα­
νατολισμένης γωνίας που σχηματίζουν τα διανύσματα Xq και α είναι

εφ(χ0,α)>
(ΑχΑ) α2ημω α2ημω 

α, +α~συνω

ημω

(®1> Ι^χί + ί Ρ ^ )  - 1 - 2 —
_ λ ημω 
~ ι+λσυνω *

/\
προφανώς αν α1=0 τότε εφ(χ0,ά) = εφω .

Ας δούμε τώρα την έκφραση της εφαπτομένης της προσανατολισμένης 
γωνίας δύο διανυσμάτων αία^,α^ και β(β1#β2) του επιπέδου χΟφ . 
Αν φ^ και φ2 είναι οι προσανατολισμένες γωνίες που σχηματίζει 
το διάνυσμα Xq με τα ά και β αντίστοιχα , τότε η εφαπτομένη 

της προσανατολισμένης γωνίας φ των %ά και β είναι



εοχρ,-εςχρ,
εφ<ρ=ε<ρ(<Ρ2-Φ1) -

S
Αν λΓ  m  ^2° είναι οι

συντελεστές διευθύνσεως των α και 
0 τότε

ε<ρψ1=
λ^ημω

1+λχσυνω
εφΦ2=

λ2ημω

1+λ2συνω
, όπου ω= -<(χ0,Ψ0).

Συνεπώς θα έχουμε

(λ2-λ.)ημω
εφφ= --------------------  (*)

1+λχλ2+(λ1+λ2)συνω

Από τον τύπο (*) έχουμε ότι τα διανύσματα α και 0 είναι κάθετα αν 

και μόνο αν 1+λχλ2+(λ1+λ2)συνω=0. Στην περίπτωση που το σύστημα 

συντεταγμένων χΟψ, είναι ορθογώνιο έχουμε ω= j , οπότε ο τύπος (*) 

παίρνει την απλή μορφή

λ2“λι
εφφ = 1+λχλ2

Στην περίπτωση αυτή τα διανύσματα ά,0 είναι κάθετα αν και μόνο αν

1+λιλ2-°.

12, Ασκήσεις.

1) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Δ,Ε,Ζ τα μέσα των πλευρών αυτού 
Αν Ο είναι τυχόν σημείο εντός του τριγώνου να δειχθεί ότι 
0Α+ 0Β+ΟΓ=0Δ+ 0Ε+ ΟΖ.
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2. Αν ΑΒΓΔ είναι τυχόν τετράπλευρο και Μ^,Μ2 τα μ^σα των διαγωνίων 
ΑΓ,ΒΔ να δειχθεί ότι
αβ+αδ+γβ+γδ=4Μ]μ 2

3. Να δειχθεί ότι όταν λάβουμε τα διανύσματα ά,β,γ με κοινή αρχή Ο,

τότε τα πέρατα Α,Β,Γ κείνται επ'ευθείας αν και μόνο αν υπάρχουν 

τρεις αριθμοί λ^,λ2,λ3 taOL ue μηδέν τέτοιοι ώστε
λιά+λ2β+λ3Υ=0 και λχ+λ2+λ3=0.

4. Να δειχθεί ότι όταν λάβουμε τα διανύσματα ά,β,γ,δ με κοινή αρχή 

Ο, τότε τα πέρατα Α,Β,Γ,Δ αυτών κείνται επί επιπέδου αν και μόνο αν 

υπάρχουν αριθμοί λ1,λ2,λ3,λ4 όχι όλοι ίσοι με μηδέν τέτοιοι 

ώστε λ1α+λ2β+λ3γ+λ4δ=0 και λι+λ2+λ3+λ4=0*

5. Να δειχθεί ότι οι διάμεσοι τριγώνου διέρχσντοςι από το αυτό ση­
μείο που κείται σε απόσταση από κάθε κορυφή του τριγώνου ίση με 
2̂ του μήκους της αντίστοιχης διαμέσου.

6. Αν V 2V V * 0  , γ 2=χ 0+3Φ0-2ζ 0 , V ~ 2V V 3Z0
?4=3Χφ+2φ0+5Ζφ να βρεθούν οι αριθμοί λχ,λ2,λ3 τέτοιοι ώστε

f4=Xlr1+X2r2+X3f3 .

7. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα διανύσματα θέσεως των κορυφών αυτού 
r^,r2,r3 από μία αρχή 0 που βρίσκεται εκτός του επιπέδου ΑΒΓ. Αν 
Α',Β'. γ ' είναι τα μέσα των πλευρών ΒΓ,ΓΑ και ΑΒ αντίστοιχα, να 
υπολογιστούν τα διανύσματα ΟΑ' , ΟΒ' , ΟΓ' και να δειχθεί ότι

ΟΑ' +0? +δΡ =r1+r2+r3 .
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8·Να δειχθεί ότι τα διανύσματα α(3,-2,1) , β(1,-3,5) , γ(2,1,-4)

σχηματίζουν ορθογώνιο τρίγωνο.

9. Να δειχθεί ότι οι διχοτόμοι των γωνιών τριγώνου διέρχονται από 

το αυτό σημείο του οποίου να προσδιορισθεί το διάνυσμα δέσεως·

10. Να δειχθούν οι ταυτότητες 

α) αχ(βχγ)+8*(γχδ)+γχ(αχβ) =0

8) [άχβ,γχδ,εχζ0 = [ά,8,δ] [γ,ε,ζ]-[α,β,γ] [δ,ε,ζ] 

γ) [δχβ,βχγ ,γχα^ β [α, β,γ] 2

11. Να δειχθεί ότι μία γωνία εγγεγραμμένη σε ημιπεριφέρεια είναι 
ορθή.

12. Αν ΑΒΓ είναι τυχόν τρίγωνο και α=|ΒΓ| , β= | ΑΓ| , γ=|ΑΒ| είναι

τα μήκη των πλευρφν του να δειχθεί ο νόμος των συνημιτόνων, δηλαδή
2 2 2γ =αΖ+β -2αβσυνΓ.

13. Να δειχθεί ο νόμος των ημιτόνων δηλαδή = όπουημΑ ημυ ημΡ
α,β,γ είναι τα μήκη των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ.

14. Αν α,β,γ,δ είναι τέσσερα διανύσματα να δειχθεί ότι 
(ά β γ) 6= (δ β γ)α+(α δ γ)β+(α β δ)γ.

15. Να δειχθεί ότι αχ (βχγ) = (αχβ) χγ <=> (αχγ)χβ =0.

16. Δίδονται τα διανύσματα Ξ=αχβ^0 και ρ=βχγ^0. Αν rx(p*r) = 

=βχγ(αχβ)2 και α·β=0 να δειχθεί ότι τα διανύσματα α,ρ είναι 
συγγραμμικά.
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17. Να αναλυθεί το διάνυσμα r(-7,10,1) σε δύο κάθετες συνιστώσες 

από τις οποίες η μία συγγραμμική με το διάνυσμα ά(-3,2,1) .

18. Δίνονται τα διανύσματα (3(1,2,3) και γ(7,1,-3). Να προσδιοριστεί 

το διάνυσμα χ από τη σχέση
X = β+γχχ.

19. Να ορισθεί το διάνυσμα r από τις σχέσεις:

Γ=ά+£χϊ και ά·β=0.

20. Να δειχθεί ότι το διάνυσμα |Β|α+|ά|β είναι συγγραμμικό με την διχοτόμο της 

γωνίας ^  (ά,(3).

21 .Αν ά,β,Ύ,δ είναι διανύσματα να δειχθεί ότι

(α (3 γ)δ^(δ·ά)βχγ+(δ.Β)Ύχα+(6·Ύ)άχβ .

22. 'Εστω τυχούσα βάση του διανυσματικού χώρου V.Δείξτε ότι οι εννέα

σχέσεις Θ^·έ^=δ_ , i, j=1,2,3 ορίζουν μονοσήμαντα μία νέα τριάδα διανυσμά-

των (ε̂ ,ε̂ ,ε̂ ) που δίνονται από τις σχέσεις

εΓ
e3Xe1 e 1xg2

^1'e2'e3̂  & 1 ,e2/e3*I &l'e2'e3̂

και αποτελούν επίσης βάση του χώρου V.Δείξτε επίσης ότι η αρχική (Βάση (ê  r̂ 2'e3̂

ορίζεται από την νέα με τις σχέσεις

βΓ
ε2Χε3

' β2"
ε3Χεΐ

β3~
ε 1Χε2

[ε1'ε2'ε3̂  Ι̂ 1'ε2'ε3̂  [εΐ'ε2'ε3-1
τέλος δείξτε ότι οι δύο βάσεις είναι σμοιόστροφες (δηλ.και οι δύο δεξιόστροφες

ή αριστερόστροφες) και [εΐ,ε2'ε3-̂=1.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ VII

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ

1,θεμελιώδη προβλήματα της αναλυτικής γεωμετρίαν.

L1.Γεωμετρικοί τόποι στο επίπεδο. ι

Έστω ί(χ,φ)=0 μια εξίσωση με δύο αγνώστους. Το σύνολο των 

σημείων Ρ του επιπέδου των οποίων οι συντεταγμένες (χ,φ) πληρούν 

την εξίσωση αυτή καλείται γεωμετρικός τόπος της εΕισώσεως ί(χ,Φ)=0.

Η αναλυτική γεωμετρία του επιπέδου ασχολείται με τα εξής προβλή­

ματα;

(i) Αν δοθεί μια εξίσωση ί(χ,φ}=0 να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος 

αυτής, δηλαδή να βρεθεί το σύνολο των σημείων Ρ(χ,φ) του επιπέδου 

που την επαληθεύουν.
(ii) Av δοθεί ένα σύνολο σημείων του επιπέδου που πληρούν ορισμένες 

γεωμετρικές ιδιότητες να βρεθεί η εξίσωση αυτού. Συνήθως ο γεωμε­

τρικός τόπος μιας εξισώσεως της μορφής ί(χ,φ)=0 είναι μία καμπύλη 

γραμμή.

;rI

1.2.Γεωμετρικοί τόποι στο χώρο.
Το σύνολο των σημείων Ρ του χώρου των οποίων οι συντεταγμένες 

(χ,ψ,ζ) πληρούν μια εξίσωση της μορφής ί(χ,φ,ζ)=0 (αντίστοιχα ένα 

σύστημα εξισώσεων της μορφής ί^(χ,ψ,ζ)=0 , £2 (χ ,Φ,ζ )=0) καλείται 
γεωμετρικός τόπος της δοθείσης εξισώσεως (αντίστοιχα του συστήματος 
των εξισώσεων) . Εδώ αντιμετωπίζουμε, όπως και στην περίπτωση του 

επιπέδου, τα εξής προβλήματα:
(±)Αν δοθεί μία εξίσωση £(χ,ψ,ζ)=0 (αντίστοιχα δύο εξισώσεις

-240- ry-λ.
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^(χ,ψ,ζΙΜ) , ϋ2 (χ,ψ,ζ)=0 να βρεθεί ο γειομετρικός τόπος της εξισώ- 

σεως (αντίστοιχα των. εξισώσεων).
(ϋ)Αν δοθεί ένα σύνολο σημείων του χώρου πού πληρούν ορισμένες 

γεωμετρικές ιδιότητες να βρεθεί η εξίσωση ή οι εξισώσεις αυτού. 

Συνήθως η εξίσωση ί(χ,ψ,ζ)=0 έχει ως γεωμετρικό τόπο μία επιφάνεια 

με τη στοιχειώδη έννοια, ενώ το σύστημα εξισώσεων (χ,ψ,ζ)=0 , 

ί2 (χ,ψ,ζ)=0 έχει ως γεωμετρικό τόπο μία καμπύλη.

1.3.Διανυσματικές εξισώσεις.

Γνωρίζουμε ότι μπορούμε να θέσουμε σε αμφιμονότιμη αντιστοιχία 

το σύνολο των σημείων του χώρου με το σύνολο όλων των διανυσμάτων 

του χώρου. Η αντιστοιχία αυτή επιτυγχάνεται αν σε κάθε σημείο αντι­

στοιχούμε το διάνυσμα θέσεως αυτού. 'Ετσι μία εξίσωση της μορφής 

f(r)=0 παριστάνει ένα γεωμετρικό τόπο ο οποίος αποτελείται από 

όλα τα σημεία των οποίων το διάνυσμα θέσεως πληρεί την εξίσωση 
αυτή. Μία εξίσωση της μορφής f(r)=0 καλείται διανυσματική εξίσωση.

2,Ευθεία.

2.1.Διανυσματική εξίσωση ευθείας.
Μια ευθεία (ε) ορίζεται από ένα σημείο αυτής P1(r^) και ένα 

διάνυσμα α παράλληλο προς αυτήν , ή από δύο σημεία P^(r^) και 

Ρ2^2^ αυτιί«ε · Σττΐν πρώτη περίπτωση αν Ρ(?) είναι τυχόν σημείο 
της (ε) , τότε το διάνυσμα Ρ^Ρ είναι παράλληλο προς το ά , οπό­
τε ΡΊΡ = ta , te R , ή r - r 1 = t a .  Δηλαδή

r = r1+ta (1)

Αντίστροφα , έστω Ρ'(Ε') ένα 
σημείο που επαληθεύει την (1) , δη­
λαδή r'-r^ = t'a ή P^Pr=t'a .

Άρα το διάνυσμα Ρ^Ρ# είναι παράλ­Σχ. 1
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ληλο προς την ευθεία (ε) και επειδή το Ρχ κεύται στην (ε) όπε- 
ται ότι και το Ρ' κείται στην (ε) . Η (D etvai 0,5.νανυσΡατίΗ1Ι<> 
εξίσωση της ευθείας .

Στην δεύτερη περίπτωση δηλαδή όταν η (ε) ορίζεται από τα ση­
μεία *<*ι ρ2 (?2) ' παίρνουμε ως παράλληλο διάνυσμα το
Ρ^Ρ2 , οπότε

r = r1+t(r2-r1) (2)

Η (1) ή (2) είναι η παραμετρική διανυσματική εΕίσωση ευθείας . 
Αυτές είναι ισοδύναμες αντίστοιχα με τις χωρίς παράμετρο εξισώ­
σεις

(r-r^ ) χά = 0 (3)

και (r-r1) χ (r2-r1) = 0

2.2.Παραμετρικές εξισώσεις ευθείας.
Αν στο τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ έχουμε ( χ ^ f  ̂

Ρ2 (χ2'φ2'ζ2} ' Ρ(χ,ψ,ζ) και a(alfa2,a3) τότε από την (1) προκύ­

πτει

χΧθ+ψψο+ζζ0=Χ1Χ0+ψ1φΟ+Ζ1Ζ0+1(α1Χ0+α2φΟ+α3Ζ0) β

Ά ρ α  x=x,j+ta1
φ=Ψ1+ta2 (5)

z=z^+ta3

Οι εξισώσεις (5) δίνουν τις συντεταγμένες (χ,φ,ζ)του τυχόντος ση­

μείου Ρ της ευθείας και λέγονται παραμετρικές εξισώσεις της ευθείας 
στο χώρο. Όμοια από την (2) έχουμε τις παραμετρικές εξισώσεις 

της ευθείας που προσδιορίζεται από δύο σημεία Ρ^ και Ρ2

x=x^+t(x2"xi)
ψ Η ^ +t ( φ ^ φ ^  (6)

z=z^+t(z2"Z^)
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2 · 3. Αναλυτικές εξισώσεις ευθείας.
Αν από τις παραμετρικές εξισώσεις (5) τπς ευθείας απαλέιφούμε 

την παράμετρο t θα πάρουμε τις λεγάμενες αναλυτικές εξισώσεις τιχ£ 

ευθείας

χ-χ* ψ-ψΊ ζ-ζ,
α. (7)

• ®1 α2 ~3
'Ομοια από τις (6J έχουμε τις αναλυτικές εξισώσεις της ευθείας που 

προσδιορίζεται από τα δύο σημεία Ρ1 και Ρ2

Χ-Χ> ψ-ψ
χ2-χ1 ψ0-ψ

1
2 ^ 1

2-Ζ^

*7*1
(8)

2.4.Η ευθεία στο επίπεδο»
Αν η ευθεία κείται στο επίπεδο χΟφ, τότε οι εξισώσεις αυτής 

απλουστεύονται· Η διανυσματική εξίσωση της ευθείας

r = r ̂ +ta ή r = ri+t (r0-ri)1 2 Ί

είναι της αυτής μορφής, αλλά τα διανύσματα είναι διανύσματα του 

επιπέδου· Οι παραμετρικές εξισώσεις είναι τώρα δύο

χ = x1+tal

ψ = Φ1·*̂ α2

χ = x^+t (x2“X1)

φ ^ ψ ^ +t (Φ2-φχ)
(9)

από αυτές μπορούμε να πάρουμε τώρα μία αναλυτική εξίσωση την

ή ( ίο)
Χ2"Χ1 ν ψ1

Από την (10J παίρνουμε

α2χ-α1Ψ+α1Φ1-α2χ1=0

·. \ ν - <'■)

•'Ά.
j< \

%
~  — '---- ' - — Λ*·------ * -

7Y/
V\
vi
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ή
<Φ2—φχ) 3C— <χ2-χι) φ+· (χ2-Χι > ̂ ι~ <Φ2-Φι) *1 = Ο (11)

δηλαδή η αναλυτική εξίσωση της ευθείας στο επίπεδο είναι της μορ­

φής
Αχ+Βψ+Γ = 0 (12)

Αντίστροφα,κάθε εξίσωση της μορφής (.12) παριστάνει στο επίπεδο

χΟψ ευθεία γραμμή. Πράγματι, αν Α=0 καί Β^Ο τότε η (12) γίνεται
ψ = — Ε . η εξίσωση αυτή παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα Β

0

' ΣΧ.2
ρ

Αν Α#0 και Β=0 τότε έχουμε χ= - ^ . Η εξίσωση αυτή παριστάνει 

ευθεία παράλληλη προς τον άξονα Οψ (Σχ.3).

Τέλος αν Α·Β?<0 τότε η εξίσωση (12) γίνεται

Χ~ (~ Α }· _ ι|Μ) 
Β -Α

Η εξίσωση αυτή συγκρινόμενη με την εξίσωση (10) μας λέει ότι παρι-
ρ

στάνει ευθεία που διέρχεται από το σημείο 0) και είναι

*
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παράλληλη προς το διάνυσμα aCB , -Α) .

Αν AjtO , ΒφΟ , Τφ0 τότε η εξίσωση (12) μπορεί να γράψεί και με 

την μορφή

=1 ή πιό απλά — + ^ =1.£_ ι_ α ρ
A Β

Μια τέτοια εξίσωση παριστάνει ευθεία που τέμνει τον άξονα Οχ στο

Τα α,β λέγονται τότε συντεταγμένες επί την αρχή της ευθείας. Εί­

δαμε ότι το διάνυσμα άίΒ,-Α) είναι παράλληλο προς την ευθεία που 

παριστάνει η εξίσωση (12) . Αν το σύστημα συντεταγμένων χΟψ είναι 

ορθογώνιο τότε το διάνυσμα η(Α , Β) είναι κάθετο στην ευθεία γιατί 

α·η = Β·Α+(-Α) ·Β=0. Το διάνυσμα άίΒ,-Α) προς το οποίο είναι παραλ
Aληλη η ευθεία Αχ+Βφ+Γ=0 έχει συντελεστή διευθύνσεως λ= - g , τον 

οποίο καλούμε και συντελεστή διευθύνσεως της ευθείας.
Την εξίσωση (10) μπορούμε να γράψουμε με την μορφή

Φ~Φι = ^  (Χ_Χ11 ή Φ-Φ1 = (Χ-Χ1> ·

Δηλαδή μία ευθεία που περνά από το σημείο Ρ1(χ1,Ψ1) και έχει συντε 

λεστή διευθύνσεως λ, έχει εξίσωση

Ψο-Ψι

ψ-ψ^ = λ (χ-Χ) ) .

2.5.Σχετική θέση δύο ευθειών <



Έστω ότι δίνονται δύο ευθείες (ε̂ ) και (ε2) στο επίπεδο με 
εξισώσεις

(εχ):Αχχ+Β1Φ+Γ1 * 0 και (ε2):Α2χ+Β2Ψ+Γ2 « 0

Οι ευθείες είναι παράλληλες προς τα διανώσματα (Β^#~Α^) ,
Αχ

**2̂ Β2'~Α2̂  που ^*ουν συντελεστές διευθύνσεως *χ ~~ β“ '
Α2 1 Χ2 = - β“ ' αντίστοιχα. Επομένως

(1) («,)//(e2) <=> *!-λ2 ;± - 3^

(ii)
Γ
Γ
1
2

(iii) (εχ), (ε2) τέμνονται €=$ λ1^λ2 α ^ ^ Β^ *
2 2

Από τις σχέσεις (i) προκύπτει αμέσως ότι αν μία ευθεία έχει εξίσωση 

Αχ+Βψ+Γ=0 , τότε κάθε άλλη ευθεία παράλληλη προς αυτή θα έχει εξί­

σωση Αχ+Βφ+Γ1=0.

2.6.Επίπεδη δέσμη ευθειών.
Καλούμε δέσμη ευθε,ιών το σύνολο των ευθειών του επιπέδου που 

διέρχονται από ένα σημείο, ή είναι παράλληλες. Το σημείο καλείται 

κέντρο της δέσμης. Έστω (ε1) ίΑ^χ+Β^φ+Γ^Ο και (ε2) :Α2χ+Β2Φ+Γ2~0 

δύο μη συμπίπτουσες ευθείες. Τότε αυτές ορίζουν μία δέσμη ευθειών 

και κάθε εξίσωση της μορφής

λχ (Α]χ+Β1Φ+Γ1)+λ2 (Α2χ +Β2Ψ+Γ2) = 0 , όπου (λχ,λ2)φ (0,0)

ορίζει μία ευθεία της δέσμης η οποία διέρχεται από το κέντρο αυτής. . 

Πράγματι, αν Ρ(χ0,Φ0) είναι το κέντρο της δέσμης, τότε έχουμε



-247-

Α1Χ0+Β1Ψ0+Γ1=0[ και Α2Χ0+Β2^0+Γ2~° οτι<̂ τε έχουμε επίσης 
λ1 (Α1χ 0+Β1Ψ0+Γ1}+λ2 (Α2Χ0+Β2Ψ0+Γ2)=0. Συνεπώς το κέντρο P U q ^ q *

κείται στην ευθεία που ορίζεται από την εζίσωση της δέσμης, δη­

λαδή την

λ1 (Α1Χ+Β1Ψ+Γ1)4-λ2 ίΑ2χ+Β2Φ+Γ2) = 0 (*)

Αν οι ευθείες ίε̂ ) και (ε2) είναι παράλληλες, τότε

Β,
Aj = λ1Α1+λ2Α2 
Β2 λ1Β1+λ2Β2

και επομένως και η (*) παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τις (ε )̂

και (ε2)..

2.7.Γωνία δύο ευθειών
Θεωρούμε τις ευθείες (ε̂ ) :Α^χ+Β^φ+Γ^Ο και (ε2) :Λ2χ+Β2Φ-ΐΤ2=0. 

Η μια γωνία ω των (ε̂ ) και (ε2) ισούται με τη γωνία των διανυσμά- 

των ^(Β^-Α^) και ά2 (Β2,-Α2) που είναι παράλληλα προς τις ευ­

θείες (ε̂ ) και (ε2) , αντίστοιχα , ενώ η άλλη γωνία cp είναι πα­

ραπληρωματική της ω (Σχ.5) . Αν το σύστημα συντεταγμένων Οχφ εί­

ναι ορθογώνιο έχουμε για το συνημίτονο της γωνίας ω

συν ω = V a2 ^1Α2+Β1Β2
IS 111 a2 1 V5v2+b|i/a |+b|

Αν οι ευθείες (ε1) και (ε2) είναι κάθετες τότε συνω=0 , οπότε

Α. Α2
α 1Λ2+β ιΒ2=° . Έτσι αν λχ=- ^  και λ2=- g- είναι οι συντελεστές

X 2
διευθύνσεως των ευθειών , τότε οι ευθείες είναι κάθετες αν και μόνο 
αν λχ·λ2=-1 . Αν και α>2 είναι οι προσανατολισμένες γωνίες

των διανυσμάτων Χβ,α^ και X q ,cx2 αντίστοιχα / τότε σε ορθογώνιο
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σύστημα έχουμε εφωχ * καί 

εφω2 = λ2 * ενώ ω β ωχ~ω2 Η(χι

φ = 180*- ω^+ω2 . Συνεπώς

ε<ρω1-εφω2 λχ-λ2

εφω = 1+εφω1ε<ρω2 ~ 1+X^X2
εφο^-εφω^ ^2“λΐ

Σχ*5

2.8.Προσανατολισμός επιπέδου ως προς ευθεία.

Θεωρούμε την ευθεία (ε) με εξίσωση Αχ+Βψ+Γ=0. Γνωρίζουμε ότι 

το διάνυσμα n(AfB) είναι κάθετο στην ευθεία (ε) (όταν το σύστημα 

συντεταγμένων Οχφ είναι ορθογώνιο). Η ευθεία (ε) χωρίζει το επίπεδο 

σε δύο ημιεπίπεδα. Θα αποδείξουμε ότι οι συντεταγμένες των σημείων 

του ημιεπιπέδου προς το οποίο δείχνει το διάνυσμα η καθιστούν το 

πρώτο μέλος* της εξισώσεως της ευθείας (ε) θετικό, ενώ οι συντεταγ­

μένες των σημείων του άλλου ημιεπιπέδου το καθιστούν αρνητικό. 

Έστω ^να τηε ευθει α̂ * (ε) και ένα διάνυσμα
κάθετο στην ευθεία και ομόρροπο με το IT (Σχ.6). Τότε έχουμε ΡφΡ^λη 

με λ>0.
Συνεπώς

Cx-j ) ̂0*̂  (Φ^“Ψ0) ^
ή

Χ1 « χα+λΑ

Ψ1 = Ψ0+λΒ

Έτσι έχουμε

ΑΧ1+Βψ1+Γ=Α(χ0+λΑ)+Β(Ψ0+λΒ)+Γ=Σχ.6
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=Αχ0+Βψ0+Γ+λ(.Α2+Β2}=λ(Α2+Β2) >0 γιατί το σημείο Ρ0 (χ0,Φ0> κεύται 

στην ευθεία (ε 1 και είναι Αχ0+Βφ0+Γ=0, ενώ λ>0. Αν το σημείο Ρχ 

κείται στο άλλο ημιεπίπεδο τότε θα είναι λ<0 οπότε θα έχουμε 

Αχ1+Βψ1+Γ<0· .

2.9.Απόσταση σημείου από ευθεία.

Για να υπολογίσουμε την απόσταση του σημείου Ρ ^ χ ^ , φ ^  από την 

ευθεία (ε) αρκεί να δρουμε το μέτρο του διανύσματος PqP^, όπου 

Ρ0 (χ0,ψφ) είναι ο πόδας της καθέτου που φέρουμε από το Pĵ προς την 

ευθεία. Επειδή, όπως είδαμε παραπάνω, είναι χ^ = χ^+λΑ και Φ1=φ^+λΒ 

θα έχουμε | ρ ^  12= (x.,-xQ) 2+(ιΙ^-Ο^) 2=λ2 (Α2+Β2) .

, 2 Αχ +ΒΨ.+Γ
Αλλά ΑΧα +Βφ. +Γ=λ (Α^+Β ) ή λ= — =— ~---  · Έτσι έχουμε

Ί 1 A +Β

__ 2 .(ΑΧ-,+Βψ.+Γ)2
Ιρ ^Ρ^Ι = ----- ^ ^ --- , οπότε η απόσταση d του σημείου Ρ^ από την

A +Β
ευθεία (ε) είναι

|ΑΧ +Βφ,+Γ| 
ά = — — ----

v4 2+b 2

Αν θεωρήσουμε τον τύπο χωρίς απόλυτη τιμή τότε αυτός εκφράζει την 

προσημασμένη απόσταση του σημείου Ρ^ από την ευθεία (ε) .

2.10.Διχοτόμοι των γωνιών δύο ευθειών.
Θεωρούμε τις ευθείες (ε1)ϊΑ^χ+Β^φ+Γ^βΟ και (ε2):Α2χ+Β2Φ+Γ2=0 

σε ορθογώνιο σύστημα. Αν (δ̂ ) και (δ2) είναι οι διχοτόμοι των γω­
νιών που σχηματίζουν οι (ε̂ ) καί (ε2) (Σχ.7), γιά να βρούμε τις
εξισώσεις των (δ1) καί (δ2) παρατηρούμε ότι μία από αυτές π.χ. 

η (δ1) κείται σε ομόσημους προσανατολισμούς των ημιεπιπέδων στα 
οποία χωρίζουν το επίπεδο οι δύο ευθείες (εχ) καί (ε2) , ενώ η (δ2)
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Λ )

κείται σε ετερόσημους προσανατο­

λισμούς. Έτσι ένα τυχόν σημείο 
Ρ(χ,ψ) της διχοτόμου (δ^ έχει προ- 

σημασμένες αποστάσεις από τις 

ευθείες (εχ) και (ε2)

Α^χ+Β^ψ+Γ^
και Α2Χ+Β2 ^ Γ2

Σχ.7
αντίστοιχα, οι οποίες πρέπει να

είναι ίσες. Συνεπώς το τυχόν σημείο της διχοτόμου (δ̂ ) πληρεί 

την εξίσωση

Ομοίως το τυχόν σημείο Ρ(χ,φ) της διχοτομου (δ^) έχει προσημασμέ- 

νες αποστάσεις από τις ευθείες (ε )̂ και (ε2) οι οποίες πρέπει να 

είναι αντίθετες. Έτσι η (δ2) θα έχει εξίσωση

3.Επίπεδο.
3.1.Διανυσματική εξίσωση επιπέδου.

Έ ν α  επίπεδο μπορεί να προσδιορισθεί αν δοθούν 
α) Έ ν α  σημείο αυτού καί δύο διανύσματα μη συγγραμμικά παράλληλα 

προς το επίπεδο.
β)Δύο σημεία αυτού καί ένα διάνυσμα παράλληλο πρός το επίπεδο και

Α1χ+Β1Φ+Γχ Α2χ +Β2Φ+Γ2

Α^χ+Β^φ+Γ^ Α2Χ+Β2Φ+Γ2
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μη παράλληλο προς το διάνυσμα που καθορίζουν τα δύο σημεία. 

γ)Τρία σημεία αυτού μη συγγραμμικά.

δ) Ένα σημείο και ένα διάνυσμα κάθετο προς το επίπεδο.

Μπορούμε τώρα να βρούμε την διανυσματική εξίσωση του επιπέδου σε 

καθεμία από τις παραπάνω περιπτώσεις.
α) Αν P̂ Cr.j) είναι το δοθέν σημείο του επιπέδου , Ρ(?) τυχόν ση­

μείο αυτού και α,β τα δοθέντα μη συγγραμμικά διανύσματα , τότε τα 

διανύσματα Ρ^Ρ , a , β είναι συνεπίπεδα . Συνεπώς υπάρχουν αριθμοί 

u , v 6 R  τέτοιοι ώστε = ua + νβ , οπότε

Αντίστροςρα , κάθε σημείο Ρ (?) που ικανοποιεί την (1) ανήκει

είναι συνεπίπεδα . Η (1) είναι η διανυσματική εξίσωση του επιπέ­

δου με παραμέτρους τα u και ν . Αν πολλαπλασιάσουμε εσωτερικά 

τα δύο μέλη της (1) με το διάνυσμα α χ β  παίρνουμε την χωρίς 

παραμέτρους διανυσματική εξίσωση του επιπέδου (r-r^)·(αχ β) =0 ή

β) Στην περίπτωση που το επίπεδο προσδιορίζεται από δύο σημεία 

P^r^) και αυτ°ύ και ένα διάνυσμα ά παράλληλο προς το επί­
πεδο και μη συγγραμμικό με το διάνυσμα Ρ^Ρ2 ω£ διανυσματική
εξίσωση του επιπέδου την

r = + ua + νβ ( 1 )

στο επίπεδο , γιατί η (1) μας λέει ότι τα διανύσματα Ρ̂ Ρ̂ , α , β

( 2 )

r = r1+u(r2-r1 )+νά (3)

ή χωρίς παραμέτρους την

(4)
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Οι εΕΐ-σώσεις (3) και (4) προκύπτουν από τις εζισώσεις (1) και (2) 

αντίστοιχα, καθόσον η περίπτωση αυτή ανάγεται στην περίπτωση (α) , 

αν θεωρήσουμε το επίπεδο ως διερχόμενο από το σημείο ) Hat

παράλληλο προς τα διανύσματα Ρ^Ρ2 κοα ** *
γ)Στην περίπτωση που το επίπεδο προσδιορίζεται από τρία σημεία 

Ρχ (r^ fP2 (r2),?3 (r3) αυτού έχουμε ως διανυσματική εΕίσωση την

r * f1+u(f2-r<J )+v(r3-r1) (5)

ή χωρίς παραμέτρους την

[r-r1 , r2~r1 , r^-E^] =0 (6)

δ)Θεωρούμε τώρα την περίπτωση που το επίπεδο προσδιορίζεται 

από ένα σημείο P^ir^) αυτού και ένα διάνυσμα η κάθετο στο επίπεδο. 

Αν P(r) είναι τυχόν σημείο του επιπέδου, τότε το διάνυσμα ΡχΡ είναι 

κάθετο στο διάνυσμα η και επομένως έχουμε Ρ^Ρ·η=0. Συνεπώς η δια- 

νυσματική εΕίσωση του επιπέδου είναι τότε

(r-r^-n =0 (7)

Αντίστροφα, κάθε σημείο P(r) που επαληθεύει την (7) κείται στο 

επίπεδο γιατί η (7) μας λέει ότι το διάνυσμα Ρ^Ρ είναι κάθετο στο 

διάνυσμα η.

3.2.Παραμετρικές εΕισώσεις επιπέδου.

Θεωρούμε ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ και έστω

Ρ(χ,φ,ζ), Ρχ (χ̂  , Φχ tz^)r ^2^2*  ̂ 2 fZ2̂  9 ^3 ̂κ3 * ̂ 3 ,ζ3̂  9 ^ 9 ̂ 2 9̂ 3^ 9

3 (βχ,32/^3 ·̂ n(n^,n2,n3). Τότε από τις διανυσματικές εξισώσεις
(1),(3) καί (5) μπορούμε εύκολα να πάρουμε τις παραμετρικές εΕι­
σώσεις του επιπέδου.



Για την περίπτωση (α) η εξίσωση (1) γράφεται

χ χ 0+ΨΦ0+ζΖ(ΓΧ1 ν φ1 V Z1 V U (αΐ50+α2^0+α3Ζ0)+ν(31Χ0+β2^0+&3Ζ0) 

οπότε έχουμε τις παραμετρικές εξισώσεις

χ = x^+ua1+v01

φ = i(j1+ua2+vp2 H  ^

ζ = z^+ua3+v03

Για την περίπτωση (3) από την εξίσωση· (3) , έχουμε

χ = x^ +u(χ 2“χ 1^+ναχ

ψ = φ1+υ(Φ2 ~Φ^1+να2 (3 9>

ζ = z^+u(z2*zi)+να3

Για την περίπτωση (γ) από την εξίσωση (5) , έχουμε

χ = x^+u(X2-x1 )+ν(χ3-χ1) 

φ = Φ1+υ(ψ2"Φ1)+ν (Φ3"’̂ ΐ^ (5 #)

ζ = ζ^+υ(ζ2“Ζ^)+ν(ζ3-ζ^)

3.3.Αναλυτική εξίσωση επιπέδου.
Αν τώρα από τις παραμετρικές εξισώσεις (ΐ') ή (3 0 ή (5') απα­

λείφουμε τις παραμέτρους u και ν θα πάρουμε την αναλυτική εξίσωση 
του επιπέδου γιά την κάθε περίπτωση. Σημειώνουμε εδώ ότι η αναλυτι­
κή εξίσωση του επιπέδου μπορεί επίσης να προκύφει και από τις εξι­
σώσεις (2) ή (.4) ή (6) ή ακόμα και από την (7) αν εκφράσουμε αυτές 

συναρτήσει των συντεταγμένων. Έτσι έχουμε.
Γιά την περίπτωση (α) από την εξίρωση (2) ή από τις εξισώσεις
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(χ#) παίρνουμε την αναλυτική εξίσωση

Χ -Χ 1 φ -ψ χ Ζ-Ζ^

α ι α 2 α 3 =0 ( 2 ' )

*1 h *3

Για την περίπτωση (β) από την εξίσωση (4) ή από τις (3 9 παίρνουμε

Χ -Χ 1 φ -φ χ ζ - ζ

χ 2~χ 1 φ 2 - φ χ Ζ2~

α ι α 2 α 3

(4')

Για την περίπτωση (γ) από την εξίσωση (6) ή από τις (5') παίρ­

νουμε
χ -χ^ φ -ψ 1 2—Ζ

χ 2 _ χ 1 ψ2 - φ1 ζ 2 ~ ζ 1 =0 ( 6 ' )

χ 3 - χ 1 Ψ3-Φι ζ 3~ ζ 1

Τέλος για την περίπτωση C6) παίρνουμε από την εξίσωση (7) την 

αναλυτική εξίσωση

(χ-χ1)η1+(φ-φ1)η2+(ζ-ζ1)η3 =0 (7')

Παρατηρούμε ότι οι αναλυτικές εξισώσεις (2 9), (4 9/ (6 9 και (7 9 μπορούν 

όλες, μετά από την εκτέλεση των πράξεων, να λάβουν την μορφή

Αχ + Βφ + Γ ζ  + Δ = 0 (8 )

Αντίστροφα, μπορούμε να δούμε ότι κάθε εξίσωση της μορφής (8) παρι­

στάνει επίπεδο. Πράγματι, αν ρχ (x-j ̂ Φα ,ζ11, Ρ2 ̂ 2'^2'ζ2*' είναι δύο



σημεία που επαληθεύουν την εξίσωση (8) και η είναι το διάνυσμα που 

έχει συντεταγμένες Α,Β,Γ, δηλαδή η(Α,Β,Γ), τότε έχουμε

Αχ^ + Βφ1 + Γζ^ + Δ =0

ΑΧ^ + βΦ2 + Γζ2 + Δ =0 

Αν αφαιρέσουμε αυτές κατά μέλη παίρνουμε

Α(χ2-χ1)+ΒίΦ2-Φ1).+Γίζ2-ζ1) =0

και επομένως η·Ρ^Ρ2=0. Δηλαδή το σταθερό διάνυσμα η(Α,Β,Γ) είναι 

κάθετο σε όλα τα ευθύγραμμα τμήματα των οποίων τα άκρα βρίσκονται 

στο γεωμετρικό τόπο (8). Συνεπώς η (8) παριστάνει πράγματι επίπεδο. 

Σημειώνουμε εδώ ότι, όπως είδαμε παραπάνω το διάνυσμα η (Α,Β,Γ) 

είναι κάθετο στο επίπεδο Αχ+Βψ+Γζ+Δ=0.

3.4.Διερεύνηση της εΕισώσεως του επιπέδου.
Θεωρούμε ένα επίπεδο με εξίσωση

Αχ + Βψ + Γζ + Δ =0 (*)

α)Αν Β=Γ=0 τότε η (*1 γίνεται χ= - j και παριστάνει επίπεδο πα­
ράλληλο προς το επίπεδο φΟζ που τέμνει τον άξονα Οχ στο σημείο με

τετμημένη - τ· Όμοια οι ψ= - ̂  και ζ= - είναι αντίστοιχα οι A si I
εξισώσεις επιπέδων παραλλήλων προς τα επίπεδα χΟζ και χΟψ.

β)Αν Γ=0, Α,Β^Ο τότε η (*) γίνεται Αχ+Βφ+Δ=0 και παριστάνει
επίπεδο παράλληλο προς τον άξονα Οζ, το οποίο τέμνει το επίπεδο
χΟφ κατά μία ευθεία με εξιαίσεις Αχ+Βφ+Δ=0 , ζ = 0.
γ)Αν Δ=0, τότε η (*) γίνεται Αχ+Βφ+Γζ=0 και παριστάνει επίπεδο που
διέρχεται από την αρχή των αξόνων, αφού το σημείο ΟΓ.Ο,Ο,Ο) επαλη-*
θεύει την εξίσωση.
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6)Αν Α,Β,Γ,Δ^Ο, τότε το επίπεδο δεν είναι παράλληλο προς κανένα 

άξονα και η (*) γίνεται

+ 4 -  + -4̂ - =1Δ
“Α

_Δ
Β

ζ
_Δ
Γ

όπου θέσαμε α= - ̂  , 0= - g , γ= - g . Τα σημεία (α,Ο,Ο) , (0,0,0) , 

(Ο,Ο,γ) είναι τα σημεία στα οποία το επίπεδο τέμνει τους άξονες 

Οχ,Οψ,Οζ αντίστοιχα. Οι αριθμοί α,0,γ λέγονται συντεταγμένες 

επί την αρχή.

3.5.Εξισώσεις ευθείας στο χώρο.
Είδαμε ότι αν μία ευθεία στο χώρο διέρχεται από ένα σημείο 

Ρ1 (χ1,Φ1,ζ^) και είναι παράλληλη προς το διάνυσμα δ ί α ^ α ^ α ^  έχει 

εξισώσεις
χ-χ ψ-ψ ζ-ζ1

1 - 1 - 1 (9)α. α. α.

Επίσης αν η ευθεία διέρχεται από δύο σημεία Pj (x.j ,Φ^ζ.)) ,

Ρ2 (χ2'φ2'ζ2) τώτε έχε1, ε^ισώσει-ε
χ-χ1 ψ-ψ____ __ _ 1
χ2-Χι Ψ ^ - Z2-Z1 (10)

Το σύστημα των εξισώσεων (9) ή των εξισώσεων (10) μπορεί να γρα­

φεί α2χ *" αχΨ “ a2x-j + αχΦχ =0 

α3φ " α2ζ _α3φ1 +α2Ζ1 =°
(11)

•ί

(Ψ2-Φ1)Χ-(χ2-Χ1)Ψ-(.Ψ2_Ψ11χ^+ (χ2-Χ1ΪΦ1 =°\
< Ζ2 —Ζ^)Φ-(Φ2“ Φ1 ) ζ - (ζ 2- 2 1 )Φ1 +ίΨ2~Ψ1 ) Ζ1 =0

Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις είναι της μορφής

ό. ν
. (12)

,¥Sv η,.

*\ %$>. * ' · Ί/*-
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Αχχ + Β1Φ + Δχ =0 

β 2φ + Γ2ζ + δ 2 =0
(13)

Η πρώτη από τις εξισώσεις (13) παριστάνει ένα επίπεδο παράλληλο 

προς τον άξονα Οζ και η δεύτερη ένα επίπεδο παράλληλο προς τον 

άξονα Οχ. Έτσι η ευθεία (91 ή (10) παριστάνεται ως τομή δύο επι­

πέδων τα οποία προβάλουν αυτή στα επίπεδα Οχφ και Οφζ.

Γενικά ως εξισώσεις ευθείας μπορούμε να πάρουμε τις εξισώσεις 

δύο επιπέδων των οποίων η τομή είναι η δοθείσα ευθεία. Δηλαδή 

οι εξισώσεις

Α^χ + Β^φ + Γχζ + Δχ =0 

α 2χ + β 2ψ + Γ2ζ + δ 2 =0
(14)

μπορούν να θεωρηθούν ως εξισώσεις μιάς ευθείας, της ευθείας 

που είναι η τομή των δύο επιπέδων Α ^ + Β ^ + Γ ^ ζ + Δ ^ Ο  και 

Α2Χ+Β2^+Γ2Ζ+Α2=0* Α£ δ°ύμε χώρα πότε τα επίπεδα αυτά τέμνονται, 
οπότε οι εξισώσεις (14) ορίζουν ευθεία. Αν τα επίπεδα αυτά συμπί­

πτουν, τότε θα τέμνουν τους άξονες συντεταγμένων στα ίδια σημεία, 

οπότε εύκολα συμπεραίνουμε ότι έχουμε

Δ
Δ
1
2

Αν τα επίπεδα δεν συμπίπτουν, τότε ο πίνακας

Α1 Β1 Γ1 Δ1

Α2 Β2 Γ2 Δ2

(15)

είναι βαθμού 2. Αν τώρα ο πίνακας
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Α

A

1

2

Γ

Γ

1

2

είναι βαθμού 1, τότε το σύστημα (14) δεν έχει λύση και επομένως 

τα επίπεδα που παριστάνουν οι εξισώσεις (14) είναι παραλλήλα. Αλλά 

ο παραπάνω πίνακας είναι βαθμού 1 αν και μόνο αν

Α2 Β2 Γ2
( 16)

'Ετσι τα επίπεδα A^x+Β^ψ+Γ^ζ+Δ^Ο και Α2χ+Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2=0 ε£νοα 

παράλληλα αν και μόνο αν ισχύουν οι (16) . Αν τώρα δεν ισχύουν οι

(16) τότε τα επίπεδα που ορίζουν οι εξισώσεις (14) τέμνονται και 

επομένως ορίζουν μία ευθεία. Σ'αυτή την περίπτωση η ευθεία που ο­

ρίζεται από τις εξισώσεις (14) είναι παράλληλη προς το διάνυσμα 

n>jxn2, όπου n^iA^B^I^) και η2 (Α2,Β2,Γ2) . Από την διερεύνηση 

των εξισώσεων (14) είδαμε επίσης και την σχετική θέση δύο επιπέδων.

3.6.Αξονική δέσμη επιπέδων.

Καλούμε αξονική δέσμη επιπέδων το σύνολο των επιπέδων του χώ­

ρου τα οποία διέρχονται από μία ευθεία. Η κοινή ευθεία καλείται 

άξονας της δέσμης.
Αν Αχχ + Βχφ + Γχζ + Δχ =0

(17)
Α2χ + Β2Ψ + Γ2ζ + Δ2 =0

είναι δύο επίπεδα της δέσμης, τότε η εξίσωση του τυχόντος επιπέδου 

της δέσμης είναι

λλ (Α1χ-ΗΒ]ψ+Γ1ζ+Δ11+λ2 (Α2χ+Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2)=0 (18)

Πραγματικά η εξίσωση (18) παριστάνει επίπεδο του οποίου η εξίσωση 
επαληθεύεται από τα κοινά σημεία (κοινή ευθεία) των εξισώσεων (17).
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Αντίστροφα,κάθε επίπεδο που διέρχεται από την τομή των επιπέδων 
(17) έχει εξίσωση της μορφής (18), η οποία μπορεί να προσδιοριστεί 
αν λάβουμε ένα σημείο που δεν κείται στον άξονα της δέσμης και υπο-

λ» «  λ» Μ
λογίσουμε τον λόγο τ—  (ή τ— ) ώστε το σημείο να επαληθεύει την

λ2 α1
(18) .

3.7,Κεντρικό δέσμη επιπέδων.
Καλούμε κεντρική δέσμη επιπέδων το σύνολο των επιπέδων που 

διέρχονται από ένα σταθερό σημείο , το λεγόμενο κέντρο της δέσμης .

Αν δοθούν τρία διακεκριμένα επίπεδα

(πχ): Αχχ+Β1Φ+Γ1ζ+Δ1 =0

(π2): Α2χ+Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2 =0

(π^)2 Α^χ+Β^ψ+Γ^ζ+Δ^ =0

τότε η εξίσωση τυχόντος επιπέδου της δέσμης είναι της μορφής

λ χ (Αχχ+Β1Φ+Γ1ζ+ Δ 1) + λ 2 (Α2χ  + Β2Φ+Γ2 ζ+ Δ 2 ) +

+λ^(Α^χ+Β^φ+Γ^ζ+Δ^)=0
(19)

Πραγματικά η εξίσωση αυτή είναι γραμμική ως προς χ,φ,ζ και συνεπώς 
παριστάνει επίπεδο. Οι συντεταγμένες του κέντρου της κεντρικής δέ­

σμης επιπέδων επαληθεύουν την εξίσωση (19) για οποιεσδήποτε τιμές 

των λ^,λ2*λ3' α<!Χ>̂  επαληθεύουν τις εξισώσεις των επιπέδων (η1) , (π2) 
και (π̂ ) . Έτσι το επίπεδο (19) για οποιεσδήποτε τιμές των λ^,λ^λ^ 
διέρχεται από το κέντρο της δέσμης, δηλαδή η εξίσωση (19) για τις 

διάφορες τιμές των λ ^ λ 2,λ3 παΡ ιστάνει τα δίφορα· επίπεδα που διέρ­
χονται από το κέντρο της δέσμης.

3,8.Προσανατολισμός του χώρου ως προς επίπεδο.
Θεωρούμε σ'ένα τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχφζ ένα
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επίπεδο (π) με εξίσωση

Αχ + Βψ + Γζ + Δ =0 (20)

Το διάνυσμχ !Τ (Α,Β,Γ) είναι κάθετο στο επίπεδο (π). Θα δείξουμε ότι 

οι συντεταγμένες των σημείων τα οποία βρίσκονται προς το μέρος του 

χώρου προς το οποίο "δείχνει” το διάνυσμα η καθιστούν το πρώτο μέ­

λος της (20) θετικό, ενώ του άλλου ημιχώρου αρνητικό. Πραγματικά, 

αν ρο (χο'^θ'ζ0  ̂ e v̂at ^να σημείο του επιπέδου (π). και PqP ĵ είναι 
ένα διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο (π) και ομόρροπο προς το η, τότε

Ρ()Ρ1=λη με λ>0. Αν Ρχ (χ1,ιΙ̂ ,ζ̂ ), τότε έχουμε

ΧΓ Χ0 = λΑ x1 = xQ + λΑ

φι - φο = λΒ ή Φ1 = φ0 + λΒ (21)

ΖΓ Ζ 0 = λΓ Z.J = zQ + λΓ

Συνεπώς

Αχ1 +Βψ1+Γ Ζ1 +Δ=Α (χ0+λΑ) +Β (Ψ0+λΒ) +Γ (Ζφ+λΓ) +Δ=

=Αχ0+Βψ0+Γζ0+Δ+λ(Α2+Β2+Γ2)=λ(Α2+Β2+Γ2)>0 

α(ρού Αχ0+Βψ0+Γζ^+Δ=Ο και λ>0.

Αν το σημείο κείται προς τον άλλο ημιχώρο, τότε λ<0 

οπότε Αχ^ + Βψ^ + Γζ^ + Δ < 0 .

3.9.Απόσταση σημείου από επίπεδο.
Έστω Ρχ (χ^,φχ,ζ^) ένα σημείο του χώρου και ζητάμε να βρούμε 

την απόσταση του Ρχ από το επίπεδο (201. Αν PQ (xQ/Φ0rzQ)είναι ο 
πόδας της καθέτου που άγεται από το Ρ^ προς το επίπεδο τότε για 

την απόσταση d του Ρχ από το επίπεδο έχουμε
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d2= (x ^ X q ) 2+ (φχ—Φ0) 2+ (z^-Zq )2 

Αλλά αν λάβουμε υπ'όψη μας τις (21) έχουμε

d2 = λ2 (Α2+Β2+Γ2)

και επειδή Αχ^+ΒΨ1+Γζ^+Δ=λ(Α2+Β +Γ ) παίρνουμε τελικά

|Αχ1+Βψ1+Γζ1+Δ|

142+Β2+Γ2
( 2 2 )

Αν θέλουμε την προσημασμένη απόσταση του σημείου Ρ.̂ (χ̂  ,φχ ,ζ̂  ) πρέ- 

r πει να πάρουμε τον τύπο (22) χωρίς απόλυτη τιμή. Μπορούμε επίσης#ιi
από τον τύπο (22) να πάρουμε τις εξισώσεις των διχοτομούν των επι- 

[ πέδων τις γωνίες δύο δοθέντων επιπέδων. Έτσι αν

Α1χ+Β1Ψ+Γ1ζ+Δ1 =0 

Α2Χ+Β2Φ+Γ2Ζ+Δ2 =0

\ είναι δύο τεμνόμενα επίπεδα# τότε δουλεύοντας όπως και στην περί-
[
| πτώση των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν δύο ευθείες# βρί-

(σκουμε ότι τα διχοτομούντα επίπεδα έχουν εξισώσειςΑ1χ+Β1Φ+Γ1ζ+Δ1 + Α2Χ+Β2^+Γ2Ζ+Δ2

V a-1+β Ι+γ Ι VA2+B2+r2

3.10.Συνθήκη ώστε δύο ευθείες να είναι συμβατές.
Έστω δύο ευθείες (ε^ και (ε2) στο χώρο που ορίζονται από 

τις εξισώσεις
χ-χ

(ει)! -η :
1 φ -φ , Ζ-Ζ, χ - χ 2 φ - φ 2 ζ “ ζ 2

" 2>= -ji r2 5 7
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Οι ευθείες (εχ) και (ε2) διέρχονται από τα σημεία ,

Ρ2 (χ2'^2'Ζ2̂  και ε ν̂αι παΡ<λλληλες προς τα διανύσματα άία^,α^α^) 
καί 0(01f02'̂ 3̂  avT ÔTOLXa· Για να είναι οι (εχ) και (ε2) συμβατές 
πρέπει και αρκεί τα διανύσματα Ρ^Ρ2,α,β να είναι συνεπίπεδα, δη­
λαδή το μικτό γινόμενο αυτών πρέπει να είναι ίσο με μηδέν. Έτσι 
έχουμε

[ρ1Ρ2,ά,β] -

Όταν [Ρ^2,δ,̂ Ι?ίΟ, τότε οι ευθείες (εχ) και (ε2) είναι ασύμβατες 
και η απόσταση αυτών υπολογίζεται ως εξής. Θεωρούμε το επίπεδο (π) 
που διέρχεται από την (ε̂ ) και είναι παράλληλο προς την (ε2). Αυ­
τό έχει εξίσωση

(π) :

Η

χ2-χ1 Φ2-Φι ζ2-ζ

α1 α2 α3

Ρχ β2 &3

d =

X-X.J φ-φχ Ζ~Ζ^

αι α2 α3 =0

*1 *2 ■*3
>υ σημείου Ρ2(χ2'Ψ2 'ζ2 a

c2-x1 Φ2-Ψχ Ζ2Γ Ζ1

α1 α2 α3

βχ β2 β3

α 1 α 2

*1 *2

α2 α3

*2 *3

α3 αΧ

^3 »1
Ο τύπος αυτός δίνει την ελάχιστη απόσταση των δύο ασυμβάτων ευθειών 
(εχ) και (ε2).
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4. Ασκήσε ι ς.
Ι.Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από τα σημεία 

Ρχ (-2,3) ,?2 (2,4) . Στη συνέχεια να βρεθούν οι συντεταγμένες επί την 

αρχή.

2. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο 

Ρ(3,-1) καί είναι παράλληλη προς την ευθεία 5χ-ψ+3=0.

3. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο 

PC3/-4) και είναι κάθετη στην ευθεία 4χ-2ψ+5=0.

4. Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών οι οποίες διέρχονται από το 

σημείο Ρ(1,11 και σχηματίζουν γωνία 45° με την ευθεία χ-7ψ+6=0.

5. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο
2 2 (α-2β,(α-β) ) και έχει τεταγμένη επί την αρχή β .

6. Να υπολογισθεί η γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες

(ε1): 3χ+4ψ-11=0 , (ε2): 7χ-24ψ-33=0.

7. Να υπολογισθούν τα μήκη των πλευρών,οι γωνίες και οι συντεταγμένες 
του ορθόκεντρου του τριγώνου που έχει κορυφές τα σημεία
Α(2,1) , Β (-5,3) , Γ(1,-41.

8. Να υπολογισθούν οι συντεταγμένες των κορυφών και οι γωνίες του 

τριγώνου του οποίου οι πλευρές κείνται στις ευθείες
χ-ψ=0 , 2χ+3ψ+5=0 , χ+2ψ+6=0.

9. Να δειχθεί ότι τα σημεία (1,-3) , (2,-11 και (-2,-9) κείνται
σε ευθεία-

10. Να δειχθεί ότι οι ευθείες 3χ-2ψ+3=0 , 5χ+ψ-8=0 , χ-4ψ+11=0 

διέρχονται από το αυτό σημείο.
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11. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο

τομής των ευθειών χ-2φ+1=0 , 3κ+2ψ-5=0 και η οποία διαιρεί το

ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, όπου A (1,3) , Β(4,0) σε λόγο - ̂ .

12. Να βρεθεί η κοινή ευθεία των δεσμών

12χ-17φ-29+λ(7χ+9φ+2)=0 

10χ+φ-32+μ(χ+10φ-23)=0.

13. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο 

(6,8) και σχηματίζει με τους άξονες συντεταγμένων τρίγωνο εμβαδού 

ίσου προς 12 τετραγωνικές μονάδες.

14. Να βρεθεί η απόσταση μεταξύ των παραλλήλων ευθειών 3χ+2ψ-5=0 

καί 6χ+4φ+3=0.

15. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που είναι μεσοπαράλληλη στις 

ευθείες 3χ+2ψ-5=9 και 6χ+4φ+3=0.

16. Τρίγωνο έχει μία κορυφή το σημείο A (.1,2) ενώ δύο από τα ύφη του 

κείνται στις ευθείες 2χ-3ψ+1=0 και χ+φ=0. Να βρεθούν οι εξισώσεις 

των πλευρών του τριγώνου και οι συντεταγμένες των άλλων κορυφών 

αυτού.

17. Να βρεθεί το συμμετρικό του σημείου Ρ(1,2) ως προς την ευθεία 
2χ+3φ+4=0.

18. Τα σημεία Α(0,0) , Β(3«0) , Γ(2,3) και Δ(1,5) είναι κορυφές 

τετραπλεύρου. Αν η ΑΔ τέμνει την ΒΓ στο σημείο Λ και η ΑΒ την ΓΔ 

στο σημείο Μ να δειχθεί ότι τα μέσα των ΑΓ , ΒΔ και ΛΜ κείνται σε 
μία ευθεία.

19. Τα σημεία (2,-1) , (3,2) είναι διαδοχικές κορυφές ενός παραλληλο­

γράμμου, του οποίου το σημείο τομής των διαγωνίων είναι (4,-2).Να 

βρεθούν οι συντεταγμένες των άλλων κορυφών αυτού.
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2 0 . Το σημείο A CO ,4} είναι κορυφή ρόμβου. Αν η μία διαγώνιος κείται 

στην ευθεία χ-3φ+2=0 και δύο πλευρές του είναι παράλληλες προς την 

ευθεία χ-φ=0, να βρεθούν οι συντεταγμένες των κορυφών του.

21. Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών, οι οποίες διέρχονται από

το σημείο τομής των ευθειών χ+φ-1=0 , χ-3φ+1=0 και τριχοτομούν το 

ευθύγραμμα τμήμα Ρ ^ ,  όκου και ?2 (7,7).

22. Να δειχθεί ότι όταν μεταβάλλεται το λ η ευθεία

(1+3λ-2λ21χ+( 2 - λ + 5 λ 2 1 ψ + 5 + λ + 8 λ 2=α

διέρχεται από ένα σταθερό σημείο, του οποίου να βρεθούν οι συντε­

ταγμένες.

23. Τα σημεία Α και Β κινούνται στους άξονες Οχ και Οφ, αντίστοιχα,

έτσι ώστε —  + — -—  = r όπου κ=σταθ. Να δειχθεί ότι η ευθεία 
(ΟΑ) (ο β ) κ

ΑΒ διέρχεται από ένα σταθερό σημείο, του οποίου να βρεθούν οι 
συντεταγμένες. ----

24. Τα σημεία (1,2) , (7,4) , (3,-4) είναι τα μέσα των πλευρών τρι­

γώνου. Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών και οι κορυφές αυτού.

25. Το σημείο τομής των διαμέσων ενός τριγώνου είναι το (-1,0).

Δύο από τις πλευρές του τριγώνου κείνται στις ευθείες χ+φ-1=0 , 

Ψ+1=0. Να βρεθεί η εξίσωση της τρίτης πλευράς.

26. Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Συνδέουμε την κορυφή Γ με το τυ­

χόν σημείο Ρ της διαγωνίου ΔΒ και στην προέκταση της ΓΡ λαμβάνουμε 
μήκος ΡΙ=ΓΡ. Από το σημείο I φέρουμε τις ΙΕ και ΙΖ παράλληλες 
αντίστοιχα προς τις ΑΔ και ΑΒ. Η ΙΕ τέμνει την ΑΒ στο Ε και η ΙΖ 
την ΑΔ στο Ζ. Να δειχθεί ότι τα σημεία Ζ,Ε,Ρ κείνται σε ευθεία.
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27. Δίνονται τρία σημεία Α,Β,Γ. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των 

σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία είναι (ΜΑ) +(ΜΒ) -2(ΜΓ) *Κ 

(Κ=σταθ.).

28. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος τών σημείων Μ του επιπέδου των 

οποίων οι αποστάσεις από την αρχή 0 και από την ευθεία 

3χ-2ψ=0 έχουν λόγο 2:1.

29. Μεταβλητή ευθεία κινείται και τέμνει τους άξονες Οχ και Οψ του 

ορθοκανονικού συστήματος συντεταγμένων Οχψ στα σημεία Α και Β 

αντίστοιχα έτσι ώστε (ΟΑ) = (.ΟΒ). Με πλευρά την ΑΒ κατασκευάζουμε 

ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΜΡ έτσι ώστε το Μ να βρίσκεται πάντοτε 

σε μία σταθερή ευθεία που έχει συντεταγμένες επί την αρχή α και β 

Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος της κορυφής Ρ του ορθογωνίου.

'.Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία 

(2,0,0) , Ρ2 (0/-3,0) , Ρ3 (0,0,4).

ΰ^.Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο 
Ρ (2,1,-1) και είναι κάθετο στην τομή των δύο επιπέδων 2χ+ψ-ζ=3 

και χ+2ψ+ζ=2.

\32j.Na βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από την τομή των 

επιπέδων χ+2ψ-3ζ-1=0 και 2χ+ψ-ζ+3=0 και είναι παράλληλο προς τον 

άξονα Οζ.

i3j.Na βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από το σημείο 
Ρ (1,-2,1) και είναι κάθετο στο διάνυσμα θέσεως του σημείου Ρ.

.Να εξετασθεί αν τα επόμενα τρία επίπεδα διέρχονται από το αυτό
σημείο 5χ+3ψ-11ζ+72=0 , 4χ-5ψ+7ζ+26=0 , 6χ+11ψ-3ζ+66=0

ίδ.Να εξετασθεί αν τα επόμενα τρία επίπεδα διέρχονται από την
αυτή ευθεία %



r

4χ-φ-ζ-10=0 , 7χ+2ψ-ζ-11=0 , ΐ8χ+3φ-3ζ-32=0

36.Να ορισθεί οτο επίπεδο 4χ-7φ+5ζ-20=0 ένα σημείο Ρ τέτοιο ώστε

η διανυσματική ακτίνα ΟΡ να σχηματίζει ίσες γωνίες με τους θετικούς 

ημιάξονες. ,

^ ^ Ν α  βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που διέρχεται από τα σημεία 

p^ C8,-3,1L και P2 C4,7,21 και είναι κάθετο στο επίπεδο _  ^

3χ+·.ψ +2ζ-23=0.

38. Να βρεθεί η απόσταση των παραλλήλων επιπέδων 3χ+2φ-6ζ-35=0 

και 3χ+2ψ-6ζ+ΐ4=0.

39. Δείξτε ότι το επίπεδο (t+1)2χ+ (t2-t+1)φ+tt2+l)ζ=0 διέρχεται από,

μία σταθερά ευθεία όταν μεταβάλλεται το t. '

Να βρεθούν οι εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 

Ρ (1,2,1) καί είναι κάθετη στο επίπεδο χ+2φ-ζ=0.

41. Να βρεθούν οι εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από το σημείο 

Ρ (2,1,1) και είναι παράλληλη προς τα επίπεδα 2χ-φ+1=0 και φ-1=0.

42. Να βρεθούν οι εξισώσεις της ευθείας που διέρχεται από το σημείο

Ρ(2,-3,-1) , τέμνει την ευθεία και °ΧΠνατίζει

γωνία 60* με τον άξονα Οχ.

43. Να βρεθεί η απόστταση του σημείου ίΙ,Ι,-2). από τη ευθεία 
2χ-4Ζ-3=0 , φ-2ζ+5=0.

44 .Να δειχθεί ότι η ευθεία = είναι παράλληλη προς

το επίπεδο χ-2φ+ζ-5=0.

45.Να βρεθούν οι εξισώσεις των επιπέδων τα οποία προβάλλουν την

ι
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ευθεία 2χ-3φ+4ζ-12=0 , χ+4ψ-2ζ«-10«Q στα επίπεδα συντεταγμένων.

46. Να βρεθούν οι εξισώσεις της ευθείας η οποία διέρχεται από το 
σημείο C-3,5,-9) uat τέμνει τις δύο ασύμβατες ευθείες 
3χ-ψ+5=0 , 2χ-ζ-3=0 και 4χ-ψ-7=0 , 5χ-ζ+10=0.

47. Να βρεθεί η ελάχιστη απόσταση των ευθειών 
χ+4ζ+1=0 , χ-4φ+9=0 και φ*=0 , χ+2ζ+4=0.

48.Να βρεθούν οι διχοτόμοι των γωνιών τις οποίες σχηματίζουν μετα­

ξύ τους οι ευθείες
χ-1 _ $£2 _ ζ-3 
3 “ 8 “ 1 και χ-1

4
φ-2
7

ζ-3 
3 *

49.Να βρεθεί το επίπεδο στο οποίο κείνται οι ευθείες

χ-1 _ φ+1 _ ζ-1 
1 " -1 2 και χ -1 _ φ*1 _ ζ-1 

- 1 - 2 - 1

50. Να βρεθεί το συμμετρικό του σημείου P^t-1,2,0) ως προς το επί­

πεδο χ+2ψ-ζ+1=0.

51. Να βρεθούν οι εξισώσεις της προβολής της ευθείας

στο επίπεδο χ +2ψ+5ζ-1=0.

52. Να βρεθεί η ελάχιστη απόσταση καθώς επίσης και οι εξισώσεις
χ—1 φ—2 ζ—3της κοινής καθέτου των ευθειών —y  - —y  = “4““ HCtL

χ-2 _ ψ-4 _ ζ-5
3 " 4 - 5 *

ί

53. Να βρεθούν οι εξισώσεις της ευθείας η οποία διέρχεται από το
. , _ , χ-1 Ψ~1 _ ζ+2 χ+2 _ φ^5 _ ζ+3σημείο τομής των ευθειών —y  = —y  « - y  και — -̂--r y  ~ y y  ^

και είναι κάθετη σ'αυτές. ]
■1• i

ί
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5,Αλλαγή συστήματος συντεταγμένων

Πολλές φορές, για την επίλυση ενός προβλήματος της Αναλυτικής 

Γεωμετρίας, είναι σκόπιμο να μεταβαίνουμε από ένα σύστημα συντεταγ­

μένων σ'ένα άλλο και να μελετούμε το πρόβλημα στο δεύτερο σύστημα.

Η μετάβαση αυτή από ένα σύστημα συντεταγμένων σ'ένα άλλο επιτυγχάνε­

ται βρίσκοντας τις συντεταγμένες τυχόντος σημείου στο ένα σύστημα 

όταν ξέρουμε τις συντεταγμένες του στο άλλο. Η αλλαγή του συστήμα­

τος συντεταγμένων γίνεται κυρίως γιατί είναι δυνατό στο νέο σύστημα 

συντεταγμένων οι εξισώσεις των διαφόρων καμπύλων ή επιφανειών να 

έχουν απλούστερη μορφή. Γιά παράδειγμα, όταν ένα σχήμα έχει έναν 

άξονα συμμετρίας, τότε η μελέτη του είναι ευκολότερη αν ο άξονας 

συμμετρίας του σχήματος συμπίπτει με έναν από τους άξονες συντεταγμέ­

νων.Οι εξισώσεις με τις οποίες υπολογίζουμε τις συντεταγμένες ενός 

σημείου σ'ένα σύστημα συντεταγμένων όταν ξέρουμε τις συντεταγμένες 

του σημείου σ'ένα άλλο σύστημα λέγονται εξισώσεις μετασχηματισμού 
των συντεταγμένων.

5.1.Εξισώσεις μετασχηματισμού συντεταγμένων στο χώρο.

Έστω Οχφζ τυχόν σύστημα συντεταγμένων με μοναδιαία διανύσματα 
αξόνων Χφ,φ^,Ζφ. θέλουμε από το σύστημα Οχφζ να μεταβούμε σ'ένα 

νέο σύστημα Ο'χ'φ'ζ' με μοναδιαία διανύσματα αξόνων x q '^o 'Z0 ·
Το νέο σύστημα Ο'χ'φ'ζ' ορίζεται ως προς το αρχικό Οχφζ από τις 
συντεταγμένες τις αρχής Ο'(α,β,γ) και από τις συντεταγμένες των 

δίανυσματικών μονάδων χ'(α1,β1,γ1) , ^7'(α2,β2,γ2) , ζ' (α3,β3,γ3) *

Έστω Ρ τυχόν σημείο με συντεταγμένες (χ,φ,ζ) ως προς το σύστημα 
Οχφζ και (χ* #ψ # ,ζ'\ ως προς το σύστημα Ο'χ'ψ'ζ' (Σχ.1) . Τότε έχουμε

ΟΡ = 00'+ Ο Έ  (1)
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0'Ρ=χ' (α1χ0+31Φ0+γχζ0)+φ' (α2χ0+β

Αν αντικαταστήσουμε στην (1) τις 

των Θα πάρουμε

αλλά ΟΡ * χχ0 + ΨΦ0 + zZq

όδ' = αχ0 + 0ΦΟ + γζ0 και 

δ7? *  χ 'χ '0 + Φ 'Φ ' + τ ' z'Q

Έχουμε όμως ^

*ό = α1*0 + *1*0 + Υ1Ζ0 

Φό “ α2*0 + β2φ0 + Υ2Ζ0

ζ' - α3χ 0 + β3Φ0 + Υ3^0

Οπότε /

2 % +y2*0)+7f (a3 V e3 V Y3^0) * 

εκφράσεις των παραπάνω διανυσμά-

χ χ 0+φφ0+ ζ ζ 0=αχ0+βφ0+ γ ζ 0+ χ ' ( α 1χ 0+β1Φ0+ Υ 1ζ 0 ) + ψ ' ( α 2χ 0+β2Ψ0+ γ 2ζ 0) +

+ζ'(α3χ0+β3φ0+γ3ζ0)

Από τη σχέση αυτή παίρνουμε τελικά 

χ = α +α1χ'+α2Φ'+α3ζ '

ψ = β +β]χ'+β2Φ ’+β3ζ ’ (2)

ζ = Υ +γ^χ,+Υ2Ψ"+Υ3ζ '

Οι εξισώσεις (2) μας δίνουν τις συντεταγμένες (χ,φ,ζ) του τυχόντος 

σημείου Ρ ως προς το πρώτο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ συναρτήσει 

των συντεταγμένων (χ',ψ',ζ') του Ρ ως προς το νέο σύστημα συντε­

ταγμένων Ο ’χ'ψ'ζ'.
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Στο σύστημα C21 είναι

°2 °3

h *2 03

Ύ1 Ύ2 Ύ3

Φ 0

γιατί τα διανύσματα *q ^ q #z q είναι γραμμικώς ανεξάρτητα· Συνεπώς το 

σύστημα C2) έχει μία μόνο λύση και αν δοθούν οι συντεταγμένες (χ,φ,ζ) 

του Ρ μπορούμε να λύσουμε το σύστημα (2) ως προς χ',ψ',ζ' και να 

βρούμε τις συντεταγμένες του Ρ στο νέο σύστημα Ο'χ'φ'ζ'. Ειδικά 

αν το σύστημα συντεταγμένων Ο'χ'φ'ζ' προέρχεται από παράλληλη μετα- 

(ρορά του ορθοκανον ικού συστήματος συντεταγμένων Οχφζ τότε στην πε­

ρίπτωση αυτή είναι θ'(α,β,γ) , χ^(Ι,Ο,Ο) , φ^(Ο,Ι,Ο) , ζ^(Ο,Ο,Ι) 

και οι εξισώσεις (21 γίνονται

χ = α+χ'

Φ = δ+Φ' ή

χ '= χ-α

ψ'= Ψ-β

ζ = γ+ζ f ζ f= ζ-γ

( 3)

iΥ

L 5,2.Εξισώσεις μετασχηματισμού συντεταγμένων στο επίπεδο.#
'Εστω Οχφ τυχόν σύστημα συντεταγμένων με μοναδιαία διανύσματα 

αξόνων χ0,φ0. Θέλουμε από τό σύστημα Οχφ να μεταβούμε σ'ένα νέο 

σύστημα Ο'χ'φ' με μοναδιαία διανύσματα αξόνων χ'̂  , φ^ . Το νέο 

σύστημα Ο'χ'φ' ορίζεται ως προς το αρχικό Οχφ από τις συντεταγμένες 

της αρχής Ο'(α,β) και από τις διανυσματικές μονάδες ΙΓ'ία^β^ , 

Φό(α2/β2)· Έστω Ρ τυχόν σημείο του επιπέδου με συντεταγμένες (χ,Φ) 
ως προς το αρχικό σύστημα και (χ',φ'1 ως προς το νέο σύστημα (Σχ.2).
Έχουμε

ΟΡ = 00* + ο7?' (4)
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Επειδή 0Ρ=χχ0+ΨΨ0 , 00' =αχο+0Φο και Ο'Ρ=χ'5?0 +Ψ'Ψό Π (4)

γίνεται

χχ0+ΦΦ0 = <*0* & 0 * * ' Τ 0 +φ,ψ0

αλλά

κ ’ο = α 15 0+β1^0 ' Φ0 = α 2*0+β2Φ0 *

οπότε η παραπάνω σχέση γίνεται

χχ0+ψΦ0 ® α50+ΡΦ0+ χ ' (αχχ0+β1ψ0)+ψ' (α2χ0+&2φ0) ·
Αν μεταφέρουμε όλους τους όρους 

στο πρώτο μέλος της ισότητας και 

γράφουμε τα διανύσματα X q και 

με τους συντελεστές τους θα έχουμε

(χ-α-χ 'α^ψ '<*2) * q+ (Ψ~Ρ~Χ *Ρχ~

-Φ'Ρ2)Φ0=0

Επειδή τα διανύσματα Xg και 

είναι γραμμικός ανεξάρτητα παίρνου­

με τελικά

χ = α+χ'α1+ψ'α2 , Φ = Ρ+χ'^+ψ'^ (5)

Οι εξισώσεις (5) μας δίνουν στο επίπεδο τις συντεταγμένες (χ,φ) του 

τυχόντος σημείου Ρ ως προς το σύστημα συντεταγμένων Οχψ συναρτήσει 

των συντεταγμένων (χ',ψ') του Ρ ως πρός το σύστημα συντεταγμένων 

Ο'χ'φ'. Επειδή τα διανύσματα Xq ,0q είναι γραμμικός ανεξάρτητα έπεται 
ότι η ορίζουσα

ι ϊ

αΐ α2

h  *2
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του συστήματος (51 είναι διάφορη του μηδενός. 'Ετσι το σύστημα (5) 

μπορεί να λυθεί ως προς χ 1 και Φ'. Δηλαδή αν γνωρίζουμε τις συντε­

ταγμένες (χ,ψΐ του σημείου Ρ μπορούμε να προσδιορίσουμε τις συντε­

ταγμένες (χ',φ'1 του Ρ.
Θα βρούμε τώρα τις εξισώσεις μετασχηματισμού συντεταγμένων σε ορι­

σμένες ειδικές περιπτώσεις·

αΐΠαράλληλη μεταφορά· Στην περίπτωση αυτή έχουμε 0'(α,β) και

ST'(1,0) , φ£(0,1). Δηλαδή οι δια- 

νυσματικές μονάδες Xq και φρ 
του νέου συστήματος είναι ίδιες με 

τις δια^^ηιατικές μονάδες xQ και 

Φ0 του Ιήρχικού συστήματος (Σχ.3) 

αψού οι άξονες είναι παράλληλοι. 

'Ετσι ατ εξισώσεις (5) γίνονται ̂ -
X == α+€  
ψ = β+ψ'

ή
χ = χ-α 

Φ'= φ-β
(6 )

β) Στροφή ορθοκανονικού συστήματος κατά γωνία φ ,Στηνπερίπτωση 

αυτή έχουμε Ο* (0,0) και xj) (συνφ,ημφ) , (συν (j + φ ) ,ημ(^ + φ)) *
δηλαδή (-ημφ,συνφ) (Σχ.4). 
Συνεπώς οι εξισώσεις (5) γίνονται

χ = χ'συνφ - φ'ημφ (7)
φ = χ'ημφ + φ'συνφ

Αν επιλύσουμε το σύστημα (7) ως 

προς χ ’και φ ’παίρνουμε

χ '= χσυνφ + ψημφ 

φ ' = - £̂ημ<ρ+ψσυν<ρ
C8)
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6. Ασκήσε ι ς

Ι.Σε ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ μία καμπύλη (c) έχει 

εξισώσεις

(χ-ψ+ζ) 2+ (φ-ζ+χ) 2+ (ζ-χ+φ) 2=2α2 

2χ+/2ψ =1

Να βρεθούν οι εξισώσεις της (c) στο σύστημα Οχ'φ'ζ' το οποίο έχει 

για άξονες τις διχοτόμους των γωνιών των συντεταγμένων επιπέδων 

του αρχικού συστήματος.

2. Δίνονται δύο συστήματα ορθογωνίων συντεταγμένων Οχφζ και Ο'χ'Φ'ζ' 

με κοινή αρχή Ο και τέτοια ώστε: Ο άξονας Οχ* να προβάλλεται στις 

διχοτόμους των γωνιών χΟφ , ψΟζ και ζΟχ των συντεταγμένων επιπέδων. 

Ο άξονας Οφ' να κείται στο επίπεδο Οχφ και η γωνία των ημιαξόνων

Οζ και Οζ' να είναι οξεία. Να βρεθούν οι τύποι μετασχηματισμού των 

συντεταγμένων του τυχόντος σημείου Ρ από το ένα σύστημα στο άλλο.

3. Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οχφζ μια επιφάνεια έχει 

εξίσωση χ2+φ2+ζ2-2αχ-2βφ-2γζ+α2+β2+γ2-ρ2=0. Να βρεθεί η εξίσωση 

της επιφάνειας στο σύστημα Ο'χ'ψ'ζ' το οποίο προκύπτει από το 

Οχφζ με παράλληλη μεταφορά στο σημείο Ο' (α,β,γ) . 4

4. Μ ία καμπύλη fc). έχει ως προς το σύστημα Οχφζ εξισώσεις 
ψ-5χ2+1 = 0 , ζ-χ 2+12 = 0

Να βρεθούν οι εξισώσεις της Cel ως προς το σύστημα Ο'χ'φ'ζ' 

Ο' (Ο,ι,ΐ) , Χ'0 =(1,0,0) , ψβ =(o, 7§S ' 7Τ^) ' *0 =(0'- 7ΤΖ

όπου 
5 .

' 7Τζ) ·

5.Δύο τρισορθογώνια συστήματα συντεταγμένων Οχφζ και Οχ'φ'ζ' 

έχουν κοινή αρχή Ο. Να εξετασθεί αν υπάρχουν σημεία του χώρου που 

έχουν τις ίδιες συντεταγμένες ως προς' τα δύο αυτά συστήματα.



-276-

6. Μία καμπύλη (c) έχει εξίσωση

5χ2-4φ2+10χ+24φ+21=0

ως προς ορθογώνιο σύστημα Οχφ.Να Βρεθεί η εξίσωση της καμπύλης (Ο 
ως προς σύστημα συντεταγμένων Ο'χ'ψ' το οποίο προκύπτει με παράλληλη 

μεταωορά στο σημείο θ'(-1,3).

7. Ένα σημείο Ρ έχει συντεταγμένες (1,-1) ως προς ορθογώνιο σύστημα 

Οχψ και (-1/1) ως προς νέο σύστημα Ο'χ'ψ' που προκύπτει από το αρχι­

κό με παράλληλη μεταφορά στο σημείο θ'. Να βρεθούν οι συντεταγμένες 

του Ο' ως προς το αρχικό σύστημα.

8. Μία καμπύλη (c) έχει σε ορθογώνιο σύστημα αξόνων Οχψ εξίσωση

3χ 2+10χφ+3φ2+ΐ8=0.

Να βρεθεί η εξίσωση της (c) στο σύστημα Οχ'ψ' που προκύπτει από το 

αρχικό με στροφή των αξόνων κατά γωνία φ=45°.

9. Σε ορθογώνιο σύστημα Οχψ η καμπύλη (c)_ έχει εξίσωση

χ^-4ψ^+4χ+24ψ-36=0.

Να γίνει παράλληλη μεταφορά του συστήματος Οχψ έτσι ώστε στο νέο 

σύστημα Ο'χ'ψ' η εξίσωση της καμπύλης (_c)_ να μήν έχει όρους πρώτου 

βαθμού ως προς χ και ψ.

10. Σε ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψ οι κορυφές ενός τετραγώ­

νου έχουν συντεταγμένες (0,01, (.2,0)., (2,2)., (0,2) , Να βρεθούν οι τύποι 

αλλαγής του συστήματος συντεταγμένων αν λάβουμε ως νέους άξονες τις 

διαγώνιες του τετραγώνου έτσι ώστε η κορύφη (2,0) να κείται στο θε­

τικό νέο άξονα των χ.

11.Σε ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψ η ευθεία (εΐ έχει εξίσωση 

-ν7χ4·3ψ=ν^3. Κατά ποιά γωνία πρέπει να στραφούν οι άξονες ώστε ο νέος
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άξονας των χ να είναι παράλληλος προς την ευθεία (ε) . Στη συνέχεια 

να βρεθεί η εξίσωση της (ε) στο νέο σύστημα.

12. Κατά ποιά γωνία πρέπει να στραφούν οι άξονες του ορθογωνίου 

συστήματος Οχψ ώστε η ποσότητα χ -ψ στο νέο σύστημα Οχ'ψ' να 

γίνει 2χ'ψ'.

13. Έστω Οχψ xat Οχ'ψ' δύο συστήματα συντεταγμένων στο επίπεδο με 

κοινή αρχή Ο και γωνίες αξόνων ω= (Οχ,Οψ) και <ρ=-£ (°χ '/Οψ') . Αν 
ένα σημείο Ρ έχει συντεταγμένες (χ,ψ) ως προς το σύστημα Οχψ και 

(χ',ψ') ως προς το Ο χ'ψ', να δεχθεί ότι

χ^+ψ^+2χψσυνω = χ'^+ψ'^+2χ'ψ'συνφ

14. Δίνονται δύο ορθοκανονικά συστήματα συντεταγμένων Οχψ και Ο'χ'ψ' 

στο επίπεδο. Υποθέτουμε ότι θ'(α,β1 και φ=<£ (Οχ, Ο'χ') . Να βρεθεί 

ένα σημείο του επιπέδου το οποίο να έχει τις αυτές συντεταγμένες 

ως προς τα δύο συστήματα.

15. Μία καμπύλη (cl του χώρου ορίζεται ως προς τρισορθογώνιο και 

δεξιόστροφο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ από τις εξισώσεις
χ +ψ +ζ -3χψζ =0 , χ+ψ+ζ+5 =0. Να βρεθούν οι εξισώσεις αυτής ως 

προς το σύστημα Ο'χ'ψ'ζ' το οποίο χαρακτηρίζεται από τα εξής στοι- 

χε£α. Ο' (.1,2,-1) , -3C (x^,xQ) = , <£(χ',ΤΙί0) = (Ψ^»Ψ0>= Τ  '

< 12 t ^ 0 ,Χ0^- 4 '
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7.Κύκλος και Σφαίρα.
7,1. Εξίσωση περιφέρειας κύκλου στο επίπεδο.

Γνωρίζουμε ότι η περιφέρεια κύκλου ορίζεται ως ο γεωμετρικός 

τόπος των σημείων του επιπέδου τα οποία απέχουν σταθερή απόσταση 

R από ένα ορισμένο σημείο Κ. Το σημείο Κ λέγεται κέντρο της περί­

φερε ίας και ο αριθμός R ακτίνα αυτής. Αν Ρ είναι τυχόν σημείο της 

περιφέρειας, τότε η παραπάνω ιδιότητα αυτής έχει την εξής διανυσμα 

τική έκφραση
|ΚΡ| = R (1)

Υποθέτουμε ότι το σύστημα συντεταγμένων Οχψ είναι ορθοκανονικό 

και ότι το κέντρο Κ έχει συντεταγμένες ta,0) ενώ το τυχόν σημείο 

Ρ της περιφέρειας (χ,ψ). Τότε από την (1) παίρνουμε την αναλυτική 

εξίσωση της περιφέρειας
(χ-α).2 + ίφ-0)2 = R2 <2)

Αν το σύστημα συντεταγμένων Οχψ είναι πλαγιογώνιο και οι άξονες 

Οχ και Οψ σχηματίζουν γωνία ω, τότε από την (1) θα έχουμε την 

εξίσωση
(x-α) 2+ (ψ-0).2+2 tx-a) (ψ-β)_συνω « R2 

η οποία είναι της μορφής

χ^+ψ2+2χψσυνω+Αχ+Βψ+Γ « 0 

Μετά την εκτέλεση των πράξεων η (2) γράφεται
χ2+φ2-2αχ-2βφ+α2+β2-β2 = 0 (3)

είναι, δηλαδή της μορφής
χ 2+φ2+Αχ+Βφ+Γ = 0  (4)

Αντίστροφα, γοά να δούμε το καροστάνεο μία εξίσωση, της μορφής (4) 

γράφουμε αυτή στη μορφή

(χ- f l W  |)2 - ύ ί ψ ί ί
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2 2Αν A +R -4Γ>0f η εξίσωση C4L είναι της μορφής (2). και παριστάνει
A Βπεριφέρεια κύκλου με κέντρο το σημείο Κ(- j , - — ). και ακτίνα 

1λ /*2 5 2 2R= ±νΑ +Β -4Γ. Αν A +Β -4Γ=0 η (4) παριστάνει ένα σημείο το

(- j , - δηλαδή είναι μία περιφέρεια εκφυλισμένη στο κέντρο της. 
2 2Τέλος, αν A +Β -4Γ<0 η C4) δέν επαληθεύεται από πραγματικά σημεία. 

Σ'αυτή την περίπτωση λέμε ότι η C4) παριστάνει φανταστική περιφέ­

ρεια.

7.2.περιφέρεια διερχόμενη από τρία σημεία.

Γνωρίζουμε από την Ευκλείδεια Γεωμετρία, ότι τρία σημεία που 

δέν κείνται σε ευθεία ορίζουν μία περιφέρεια η οποία διέρχεται από 

αυτά. Αναλυτικά μπορούμε να δείξουμε αυτό και να βρούμε την εξίσωση 

της περιφέρειας ως εξής: Έστω ότι δίνονται τα σημεία Ρ1 (χ1,Φ1),

?2 (χ2'^2^ και Ρ3^Χ3'^3^ τα οπο α̂ δεν κείνται σε ευθεία. Η εξίσωση 
της περιφέρειας που διέρχεται από τα σημεία αυτά είναι

2 2X +0Γ X ψ

Χ 1+Φ1 Χ1 Φ1

Χ2+φ2 χ 2 φ2

χ3+φ3 * 3 φ3

Πραγματικά, η εξίσωση C5) παριστάνει περιφέρεια κύκλου, γιατί αν 

αναπτύξουμε την ορίζουσα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής, θα

όπου

5*0

2 ·. ι a 2λάβουμε Αχ (χ +Φ 1+Β1χ+Γ1Φ+Δ1=0

Α1=

ΧΑ

X.

X.

φι 1

Φ.

Φ. 1
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αφού τα τρία σημεία Ρ1^Ρ2^Ρ3 6εν *είνται σε ευθεία. Αν διαιρέσουμε 
την παραπάνω σχέση διά η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

χ2+φ2+Αχ+Βφ+Γ=0 και παριστάνει περιφέρεια κύκλου. Η περιφέρεια αυ­

τή διέρχεται από τα σημεία ρ1#ρ2'Ρ3 α*ρού ot συντεταγμένες των σημεί­
ων αυτών πληρούν την εξίσωση (5).

7.3.Εφαπτομένη περιφέρειας.Πόλοι και πολικές.

Η εφαπτομένη μιάς περιφέρειας σ'ένα σημείο αυτής p q ( x q ' ^ 0 ^  U t i o -  

ρεί να οριστεί είτε σαν η ευθεία που διέρχεται από το Pq και είναι 

κάθετη στην ακτίνα της περιφέρειας στο σημείο Pq , είτε σαν η ευ­

θεία που διέρχεται από το PQ και έχει αυτό μόνο το σημείο κοινό 

με την περιφέρεια. Έστω

(χ-αΙ2+ (,ψ-β) 2 = R2 (6)

η εξίσωση της περιφέρειας και ρη(χο'Ψη^ ^να σΓί̂Αε^° αυχή£· Η ακτίνα ̂  ̂ illΦ0-β
που διέρχεται από το σημείο Pq έχει εξίσωση ψ-ι|^- χ^-^^χ“χο̂  
Η κάθετος στην ευθεία αυτή έχει συντελεστή διευθύνσεως

λ=-
χ0-α
Φ0-3 και επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης είναι

χ0-α
ψ-φ =- j^ ( x-Xq) ή (χ-χ )(χ0-α) + ίΦ-Φ0)(Φ0-3)=0. Την εξίσωση αυτή 
μπορούμε επίσης να γράφουμε
[jx-a)-(xQ-a)J (xQ-a)+βφ-&)-(Ψ0-βΓ] (Φ0“3)=0 ή 

(xQ-a)(χ-α)+(Φ0-3)(φ—3)=(χ0-α)2+(Φ0“3)2·

Αλλά το σημείο Ρ0 (χ0,Φ0) κείται στην περιφέρεια και οι συντεταγμέ­

νες του θα επαληθεύουν την εξίσωση της. Έτσι έχουμε τελικά για την 

εφαπτομένη την εξίσωση

(xQ-a)(χ-α)+(Φ0-3)(Φ-3) = R2 (7)

Αν η εξίσωση της περιφέρειας δίνεται με τη μορφή
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χ2+φ2+Αχ+Βψ+Γ = Q (8).
για να βρού)ΐε την εφατιτοιιένη στο σημείο αυτήε γράφουμε

την C81 ως εξής

Cx+ §12+(Φ+ §12 Α2+Β2-4Γ
4

οπότε σύμφωνα με τπν εξίσωση C7)_ η εφαπτομένη θα έχει εξίσωση

(χ0+ f) cx+ |)+(φ 0+ |) <φ * §> = a 2^b-V -  

ή αν εκτελέσουμε πράξεις παίρνουμε την εξίσωση 

χ0χ+Φ0Φ+ ^tx0+x)+ |(Φ0+Φ)+Γ = 0 (9)

Έστω τώρα ότι ζητάμε να βρούμε τις εφαπτόμενες της περιφέρειας 

(6) που άγονται από ένα σημείο Ρ^ίχ^,φ^) το οποίο κείται εκτός της 

περιφέρειας. Αν είναι μια εφαπτομένη της περιφέρειας που άγε­

ται από το σημείο Ρχ και εφάπτεται στο σημείο ΡρίΧο'Φο^ τη£ περι­
φέρειας/ τότε η εξίσωση της εφαπτομένης αυτής θα είναι

(xQ-a)(χ-α)+(Φ0-β)(φ-β) = R2

Επειδή η εφαπτομένη αυτή διέρχεται από το σημείο Ρ̂  ̂ θα έχουμε

(xQ-a)(χ1-α)+(Φ0-β)(Φ1—β) = R2 (10)

Δηλαδή οι συντεταγμένες του σημείου Ρχ θα επαληθεύουν την εξίσωση 
της εφαπτομένης. Η σχέση (10) μας λέει επίσης ότι τα σημεία επα­
φής των εφαπτομένων που άγονται από το σημείο Ρ^ίχ^,ψ^ προς την 

περιφέρεια (6) κείνται στην ευθεία

(χ^-α)(χ-α)+(φχ-β)(φ-β) = R2 (11)

Έτσι για να βρούμε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της περιφέρειας 
που άγονται από το σημείο Ρχ, μπορούμε* να βρούμε τα κοινά σημεία 

της ευθείας (11) με την περιφέρεια και στη συνέχεια να γράφουμε τις
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εξισώσει,ς των εφοΜίτομένων της περιφέρειας στα σημεία αυτά· Η ευ 

θεία που έχει εξίσωση (11) λέγεται πολική του σημείου Ρ1(χ1,Φ1) 

ως προς την περιφέρεια (6) και το σημείο P ^ X j ^ )  λέγεται πόλος 

της ευθείας (11) ως προς την περιφέρεια· Η απόσταση της πολικής 

(11) από το κέντρο Κ(α,8) της περιφέρειας είναι

R2 _α — —  ~ ■ ~
l/(xr a) 2+ (Oij-e) 2 ΙΚΡ^Ι

Παρατηρούμε ότι αν το σημείο κείται εκτός του κυκλου τότε 

|KP>j | >R οπότε d<R και η ευθεία (11) τέμνει την περιφέρεια (6) 

σε δύο σημεία. 'Οταν το σημείο κείται στην περιφέρεια/ τότε

IΚΡΧ I =* και συνεπώς d=R. Τότε η πολική (11) του σημείου Ρ^ είναι 

εψαπτόμενη της περιφέρειας. Τέλος αν το σημείο Ρ^ κείται μέσα στο 

κύκλο/ τότε I K P ^ R  / οπότε d>R. Σ'αυτή την περίπτωση η πολική 

του σημείου Ρ^ κείται εκτός του κύκλου και δεν έχει κανένα κοινό 

σημείο μ'αυτόν. Είναι εύκολο να δούμε ότι, αν η περιφέρεια δίνεται 

από την εξίσωση χ2+φ2+Αχ+Βφ+Γ=0 τότε η πολική του σημείου 

Ρ1 (χ,|/Ψ1) ως προς την περιφέρεια αυτή έχει εξίσωση

χ^χ+Φ1Φ+ ~(x,j+x)+ ^ίΦ^ΦΪ+Γ =0 

Ας ε ίναι τώρα

Αχ+Βφ+Γ = 0  (12)

η εξίσωση τυχούσας ευθείας. Θέλουμε να βρούμε τον πόλο της ευθείας 

αυτής ως προς την περιφέρεια (61. Για το σκοπό αυτό εργαζόμαστε ως 

εξής. Ας υποθέσουμε ότι ο πόλος της ευθείας (12) είναι το σημείο 
Ρ^χ^,φ^) τότε η ευθεία (.11)/ που είναι πολική του P^f πρέπει να 

συμπίπτει με την ευθεία (12). Δηλαδή πρέπει να έχουμε



-283-

χ. -α ψ - β  -α(χ1-α1-βίΦ1-β1-β2-J—  = _i—  = ----2------- i------  ή
A Β Γ

χ1~α _ V £  = -R2
A Β Αα+Ββ+Γ

Από τις σχέσεις αυτές παίρνουμε τελικά
2 2 ν _ _ ARZ . = BRZ

Χ1 Αα+Ββ+Γ ' Ψ1 ρ Αα+Ββ+Γ

Αναφέρουμε μια χαρακτηριστική ιδιότητα των πολικών. Αν η πολική 

ενός σημείου Ρ1 (χ1,Φ1) διέρχεται από το σημείο Ρ2 (χ2,Ψ2), τότε και 

η πολική του σημείου Ρ2 θα διέρχεται από το Ρ^. Πραγματικά αν η 

πολική (11) του σημείου Ρ̂  ̂ διέρχεται από το σημείο Ρ2 οι συντετα­

γμένες του Ρ2 θα την επαληθεύουν, δηλαδή θα έχουμε
2(χ^-α) (χ2-α) + (Φ1-β) (Φ2-β) = R . Η πολική του σημείου Ρ2 είναι

2(χ2*-α) (χ-α) + (Φ2-β) (φ-β) = R  και η προηγούμενη σχέση μας λέει ότι 

το σημείο Ρ.̂ επαληθεύει την πολική του Ρ2·

7.4.Δύναμη σημείου ως προς κύκλο.

Θεωρούμε μια περιφέρεια κύκλου με εξίσωση

χ2+φ2+Αχ+Βφ+Γ=0 (13)

και Ρ-^χ^,φ^ τυχόν σημείο του επιπέδου. Ο αριθμός
2 2Χ1 +φΐ +ΑΧ1+ΒΦ1+Γ καλείται δύναμη του σημείου ΡΑ ως προς το κύκλο. 

Θα δείξουμε τώρα ότι η δύναμη σημείου ως προς κύκλο ισούται με το 

γινόμενο (Ρ^Ρ7) (ί^Ρ" ), όπου Ρ ' και Ρ" είναι τα σημεία στα οποία 
τέμνει την περιφέρεια τυχούσα ευθεία που διέρχεται από το Ρ^.

Έστω ότι η τυχούσα ευθεία που διέρχεται από το σημείο Ρ^ και τέμ­
νει την περιφέρεια στα σημεία Ρ' και Ρ" είναι παράλληλη προς το
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Uova6uato 6ι.άνυ<πια ή(α,β). Τότε ot παραμετριχές εξισώσεις αυτής
θα είναι

χ β + ta 

ψ = φχ + tp
(14)

j
J13
)
\
'.5

j
i

Εδώ πρέπει να σημειώσουμε ότι για τυχούσα τιμή tg της παραμέτρου 

t παίρνουμε ένα σημείο pg(*o'^0^ επ  ̂ ΤΓΙ£ ευθείας που ορίζουν οι

εξισώσεις (14) και μάλιστα xo=x1+tOa ' ^0=^l+t0^' evĉ  t0sŝ PlP0̂  
(γιατί?). Η λύση του συστήματος των εξισώσεων (13) και(ΐ4) θα μας 

δώσει τα σημεία τομής Ρ # και Ρ" της περιφέρειας με την τέμνουσα.

Θα έχουμε

(x.j+ta^+Cvlij+tp^+Aix.j+tai+BiilYt-teJ+r =0

2 2και επειδή το διάνυσμα η είναι μοναδιαίο a +0 =1/ οπότε

t2+2(cuc1+&i|Jl+Aa+B3)t+Xj+i|^+Axl+B(|<l+r =0 (15)

Οι συντεταγμένες των σημείων τομής Ρ' και Ρ" της περιφέρειας (13) 

με την ευθεία (14) προσδιορίζονται από τις εξισώσεις (14) αν θέσου­

με όπου t τις λύσεις t' και t" της εξισώσεως (15). Αλλά t'^iP·^') 

και t" *=(Ρ~Ρ" ) .
Έτσι έχουμε

(Ρ1Ρ')(PjP") =t't" =Χ2+Ψ2+ΑΧ1+ΒΨ1+Γ

Δηλαδή το γινόμενο των δύο τμημάτων (Ρ^Ρ') και (Ρ^Ρ" ) της τέμνουσας 

είναι ανεξάρτητο από την τέμνουσα και ισούται με τη δύναμη του ση­

μείου Ρ^ ως προς τον κύκλο.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε δύο περιφέρειες τις

χ 2+Φ2+Α1χ+Β1Φ+Γ1 =0

χ 2+Ψ2+Α2χ +Β2Ψ+Γ2 =0
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Είναι εύκολο να βρούμε το γεωμετρικό τόπο των σημείων του επιπέδου 

που έχουν την αυτή δύναμη σημείου ως προς τους δύο κύκλους. Αν 

Ρ(χ,ψ) είναι τυχόν σημείο του γεωμετρικού τόπου θα έχουμε

χ 2+φ2+Α1Χ+Β10Η-Γ1=Χ2+ψ2+Α2χ+Β2αΗ-Γ2 ή

(Α1-α 2)χ +(β 1-β 2)φ +γ 1-γ 2 =0

Δηλαδή ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου που έχουν την 

αυτή δύναμη ως προς τους δύο κύκλους είναι ευθεία. Η ευθεία αυτή 
λέγεται ριζικός άξονας των δύο περιφερειών. Είναι εύκολο να δούμε 

ότι ο ριζικός άξονας δύο περιφερειών είναι - κάθετος στη διάκεντρο 

αυτών.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι έχουμε και μία τρίτη περιφέρεια 

ί Χ2+Ψ2+Α3Χ+Β3Ψ+Γ3 =0

| Τότε ορίζονται τρεις ριζικοί άξονες

(Α1~Α2)Χ+(Β1~Β2)Φ+Γ1~Γ2 =0

(Α2-Α3)χ+(Β2-Β3)Ψ+Γ2-Γ3 =0 (16)

{Α3~Α1)Χ+(Β3~Β1)Φ+Γ3~Γ1 =0

Αλλά για τους συντελεστές των ευθειών αυτών μπορούμε εύκολα να δούμε
>■

ότι ισχύει η σχέση

Α Γ Α2 ΒΓ Β2 Γ1-Γ2

Α2_Α3 Β2-Β3 Γ2-Γ3

Α 3-Α1 Β3-Β1 Γ3_Γ1

Αυτό σημαίνει ότι αν το σύστημα των δύο πρώτων από τις εξισώσεις 

(16) έχει λύση, τότε η λύση αυτή θα επαληθεύει και την τρίτη εξίσω­
ση. Δηλαδή οι ριζικοί άξονες τριών περιφερειών διέρχονται από ένα
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σημείο που λέγεται ριζικό κέντρο των τριών περιφερειών. Αν τα κέν­

τρα των τριών περιφερειών βρίσκονται σε ευθεία οι τρείς ριζικοί 

άξονες είναι πάραλληλοι και το σύστημα (16) δεν έχει λύση.

7.5.Εξίσωση σφαίρας
Γνωρίζουμε ότι η σφαίρα ή καλύτερα η επιφάνεια σφαίρας ορίζεται 

ως ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του χώρου τα οποία απέχουν στα­

θερή απόσταση R από ένα σταθερό σημείο Κ. Το σημείο Κ λέγεται 

κέντρο της σφαίρας και η σταθερή απόσταση R ακτίνα αυτής. Αν 

Ρ(χ,ψ,ζ) είναι τυχόν σημείο της σφαίρας που έχει κέντρο Κ(α,β,γ) 

και ακτίνα R, τότε η παραπάνω ιδιότητα της σφάιρας εκφράζεται με 

τη σχέση |ΚΡ| =R . Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οχψζ η 

σχέση αυτή γραμμένη με συντεταγμένες μας δίνει την αναλυτική εξί­

σωση τη ς ocpa ί ρας

(χ-α)2·ΚΨ-&)2+(ζ-γ).2 =R2 (17)

Αν εκτελέσουμε τις πράξεις στην εξίσωση. (.17). θα πάρουμε μια εξίσωση 

της μορφής

χ2+ψ2+ζ2+Αχ+Βψ+Γζ+Δ =0 (18)

Αντίστροφα, κάθε εξίσωση της μορφής (.18). μπορεί να γραφεί ως εξής

(χ+ §)2+(Ψ+ §)2+(ζ+ §)2
9 9 2A +Β +Γ -4Δ

4

Συνεπώς παριστάνει σφαίρα με κέντρο το σημείο

Κ(- j, - 5 _ L) και ακτίνα R= \f  — ~  -Δ

η λ
Προφανώς αν A +Β +Γ -4Δ>0/ τότε η σφάιρα είναι πραγματική/ ενώ

2 2 9 2 2 2αν A +Β +Γ -4Δ<0 η σφαίρα είναι φανταστική. Τέλος αν Α^+Β +Γ -4Δ=0
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η ε ξ ίσ ω σ η  (181 παριστάνει μία acpaCpa εκφυλισμένη σ'ένα σημείο, το 
κέντρο της Κ.

7.6.Εξίσωση σφαίρας που διέρχεται από τέσσερα σημεία.

Όταν δοθούν τέσσερα σημεία Ρ1 (χ^,Φ1,ζ1) , *>2 ̂χ2'^2' ζ2̂  '

Ρ3^χ 3'^3'ζ 3̂  ' Ρ4 ̂χ4 /{̂ 4' ζ4̂  1X00 δεν κε ν̂τοα 0X0 αυτ& επίπεδο τότε
η εξίσωση της σφαίρας που διέρχεται απ'αυτά είναι

χ2+ψ2+ζ2 X Ψ ζ 1

χ2+ψ2+ζ2 Χ1 Φ1 ζι 1

χ2+ψ2+ζ2 Χ2 Φ2 Ζ2 1 =0 (19)

Χ 2 + Ψ 2 + Ζ 2 Χ3 Φ3 Ζ3 1 •

χ 4+Ψ4+Ζ4 Χ4 Φ4 Ζ4 1

Πραγματικά η εξίσωση (19) παριστάνει σφαίρα, γιατί αν αναπτύξουμε 

την ορίζουσα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής θα λάβουμε μία 
εξίσωση της μορφής

Εχ(χ2+ψ2+ζ2)+Α1χ+Β1Φ+Γ1ζ+Δ1 =0 (20)

όπου

Χ1 Φ1 Ζ1 1

Χ2 Φ2 ζ2 1

Χ3 Φ3 ζ3 1

Χ4 ψ4 ζ4 1

Αλλά Ε ^ Ο  γιατί τα σημεία p j/ P2'P3'P4 δεν κε ν̂ται στο αυτ<* επίπε­
δο. Συνεπώς αν διαιρέσουμε την C20). με Ε^ θα λάβουμε μια εξίσωση της 
μορφής χ2+φ2+ζ2+Αχ+Βφ+Γζ+Δ =0, δηλαδή εξίσωση σφαίρας. Έτσι η
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εξίσωση (J.9) παριστάνει σφαίρα και η σφαίρα αυτή διέρχεται από τα 

τέσσερα σημεία ρΐ'Ρ2'Ρ3'Ρ4' YtaT  ̂αν αντικαταστήσουμε στην (19) 
τα χ,ψ,ζ με τις συντεταγμένες ενός από τα σημεία αυτά η εξίσωση 

αυτή θα πληρούται αφού η ορίζουσα θα έχει δύο γραμμές με τα αυτά 

στοιχεία.

7.7.Εξισώσεις περιφέρειας στο χώρο.

Γνωρίζουμε ότι κάθε καμπύλη στο χώρο προσδιορίζεται ως τομή 

δύο επιφανειών και συνεπώς εκφράζεται με δύο εξισώσεις τις εξισώσεις 

που ορίζουν τις επκράνειες. Έτσι μία περιφέρεια στο χώρο μπορεί να 

οριστεί από μία σφαίρα και ένα επιπέδο που τέμνει αυτή. Δηλαδή οι 

εξισώσεις

(χ-α) 2+ (_ψ-β) (,ζ-γ) 2 «Κ

ΑΧ+Βψ+Γζ+Δ =0

Σχ.1

χ-α ψ-β _ ζ-γ 
A “ Β “ ~

(21)

(2 2)

είναι εξίσωση της περιφέρειας του 

Σχ.1. Αν θέλουμε να βρούμε τις συν­

τεταγμένες του κεύτρου Μ της περι­

φέρειας και την ακτίνα ρ αυτής 

εργαζόμαστε ως εξής. Το σημείο Μ 

θα είναι τομή του επιπέδου (π) και 

της καθέτου που άγεται από το κέν­

τρο Κ της σφαίρας προς το επίπεδο 

(πΐ. Η κάθετος ΚΜ διέρχεται από το 

σημείο Κ(α,β,γ) και είναι παράλληλη 
προς το διάνυσμα η(Α,Β,Γ).. Έτσι 

έχει εξισώσεις

C23)
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Οι συντεταγμένες του κέντρου Μ της περιφέρειας θα βρεθούν από τη 
λύση του συστήματος των εξισώσεων (221 παι (.231. Για την ακτίνα ρ

της περιφέρειας έχουμε Ρ= M r2-(W4) 2. Η απόσταση [ΚΜ| του σημείου Κ 
από το επίπεδο (π) είναι

1^1 _ I Αα»Ββ+Γγ+Δ L .
VA2+B2+r2

7.8.Εφαπτόμενο επίπεδο. Πόλοι καί πολικά επίπεδα ως προς σφαίρα 

Θεωρούμε τη σφαίρα με εξίσωση

(x-α)2+(ψ-β)2+ (ζ-γ)2 =R2 (24)

και έστω Ρ0 (χ0,Φ0,ζ0) τυχόν σημείο αυτής. Η εξίσωση του εφαπτόμενου 

επιπέδου της σφαίρας στο σημείο p q C*0'^0/Z0  ̂ αυτής βρίσκεται ως εξής 
Αν Κ(α,β,γ) είναι το κέντρο της σφαίρας, τότε το διάνυσμα KPQ θα εί­

ναι κάθετο στο εφαπτόμενο επίπεδο. Έτσι αν Ρ(χ,ψ,ζ) είναι τυχόν 

σημείο του επιπέδου τα διανύσματα KPq και PqP θα είναι κάθετα. Αλλά 

ΚΡ0 (χ0-α,Ψ0-β,ζ0-γ) και Ρ^Ρ(x-xQ,Φ-Φ0,z-zQ). Επομένως έχουμε την 

συνθήκη καθετότητας (x-xQ)(xQ-a)+ (ψ-Φ0)(Φ0-β)+(z-zQ)(z q-y )=0 ή

βχ-α)- (χ0-αί] (χ0-α) + [(φ-Ρ)-ίΦ0-8)] ίΦ0~β)+βζ-γ) - (zQ-Yf] (z q-y ) =0*

Οπότε παίρνουμε

(χ-α) (χ0-α) + ίψ-β) (Φ0-β)+(ζ-γ) (ζ0-γ) = (χ0-α)2+(φ0-β)2+(ζ0-γ)2 

και τελικά έχουμε

(x-α)(χ0-α)+(φ-8)(ψ0-β)+(ζ-γ)(ζ0-γ) =R2 (25)

γιατί οι συντεταγμένες του σημείου PQ επαληθεύουν την εξίσωση (24) 
της σφαίρας. Συνεπώς το εφαπτόμενο επίπεδο στο σημείο PQ της σφαίρας 

έχει εξίσωση την (25).
Αν η σφαίρα έχει εξίσωση της μορφής
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χ2+φ2+ζ2+Αχ+Βψ+Γζ+Δ =0 (26)

τότε η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου στο σημείο Pq x̂ 0'^0'z0* 
αυτής είναι

xXq-hM q+zZq* j (x+Xq)+ ^(Φ+Φφ)+ (̂.z+Zq)+A =0 (27)

και βρίσκεται εύκολα αν γράφουμε την (.26) στη μορφή (24) και εφαρ­

μόσουμε σ'αυτή την (25). Πραγματικά, η (26) γράφεται

, . Α» 2. ,, . Β, 2. , . Γ% 2 Α2+Β2+Γ2-4Δ(χ+ -) + (φ+ j) + (ζ+ -) = ----- j-----

οπότε η εξίσωση του εφαπτόμενου επιπέδου στο σημείο ρο^χΟ'^0'ζΟ̂  

αυτής είναι

(χ+ |) (χ0+ | ) + ( φ+ | ) ( φ0+ |)+(ζ+ §) cz0+ J)=
2 2 2 ΑΖ+ΒΖ+Γ -4Δ

4

και από αυτήν παίρνουμε μετά την εκτέλεση των πράξεων την (27).

Έστω Ρ1 (χ^,Φ1,ζ^) ένα σημείο εκτός της σφαίρας (24) και (π) 

ένα εψαπτόμενο επίπεδο αυτήςπόυ διέρχεται από το (χ^,ψ^,ζ^). Αν 

P0 (x0 ' V z0)eCvcu το επαφής της σφαίρας (24) και του επιπέ­
δου (π) τότε η εξίσωση του (π) θα είναι 

(χ-α) (Χφ-α) + (φ-β) (Φ0·-β)+(ζ-γ) (ζ0-γ) = R 2. Αλλά το σημείο 

Ρ^ίχ^,ψ^,ζ^) κείται στο (π), οπότε οι συντεταγμένες του θα επαλη­

θεύουν την εξίσωση του (π), δηλαδή θα έχουμε

(χ^-α) (χ0-α) + (Ψ1-β) (Ψ0-β)>(ζ^-γ) (ζ0-γ) =R2

Η ισότητα αυτή μας λέει ότι το σημείο επαφής ρο^χΟ'^0'ζΟ̂  κε τ̂οα 
στο επίπεδο

(x.j -α) (χ-α) + (φχ-β) (ψ-β).+ ( ζ̂  -γ) (ζ-γ) =R2 (28)

Δηλαδή τα σημεία επαφής των επιπέδων που διέρχονται από το Ρ^ και 
εφάπτονται της σφαίρας κείνται στο επίπεδο (.28). Για οποιοδήποτε 
σημείο Ρ.̂  (x,j ,Φ^, ζ^) του χώρου το επίπεδο C28) λέγεται πολικό
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επίπεδο του σημείου Pj ως ηρος την σφαίρα (24) , ενώ το σημείο Pj 

λέγεται πόλος του επιπέδου C28) ως προς την σφαίρα (24). Η από­

σταση του κέντρου Κ(α,β,γ) της σφαίρας από το πολικό επίπεδο (28)

Αν το σημείο ΡΑ κείται εκτός της σφαίρας τότε |ΚΡχ | >R, οπότε d<R 

και το πολικό επίπεδο του Ρα τέμνει την σφαίρα κατά περιφέρεια, 

αφού απέχει από το κέντρο της σφαίρας απόσταση μικρότερη από την 
ακτίνα. Αν | |  =Rr δηλαδή αν το Ρχ κείται στη σφαίρα, τότε d=R, 

οπότε το πολικό επίπεδο του Ρ^ είναι το εφαπτόμενο επίπεδο της 

σφαίρας στο σημείο Ρ^ αυτής. Τέλος αν το σημείο Ρ^ κείται μέσα 

στη σφαίρα, τότε | |  <R, οπότε d>R και το πολικό επίπεδο του ση­

μείου Ρ^ δεν τέμνει τη ocpaipa.
Αν το πολικό επίπεδο του σημείου Ρ^^ίχ^,φ^,ζ^) ως προς τη σφαίρα 

(24) διέρχεται από το σημείο Ρ2 (χ2'^2'ζτ) ' τ<̂ τε HaL το βολικό επί­
πεδο του σημείου Ρ2 διέρχεται από το Ρ^. Πραγματικά, το πολικό 
επίπεδο του Ρ̂  ̂ έχει εξίσωση
(χ-α) (χ^-α) + (φ-β) (ζ-γ) (ζ^-γ) =R2 και επειδή το Ρ2 κεί-

ται σ'αυτό, οι συντεταγμένες του Ρ2 θα επαληθεύουν την εξίσωση του. 
Δηλαδή θα έχουμε

Αλλά η σχέση αυτή μας λέει ότι το σημείο Ρ^ίχ^,φ^,ζ^) κείται στο

είναι

(χ2-α) (χ.,-α)+(Ψ2-8) ίΦ1~δ) + ίζ2-γ) (ζ1~γ)= R2

επίπεδο (χ2~α) (χ-α) + (Φ2-β1 (Ψ-01+(.ζ2~γ) (ζ-γ) = R2 που όπως ξέρουμε

είναι το πολικό επίπεδο του σημείου Ρ2· Προφανώς αν η σφαίρα δί­
νεται από την εξίσωση

2 2 2χ +φ +ζ +ΑΧ+ΒΦ+ΓΖ+Δ = 0
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τότε το πολικό επίπεδο του σημείου Ρ ^xeL εξίσωση

χ1χ+φ1φ+ζ1ζ+ |(χ1+χ)+ |(φχ+Φ)+ §(2ι+ε)^ = 0 (29)

7.9.Δύναμη σημείου ως nooc σφαίρα 

θεωρούμε σφαίρα με εξίσωση

χ2+φ2+ζ2+Αχ+Βψ+Γζ+Δ =0 (30)

και (χ̂  ,Φ1 ,ζ.|) τυχόν σημείο του χώρου. Ο αριθμός

λέγεται δύναμη του σημείου Ρ^ ως ποοε τη σφαίρα. Μπορούμε να δεί­

ξουμε, όπως στην περίπτωση της δύναμης σημείου ως προς κύκλο, ότι 

η δύναμη σημείου ως προς σφαίρα ισούται με το γινόμενο (Ρ^') (Ρ^Ρ*) , 

όπου Ρ ' και Ρ" είναι τα σημεία στα οποία τέμνει τη σφαίρα τυχούσα 

ευθεία που διέρχεται από το σημείο Ρ1 (άσκηση).

Ας πάρουμε τώρα δύο σφαίρες

χ2+Ψ2+22+Α1χ+Β1Ψ+Γ1ζ+Δ1 = 0 (31)

χ2+ψ2+ζ2+Α2Χ+Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2 = 0 (32)

και ας βρούμε το γεωμετρικό τόπο των σημείων του χώρου που έχουν 
την αυτή δύναμη ως προς τις δύο σφαίρες. Αν Ρ(χ,ψ,ζ) είναι τυχόν 

σημείο του γεωμετρικού τόπου, τότε η δύναμη του σημείου αυτού ως 

προς τις σφαίρες (31) και (.32). είναι αντίστοιχα

χ 2+Φ2+ζ2+Α1χ +Β1Ψ+Γ1ζ+Δ1

χ 2+Ψ2+ζ2+Α2χ+Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2

και
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Επειδή, πρέπει οι αριθμοί αυτοί να είναι ίσοι, έχουμε 

χ2+φ2+ζ2+Α1χ+Β1Φ+Γ1ζ+Δ1 « χ2+ψ2+ζ2+Α2χ+Β2Φ+Γ2ζ+Δ2 ή

(Α1-Α2)χ+(Β1-Β21φ+ίΓ1-Γ21ζ+0Δ1-Δ2) = 0 (33)

Ώστε ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του χώρου που έχουν την αυτή 

δύναμη ως προς τις δύο σφαίρες (31) και (32) είναι το επίπεδο (33) . 

Το επίπεδο αυτό λέγεται ριζικό επίπεδο των δύο σφαιρών.

Θεωρούμε τώρα και μία τρίτη σφαίρα με εξίσωση

χ2+ψ2+ζ2+Α3χ+Β3ι|Η-Γ3ζ+Δ3 = 0 (34)

Από τις τρείς σφαίρες (31). , (321 και (34) ορίζονται τρία ριζικά 

επίπεδα αν πάρουμε αυτές ανά δύο. Τα επίπεδα αυτά έχουν εξισώσεις

(α3 _Α2)X + (β1-β 2)Ψ + (Γ1-Γ2)Ζ + (Aj-A2) = 0

XCQ<1CM
< + (β2-β 3)ψ + (Γ2-Γ3)Ζ + ΙΑ2-Δ3> = 0 (35)

(Α3-Α1)χ + (β 3-β1)Φ + (Γ3-Γ1>Ζ + (δ 3-δ1) = 0

Είναι εύκολο να δούμε ότι ο βαθμός του πίνακα των συντελεστών των 

αγνώστων του συστήματος (35) και ο βαθμός του επηυξημένου πίνακα 
στη γενική περίπτωση είναι 2, οπότε το σύστημα (35) έχει άπειρες 

λύσεις, δηλαδή τα τρία ριζικά επίπεδα (35) διέρχονται από μία ευ­
θεία,που καλείται ριζικός άξονας των σφαιρών (31), (32) και (34). 
Προφανώς ο ριζικός άξονας των τριών σφαιρών περιέχει όλα τα σημεία 
του χώρου τα οποία έχουν την αυτή δύναμη ως προς τις τρείς σφαί­

ρες.
Τέλος αν δίδονται τέσσερες σφαίρες, τότε ορίζονται έξι ριζικά 

επίπεδα, όταν πάρουμε αυτές ανά δύο. Κίνα εύκολο να δούμε ότι στη 

γενική περίπτωση τα έξι ριζικά επίπεδα των σφαιρών διέρχονται από
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ένα σημείο που καλείται ριζικό κέντρο των τεσσάρων σφαιρών. Προ­

φανώς το ριζικό κέντρο τεσσάρων σφαιρών έχει την αυτή δύναμη και 

ως προς τις τέσσερες σφαίρες.

8.Ασκήσεις.
Ι.Να βρεθεί η εξίσωση, της περιφέρειας κύκλου που έχει κέντρο το 

σημείο Κ(2,2) και διέρχεται από το σημείο Α(4,5).

2. Να βρεθεί η περιφέρεια που έχει κέντρο το σημείο Κ(-1,1) και ε­

φάπτεται της ευθείας χ+2ψ-4=0.

3. Να βρεθεί η εξίσωση, της περιφέρειας της περιγεγραμμένης στο τρί­

γωνο με κορυφές τα σημεία AClfll , Β(.-1,1)_ , Γ(-1,-1) .

4. Να βρεθεί η εξίσωση της περιφέρειας της εγγεγραμμένης στο τρίγω­

νο του οποίου οι πλευρές έχουν εξισώσεις x+2=Q , ψ-4=0 , 

3χ-4ψ-14=0.

5. Τριγώνου ΑΒΓ οι πλευρές βρίσκονται στις ευθείες (α): χ-2=0 ,
(β): χ-2ψ-2=0 , (γ)s χ+5ψ-5=0. Να βρεθούν οι εξισώσεις της εγγεγραμ­

μένης και περιγεγραμμένης περιφέρειας. Επίσης να βρεθεί η εξίσωση 

της παραγγεγραμμένης περιφέρειας που αντιστοιχεί στην κορυφή Β.

6. Να βρεθεί η εξίσωση της περιφέρειας κύκλου που έχει κέντρο 0(0,0) 
και εφάπτεται της ευθείας (εΐ: χ+4ψ-8=0. Στη. συνέχεια να βρεθεί η 

εξίσωση της πολικής του σημείο Ρ(.4,01 ως προς τον κύκλο.

7.Να βρεθούν το κέντρο και η ακτίνα των κύκλων
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(α): χ2+φ2+4χ+4ψ+6 =0 

CB): 2χ2+2ψ2+8χ-4ψ-ΐ5 =0

8. Να Βρεθεί το μήκος της κοινής χορδής των κύκλων
χ2+φ2+3χ-4-1 Q =0 , χ2+ψ2-9χ+8φ+5 =0

9. Δίνεται η περιφέρεια χ2+φ2—8χ+13 —0. Να βρεθούν οι εξισώσεις 

των εφαπτομένων της περιφέρειας που άγονται από την αρχή των αξό­

νων.

10. Να βρεθούν οι κοινές εφαπτσμενες των περιφερειών

χ2+ψ2-6χ =0 ' , χ2*ψ2-6φ =0.

11. Να δειχθεί ότι η ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε οι περιφέρειες

χ2+φ2+Α1χ+Β1φΐ·Γ1 —0 , χ2+φ2+Α2χ+Β2Φ+Γ2 =0

να τέμνονται ορθογώνιος είναι ΑχΑ2+Β1Β2~2 Γ̂1+Γ2̂  =0.

12. Να βρεθεί η εξίσωση της περίφερείας που περνάει από το σημείο 

0(0,0) και από τα κοινά σημεία των περιφερειών
χ2+φ2-4χ-8φ+4 =0 , χ2+φ2-12χ-16φ-2 =0

13. Να βρεθεί το ριζικό κέντρο των περιφερειών
χ2+φ2-2χ-4φ-2 =0 , χ2+φ2-6χ+4 =0

χ2+φ2+8χ+2ψ+8 =0.

14. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των μέσων των χορδών του κύκλου 
2 2χ +φ -2αχ =0 που διέρχονται από την αρχή 0(0,0)·
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15. Να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του κύκλου που ορίζεται από 

τις εξισώσεις
χ2+ψ2+ζ2-6χ-8ψ-10ζ+41 =0 , χ+ψ+ζ-1 =0.

16. Να βρεθεί η εξίσωση της σφαίρας που περνά από το σημείο Β(3,5,|·) 

και εφάπτεται του επιπέδου χ+ψ+2ζ-3 =0 στο σημείο A (1r1 # αυτού.

17. Να βρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που περνά από τα σημεία
2 2 2Α(2,-1,6) , Β (1,0,5) και εφάπτεται της σφαίρας χ +ψ +ζ =6.

18. Να βρεθεί η εξίσωση της σφαίρας που εφάπτεται του επιπέδου 

3χ+2ψ+6ζ-1 =0 και περνά από την περιφέρεια κύκλου ο οποίος κείται 

στο επίπεδο χΟψ και έχει κέντρο το σημείο (5,4,0) και ακτίνα 

ρ=6.

19. Να βρεθούν οι εξισώσεις της περιφέρειας της περιγεγραμμένης περί 

το τρίγωνο Α(1,0,0), Β(0,2,0), Γ(0,0,3).

20. Να βρεθεί η εξίσωση της σφαίρας η οποία περνά από το σημείο

A (8,15,10) και κόβει το επίπεδο χΟφ κατά περιφέρεια κύκλου του οποίου 

κέντρο είναι η αρχή Ο και ακτίνα ρ=7.

21. Να βρεθεί η εξίσωση της σφαίρας η οποία εφάπτεται στα επίπεδα

χ+ψ+ζ-3 =0 , χ+ψ+ζ-9 —0 και το κέντρο της βρίσκεται στην ευ­

θεία 2χ-ψ =0 , 3χ-ζ =0.

22. Να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα της περιφέρειας κατά την οποία 

τέμνονται οι δύο σφαίρες
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Ο Ο Οχ2+φ2+ζ2_2φ-4ζ-40 =0 , χζ+ψ +ζ -4χ-2ψ-20 =0.

23. Να βρεθεί η εξίσωση της σφαίρας η οποία περνά από τη τομή των 

σφαιρών
χ2+ψ2+ζ2-χ+ψ-ζ-1 =0 , χ2+ψ2+ζ2-2χ-ψ+ζ-2 =0

και η οποία εφάπτεται της ευθείας
(ε): χ+ψ-ζ-1 =0 , χ-ψ-2ζ+1 =0.

24. Ενώνουμε το σταθερό σημείο Α(κ,μ) με τυχόν σημείο Μ της περιφέ­

ρειας (χ-α)2+(ψ-β)2=ρ2 . Αν το σημείο Ρ διαιρεί το ευθύγραμμο τμήμα 

AM σε σταθερό λόγο λ, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του Ρ, όταν το 

Μ διαγράφει την δοθείσα περιφέρεια.

25. Δίνεται κύκλος και δύο διάμετροι Α'Α και Β'Β κάθετοι μεταξύ τους. 

Μία ευθεία που διέρχεται από το σημείο Β τέμνει την περιφέρεια στο 

Γ και την ευθεία ΑΑ' στο Δ. Έστω Μ το σημείο τομής της εφαπτομένης 

του κύκλου στο σημείο Γ και της καθέτου επί την ΑΑ/ στο Δ. Να βρεθεί 

ο γεωμετρικός τόπος του M r όταν το Γ διαγράφει την περιφέρεια.

26. Να βρεθεί η εξίσωση περιφέρειας η οποία τέμνει ορθογώνια την πε-
2 2ριφέρεια χ +ψ -2χ+5φ-5=0 , δ^ρχεται από το σημείο (6,1) και έχει 

το κέντρο της στην ευθεία 9χ+4ψ-47=0.

9 2 227. Ένα σημείο Α κινείται πάνω στην περιφέρεια χ +ψ =α και είναι

το κέντρο δύο περιφερειών (Γ) και (Τ') που έχουν ακτίνες R και 2R
αντίστοιχα. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των κοινών σημείων της

2 2 2περιφέρειας (Γ') και του ριζικού άξονα των περιφερειών χ +Ψ =α 

και (Γ).



9.Καμπύλες δευτέρου βαθμού στο επίπεδο (κωνικές τομές)

9.1,»Γενική εξίσωση δευτέρου βαθμού.
Κάθε καμπύλη του επιπέδου της οποίας η εξίσωση είναι της γενι­

κής μορφής
Αχ2+2Βχψ+Γψ2+2Δχ+2Εψ+Ζ =0 U)

λέγεται καμπύλη δευτέρου βαθμού. Για παράδειγμα η περιφέρεια κύκλου 

είναι μια καμπύλη δευτέρου βαθμού. Άλλες καμπύλες δευτέρου βαθμού 

είναι η έλλειψη, η υπερβολή και η παραβολή τις οποίες και θα μελε­

τήσουμε παρακάτω. Επίσης όταν η (.1) γράφεται ως γινόμενο δύο πρωτο­

βαθμίων παραγόντων ως προς χ και ψ παριστάνει ένα σύστηνα δύο 

ευθειών. Επειδή οι καμπύλες αυτές μπορούν να προκύψουν ως τομές 

ενός ορθού κυκλικού κώνου και ενός επιπέδου, γιαυτό λέγονται και 

κωνικές τομές. Όπως θα δούμε αργότερα οι καμπύλες αυτές, δηλαδή 

η περιφέρεια κύκλου, η έλλειψη, η υπερβολή, η παραβολή και τέλος 

το σύστημα δύο ευθειών εξαντλούν όλες τις περιπτώσεις που μπορεί 

να παριστάνει η εξίσωση Cl).. Γιαυτό στο εξής κάθε καμπύλη που έχει 

εξίωσση της μορφής (1) θα λέγεται κωνική τομή. Στη συνέχεια θα μελε 

τήσουμε ξεχωριστά την κάθε μια από τις καμπύλες έλλειψη, υπερβολή, 

παραβολή και έπειτα θα δούμε τι συνθήκες πρέπει να πληρούν οι συν­

τελεστές της εξισώσεως (D ώστε να παριστάνει μια από τις καμπύλες 

αυτές.

9.2.Έλλειψη

*Ελλειψη είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου 

των οποίων οι αποστάσεις από δύο σταθερά σημεία Ε και Ε' έχουν 

άθροισμα ίσο με 2α. Τα σημεία Ε και Ε' καλούνται εστίες της ελ- 

λείψεως και η απόστασή των \ΕΕ> \ =2γ καλείται εστιακή απόσταση. 

Αν Ρ είναι τυχόν σημείο της ελλείψεως έχουμε
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|E*P|+|EP| =2α C2)

Για να βρούμε την εξίσωση της ελλείφεως, θεωρούμε ένα ορθοκανονικό 

σύστημα συντεταγμένων Οχψ έτσι ώστε η αρχή Ο να βρίσκεται στο μέ­

σο του ευθυγράμμου τμήματος Ε #Ε και τα σημεία Ε ' και Ε να κείνται 

στον άξονα Οχ. Τότε τα σημεία Ε'και Ε έχουν συντεταγμένες (-γ,Ο) 

και (γ,Ο), αντίστοιχα, ενώ αν Ρ(χ,ψ) είναι τυχόν σημείο της ελλεί- 

ψεως η σχέση (2) γράφεται

\/(χ+γ)^+ψ“+ V (χ-γ) 1 2+ψ2 =2α ή * (χ+γ) 2+ψ2 =2α - ΐ/(χ-γ) 2+ψ2

ή (χ+γ)2+ψ2=4α2-4α Γ(χ-γ)2+ψ2 *(χ-γ)2+Ψ2 ή

1 / ( Χ - Υ ) 2 + Φ 2  = α - Ι Χα
2 ,2

, —  + ----  =1Λ ~  + 2 2α α -Υ
2 2 2 2 2 Αλλά α > γ , οπότε α -γ >0 και αν θέσουμε α -γ =β έχουμε

2 .2
%  + %  - 1 (3)
οΤ

Αντίστροφα, αν οι συντεταγμένες ενός σημείου Ρ(χ,φ) πληρούν την (3), 

τότε το Ρ κείται στην έλλειψη που έχει εστίες τα σημεία Ε'(-γ,Ο),

Ε (γ,Ο) και γ= 1 / ο Λ ^  . Αυτό προκύπτει εύκολα αν ακολουθήσει κα­

νείς αντίστροφη πορεία στις παραπάνω εξισώσεις και διαλέξει το ο^- 
θό πρόσημο στην εξαγωγή τετραγωνικής ρίζας,οπότε καταλήγει στην (2). 

Ώστε η εξίσωση της ελλείφεως είναι η (3) .
Ας εξετάσουμε ορισμένες ιδιότητες της ελλείφεως οι οποίες προκύπτουν 

από την εξίσωση αυτής (3) . Αν θέσουμε στην (3) φ=0 βρίσκουμε
χ=±α, δηλαδή τα σημεία στα οποία η έλλειψη τέμνει τον άξονα Οχ 
είναι τα Α(α,0) , Α'(-α,Ο). Επίσης αν θέσουμε στην C31 χ=0 παίρνου­
με ψ=ίβ, δηλαδή η έλλειψη τέμνει τον άξονα Οψ στα σημεία Β(Ο,β)
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και Β'(0,-β). Τα σημεία Α,Α',Β και Β'λέγονται κορυφές της ελλείφεως.

Παρατηρούμε ότι, όταν το σημείο Ρ(χ,ψ) είναι σημείο της ελλείφεως,

τότε τα σημεία Ρ^-χ,ψ) , Ρ2 (χ,-ψ) και Ρ^ί-χ,-φ) είναι επίσης σημεία

της ελλείφεως, γιατί οι συντεταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσωση

αυτής. Έτσι βλέπουμε ότι η έλλειφη είναι συμμετρική ως προς τον

άξονα Οχ και τον άξονα Οφ, άρα και ως προς το σημείο Ο (Σχ.1). Η
.2 2 χ2

εξίσωση (3) γράφεται = 1- —=■ και επομένως 1- —y 210 ή
β2 α2 α

-α<χ<α. Ομοίως βρίσκουμε -β<ψ£β. Δηλαδή, η έλλειφη περιέχεται μέσαSSS SES —

σ'ένα ορθογώνιο με εξισώσεις πλευρών χ=ία και φ=ίβ.
Το ευθύγραμμο τμήμα Α'Α λέγεται μεγάλος άξονας της ελλείφεως, ενώ 
το ευθύγραμμο τμήμα Β'Β μικρός άξονας. Επίσης το σημείο συμμετρίας 

0 λέγεται κέντρο της ελλείφεως. Αν οι εστίες της ελλείφεως βρίσκο­

νται πάνω στον άξονα Οψ, τότε η εξίσωση αυτής θα είναι

,2 2
5L + %  =α (4)
α β2

όπου τα α,β έχουν τπν ίδια σημασία όπως και στην εξίσωση (3).

9.3.Εφαπτομένη ελλείφεως. Πόλοι και πολικές.



θεωρούμε την έλλειψη

"2 + Γ2 =1 Wα β
και ας είναι. Ρ0 (χ0,Ψ0) ένα σημείο αυτής, θα ζητήσουμε να βρούμε την 

εξίσωση της ε<ραπτομένης τηε ελλείψεως στο σημείο Pg(Xq ,ψφ) αυτής. 
Δηλαδή θέλουμε να βρούμε την ευθεία που διέρχεται από το σημείο 

Ρ0 (χ0,Ψ0) και δεν έχει άλλο σημείο κοινό με την έλλειψη εκτός από το 

pQ. Γνωρίζουμε ότι κάθε ευθεία που διέρχεται από το Ρ0 (χ 0 »Ψ0) έχει 

εξίσωση της μορφής

ψ-ψη = λ(χ-χη) (6 )

Επειδή θέλουμε η  (6) να είναι εφαπτομένη τηε ελλείψεως πρέπει το 

σύστημα· των εξισώσεων (5) και (6) να έχει μια μόνο λύση την (Xq ,4*q ) 

Θέτουμε την τιμή του ψ από την (6) στην (5) οπότε παίρνουμε

2 ψ2+λ2 (x-xQ)2+2λψη (χ-χη)
=ι (7)

β'

Αλλά το σημείο Ρ0 (χ0,Ψ0) κείται στην έλλειψη και επομένως οι συντε­

ταγμένες του θα επαληθεύουν την εξίσωση τηε (5),δηλαδή
χ2 Ψ2ίο + ίο =1
αΤ βζ

(8)

Έτσι αν αντικαταστήσουμε το ψ^ στην (7) από την (8) θα έχουμε

2L + _2 + 1 2 α α

X2 λ2 lx-x0)+2λψ0 (Χ-Χ0)
=1

β'

Χ2-Χ2 λ2 Cx—Χη) 2+2λψΛ (Χ”Χ(\).

(χ-χ0)
χ+χ
α

β'

0 λ (x-xQ)+2λψ0 

+ ?

=0

] = '
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Πρέπείΐ π. δευτεροβάθμια αυτή εξίσωση να έχει διπλή ρίζα ως προς χ · 

Επειδή η μια ρίζα της είναι x=xQ πρέπει και η εντός της αγκύλης 

παράσταση να μηδενίζεται για x=xQ . Έτσι έχουμε

2χ,

α

2λψ(

Ύ Μ) λ® -
β2χ(

α2φ,

Την τιμή αυτή του λ θέτουμε στην (61 οπότε έχουμε την εξίσωση της 

εφαπτομένης που ζητάμε

ψ-ψ = -
β2χ(

α2ψ.
(χ-χα).

Χ0Χ φοφ ίο . 0̂
2 + „2 = ° + °β α β'

και αν λάβουμε υπ'όψη μας την (81 παίρνουμε τελικά

Χ0Χ χ Φ0Φ 
2 ft2α ρ

«1 (9)

Ώστε η C91 είναι η εξίσωση της εφαπτομένης της ελλείψεως στο σημείο

ρο ίχα'ψο1 αυτ*ε·
Έστω τώρα ότι θέλουμε να βρούμε τις εφαπτόμενες της ελλείψεως 

(41 που άγονται από ένα σημείο Ρ^ίχ^,Ψ^) το οποίο κείται εκτός της 

ελλείψεως· Αν P^Pq ε ν̂οα Via εφαπτομένη της ελλείψεως που άγεται 

από το Ρ1 και εφάπτεται στο σημείο Pq (x q ^ 0̂  τηε ελλε^Φεως' τύτε 
η εξίσωση της εφαπτομένης αυτής, θα είναι

χ-ο ΨΦο 
α2 62

Αλλά η εφαπτομένη αυτή διέρχεται από το σημείο Ρ1 και οι συντεταγ­

μένες του πρέπει να την επαληθεύουν, δηλαδή

Χ1Χ0 , Φ1Φ0 1

α &

.·1
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Παρατηρούμε ότι το σημείο επαφής Pq ^Xq ^ q ) κείται στην ευθεία με 

εξίσωση

=1 (101

Ώστε τα σημεία επαφής των ετραπτομένων που άγονται από το σημείο 

Ρ^χ^,ψ^) κείνται στην ευθεία (10). Τα σημεία αυτά προσδιορίζονται 

από τις λύσεις του συστήματος των εξισώσεων (5) και (10) και στη 

συνέχεια μπορούν να βρεθούν οι εφαπτόμενες που άγονται από το Ρ^. 

Αν Ρ^ίχ^,ιΐ^) είναι τυχόν σημείο " υ  επιπέδου, η ευθεία που έχει 

εξίσωση την (10) λέγεται πολική του σημείου Ρ̂  ̂ ως προς την έλλειψη 

(4) και το σημείο Ρ^ λέγεται πόλος της ευθείας αυτής. Προφανώς αν 

το σημείο Ρ^ κείται στην έλλειψη, τότε η πολική του ταυτίζεται με 

την εφαπτομένη της στο σημείο αυτό, ενώ αν το σημείο Ρ^ κείται 

εκτός της ελλείψεως η πολική του τέμνει την έλλειψη στα σημεία 

επαφής των εφαπτομένων που άγονται από το Ρ^ προς την έλλειψη. Τέ­

λος, αν το σημείο Ρ̂  ̂κείται εντός της ελλείψεως, η πολική του δεν 

έχει κανένα κοινό σημείο με την έλλειψη. Όπως και στην περίπτωση 

του κύκλου μπορούμε κι εδώ να δείξουμε ότι αν η πολική του σημείου

Ρ^ίχ^,ψ^ διέρχεται από το σημείο ^2^Χ2'^2^ τ^τε κοα η κολική του 
Ρ^ θα διέρχεται από το Ρ^. Πραγματικά επειδή το Ρ2 κείται στην 
πολική του Ρ.̂ οι συντεταγμένες του (χ2'^2^ θα. επαληθεύουν την (10), 
δηλαδή

Χ2Χ1 . ψ2ψ1 . 
α2 β2

Αλλά η σχέση αυτή μας λέει ότι το σημείο Ρ1 (χ1,Ψ11 κείται±στην 

ευθεία
χ0χ ψ-ψ

— =- + — 4- =ι
α Ρ*

που είναι η πολική του Ρ2^2'^2^
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9 .4 .Εκχεντρότητα και διευθετούσες της ελλείφεως.
Εκχεντρότητα της ελλείφεως καλείται ο αριθμός ε * *  , δηλαδή 

ο λόγος του μισού της εστιακής αποστάσεως προς το μισό μήκος του 

μεγάλου άξονα αυτής. Προφανώς είναι πάντοτε ε<1.
Οι πολικές των εστιών της ελλείφεως λέγονται διευθετούσες αυτής. 
Δηλαδή οι διευθετούσες είναι ot ευθείες

id): x _ < £ = 0  , Cd'): x+ i£ - 0

IT ευθεία Cdl είναι πολική της εστίας Ε(γ,0) και η Μ') πολική της 

εστίας Ε ' C-γ,0)..
Θεωρούμε τώρα τυχόν σημείο της ελλείφεως

U)

Σχ · 2

και υπολογίζουμε τα μήκη Ι Ρ ^ ' Μ * ! ® !  *αθώε επίση£ κοα TL£ αποστά 
σεις r,r' του σημείου Pj από τις διευθετούσες (d) και (ά') (Σχ.2)

'Εχουμε | Ρ ^  |2=ίχ.,+γ}2+Ψ2 ' ΐ Ρ ^ - ί χ ^ γ ) 2··^ οπότε

|ΡχΕ Ί 2- 1PjE12=4γχ1. Αλλά |ΡχΕ '| + 1Ρ^Ε| =2α, οποτε

(.IPjE'I  + Ip^e I 1 d P j E ' l - l P ^ E l  )=4γχ1 ή Ιρ ι Ε ' Η ρι Ε Ι= χ ι ·

Έτσι έχουμε τελϋχά

ΙρΙΕ7|=α+ αχ1= α (? 2+χ1> = ε ( ^ - + χ 1) >0
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Επίσης

IΡΧΕ|=α - ̂
2

= *(S-α Υ

1 X -Α II (0 -χ1) > 0

2 2 2 2
r'= I V  V I = Χ1 + -ι

ρ II

1*1- τ '= Τ  - 1 ·

Παρατηρούμε λοιπόν ότι
IPjB'I _ lflfl = ε δηλαδή ο λόγος των
r' r

αποστάσεων τυχόντος σημείου της ελλειψεως από την εστία Ε (αντί­

στοιχα Ε') και από τη διεύθυνση (d) (αντίστοιχα (d')) είναι στα­

θερός και ίσος με την εκκεντρότητα της ελλειψεως. Η ιδιότητα αυτή 

λαμβάνεται πολλές <ρορές και ως ορισμός της ελλείψεως.

9.5.Υπερβολή
Υπερβολή καλείται ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επίπεδου 

των οποίων η απόλυτη τιμή της διαφοράς των αποστάσεων από δύο στα­

θερά σημεία Ε και Ε' είναι σταθερή ίση με 2α. Τα Ε και Ε # λέγονται 

εστίες της υπερβολής. Αν Ρ(χ,ψ) είναι τυχόν σημείο της υπερβολής 

και θέσουμε |ΕΕ^|=2γ# τότε σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων 

όπου ο άξονας Οχ συμπίπτει με την ευθεία Ε'Ε και ο άξονας Οψ είναι 

η μεσοκάθετος στο ευθύγραμμο τμήμα Ε'Ε έχουμε | |Ε'Ρ| — |ΕΡ | |=2α.

Τα σημεία Ε και Ε'έχουν συντεταγμένες Ε(γ,0) /Ε /(-γ,0) οπότε η πα­

ραπάνω σχέση γράφεται

|\/(χ+γ)2+ψ2 ·- \/(χ-γ)^+ψ^| =2α ή

ν(χ+γ)2+ψ^ - \/(χ-γ)^+ψ^ = ί2α ή

\/(χ+γ)2+φ2 = V(x ~y )2+φ2 ±2α ή

(χ+γ)2+ψ2 = (χ-γ)2+ψ2+4α2±4α Ι/(χ-γ)2+ψ2 ή
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t V(x-y\2+ΦΖ = “ α ^

2
χ2+γ2-2γχ+ψ^ β + Λ^-2γχ ή

χ2
2α Ύ2 =1

2 2 2Αλλά τώρα έχουμε y>a, οπότε μπορούμε να θέσουμε γ -α =β και η 

παραπάνω σχέση γίνεται

Η (11) είναι η εξίσωση της  υπερβολής. Παρατηρούμε ότι, όταν το ση- 

μεCo Ρ(χ,ψ) είναι σημείο της υπερβολής/ τότε χαι τα σημεία Ρ^(—Χ/ψ) , 

Ρ2 (Χ/-Ψ1 και Ρ3 C-oCr-Φ) είναι επίσης σημεία της υπερβολής/ γιατί 
οι συντεταγμένες τους επαληθεύουν την εξίσωση αυτής. Έτσι βλέπουμε 

(ΣΧ.3) ότι η υπερβολή έχει το 0 ως κέντρο συμμετρίας και τους

άξονες Οχ / Οψ ως άξονες συμμετρίας. Αν θέσουμε στην εξίσωση (11) 

ψ=0 βρίσκουμε χ=±α. Δηλαδή η υπερβολή τέμνει τον άξονα Οχ στα · 
σημεία Α(ά/0) και A'C-a/QI. Το ευθύγραμμο τμήμα Α Ά  λέγεται άξο­

νας της υπερβολής. Επίσης μπορούμε να ορίσουμε τα σημεία Β(0/β)
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και Β(0,-β). Τα σημεία αυτά δεν κείνται επί της υπερβολής και το 

ευθύγραμμο τμήμα ΒΒ' λέγεται συζυγής άξονας της υπερβολής. Αν θέ­

σουμε στην εξίσωση (11) της υπερβολής χ=0, βρίσκουμε φανταστικές

τιμές για το ψ. Ώστε η υπερβολή δεν τέμνει τον άξονα Οψ. Από την
2 ,2 2 2 2 

εξίσωση (11) έχουμε ^  = 1 + ^  ^ ~~2 = 1 οπότε χ ^ α  ή
α2 βΖ α

|χ| >̂ α. Από τη σχέση αυτή παρατηρούμε ότι ένα σημείο της υπερβολής 

κείται η δεξιώτερα της ευθείας χ=α, ή αριστερώτερα της ευθείας 

χ=-α. Δηλαδήr μεταξύ των ευθειών χ=α και χ=-α δεν υπάρχουν σημεία 

της υπερβολής. Αν πάρουμε τις εστίες της υπερβολής να κείνται στον 

άξονα Οψ, τότε εργαζόμενοι όπως και παραπάνω βρίσκουμε

ως εξίσωση της υπερβολής την , 2 2
-  ! ϊ  - 1 1121α β

όπου τα α,β έχουν την ίδια σημασία όπως και στην εξίσωση (11) 

(Σχ.4).
Θεωρούμε τώρα την υπερβολή με εξίσωση

4 - 4 =-1 (δηλαδή 4 " 4 =1>
α β2 β α2

(131



Σχ.5

Παρατηρούμε ότι ο άξονας της υπερβολής (13) είναι συζυγής άξονας 

της υπερβολής (11). και ο συζυγής άξονας της (13) είναι άξονας της 

(.11). . Δύο τέτοιες υπερβολές, όπως η (11) και (13) λέγονται συζυ­

γείς υπερβολές (Σχ.5). Αν σε μια υπερβολή είναι α=β, τότε αυτή λέγε­

ται ισοσκελής.

&.6.Εφαπτομένη υπερβολής* Πόλοι και πολικές, 

θεωρούμε την υπερβολή

£  a d

α2 " 32
=1 (14)

και Ρ0 (χ0,Ψ0) ένα σημείο αυτής. Για να βρούμε την εξίσωση της 

εφαπτομένης της υπερβολής στο σημείο PQ αυτής, θεωρούμε τυχούσα

ευθεία που διέρχεται από το PQ. Η εξίσωση της ευθείας αυτής θα ει

ναι
ψ-ψ0 = λ(χ-χ0) (15)
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θέλουμε να προσδιορίσουμε κατάλληλα το λ ώστε η ευθεία 115) να 

είναι εφαπτομένη της υπερβολής, δηλαδή να έχει κοινό σημείο με την

υπερβολή μόνο το p0 (x0'^0** Αν την τιμι  ̂ του ^ από την *15* θέσου“ 
με στην (14) έχουμε

2..2,___ χ 2χ2 »5+λζ (χ-χ0) ^ 2 λ Φ 0 (χ-χ0) ^

α β'

2 .2 χΛ Φ,
Αν λάβουμε υπόφη μας ότι —^ " ~  γιατί το κείται στην υπερ-

α ρ~
βολή, η παραπάνω σχέση γίνεται

χ2-χ 2 λ2(χ-χ0)2+2λψ0(χ-χ0)
=0

α β'

(X-Xq)
x+xQ λ ζ (x-xQ)+2λφ0
α β'

=0

Πρέπει η δευτεροβάθμια αυτή εξίσωση να έχει διπλή ρίζα ως προς χ . 

Επειδή η μια ρίζα της είναι x=xQ πρέπει και η εντός της αγκύλης 

παράσταση να μηδενίζεται για x =Xq . Έτσι έχουμε

2χ,
α

2λφ(
Ύ =0 ή λ=

0 %

α2φ,

Αν θέσουμε την τιμή αυτή του λ στην (15) θα έχουμε την εΕίσωση 

της εφαπτομένης

02χ
ψ-Ψ0= 2, tx-Xg) ή 2

χ0χ Φ0Φ χ2 Ψο
α φΌ  α β α β

και επειδή το κείτοα στπν υπερβολή έχουμε

χ 0χ
α

ΦοΦ
02

=1 αβι
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Ώστε η εφαπτομένη της υπερβολής στο σημείο pg(xo'^o^ αυτι ς̂

εξίσωση την (16)..
Έστω τώρα ότι θέλουμε να βρούμε τις εφαπτόμενες της υπερβολής 

που άγονται από ένα σημείο Ρ^ίχ^,Φ^)# το οποίο κείται εκτός αυτής. 

Αν ΡχΡ0 ε^ναι uia εφαπτομένη της υπερβολής που άγεται από το σημείο 

Ρ1 και εφάπτεται στο σημείο Pg^x0'^0  ̂ τΠ£ υπερβολής# τότε η εξίσω­

ση της ^α είναι

χ 0χ Φ0Φ =1
α β*

Το σημείο Ρχ κείται σ'αυτή.# οπότε οι συντεταγμένες του θα την επα­

ληθεύουν# δηλαδή
Χ0Χ1 ψ0φ1 =1
α βΑ

Παρατηρούμε ότι το σημείο επαφής Ρ0 (χ0#Φφ) κε^ται σχην ευθεία

χχ ΦΦ
ί - (17)

α β'
Ώστε τα σημεία επαφής των εφαπτομένων της υπερβολής που άγονται 

από το σημείο Ρ̂  ̂ κείνται στην ευθεία (17) και τα σημεία αυτά μπο­

ρούν να προκύψουν από τις λύσεις του συστήματος των εξισώσεων (14)

και (17). Όταν το σημείο Ρ1 (χ^/Φ1) είναι τυχόν σημείο του επιπέ­
δου η ευθεία (17) λέγεται πολική του σημείου Ρ^ ως προς την υπερ­

βολή ενώ το σημείο Ρ^ πόλος της ευθείας (17). Όπως και στην πε­

ρίπτωση της ελλείφεως έτσι κι εδώ μπορούμε να δείξουμε ότι αν ένα 

σημείο Ρ2 κείται στην πολική του Ρ^, τότε και το Ρ^ κείται στην 

πολική του Ρ2·

9.7«5κκεντρότητα και διευθετούσες της υπερβολής.
Εκκεντρότητα της υπερβολής καλείται ο αριθμός ε= ^ >δηλαδή ο 

λόγος του μισού της αποστάσεως των εστιών |ΕΈ|=2γ προς το μισό
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μήκος του μεγάλου άξονα |ΑΆ|=2α αυτής. Ε6ω έχουμε πάντοτε ε>1. 

Οι πολικές των εστιών Ε(γ,Ο) και Ε'(-γ,Ο) της υπερβολής λέγονται 

61ευθετούσεc αυτής. Δηλαδή οι διευθετούσες είναι οι ευθείες
2 2 

(d): X- =0 , (d'): x+ γ  =0

Η ευθεία (d) είναι η πολική της εστίας Ε(γ,0) και η (d ) πολική 

της Ε'(-γ,Ο) (Σχ.6).
Θεωρούμε τώρα τυχόν σημείο Ρ^(χ^,ψ^) της υπερβολής και υπολο­

γίζουμε τα μήκη Ιρ^Ε7! και |Ρ^Ι| καθώς επίσης και τις αποστάσεις 
r,r'του σημείο Pj από τις διευθετούσες (d) και (d') αντίστοιχα. 

Έχουμε |PXE'| 2=(χ1+γ) 2+ψ* , |Ρ^1| 2=lx1~y) 2+φ\ οπότε

'Από τη σχέση αυτή και την

παίρνουμε τελικά |PjE' |-|^ x-j+a| και |Ρ^\-\J · Επίσης

έχουμε για τις αποστάσεις r και Γ'του σημείου Ρ^ από τις διευθε 

τούσες (d) και (d')
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α
Υ

Από τις σχέσεις αυτές παίρνουμε τελικά

Δηλαδή ο λόγος των αποστάσεων τυχόντος σημείου της υπερβολής από 

την εστία Ε(αντίστοιχα Ε') και από τη διευθετούσα (ά) (αντίστοιχα 

(<5Γ)) είναι σταθερός και ίσος με την εκκεντρότητα της υπερβολής* 

Πολλές φορές η ιδιότητα αυτή λαμβάνεται και ως ορισμός της υπερ­

βολής.

9.8.Ασύμπτωτες της υπερβολής.
Θεωρούμε την υπερβολή με εξίσωση

και γράφουμε αυτή στη μορφή

Παρατηρούμε ότι,όταν η τετμημένη x παίρνει απολύτως μεγάλες τιμές, 

τότε και η τεταγμένη ψ παίρνει απολύτως μεγάλες τιμές. Δηλαδή 

η υπερβολή έχει κλάδους που τείνουν στο άπειρο. Λαμβάνουμε τώρα 

το πρώτο μέλος της εξισώσεως της υπερβολής και θέτουμε αυτό ίσο 

με μηδέν. Έχουμε

ψ= ί ! Vx2-a2
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οτχότε
£ + f =0 , 2 - | =0 118)α β α β

ά λλο ς κλά δος τη ς  υπερβολής lie  χ<0 , ψ<0 π λ η σ ιά ζ ε ι  α συμπ τω τικά
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την ίδια ευθεία. Το αυτό μπορούμε να πούμε και για την ευθεία

5 + 4  -ο. Ώστε οι ευθείες ue εξισώσεις τις (18) είναι ασύμπτωτες α β

της υπερβολής.

I
9.9.ΕΕίσωση της υπερβολής ως προς τις ασύμπτωτες αυτής* 

Θέλουμε να βρούμε την έκφραση που παίρνει η εξίσωση της υπερ­

βολής αν θεωρήσουμε ως άξονες συντεταγμένων τις ασύμπτωτες αυτής. 

Λαμβάνουμε ως νέο άξονα Οχ'την ευθεία ^ + β KCLL ωε ν^° ^ ονα 
Οψ' την ευθεία j ^ =0 (Σχ.8). Ένα διάνυσμα παράλληλο προς τον 

άξονα Οχ' είναι το (α,-β) οπότε το μοναδιαίο διάνυσμα Xq έχει 

συντεταγμένες χί (· ■ ) . Επίσης ένα διάνυσμα

Σχ.8

παράλληλο προς τον άξονα Οψ' είναι το (α,3) και το μοναδιαίο διά- ^

νυσμα ψΐ έχει συντεταγμένες Ip. ( -■ α , — ) . Συνεπώς οι j

i

■ ιr
iιτ

ϊτ
*

· · 
■ n

rr
ί.M

id
ri

ff
ι Τ

ι .
 it

ίι
><

'T
hH

tff
f
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τύποι αλλαγής του συστήματος συντεταγμένων είναι 

α αχ =
ι4 2+β2

χ'+
142

φ '
+&4

φ = - — -β ■ ■ χ'+ ■■■ φ'

Αν θέσουμε τις τιμές αυτές των χ,ψ 

υπερβολής θα λάχουμε

στην εξίσωση της

(χ'+Φ')2 _ (-χ'+φ')2 =1 2 2

α2+β2 α2+β2

2 2 2και επειδή γ =α +3

χ 'Φ' = -*£■

έχουμε τελικά

(19)

'Ωστε η εξίσωση της υπερβολής err σύστημα, συντεταγμένων τις ασύμ­

πτωτες αυτής είναι η (19).

9.10.Παραβολή.

Παραβολή είναι ο γεωμετρικ<^ τόπος των.σημείων του επιπέδου, 

τα οποία απέχουν εξίσου από ένα σταθερό σημείο και μια σταθερή 
ευθεία. Το σταθερό σημείο Ε λέγεται εστία και η ευθεία (d) διευ­

θετούσα της παραβολής. Για να βρούμε την εξίσωση της παραβολής 
θεωρούμε ένα ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οχφ έτσι ώστε η 

κάθετος ΕΑ που άγεται από την εστία Ε προς τη διευθετούσα να απο 
τελεί τον άξονα Οχ με αρχή Ο το μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΕΑ 
Άξονας Οφ είναι τώρα η μεσοκάθετος στο ευθύγραμμο τμήμα ΕΑ.
Αν ρ είναι η απόσταση της εστίας Ε από τη διευθετούσα (d), τότε
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ot συντεταγμένες της εστίας είναι Ε(| ,0) και η εξίσωση τηε δ^υ- 

θετούσας χ + § =0. Έστω Ρ(χ,Ψ) τυχόν σημείο της παραβολής (Σχ·9) 

Από τον ορισμό έχουμε |ΕΡ|=|ΡΚ|. Αρα

|/(χ- |ΐ2+φ2 = |χ+ | I ή (χ- |) 2+Φ2 = (Χ+ ψ 2 

και τελικά
ψ2 = 2ρχ (20)

Ώστε η (20) είναι η εξίσω ση  της παραβολής· Από την εξίσωση της 
φαίνεται αμέσως ότι η παραβολή έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα Οχ, 
γιατί αν θέσουμε όπου ψ το -ψ η (20) μένει αμετάβλητη. Παρατηρούμε 
επίσης ότι η παραβολή, δεν έχει κεύτρο συμμετρίας και διέρχεται 

από το σημείο 0(0,0), το οποίο λέγεται κορυφή της παραβολής.

Από την εξίσωση (20) φαίνεται επίσης ότι έχουμε πάντοτε χ>0 και 

συνεπώς η παραβολή κείται δεξιά του άξονα Οψ (Σχ.9). Είναι εύκολο
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Εχ.11

να δούμε ότι αν λάβουμε την εστία 
Ε στον αρνητικό ημιάξονα Οχ', τό­

τε η εξίσωση της παραβολής γίνεται 

φ =-2ρχ, οπότε η παραβολή κείται 

αριστερά του άξονα Οφ (Σχ.10). Αν 

θεωρήσουμε την εστία Ε πάνω στον 
άξονα Οφ και την διευθετούσα (d) 

παράλληλη προς τον άξονα Οχ θα 
έχουμε για εξίσωση της παραβολής 

την χ2=2ρψ (Σχ.11) , ή την χ2=-2ρψ 

(Σχ.ΐ2).

9,11:Εφαπτομένη παραβολήc.Πόλοι και πολικές.

Θεωρούμε την παραβολή

φ^ = 2ρχ (21)

και θέλουμε να βρούμε την εξίσωση. τη& εφαπτομένης στο τυχόν σημείο
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Ρ0^*0'^0* αυτ1^· Γνωρίζουμε ότι κάθε ευθεία που διέρχεται από το 

σημείο Pq CXq ^ q ) έχει εξίσωση της μορφής

ψ-ψ0 = λ(χ-χ0) {22)

Για να είναι η C22) εφαπτομένη της παραβολής πρέπει το λ να έχει 

τέτοια τιμή ώστε το σύστημα των εξισώσεων (21) και (22) να έχει 

μια διπλή λύση. Θέτουμε την τιμή του Ψ από την (22) στην (21), οπό 

τε έχουμε μια δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς x

[ψ0+λ(χ-χ0)]2 = 2ρχ A

^2+λ2 (χ-χ0)2+2λΨ0 (χ-χ0)-2ρχ =0
2Αλλά το σημείο PQ (xQ,Φ0) είναι σημείο της παραβολής,'οπότε Ψ0=2ρχ0 

και η παραπάνω εξίσωση γίνεται

2ρχ0+λ2 (χ-χ0)2+2λψ0 (χ-χ0)-2ρχ =0 ή

(x-xQ)[λ2 (χ-χο)+2λψο-2ί0 =0

Για να έχει η εξίσωση αυτή διπλή ρίζα πρέπει η εντός της αγκύλης

παράσταση να επαληθεύεται για x=ocQ. Συνεπώς έχουμε
2λψΛ-2ρ =0 ή λ= . Αν την τιμή του λ θέσουμε τώρα στην εξίσω- υ Ψ0
ση (221 θα έχουμε

Ψ-Ψ0 = ή Ψοψ"ψΟ = ΡίΧ-Χο5*
2Αλλά ψ0=2ρχ0 , οπότε έχουμε

Ψ0Ψ-2ρχ0 = p(x-xQ) ή

Ψ0Ψ=ρ(χ+χ0) (23)
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Ώστε η (23) είναι η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο τυ­

χόν σημείο P0 (x0'^o* αυτ7 ε̂ *
θέλουμε τώρα να βρούμε τις ε(ραπτόμενες της παραβολής που άγονται 

από ένα σημείο Ρχ (χ̂  r ) το οποίο κείται εκτός της παραβολής· Αν 

ΡχΡ0 είναι μία εφαπτομένη που άγεται από το Ρχ και εφάπτεται στο 

σημείο Ρ0(Χφ,ψφ) της παραβολής, τότε η εξίσωση της θα είναι 

Φ0Φ=ρ (χ +χ 0) . Αλλά η εφαπτομένη αυτή διέρχεται από το σημείο Ρχ και 

οι συντεταγμένες του πρέπει να την επαληθεύουν. Δηλαδή έχουμε 

Φ0Φι=ρ(Χι+χ0). Παρατηρούμε λοιπόν ότι το σημείο επαφής Pq κείται 

στην ευθεία με εξίσωση

φφχ = pCx+x^) (24)

Έτσι για να βρούμε τις ε(ραπτόμενες που άγονται από το σημείο Ρχ 

προς την παραβολή αρκεί να βρούμε τα σημεία επαφής από τις λύσεις 

του συστήματος των εξισώσεων (21) και (24). Αν Ρχ(Χχ,ψχ) είναι τυ­

χόν σημείο του επιπέδου, η ευθεία που έχει εξίσωση την (24) λέγε- 

ται πολική του σημείου Ρχ ως προς την παραβολή και το σημείο Ρχ 

λέγεται πόλος της ευθείας αυτής. Προφανώς αν το σημείο Ρχ κείται 

στην παραβολή η πολική του ταυτίζεται με την εφαπτομένη της στο 

σημείο αυτό, ενώ αν το σημείο Ρχ κείται έξω από την παραβολή η πο­

λική του τέμνει αυτήν στα σημεία επαφής των εφαπτομένων που άγονται 

από το Ρχ προς την παραβολή. Τέλος αν το σημείο Ρχ κείται στο εσω­

τερικό της παραβολής η πολική του δεν έχει κανένα κοινό σημείο με 

την παραβολή. 'Οπως και στις περιπτώσεις της ελλείφεως και της 
υπερβολής, αποδεικνύεται και εδώ ότι όταν η πολική του Ρχ ως προς 

την παραβολή διέρχεται από το σημείο P2r τότε και η πολική του Ρ2 
διέρχεται από το Ρχ. Επειδή η εστία της παραβολής έχει συντεταγ­

μένες Ε(^,01, η πολική του σημείου Ε είναι 0=pCx+ Λ
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χ+ I =0. Δηλαδή πολική της εστίας είναι η διευθετούσα.

10.Ασκήσεις.
1. Να βρεθεί η εξίσωση της ελλείψεως η οποία έχει για εστίες τα ση­

μεία Ε(5,0) , Ε'(-5,0) και μικρό ημιάξονα β=5.

2. Να μελετηθούν και να βρεθούν οι γραφικές παραστάσεις των ελλεί­

ψεων χ2+9ψ2=9 και 9χ2+ψ2=9.

3. Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η καμπύλη

4χ2+ψ2-16χ+6ψ-39 =0.

4. Να βρεθούν τα στοιχεία (εστίες, κορυφές, μήκη αξόνων, εκκεντρότητα) 

της ελλείψεως 2χ2+3ψ2-8χ-6ψ·Ηΐ0 =0.
V

/., C

5. Από το σημείο (2,-1) να αχθούν οι εφαπτόμενες της ελλείψεως

χ2+9ψ2 =9.

6. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφατχτομένων της ελλείψεως 

4χ2+9ψ2=36 οι οποίες είναι παράλληλες προς την ευθεία 4χ+3ψ-1=0.

2 27. Δίνεται η έλλειψη χ +2ψ =1 και τα σημεία Α(3,-1), Β(-1,1). Να 

βρεθεί ο πόλος της ευθείας ΑΒ ως προς την έλλειψη και οι εξισώσεις 

των εφαπτομένων της ελλείψεως που άγονται από τον πόλο αυτό,

2 ώ28. Από το τυχόν σημείο Μ της ελλείψεως =1 .φέρουμε τις κα-
αζ βζ

θέτους ΜΑ και MB προς τους άξονες αυτής. Να δειχθεί ότι ο πόλος της
2 ί  \ · 'ευθείας ΑΒ γράφει την καμπύλη -% + -% =1.

χ

&  ' a
f
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9. Να δειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών τής ελλεί-
2 2φεως 2L. + =1 από τυχούσα εφαπτομένη αυτής είναι σταθερό ίσο

α2 β2
με β2.

2 Ψ210. Να δειχθεί ότι η κάθετος της ελλείψεως —j + 2 0X0 τυ^ ν
α β

σημείο PQ αυτής διχοτομεί τη γωνία των εστιακών αχτίνων του σημείου 

pQ, δηλαδή την γωνία που σχηματίζουν οι ευθείες PQE και PqE', όπου 

Ε,Ε' οι εστίες της ελλείφεως.

2 ι2
11. Δίνεται η έλλειφη %  + 2 =1 K0Ll έστω Α 'Α# ° L κορυφέε αυτ^ε πά~α 3
νω στο μεγάλο άξονα. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του σημείου το­

μής των υφών του τριγώνου AA*Pq , όταν το Pq κινείται πάνω στην έλ— 

λειφη.

12. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής τιο ς̂ έτ^ι εκκεντρότητα ε= j

και εστίες τα σημεία Ε (10,0) , Ε'(-ΙΟ,Ο).

13. Να μελετηθούν και να παρασταθούν γραφικά οι υπερβολές

3χ2-4ψ2 =12 , 5χ2-2ψ2+10=0.

14. Να βρεθούν τα στοιχεία (εστίες, κορυφές, εκκεντρότητα) της υπερ­

βολής 4χ2-7ψ2+4χ+28ψ-55=0.

15. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου των οποί­

ων η διαφορά των αποστάσεων από τα σημεία Ρ1 (-1,-11 και p2 Cl,D 
είναι ίση με 2.
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16. Να βρεθεί η εκκεντρότητα ισοσκελούς υπερβολής.

17. Αν η εκκεντρότητα μιας υπερβολής είναι 2 να βρεθεί η γωνία των 

ασυμπτώτων της.

18. Να δειχθεί ότι η εφαπτομένη υπερβολής στο τυχόν σημείο Ρο^χΟ'^0  ̂
αυτής διχοτομεί την γωνία των εστιακών ακτινών του σημείου Pq .

19. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με 

την έλλειψη 16χ2+25ψ2=400 και εκκεντρότητα αντίστροφη της εκκεντρό- 

τητας της ελλείψεως.

ί 2 220. Να βρεθεί η γωνία των ασυμπτώτων της υπερβολής 5χ -2ψ =3.

21. Από το σημείο (3,-6) να αχθούν οι εφαπτόμενες της υπερβολής 

4χ2-9ψ2=36.

22. Να βρεθούν οι εφαπτόμενες της υπερβολής 4χ -ψ =4 που είναι πα­

ράλληλες προς την ευθεία 10χ+3ψ=0.

23. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των πόλων των εφαπτομένων της
2 2 2 2

υπερβολής " ^2 =1 ω£ προε την έλλεϋψη ^2 + ^2 =1* 
α ρ α β

24. Να βρεθεί ό γεωμετρικός τόπος των πόλων των εφαπτομένων της ελ-
χ2 .2 χ2 .2

λείψεως ^  + 2 881 ω£ ηρθ£ την υτχεΡ^ολ^ “1 ~ 2 =1’
α ρ α β

25.Να δειχθεί ότι το γινόμενο των αποστάσεων των εστιών από τυχού- 

σα εφαπτομένη υπερβολής είναι σταθερό.
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26. Αν εχ και ε2 είναι οι εκκεντρότητες δύο συζυγών υπερβολών να
2 2 2 2δειχθεί ότι ε1+ε2=ε1*ε2 ·

27. Να Βρεθεί η εξίσωση της παραβολής με κορυφή την αρχή των συν­
τεταγμένων, άξονα τον άξονα Οχ και η οποία διέρχεται από το σημείο 

Ρ(-3,-4) .

28. Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής η οποία έχει εστία το σημείο 

(-1,1) και διευθετούσα την ευθείτιχ+3ψ+3=0.

29. Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η καμπύλη με εξίσωση 

12χ2-36χ+48ψ+107=0.

30.Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής η οποία έχει άξονα την ευθεία

χ+2=0 και IX X 9περνά από τα σημεία Hat (-3,-g-) .

31.Να βρεθεί η εφαπτομένη της παραβολής χ^=4ψ στο σημείο αυτής που 

έχει τετμημένη 2.

2
32.Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της παραβολής Ψ =2χ 

που άγονται από το σημείο Ρ(2,Χ) .

33. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του πόδα της καθέτου η οποία

άγεται από την εστία Ε παραβολής προς τυχούσα εφαπτομένη αυτής.
*

2
34. Να δειχθεί ότι τα μέσα παραλλήλων χορδών της παραβολής Ψ =2ρχ 

κείνται σε ευθεία παράλληλη προς το άξονα Οχ.
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35. Να δειχθεί ότι η κάθετος στο τυχόν σημείο PQ της παραβολής 

ψ2=2ρχ διχοτομεί τη γωνία που σχηματίζουν η εστιακή ακτίνα PqE 

και η παράλληλος προς τον άξονα Οχ που άγεται από το σημείο PQ.

36. Μια ευθεία (ε) κινείται έτσι ώστε να παραμένει εφαπτομένη της 
περιφέρειας χ2+ψ2=ρ2 . Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος του πόλου της 

(ε) ως προς την υπερβολή β2χ2-α2ψ2=α2β2. Πότε ο τόπος είναι περι­

φέρεια;

9 9 9 9 9 237. Τυχόν σημείο Ρ της υπερβολής β χ -α ψ~=α β προβάλλεται επί τον 

άξονα Οψ στο σημείο Κ. Αν 0 είναι η αρχή των αξόνων και Α(α,Ο) να 

βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος της τομής των ευθειών ΑΚ και ΟΡ.

2 2 2 2 2 238. Αν Α και Α' είναι οι κορυφές της υπερβολής β χ -α ψ =α β και 

Ρ τυχόν σημείο αυτής, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος α)του κέντρου 

βάρους, β)του ορθόκεντρου, του τριγώνου Α'ΑΡ.

39. Έστω Α'(-α,Ο) και Α(α,Ο) οι κορυφές της ισοσκελούς υπερβολής 

χ2-ψ2=α2 και Μ τυχόν σημείο αυτής. Αν Ρ είναι η προβολή του Μ στον 

άξονα Οψ και Ρ'το συμμετρικό του Ρ ως προς το Μ, να βρεθεί ο γεω­

μετρικός τόπος του σημείου τομής των ευθειών ΑΡ' και Α'Ρ.

40. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των πόλων των εφαπτομένων της υπέρ- 

βολής β2χ2-α2ψ2=α2β2 ως προς την παραβολή φ2=2αχ

41. Ένα σημείο Ρ κινείται, επί της μι-ας διευθετούσας της ελλείφεως 
β2χ2+α2ψ2=α2β2. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος της προβολής του κέντρου 

της ελλείφεως επί την πολική του Ρ.
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11,Διερεύνηση της δευτεροβάθμιας εξισώσεως.

Θέλουμε να δtερευνήσουμε την δευτεροβάθμια εξίσωση

Αχ2+2Βχψ+Γψ2+2Δχ+2Εψ+Ζ =0 (1)

και να βρούμε τις συνθήκες που πρέπει να πληρούν οι συντελεστές 

της ώστε η (1) να παριστάνει μια από τις γνωστές καμπύλες έλλειψη, 

υπερβολή, παραβολή, ή τέλος σύστημα δύο ευθειών. Ο σκοπός μας μπο­

ρεί να επιτευχθεί με κατάλληλη αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων 

ώστε η εξίσωση (1) να αναχθεί σε απλούστερη μορφή. Αυτό συμβαίνει 

γιατί αν η καμπύλη (1) έχει κέντρο συμμετρίας και λάβουμε το κέντρο 

αυτό ως αρχή των συντεταγμένων, τότε η νέα εξίσωση που θα προκύψει 

με την αλλαγή των συντεταγμένων πρέπει να μην έχει πρωτοβάθμιους 

όρους, γιατί πρέπει να πληρούται από ζεύγη σημείων της μορφής 

(χ,ψ) και (-χ,-ψ) . Επίσης αν η καμπύλη (1) έχει άξονα συμμετρίας 

(όπως συμβαίνει με την έλλειψη, υπερβολή, παραβολή) και λάβουμε 

ως έναν από τους άξονες συντεταγμένων τον άξονα συμμετρίας, τότε 

πρέπει να λείπει από την εξίσωση ο όρος χψ, γιατί τότε η (1) θα 

επαληθεύεται από ζεύγη σημείων της μορφής (χ,ψ) και (χ,-ψ) ή 

(χ,ψ) και (-χ,ψ).

11.1 .Αναλλοίωτοι των καμπύλών βου βαθμού.
Όπως είπαμε και παραπάνω για να μελετήσουμε την καμπύλη που 

παριστάνει η εξίσωση (1) πρέπει να κάνουμε μια παράλληλη μεταφορά 

του συστήματος συντεταγμένων Οχψ ώστε νέα αρχή να είναι το σημείο 

Ο'(α,β) και μια στροφή των αξόνων κατά γωνία φ. Τότε στο νέο σύστη­

μα Ο'ΧΥ οι νέες συντεταγμένες (Χ,Υ) θα συνδέονται με τις συντεταγ­

μένες (χ,ψΐ του αρχικού συστήματος με τους τύπους
χ = α+Χσυνφ - Υημφ 

ψ = β+Χημφ + Υσυνφ
C21
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Όπως προκύπτει, από τις (U και (2) στο νέο σύστημα Ο ' Χ Χ  η Καμπύ­
λη θα έχει εξίσωση

Α'Χ2 + 2Β'ΧΥ + Γ'Υ2 + 2Δ'Χ + 2Ε'Υ + Ζ'=0 (3)

όπου
2 2 Α'=Ασυν φ+2Βημφσυνφ4Τημ φ

Α=|(Α+Γ)+ ^ (Α-Γ) συν 2φ+Βημ2φ

Β '= - ·|· (Α-Γ) ημ2φ+Βσυν2φ

2 2 Γ'=Αημ φ-2Βημφσυν<ρ+Γσυν φ

Γ'=| (Α+Γ)- j (Α-Γ)συν2φ-Βημ2φ

Δ '*(Αα+Ββ+Δ)σΰνφ+(Βα+Γβ+Ε)ημφ

Ε*·(Αα+Ββ+Δ) ημφ* (Βα+Γβ+Ε).συνφ

(4α)

■ ό ··< ■ ; ϊ̂' -

y >. ν ■■■* , ■- -· *

y ;$ .. if ,;ν! '
. (4βΐ :̂ ···ν

ν · - > Τ:0 · - ' ·" ■·- ί -iU.·: ■
'Kits

Ζ '=(Αα+Ββ+Δ)α+(Βα+Γβ+Ε)β+Δα+Εβ+Ζ (4γ)

Από τις (4α) μπορούμε εύκολα να δούμε ότι

Α'+Γ'=Α+Γ
χ ,

Επίσης

α 'γ ’-β ,2=α γ-β2
• * *- .· »» · \

γιατί

ΑΤ'-Β'2= i(A'+r')2- |(Α·-Γ')-Β'2
-■XJI ■ '
Μπορούμε να δείξουμε επίσης ότι

A 9 Β * Δ ' A Β Δ
Β' Γ 1 Ε' = Β Γ Ε
Δ ' Ε' ζ ; Δ Ε Ζ

■*· !:^^V 
• . . Λ>·

r .ί,ν

5̂ 1- ·,y •■.‘■y-

r . ·χ-? ' ̂ ·
χ(Α+Γ)2- i(A-D 2-Β2=ΑΓ-Β24 ·*;.·.· 4 ( ,· ,(.·> ι-

■« -■>

*«,·>..Λ··ί 5.·:··,; *·7) ■ ’«·
' . \  . i

• ! ”
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Την απόδειξη της (7) μπορούμε να πετύχουμε με δύο βήματα. Μπορούμε 

να δείξουμε τιρώτα ότι η (7) ισχύει αν κάνουμε μόνο παράλληλη μετα­

φορά των αξόνων. Στην περίπτωση αυτή πρέπει να θέσουμε στους τύπους 

(4α) και (4β) φ=0, οπότε έχουμε

Α' Β ' Δ ' Α Β Αα+Ββ+Δ•

Β' Γ' Ε ' = Β Γ
•

Βα+^β+Ε
Δ' Ε' Ζ' Δα+Ββ+Δ Βα+*Γβ+Ε (Αα+Β0+Δ) α+ (Βα+Γβ+Ε)β+Δα+Εβ+Ζ

«

(πολλαπλασιάζουμε την 1η στήλη επί α και την 2η στήλη επι β 
και αςοαιρούμε από την 3η. y

Α
Β

.Λ*Ββ*Δ

tφ
;Γ Β Δ

Γ Ε
Βα+Γβ+Ε ΔοΗ*Εβ+Ζ

(πολλαπλασιάζουμε την 1η γραμμή επί α και την 2η γραμμή επί β 
και ατραιρούμε από την 3η.

A Β Δ
Β Γ Ε
Δ Ε Σ

Θα δείξουμε τώρα ότι η (7) ισχύει επίσης αν κάνουμε μόνο στροφή των

αξόνων κατά γωνία φ. Στην περίπτωση αυτή πρέπει να θέσουμε στους*
τύπους (4β) και (4γ) α=β=0. Αλλά τότε παρατηρούμε ότι

Ζ'=Ζ , Δ'2+Ε'2 = Δ2+Ε2 και

2Β'Δ'Ε'-1-|(Α’-Γ') (Δ’2-Ε'2)=2ΒΔΕ+ |(Α-Γ) (Δ2-Ε2) , οπότε

Α ' Β ' Δ'

Β ' γ ' Ε r = - ( Β ' 2- Α ' Γ ' )  ζ ' -  i ( A ' + r · )  ( Δ ' 2+ Ε ' 2 ) + 2 Β ' Δ Έ ’ + | ( Α * - Γ · )

Δ ' Ε ' Ζ'

•(Δ,2-Ε'2)=-(Β2-ΑΓ)Ζ- J (Α+Γ)(Δ2+Ε2)+
A Β Δ

+2ΒΔΕ+ |(Α-Γ)(Δ2-Ε2) = Β Γ Ε
Δ Ε Ζ
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Έτσι η (7) ισχύει και στη γενική περίπτωση μετασχηματισμού των 

συντεταγμένων.

Σαν τελικό συμπέρασμα έχουμε λοιπόν το ε ξή ς  

Τα μεγέθη

Σ=Α+Γ (8)

μένουν αναλλοίωτα αν μεταβούμε από το ορθοκανονικό σύστημα συντε­

ταγμένων Oxy σ'ένα άλλο Ο'ΧΥ που προκύπτει από το αρχικό με παράλ­

ληλη μεταφορά και στροφή. Τα μεγέθη Σ, ά, D λέγονται αναλλοίωτοι 

των καμπύλών βου βαθμού. Με τη βοήθεια των αναλλοιώτων αυτών μπο­

ρούμε να διερευνήσουμε πλήρως την εξίσωση (1) . Θα διακρίνουμε δύο 

περιπτώσεις. Η μία όταν D^O και η άλλη αν D=0.

i) D^O
Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση που η καμπύλη (1) έχει κέντρο 

συμμετρίας. Μπορούμε να δούμε ότι η (1) έχει κέντρο συμμετρίας αν 

και μονο αν d^O. Πραγματικά, αν υποθέσουμε ότι το σημείο Ο'(α,β) 

είναι κέντρο συμμετρίας της καμπύλης τότε πρέπει στο νέο σύστημα 

Ο 'ΧΥ να έχουμε Δ'=Ε'=0. Επομένως από τις σχέσεις (4β) έχουμε ότι 

το σημείο (α,β) είναι λύση του συστήματος

Αα+Ββ+Δ =0 

Βα+Γβ+Ε =0
Γνωρίζουμε όμως ότι το σύστημα (9) 

Στην περίπτωση αυτή η λύση δίνεται 
είναι

(9)

2έχει μία μόνο λύση αν ά=ΑΓ-Β ^0. 

από τον κανόνα του Cramer και
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Δ Β

ε Γ

A Β

Β Γ

A Δ
Β ε
A Β
Β Γ

( 10)

Αν d=0, τότε το σύστημα (9) δεν έχει λύση ή είναι αόριστο και την 

κερίπτώση αυτή θα την εξετάσουμε αργότερα.
Έστω λοιπόν ότι d/Ο, οπότε αν λάβουμε ως αρχή των συντεταγμένων Ο' 
το κέντρο συμμετρίας Ο'(α,β) τότε η εξίσωση (3) γίνεται

Α'Χ2+2Β'ΧΥ+Γ'Υ2+Ζ'=0 (11)

Αν τώρα υποθέσουμε ότι οι άξονες συντεταγμένων Ο'Χ και Ο'Υ συμπί­

πτουν με τους άξονες συμμετρίας της καμπύλης, τότε πρέπει Β'=0,οπό­

τε από την ανάλογη σχέση που μας δίνει την έκφραση του Β'στις (4α) 

έχουμε
- ·|·(Α-Γ) ημ2<ίΗ-Βσυν2φ =0 ή

·> 2Β ε<ρ2φ= (12)

Προφανώς αν Α=Γ συνεπάγεται ότι 2φ= j · Υπάρχει πάντοτε μια οξεία 
γωνία φ, η οποία επαληθεύει τη σχέση (12) και αν στρέφουμε τους 

άξονες συντεταγμένων κατά τη γωνία αυτή, τότε η εξίσωση της καμπύ­

λης δεν θα έχει τον όρο χφ. Υποθέτουμε λοιπόν ότι στρέφαμε τους ά­

ξονες συντεταγμένων κατα την οξεία γωνία φ που δίνεται από τη σχέση

(12) . Τότε η εξίσωση (11) θα λάβει την μορφή

Α'Χ2+Γ'Υ2+Ζ'=0 (13)

όπου τα A ',Γ'δίνονται από τις σχέσεις (4α), ενώ για το Ζ'έχουμε από 

την (4γ) και τις (9)
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Ώστε τελικά έχουμε

Ζ * D
a (14)

Επειδή d= ΑΓ-Β^=Α'Γ-Β'^=Α'ΓV 0  έπεται ότι A V 0  και Γ'φΟ, ενώ από
- · .)■·; ΪΥ' ■ "την (14) έχουμε επίσης Ζ ^0. Έτσι η (13) γράφεται

Παρατηρούμε, ότι

" ·' - f W  **2 ν Ji.*·

: ^  (15) · * Ρ

> *Λ ■ 7" *;+* ζ'*·■ ' ■ *. ' ■' ;*'· r κ Λ „ 1·

·ί·.Γ >■<, ' - · >■> -·. * · ‘· r
ζ ' 2 _ 1 D2 *> ,̂ ατ1 -*&# t-rV.
Α'Γ' d

d 2 αΠϊ \

είναι ετερόσημα και η (15) παρι-οπότε αν d<0 και
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στάνει υπερβολή.

Ώστε σαν πρώτο συμπέρασμα έχουμε ότι, αν d<0 και D^O τότε η εξίσω- 

ση (1) παριστάνει υπερβολή.
Αν τώρα d>0, τότε τ α ----κ α ι ------ είναι ομόσημα και αν είναι θε-

Α' Γ·
τικά η (15) θα παριστάνει πραγματική έλλειψη, ενώ αν είναι αρνητι­

κά φανταστική έλλειψη. Αλλά

Ζ' Ζ ' _ -ζ' {—  + —  )= (Α#+Γ') _ -Ζ'Σ = 1>Σ
~ Α' ~ Γ' " Α' Γ' A'r' d ’ d2

"Ετσι αν ϋ·Σ<0 η (15) παριστάνει πραγματική έκλειψη, ενώ αν D-E>0 
η (15) παριστάνει (ρανταστική έλλειψη.

Ώστε σαν δεύτερο συμπέρασμα έχουμε ότι, αν d>0, D*E<0 η εξίσωση (1) 

παριστάνει πραγματική έλλειψη και αν d>0, D-S>0 η (1) παριστάνει 

φανταστική έλλειψη.

Θα μελετήσουμε τώρα την περίπτωση κατά την οποία d=0. Σ'αυτή την πε­

ρίπτωση δεν μπορούμε γενικά να απαλείψουμε τους πρωτοβάθμιους όρους 

της (1), μπορούμε όμως να στρέψουμε τους άξονες συντεταγμένων κατά 

οξεία γωνία φ, ή οποία δίνεται από τη σχέση (12) και να απαλείψου­

με τον όρο χψ. Αλλά τότε θα έχουμε Β'=0, οπότε

d = ΑΓ-Β2 = Α'Γ'=0

Έτσι θα είναι Α'=0 ή Γ'=0. Προφανώς δεν μπορεί να είναι συγχρόνως 

Α'=0 και Γ'=0 γιατί τότε δεν θα είχαμε δευτεροβάθμια εξίσωση, αφού 
έχουμε και Β'=0.

Αν Α Υ Ο  καϊ Γ'=0 η (3) γράφεται

Α'Χ2+2Δ'Χ+2ΕΎ+Ζ'=0 (16)

όπου οι συντελεστές Α',Δ',Ε' και Ζ' προσδιορίζονται από τις σχέσεις 
(4α) , (4β) και (4γ) αν θέσουμε α=β=0 και η οξεία γωνία φ από τη σχέ­

ση (12), Αλλά από την (7), αν λάβουμε υπόψη μας την Β'=Γ'=0 έχουμε
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τελικά D=-E#2a ', οπότε επειδή είναι και D^O έχουμε Ε'#0. Έτσι η 

(16) γίνεται

(χ + Δ1 ,2= . 2El(y +
A ’ A' 2Ε'

Δ ’2 
2Α'Ε'

(17)

και συνεπώς παριστάνει

2 Α Έ '

παραβολή με κορυφή το σημείο
4 *

άξονα την ευθεία Χ= - —  και παράμετρο
Α'

ρ=- 51 στο σύστημα ΟΧΥ. Αν τώρα κάνουμε μια παράλληλη μεταφορά A 9
του συστήματος συντεταγμένων ΟΧΥ και φέρουμε την αρχή στην κορυφή 

της παραβολής βρίσκουμε στο νέο σύστημα Ο'χ'ψ' την εξίσωση

χ ’2 = 2ρψ' (18)
Ε 9Η παράμετρος της παραβολής (18) είναι ρ=- ρ  . Αλλά στην περίπτωση

μας είναι D=-E*2Α ' και Σ=Α+Γ=Α . Συνεπώς ρ2=- -?>
Σ

Αν τώρα Α'=0 και Τ'^0 , η (3) γράφεται

Γ'Υ2+2Δ'Χ+2Ε'Υ+Ζ'=0 (19)

όπου ξανά οι συντελεστές Γ',δ ',Ε' και ζ' προσδιορίζονται από τις 
σχέσεις (4α),(4β) και (4γ) αν θέσουμε α=β=0 και η οξεία γωνία φ 

από τη σχέση (12). Αλλά από την (7) αν λάβουμε υπόψη μας την Α'=Β'=0, 

έχουμε τελικά D=-r'A# , οπότε επειδή D^O έχουμε δ '^Ο. Έτσι η 

(19) γίνεται

(Υ+ —  )2=- —  (Χ+ —  - ) (20)
Γ' Γ ' 2Δ' 2Γ #Δ *

Οπότε παρατηρούμε ότι εκοοράζει παραβολή με κορυφή το σημείο
π * ρ ' ̂ Ε ' Ε'(- -=—  + — --- , - —  ) άξονα την ευθεία Υ=- —  και παράμετρο
2Δ' 2Γ'Δ' Γ' Γ'

1 *
ρ=- ±L- στο σύστημα ΟΧΥ. Αν τώρα κάνουμε μια παράλληλη μεταφορά 

Γ'
του συστήματος συντεταγμένων ΟΧΥ και φέρουμε την αρχή στην κορυφή
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της παραβολής, τότε η εξίσωση της στο νέο σύστημα o'k\|i' γίνεται

φ'2 =2ρχ' (21)
Δ # 2Η παράμετρος της παραβολής (21) είναι ρ=----και επειδή D=-r'Δ'
Γ '2 Dκαι Σ=Γ# έχουμε πάλι ρ .

Σ'5

Ώστε σαν τελικό συμπέρασμα έχουμε τώρα ότι, αν ά=0 και Dĵ O η εξί­

σωση (1) παριστάνει παραβολή.

Για να ολοκληρώσουμε τη διερεύνηση της εξίσωσης (1) πρέπει να μελε­

τήσουμε ακόμα και την περίπτωση κατά την οποία D=0. Όπως θα δούμε 

αμέσως παρακάτω σ'αυτή την περίπτωση η (1) εκφράζει ένα σύστημα 

δύο ευθειών πραγματικών η φανταστικών.

ii) D=0

Θα εξετάσουμε δυο περιπτώσεις την μια όταν d^O και την άλλη 

όταν d=0.

Έστω d^O, τότε μπορούμε να κάνουμε μια παράλληλη μεταφορά του συστή­

ματος συντεταγμένων ώστε να έχουμε για αρχή το σημείο Ο'(α,β) όπου 

τα α,β δίνονται από τη λύση του συστήματος (9) και στη συνέχεια μια 

στροωή κατά οξεία γωνία φ, η οποία δίνεται από τη σχέση (12) και 

έτσι να πάρουμε τελικά από την (1) την εξίσωση (13) . Επειδή όμως 

D=0 από την (14) θα έχουμε Ζ'=0, οπότε η (13) γίνεται

Α*Χ2+Γ'Υ2 =0 (22)

Αλλά ά=ΑΓ-Β2=Α'Γ '-Β'2=Α'Γ V  0, γιατί Β*=0. Έτσι αν d<0 έχουμε 
ένα σύστημα δύο πραγματικών ευθειών τεμνόμενων, αφού τότε η (22) 
γράφεται ως γινόμενο δύο πρωτοβάθμιων παραγόντων. Αν όμως d>0 τα 
Α',Γ' είναι ομόσημα και η (22) γράφεται ως γινόμενο πρωτοβάθμιων 

παραγόντων με φανταστικούς συντελεστές. Έτσι, τότε έχουμε ένα 
σύστημα δύο φανταστικών ευθειών, οι οποίες όμως τέμνονται σ'ένα
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πραγματικό σημείο, το σημείο με συντεταγμένες Χ»0 , Υ=0 ως προς το 

σύστημα Ο'ΧΥ. Έστω τώρα d=0, οπότε επειδή τώρα είναι και D=0 παίρ­

νουμε τελικά τις σχέσεις
A Β _ Δ
Β Γ “ Ε (23)

Έτσι το σύστημα (9) έχει άπειρες λύσεις και αν πάρουμε τυχούσα λύ­

ση (α,β) αυτού και κάνουμε στο σημείο αυτό παράλληλη μεταφορά των 

αξόνων μόνο, τότε η εξίσωση (1) θα λάβει τη μορφή

ΑΧ2+2ΒΧΥ+ΓΥ2+Ζ'= 0 (24)

όπου οι συντελεστές Α,Β,Γ έμειναν οι ίδιοι αφού λαμβάνονται από τις 

σχέσεις (4α) για φ=0, ενώ για το Ζ' έχουμε από την (4γ)

Ζ '= Δα+Εβ+Ζ (25)

Από τη σχέση d-ΑΓ-Β =0 έχουμε ότι τα Α και Γ είναι ομόσημα, ενώ δεν 

μπορεί να είναι συγχρόνως Α=0 και Γ=0 γιατί τότε έχουμε επίσης 

Β=0, το οποίο είναι αδύνατο αφού σ'αυτή την περίπτωση δεν θα είχαμε 

δευτεροβάθμια εξίσωση. Έστω λοιπόν Α^Ο, οπότε επειδή d=0 η (24)

γράφεται

( Χ + ^ Υ ) 2 = ζ '
A ή

x+VfY =Α1:
Ζ ' 
A (26)

Αλλά τότε μπορούμε να εκλέξουμε για λύση του συστήματος (9) την

α=- ^ , β=0 οπότε η (25) δίνει δ 2-αζ
Ζ " A και η (26) γίνεται

x+Wy = il/“ *ί* (27)

και παριστάνει δύο παράλληλες ευθείες πραγματικές αν Δ -ΑΖ>0,Λφαντα-



-335-

V f  χ+γ = i ] f ζ/
Γ

Εοπότε αν εκλέξουμε για λύση του συστήματος (9) την α=0 β=- ψ
Ε Λ — Ρ Ζέχουμε από την (25) Ζ'=------- και έτσι παίρνουμε

Γ

S Χ+Υ = ΐ+\ /ε 2-γζ
V

(28)

παρατηρήσουμε ότι αν λάβουμε υπόψη μας τη d=0 και τις σχέσεις (23)

Ώστε σαν τελικό συμπέρασμα από τις (22), (27) και (28) έχουμε ότι 

αν D=0 και d<0 η (1) παριστάνει, ένα σύστημα δύο πραγματικών ευθειών 

τεμνομένων. Αν D=0 και d>0 η (1) παριστάνει ένα σύστημα δύο (ραντα­

στικών ευθειών τεμνομένων σε ένα πραγματικό σημείο. Τέλος αν D=0

και d=0, τότε η (1) παριστάνει ένα σύστημα δύο παραλλήλων ευθειών
2 2και μάλιστα οι ευθείες είναι πραγματικές αν Δ -ΑΖ>0 και Ε -ΓΖ>0,

2 2 2 (ρανταστικές αν Δ -ΑΖ<0 και Ε -ΓΖ<0, συμπίπτουσες αν Δ -ΑΖ=0 και
2Ε -ΓΖ=0. 'Ετσι ολοκληρώσαμε τη διερεύνηση της δευτεροβάθμιας εξί­

σωσης.
Θα δώσουμε τώρα ένα συγκεντρωτικό πίνακα για την πλήρη διερεύνηση 

της εξίσωσης δευτέρου βαθμού.

θα έχουμε (Δ2-ΑΖ)(Ε2-ΓΖ)= (3Ζ-ΔΓ)2>0. Δηλαδή οι ποσότητες Δ2-ΑΖ
2και Ε -ΓΖ είναι ομόσημες.

1= Ρ^Ο

<3>0
φανταστική έλλειψη
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d < Ο υπερβολή

d = 0 παραβολή

2g D=0
d > 0  δύο φανταστικές ευθείες τεμνόμενες σε πραγματικό σημείο

ι
d< 0 δύο πραγματικές ευθείες τεμνόμενες

{Ε2-ΓΖ>0 , δ 2-ΑΖ>0
πραγματικές διακεκριμένες 
Ε2-ΓΖ<0 , Δ2-ΑΖ<0 (-χχντασχικές 
Ε2-ΓΖ=0 , Δ2-ΑΖ=0 συμπίπτουσες

11.2.Παράδειγμα: α)Δίνεται η καμπύλη βου βαθμού 

χ2+3χψ+5ψ2+2χ-8ψ+1=0

Να αναχθεί στους άξονες και να παρασταθεί γραφικά. 

Έχουμε Α=1 , Β= , Γ=5 , Δ=1 , Ε=-4 , Ζ=1 , οπότε

Σ=Α+Γ=6 , <3=ΑΓ-Β2=5- f = If > 0 και

A Β Δ 1 3/2 1

D = Β Γ Ε = 3/2 5 -4

Δ Ε Ζ 1 -4 1

Επειδή λοιπόν D^O και d>0 η εξίσωση παριστάνει έλλειψη και μάλιστα
121επειδή ϋ·Σ=- -=̂ --·6<0 η έλλειψη είναι πραγματική. Το κέντρο της 

έλλειψης βρίσκεται από τη λύση του συστήματος (9), δηλαδή

α+ |e+l =0

|α+5&-4 =0

έχουμε α=-4 και β=2. Επίσης η γωνία στροφής φ βρίσκεται από τη αχέ 
ση (12) . Έχουμε
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_ 2B 3ε<ρ2φ = —  = -  ?  _

Έτσι έχουμε . ν
1 4  3αυν2φ=- - =- ·ξ- και ημ2φ= ·ς

1^ί+εφ22φ

οπότε από τις (4α) έχουμε

Α'= i(A+D+ |(Α-Γ)συν2φ+Βημ2φ = 3-2* (- |)+ | · | = -y- και

Γ'=Σ-Α'=6- y· = j . Επίσης έχουμε Ζ '= ̂  =-11. Έτσι η εξίσωση της

καμπύλης μετά την παράλληλη μεταφορά στο σημείο 0'(-4,2) και τη
1 3στροφή των αξόνων κατά γωνία φ, όπου φ= ^τοξεφ(- j) έχει τη μορφή 

της (13), δηλαδή είναι

Τ χ2+ ±υ2-ιι =0 ή Τ  + Ή =1

Η γραφική παράσταση της καμπύλης δίνεται στο ετδμενο σχήμα

X
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Ο ο0)Δίνεται η καμπύλη χ +6χψ+4> +6χ+2ψ-1=0. Να αναχθεί στους άξονες 

της και να παρασταθεί γραφικά.
Έχουμε Α=1 , Β=3 , Γ«=1 9 δ=3 , Ε»1 , Ζ=-1, οπότε Σ=Α+Γ=2 , 

d=AF-B2=l-9=-8<0 ,

A Β Δ 1 3  3

D= Β Γ Ε = 3 1 1

Δ Ε Ζ 3 1 - 1

=169*0

Επειδή λοιπόν D^O και ά<0 η εξίσωση παριστάνει υπερβολή. Το κέντρο 

της υπερβολής βρίσκεται από τη λύση του συστήματος (9) , δηλαδή έχου­

με το σύστημα

α+3β+3 =0 

3α+β+1 =0
και η λύση, αυτού είναι α=0 , β=-1, δηλαδή Ο'(0,-1). Επίσης η γωνία

; ]
στροφής των αξόνων βρίσκεται από τη σχέση (12) και είναι εφ2ψ=+<» *

άρα 2φ= j . Έτσι από τις σχέσεις (4α) έχουμε

A '= |(Α+Γ).+ ·|(Α-Γ)συν2<ρ+Βημ2φ= j ·2+ j ·0+3·1=4. Δηλαδή Α ’=4, οπότε

Γ ’=ς -α '=2-4=-2.'Εχουμε επίσης Ζ'= § = ζ| =-2· Έτσι η εξίσωση παίρ- 

νει την έκφραση (13) δηλαδή είναι *

4Χ2-2Υ2-2 .0 ή y  - y  *1
2 ■ f S

Η γραφική παράσταση αυτής δίνεται στο επόμενο σχήμα*

^ΐ
ΐΐ

ρ
ιΡ

»
ίιί

ιΐ:
Β»

>ι
ι|ί
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Vίi'2.ty

A Β Δ 1 - 1 - / 2

D= Β Γ Ε = - 1 1 - 3 / ?

Δ Ε Ζ - / ? -3 /2 ιονΤ

γ)Δίνεται η καμπύλη χ 2-2χψ+ψ2-2 /2 χ-6 /2 ψ + 10 /?= 0 . Να αναχθεί  στους 

άξονες της και να παρασταθεί γραφικά. Έχουμε Α=Ι , Β =-1 , Γ=1 , 

Δ=-/2 , Ε=-3/2 , Ζ=10/2, οπότε Σ=Α+Γ=1+1=2 , d = \Γ-Β2= 1 · 1 - ( - 1 ) 2=0

=-32?ί0

Επειδή λοιπόν D/0 και ά=0 η εξίσωση παριστάνει παραβολή. Υπολογί­
ζουμε τώρα τη γωνία στροίρής <ρ των αξόνων από τη σχέση (12) . Έχουμε 

εφ2φ=+» , άρα 2φ= . Έτσι από τις (4α) έχουμε

Α ’= i(A+D+ ·|·(Α-Γ)συν2<ρ+Βημ2φ= γ2+ j ·0-1·1 =0

Δηλαδή Α'=0, οπότε Γ'=Σ-Α'=2-0=2. Έχουμε επίσης από τις 
σεις (40) για α=β=0.

Δ '= Δσυν<ρ+Εημφ=-νΤ γ  -3Ϋ2" γ  =-4 

Ε ' =-Δημφ+Εσυνφ=/2' γ  -3/2 γ  =-2
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Έτσι η δοθείσα εξίσωσα μετά τη στροφή των αξόνων κατά γωνία φ*= 

θα πάρει την επόμενη μορφή στο νεό σύστημα ΟΧΥ

2Υ2-8Χ-4Υ+ΐαΐ^ =0
2 ζΐ/Τ_ιΗ εξίσωση αυτή γράφεται CY-ll =4 (X----ξ— =■)

Κάνουμε τώρα μια παράλληλη μεταφορά του σηστήματος ΟΧΥ στο σημείο 
θ' (Ρ ^ λ ,ΐ) οπότε έχουμε τελικά στο σύστημα Ο'χ'ψ'την εξίσωση Φ'^=4χ'. 

Η γραφική παράσταση αυτή,ς δίνεται στο επόμενο σχήμα.

δίΝα μελετηθεί η εξίσωση 2χ2-12χφ+16φ2+χ-8φ-3=0. Έχουμε Α-2, Β -6, 

Γ=16, Δ= ■—/Ε=-4 , Ζ=-3, οπότε Σ=Α+Γ=2+16=18 ,

ά=ΑΓ-Β2=2 · 16- (-6) 2=-4<0 και.

Α Β Δ 2 -6 i
D*= Β Γ Ε = -6 16 . -4

Δ Ε Ζ 1 -4 -32 4 *

Ή*
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Επειδή λοιπόν D=0 και d<0 η εξίσωση παριστάνει δύο πραγματικές 

τεμνόμενες ευθείες. Για να βρούμε τις εξισώσεις τους θεωρούμε τη 

δοθείσα εξίσωση ως δευτεροβάθμια εξίσωση του χ, δηλαδή

2χ2-(12φ-1)χ+16φ2-8φ-3 =0 

Οι ρίζες αυτής είναι

12ψ-ι±\/ (12Ψ-1)2-8(16ψ2-8ψ-3) 
χ_ 4 “

_ 12ψ-1±(4ψ+5) _ y
4 Ν.

4φ+1

4φ-3
2

Έτσι έχουμε ότι η δοθείσα εξίσωση γράφεται γινόμενο δύο πρωτο­

βάθμιων παραγόντων

'Γ;
\7 \

\\
^
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1 2 . Α σ κ ή σ ε ις ,

Ι.Να αναχθούν στους άξονές τους και* να παρασταθούν γραφικά οι 

καμπύλες

α1χ2-4χψ+ψ2+10χ-8ψ+7 =0

(5) 5χ2+4χψ+2ψ2-24χ-12(|Η-29 =0

γ) χ2+2ν'5χφ+3φ2-4 (1+2^3) χ+4 02-/3)ψ+2Ο =0

2. Να αναχθούν στους άξονες τους και να παρασταθούν γραφικά οι κα­

μπύλες

αΐ2χ2-/3χψ+ψ2-χ+2φ-1 =0 

β) 2χ2+4ν/3χψ-2ψ2+χ-2 =0 

γ)3χ2-2χφ+3ψ2-2χ+2ψ+1 =0

6)χ2-2χψ+ψ2-21/2χ-6ν^2φ+10νΤ =0  ̂ ,

ε)3χ2+2^Ιχψ+ψ2+4χ-4ν'3ψ+16 =0 

στ)χ2-χφ+φ2-5χ+ψ+2 =0 

ε)χ2+6χψ+ψ2+8χ+24ψ+39 =0

3. Να βρεθούν το κέντρο, οι άξονες και οι ασύμπτωτες, αν υπάρχουν, 

των καμπύλων

α).6χ2-4χψ+9ψ2-4χ-32φ-6 =0 

β!χ2+2χφ+2ψ2-2χ-4ψ+1 =0
\

γ)4χ2-4χψ+ψ2-8χ-8φ+4 =0 

δ12χ2-4χψ+φ2-2χ-6φ+1 =0 

ε)4χ2+2χψ+3ψ+12 =0 

στ)5χ2+20χφ^0φ2+34χ+12ψ+8 =0
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ζ)χ2-2χψ-ψ2+4χ-6ψ+1 =0

4. Να προσδιοριστεί η παράμετρος λ έτσι ώστε κάθε μια από τις επό­

μενες εξισώσεις
α)χ2+6χψ+ψ2+6χ+2ψ+λ =0 

β)χ2-8χψ+2ψ2-6χ-4ψ+λ =0
να παριστάνει ζεύγος πραγματικών τεμνομένων ευθειών. Στη συνέχεια 

να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών αυτών.

5. Να προσδιοριστεί η παράμετρος λ έτσι ώστε η εξίσωση 

3χ2-2χψ+3ψ2-2χ-4ψ+λ =0

να πληρούται μόνο από τις συντεταγμένες ενός σημείου του οποίου 

να βρεθούν οι συντεταγμένες.

6. Σε κάθε μια από τις επόμενες εξισώσεις να προσδιοριστούν οι πα­

ράμετροι λ και μ έτσι ώστε να παριστάνει ζεύγος παραλλήλων ευθειών. 

Στη συνέχεια να βρεθούν οι εξισώσεις αυτών

α)2χ2+λχφ+2ψ2-7χ+μψ+3 =0 

β)2χ2+λχψ+ψ2-3χ+μψ-1 =0

7. Δίνεται η οικογένεια των κωνικών τομών 

(λ+5)χ2+λ(Λ+5)χψ+(λ-3)ψ2+2λχ+3ψ+10 =0

όπου λ πραγματική παράμετρος. Να βρεθεί η εξίσωση του γεωμετρικού 
τόπου των κέντρων των καμπύλων αυτών.

8. Δίνεται η οικογένεια των κωνικών τομών 
χ2+2λχψ+3ψ2-2λχ+4ψ-5 =0

όπου λ πραγματική παράμετρος. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των 
κέντρων των καμπύλων αυτών.
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13.Πολικές συντεταγμένες.

13,1.Πολικές συντεταγμένες στο επίπεδο.

Είδαμε μέχρι τώρα ότι ένα σημείο του επιπέδου μπορεί να προσδι­

οριστεί από ένα ζεύγος πραγματικών αριθμών (χ,ψ) τις λεγόμενες καρ­

τεσιανές συντεταγμένες. 0 προσδιορισμός όμως της θέσεως ενός σημείου 

του επιπέδου μπορεί να γίνει και με άλλο τρόπο, με τις λεγόμενες 

πολικές συντεταγμένες. Έστω Οχ μία ημιευθεία, Ρ τυχόν σημείο του

θ η γωνία (Οχ,OP), (Σχ.1)

Το ρ καλείται πολική ακτίνα και η 

γωνία θ πολική γωνία ή όρισμα του 

σημείου Ρ. Το σημείο 0 καλείται πό­

λος και η ημιευθεία Οχ πολικός άξο- 

νας. Η πολική γωνία μετράται ως θε­

τική όταν διαγράφεται κατ'αντίθετη 

φορά από τη φορά κινήσεως των δει­
κτών του ωρολογίου. Οι πραγματικοί 

αριθμοί ρ και θ μας δίνουν ένα διατεταγμένο ζεύγος (ρ,θ) που είναι 

οι πολικές συντεταγμένες του σημείου Ρ. Αν περιορίσουμε το θ στο 

διάστημα [θ,2π) και το ρ στο διάστημα (0,+ °°) τότε παρατηρούμε ότι 

σε κάθε ζεύγος (ρ,θ) αντιστοιχεί ένα σημείο του επιπέδου και αντί­
στροφα σε κάθε σημείο του επιπέδου εκτός από το σημείο Ο αντιστοι­

χεί ένα ζεύγος (ρ,θ). Ειδικά το σημείο Ο έχει πολική ακτίνα μηδέν 

ενώ η πολική γωνία αυτού είναι απροσδιόριστη. Αν θέλουμε να βρούμε 

τις σχέσεις μεταξύ των καρτεσιανών και πολικών συντεταγμένων ενός 
σημείου, λαμβάνουμε σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων το οποίο έχει 

ως αρχή των συντεταγμένων τον πόλο Ο, θετικό ημιάξονα Οχ τον πολικό 

άξονα Οχ και άξονα Οψ την κάθετο στον πολικό άξονα στο σημείο Ο 
έτσι ώστε το σύστημα χΟψ να είναι δεζιόστροιοο (Σχ.2) . Τέλος η μο-
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στα δύο συστήματα συντεταγμένων. Αν (χ*ΨΙ 

και (ρ,θ) καλέσουμε τις καρτεσιανές 

και τις πολικές συντεταγμένες ενός 

σημείου Ρ, τότε θα έχουμε 

χ=ρσυνθ
U).

Φ=ρημθ

Από τις σχέσεις (1) μπορούμε να πά- 

ρουμε τώρα τις αντίστροφες σχέσεις

Ρ = \ /  Χ 2 + Φ 2

θ=τοΕε«ρ ^
Οι σχέσεις (1) μας δίνουν τις καρτε- 

Σχ.2 σιανές συντεταγμένες (χ,ψ) του ση­

μείου Ρ όταν γνωρίζουμε τις πολικές συντεταγμένες (ρ,θ) αυτού. Οι 

σχέσεις (2) μας δίνουν τις πολικές συντεταγμένες (ρ,θ) του Ρ όταν 

γνωρίζουμε τις καρτεσιανές συντεταγμένες (χ,φ) αυτού. Αν δοθεί μια 

εξίσωση της μορφής φ(ρ,θ)=0 ή σε λυμένη μορφή p=f(θ), τότε το σύνο­

λο των σημείων του επιπέδου των οποίων οι πολικές συντεταγμένες 

(ρ,θ) επαληθεύουν την παραπάνω εξίσωση είναι, γενικά, μια καμπύλη.

Αν έχουμε την εξίσωση μιας καμπύλης σε ορθογώνιο σύστημα συντεταγμέ­

νων Οχψ, δηλαδή ί(χ,φ)=0, τότε η εξίσωση της καμπύλης σε πολικές 
συντεταγμένες βρίσκεται αμέσως αν αντικαταστήσουμε τα χ,φ από τους 

τύπους (1) και θα είναι f (ρσυ\$ρημθ)=0. Αντίστροφα, αν η εξίσωση 
μιας καμπύλης σε πολικές συντεταγμένες είναι φ(ρ,θ)=0, τότε η εξί­
σωση της σε καρτεσιανές συντεταγμένες θα βρεθεί αν θέσουμε τα ρ και

\ / 2 2* Φθ από τους τύπους (2Χ, δηλαδή θα έχουμε cp(V χ +Φ , τοξεφ ^)=0.
Για την μελέτη μιας καμπύλης μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε είτε την 

εξίσωση της σε καρτεσιανές συντεταγμένες είτε την εξίσωση της σε 
πολικές συντεταγμένες, ανάλογα με το ποιά είναι προσφορότερη. Στα

νάδα με τρήσεως είναι κοινή
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επόμενα θα θρούμε tuc εξισώσεις σε πολικές συντεταγμένες των καμπύ 

λων που έχουμε μελετήσει μέχρι τώρα.

13.2.Εξίσωση ευθείας.
Είναι προφανές ότι η εξίσωση θ=θ0 , όπου θ0=σταθ. παριστάνει μια 

ημιευθεία που διέρχεται από την αρχή 0 . Έστω τώρα ευθεία (ε) η
οποία δεν διέρχεται από τον πόλο Ο 

(Σχ.3). Η κάθετος ΟΚ που άγεται από 

τον πόλο Ο προς την (ε) τέμνει αυτή 

στο σημείο Κ του οποίου οι πολικές 

συντεταγμένες είναι (πι,θφ) . Αν 

Ρ(ρ,θ) είναι τυχόν σημείο της ευθείας 

(ε) τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο 

ΟΚΡ έχουμε 
πι=ρσυν (θ-θ0) ή

ρ“ συν(θ-θ0) 11

Σχ.3 Η (3) είναι η ζητούμενη εξίσωση της

ευθείας (ε} . Σημειώνουμε ότι αν Αχ+Βψ+Γ=0 είναι η εξίσωση της ευ­

θείας ίε\ σε καρτεσιανές συντεταγμένες, τότε αν χρησιμοποιήσουμε 

τους τύπους (1) θα πάρουμε
Ρ ΒΑρσυνθ+Βρημθ-Γ=&Θέτουμε τώρα - — συνθ0=ιη , εφθ0= — οπότε έχουμε
ρ- _ συνθΛρ _ -Γ_____  _ Α ο . -

Ασυνθ+Βημθ συν(θ-θφ)

Δηλαδή την εξίσωση (3).
*■> · *

13,3,Εξίσωση περιφέρειας κύκλου.
Θεωρούμε την περιφέρεια κύκλου που έχει κέντρο το σημείο Κ με
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πολικές συντεταγμένες (Pq ^ q  ̂ και ακτίνα χ (Σχ.4) . Αν Ρ(ρ,θ) είναι 

τυχόν σημείο της περίφέρειας, τότε από το τρίγωνο ΟΚΡ θα έχουμε
r2=pQ+P2-2ρρ0συν(θ-θ0) (4)

Η (4) είναι η εξίσωση της περιφέ­

ρειας κύκλου σε πολικές συντεταγμέ­

νες. Αν η περιφέρεια διέρχεται από 

τον πόλο, τότε pQ=r, οπότε η (4) 

γίνεται

ρ=2 τσυν Ιθ-θ0) (.51
Αν επί πλέον το κέντρο Κ κείται 

στον πολικό άξονα Οχ, τότε έχουμε 

θφ=0, οπότε η (5) απλουστεύεται 

περισσότερο και έχει την μορφή 

ρ=2τσυνθ.

13.4.Εξίσωση κωνικών τομών.

Η εξίσωση των κωνικών τομών σε πολικές συντεταγμένες μπορεί 

να προκύψει από τη γενική εξίσωση δευτέρου βαθμού, δηλαδή από την

Αχ2+2Βχψ+Γψ2+2Δχ+2Εψ+Ζ =0

αν χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (11. Είναι προτιμώτερο όμως να 

βρούμε την εξίσωση μιας κωνικής τομής με τη χρήση της χαρακτηρι­

στικής ιδιότητας που έχει η εστία με τη διευθετούσα. Έτσι, έστω 

ότι η κωνική τομή (έλλειφη, υπερβολή, ή παραβολή) έχει τον πόλο Ο 

ως εστία και αντίστοιχη διευθετούσα μια ευθεία (ά) κάθετη στον πο­
λικό άξονα Οχ σε απόσταση ρ από τον πόλο και βρισκόμενη προς τα 

αριστερά του πόλου (Σχ.5). Αν Ρ(ρ,θ) είναι τυχόν σημείο της κωνικής 
τομής, τότε η απόσταση του Ρ από τη διευθετούσα (d) είναι

Ρ(Ρ.9)

Σχ.4
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|ρ μ |=|κ ν !=|κ ο |-|ν ο |=

=ρ-ρσυν(π-θ)»ρ+ρσυνθ.

Έστω επίσης ε η εκκεντρότητα της 

κωνικής τομής. Υπενθυμίζουμε ότι, 

αν η κωνική είναι έλλειψη έχουμε 

ε<1, αν είναι υπερβολή έχουμε ε>1 

και τέλος για την παραβολή είναι ε=1. 

Επειδή ο λόγος των αποστάσεων τυχό­

ντος σημείου της κωνικής τομής από 

την εστία και την αντίστοιχη διευ­

θετούσα είναι σταθερός ίσος με την 

εκκεντρότητα ε, έχουμε τελικά

Ιο ρ Ι _ ρ _ ε
|ΡΜ| Ρ+Ρσυνθ

Από τη σχέση αυτή παίρνουμε

Ρ _ Ε § ___
1-εσυνθ

και αν θέσουμε ρε=πι

_______ m
ρ 1-εσυνθ (6)

Η (6) εκφράζει την εξίσωση της κωνικής τομής σε πολικές συντεταγμέ­

νες. Αν η διευθετούσα κείται δεξιά του πόλου και είναι κάθετη στον 

πολικό άξονα (Σχ.6) τότε η εξίσωση της κωνικής θα είναι

Ρ m
1+εσυνθ (7)
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rs'-l- ·'. ν· ■.

Τέλος αν η διευθετούσα είναι παράλληλη προς τον πολικό άξονα (Σχ.7)

η εξίσωση της κωνικής θα είναι ρ= ^ ε ή μ θ  
πάνω από τον πολικό άξονα (Σχ.7(α)).

αν η διευθετούσα είναι
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§

Αν η διευθετούσα κείται κάτω από τον πολικό άξονα, (Σχ.7ίβ)), τότε 

Π εξίσωση. της κωνικής είναι

in
ρι? 1-εημθ

ψ.m

13.5.Πολικές συντεταγμένες στο χώρο

Τις πολικές συντεταγμένες του επιπέδου μπορούμε να τις επεκτεί­

νουμε στο χώρο κατά πολλούς τρόπους και να πάρουμε τις λεγάμενες πο­

λικές συντεταγμένες στο χώρο. Αύο εύχρηστα συστήματα πολικών 

συντεταγμένων στο χώρο περιγράφουμε παρακάτω. 

α) Σύστημα σφαιρικών συντεταγμένων

Έστω Ρ τυχόν σημείο του χώρου με καρτεσιανές συντεταγμένες 

(χ,ψ,ζί σ'ένα ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων Οχψζ. Έστω επί­

σης ρ»[0Ρ| το μέτρο της διανυσματικής ακτίνας του Ρ και Ρ' η 

ορθή, προβολή, του Ρ στο επίπεδο Οχψ. Θέτουμε u= <£ΐ(.Οχ,ΟΡ') και 

ν= <$c ΟΟΡ',ΟΡΙ CSX.81.
Θα έχουμε 
,χ-ρσυννσυνιι

ψβρσυννημιι (8)

ζ=ρημν
Όπως φαίνεται από τις σχέσεις (8) , 

η τριάδα (ρ,ιι,ν) προσδιορίζει πλή­

ρως ένα σημείο του χώρου, αρκεί το 

ρ να μεταβάλλεται στο διάστημα 
το u στο διάστημα [θ,2π) 

και το ν στο διάστημα · Απ<̂
τις σχέσεις C81 μπορούμε να πάρου- 

3χ.8 με τις αντίστροφες αυτών, δηλαδή
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τις σχέσεις που δίνουν τα ρ,u και ν ως συναρτήσεις των χ,ψ και ζ. 

Πραγματικά έχουμε

ρ = V Χ2+ψ2+Ζ2

u = xof ε«ρ ̂  C9)

ν = τοξ ημ ■ ■■ ■ 2 — —

Οι τρεις αριθμοί p,u και ν μας δίνουν το διατεταγμένο ζεύγος 

Cp,u,v) και λέγονται σφαιρικές συντεταγμένες του σημείου Ρ. Το ρ 

λέγεται πολική απόσταση, το u (γεωγραφικό) μήκος και το ν πλάτος 

του σημείου. Οι τύποι (8) και (.9) μας δείχνουν πως μπορούμε να με­

ταβούμε από ένα σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων σ'ένα σύστημα 

σφαιρικών συντεταγμένων και αντίστροφα.

β) Σύστημα κυλινδρικών συντεταγμένων

Θεωρούμε πάλι ένα τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ και 

Ρ τυχόν σημείο του χώρου με συντεταγμένες (χ,ψ,ζ) ως προς το σύστη­

μα Οχψζ (Σχ.9) . Έστω Ρ' η ορθή προβολή του σημείου Ρ στο επίπεδο 

Οχψ. Θεωρούμε επίσης ένα σύστημα πολικών συντεταγμένων στο επίπεδο
Οχψ με πόλο το σημείο Ο και πολικό 

άξονα την ημιευθεία Οχ. Αν (ρ,θΐ είναι 
οι πολικές συντεταγμένες του σημείου 

Ρ'και ζ η. κατηγμένη του σημείου Ρ,τό­
τε οι τρείς αριθμοί ρ,θ και ζ προσδιο­

ρίζουν πλήρως το σημείο Ρ. Προφανώς 
θα έχουμε 
χ = ρσυνθ

ψ = ρημθ (10)

Σχ.9 ζ *= ζ
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Επίσης οιπό τις σχέσεις (10) μπορούμε να πάρουμε τις αντίστροφες 

σχέσεις, δηλαδή τις

ζ = ζ

Οι τρεις αριθμοί ρ,θ και ζ μας δίνουν την διατεταγμένη τριάδα 

(ρ,θ,ζ) και λέγονται κυλινδρικές συντεταγμένες του σημείου Ρ. Οι 

σχέσεις (10) μας δίνουν τις καρτεσιανές συντεταγμένες (χ,ψ,ζ) του 

σημείου Ρ ως συναρτήσεις των κυλινδρικών συντεταγμένων (ρ,θ,ζ) ενώ 

οι αντίστροφες σχέσεις (11) μας δίνουν τις κυλινδρικές συντεταγμέ­

νες (ρ,θ,ζ) του τυχόντος σημείου Ρ ως συναρτήσεις των καρτεσιανών 

συντεταγμένων (χ,ψ,ζ).

14.Ασκήσεις
Ι.Να βρεθούν οι εξισώσεις των παρακάτω καμπύλων σε-πολικές συντε­

ταγμένες
α)χ2+ψ2-8χ=0 β)χ2-ψ2=16

(11)

γ)ψ2=χ3- \  +χ 6) 9χ2=ψ2 (25-χ2)

2.Να βρεθούν οι εξισώσεις των παρακάτω καμπύλων σε καρτεσιανές 

συντε ταγμένε ς

γ)ρ=ημ2θ 
ε)ρ=4(1+εφθ)

α)ρ=3συνθ β!ρσυνθ=6

δλρ2=2συν2θ

στ)ρ2_ συνθ

ε)ρ= 1-συνθ λ- Ίμνη;ρ ημθ-συνθ



-353-

3. Να βρεθεί η εξίσωση σε πολικές συντεταγμένες της περιφέρειας κύ­

κλου που έχει κέντρο πάνω στην ευθεία θ=π, ακτίνα α Kat διέρχεται 

από τον πόλο Ο.

4. Να βρεθεί η εξίσωση σε πολικές συντεταγμένες της ελλείψεως η οποί­

α έχει για μια εστία τον πόλο 0, για δεύτερη εστία το σημείο

Ο ' (ρ=2,θ=0) και μια κορυφή το σημείο Α(ρ=1,θ=ΤΓ).

5. Να βρεθεί η εξίσωση σε πολικές συντεταγμένες της παραβολής της

οποίας εστία είναι ο πόλος Ο και διευθετούσα η ευθεία ρ= --- ----- ·
συν (θ+ j)

6. Υπερβολή έχει εκκεντρότητα ε= j, μια εστία τον πόλο Ο και αντί­

στοιχη διευθετούσα την ευθεία ρ= 5υνθ βΝα ^ρεθε  ̂ η εξίσωση σε πολικές 
συντεταγμένες της υπερβολής, καθώς επίσης και οι πολικές συντεταγ­

μένες της άλλης εστίας.

7. Να βρεθεί η εξίσωση σε πολικές συντεταγμένες της υπερβολής της

οποίας μια εστία είναι ο πόλος Ο, κέντρο το σημείο Κ(ρ=2,θ= και 

μια κορυφή το σημείο Α(ρ=1 ,θ= .

8. Να βρεθεί η εξίσωση σε πολικές συντεταγμένες της ελλείψεως η οποία 
έχει για εστίες τον πόλο Ο και το σημείο Κ(ρ=2,θ=0) και μια κορυφή 

το σημείο Α(ρ=4,θ=0).
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15. Επιφάνειες

Στις προηγούμενες παραγράφους είδαμε ότι ο γεωμετρικός τόπος των ση­

μείων του χώρου που πληρούν μια εξίσωση της μορφής ί(χ,ψ,ζ)=0 είναι 

μια επιφάνεια. Η επιφάνεια μπορεί να θεωρηθεί επίσης και ως ο γεω­
μετρικός τόπος των σημείων που πληρούν μια ορισμένη χαρακτηριστική 

γεωμετρική ιδιότητα. Για παράδειγμα η επιφάνεια της σφαίρας ορίστη­

κε με τη χαρακτηριστική ιδιότητα των σημείων της και μετά βρήκαμε 

την εξίσωση της. Επίσης μια επιφάνεια μπορεί να θεωρηθεί ότι παρά- 

γεται κατά την κίνηση μιας καμπύλης η οποία κινείται με κάποιον 

ορισμένο νόμο. Ο νόμος κινήσεως της καμπύλης εκφράζεται συνήθως με 

ορισμένες παραμέτρους οι οποίες υπεισέρχονται στις εξισώσεις της 

καμπύλης. 'Ετσι οι εξισώσεις

f>l (χ,ψ, ζ ,λ^ ^2*. · ·/ =0 , f 2 (Xf Φ/ ζ /λ  ̂,λ»2 1 * · · /

παριστάνουν μια καμπύλη που εξαρτάται από τις παραμέτρους λ1,λ2,.. 

.,λη · Κάθε τιμή των παραμέτρων λ1,λ2*...*λη προσδιορίζει και μια 

θέση της καμπύλης (1) . Για να παράγει όμως η καμπύλη (1) την επιφά- 

νεις πρέπει οι παράμετροι λ1,λ2,··.,λη να συνδέονται μεταξύ τους 

με η-1 σχέσεις

<p̂  (Xj , λ2 9***9 Xĵ ) =0 , 1=1 9 2 9 · * * 9 1 (2)

οι οποίες εκφράζουν τον νόμο με τον οποίο κινείται η καμπύλη. Αν 

απαλείψουμε τις παραμέτρους λ1,λ2*···*λη μεταξύ των εξισώσεων (1) 

και (2) θα πάρουμε την εξίσωση της επιφάνειας, δηλαδή £(χ,ψ,ζ)=0. 

Στις επόμενες παραγράφους θα δούμε μερικές κατηγορίες επιφανειών 
που προκύπτουν από την κίνηση μιας καμπύλης.

15.Τ.Κυλινδρικές επιφάνειες
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Μια επιφάνεια καλείται κυλινδρική αν παράγεται από μια ευθεία 

η οποία κινείται έτσι ώστε να είναι συνέχεια παράλληλη προς μια 

σταθερή διεύθυνση και να συναντά μια σταθερή καμπύλη ή να εφάπτεται 

δοθείσης επιφάνειας.

Η ευθεία που κινείται και παράγει την επιφάνεια λέγεται γενέτειρα 

ενώ η καμπύλη την οποία συναντά η γενέτειρα λέγεται οδηγός. Αν

^(χ,φ,ζ) =0 , f 2 (χ ,ψ, ζ) =0 (3)

είναι οιεξιαίκΕίς που εκφράζουν την οδηγό καμπύλη και ά(α,β,γ) ένα 

σταθερό διάνυσμα που εκφράζει την σταθερή διεύθυνση της γενέτειρας, 

τότε οι εξισώσεις της γενέτειρας θα είναι

x-k ψ-λ _ ζ-μ
α (3 ~ γ (4)

όπου Κ,λ,μ είναι παράμετροι και μπορούν να θεωρηθούν ως οι συντε­

ταγμένες του σημείου στο οποίο συναντά η γενέτειρα την οδηγό* Συνε­

πώς θα έχουμε τις εξής σχέσεις μεταξύ των παραμέτρων

ί^,λ,μ) =0 , f2 ( k ^ fU) =0 (5)

Αν τώρα μεταξύ των τεσσάρων εξισώσεων (4) και (5) απαλείφουμε τις 

παραμέτρους ^ λ  και μ θα πάρουμε την εξίσωση της επιφάνειας, δη­

λαδή ί(χ,ψ,ζ) =0. Πραγματικά, αν θέσουμε στην (4) τους ίσους 

λόγους ίσους με t θα έχουμε

k = x-at , λ-ψ-ftt , μ=ζ-^

οπότε οι (5) γίνονται

f1 (x-at,i|j-ptf z-yt) =0 , f2 (x-at,4i-pt, z-Yt) =0

Η απαλοιφή του t από αυτές θα υας δώσει την εξίσωση της επιφάνειας 

f(χ,ψ,ζ)=0.
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Αν η διεύθυνση των γενετειρών της κυλινδρικής επιφάνειας καθορί­

ζεται από μια ευθεία (ε) με εξισώσεις

Α1χ+Β1Φ+Γ1ζ+Δ1 =0 , Α2χ+Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2 =0 (6)

τότε κάθε ευθεία παράλληλη προς την (ε) θα έχει εξισώσεις

Α1χ+Β1Φ+Γ1ζ+Δ1 =λ , Α2χ+Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2 =μ (7)

Για να είναι η ευθεία (7) γενέτειρα της κυλινδρικής επιφάνειας πρέ­

πει οι παράμετροι λ και μ να παίρνουν τέτοιες τιμές ώστε το σύστη­

μα των εξισώσεων (3) της οδηγού και των εξισώσεων (7) να είναι 

συμβιβαστό.. Αν απαλείψουμε τα χ,ψ,ζ μεταξύ των (3) και (7) θα 

πάρουμε μια σχέση μεταξύ των παραμέτρων λ και μ, την

φ(λ,μ) =0 (8)

Μεταξύ των (7) και (8) απαλοίψουμε τις παραμέτρους λ και μ οπότε 

παίρνουμε την εξίσωση της επιφάνειας, που είναι της μορςοής

φ(Α1χ+Β1Ψ+Γ1ζ+Δχ,Α2χ+Β2Ψ+Γ2 ζ+Δ2) =0 (9)

Συνεπώς η εξίσωση μιας κυλινδρικής επκράνειας έχει την μορφή (9) , 

δηλαδή είναι συνάρτηση δυο πρωτοβάθμιων παραστάσεων ως προς χ,Ψ,ζ 

οι οποίες παραστάσεις αν εξισωθούν με το μηδέν μας δίνουν μια ευ­

θεία παράλληλη προς τις γενέτειρες της κυλινδρικής επιφάνειας. 

Αντίστροφα, κάθε εξίσωση της μορφής (9) παριστάνει κυλινδρική επι­

φάνεια, γιατί αν θέσουμε

Α1χ+Β1Ψ+Γ1ζ+Δ1 =λ , Α2χ +Β2Ψ+Γ2ζ+Δ2 =μ 

θα έχουμε

φ (λ,μ) =0

(10) ·

(11)

Δηλαδή, η ευθεία (10) κείται στην επιφάνεια που προκύπτει από την 

απαλοιφή των λ και μ μεταξύ των (10) και (11), συνεπώς κείται στην
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επιφάνεια (9). Ώστε η επιφάνεια (91 παράγεται από τις ευθείες (10) 

για τις οποίες τα λ και μ πληρούν την (111. Ειδικά κάθε εξίσωση 

της μορφής
φ(χ,ψ) =0

παριστάνει κυλινδρική επιφάνεια της οποίας οι γενέτειρες είναι πα­

ράλληλες προς την ευθεία με εξισώσεις

χ=0 f Ψ=0

δηλαδή το\> άξονα Οζ. Παρόμοια συμπεράσματα έχουμε για κάθε εξί­

σωση της μορφής φ(χ,ζ)=0 ή της μορφής φ(ψ,ζ)=0. Ώστε κάθε εξίσωση 

από την οποία απουσιάζει η μια μεταβλητή π.χ. η χ (ή ψ, ή ζ) παριστάνει 

κυλινδρική επιφάνεια με γενέτειρες παράλληλες προς τον άξονα Οχ 

(ή Οψ, ή Οζ αντίστοιχα).
Για την περίπτωση που οι γενέτειρες εφάπτονται δοθείσης επιφά­

νειας εργαζόμαστε ως εξής. Έστω

ί(χ,ψ,ζ) -0 (12)
η εξίσωση της δοθείσης επιφάνειας και

= (13)
α β Ύ

οι εξισώσεις της γενέτειρας, όπου (Ις,λ,μ) είναι οι συντεταγμένες 
του σημείου στο οποίο η γενέτειρα εφάπτεται της επιφάνειας (12) .

Από τις (13) έχουμε
k=x-at , λ=ΨΗ^ , U=z~Yt 

Αν αντικαταστήσουμε τις τιμές αυτές στην εξίσωση (12) θα έχουμε

£ (x-at , φ-βt , z-Yt) =0 tl4)
Για να εφάπτεται, όμως η γενέτειρα (13) της επιφάνειας (12) πρέπει 

η (14) να έχει διπλή ρίζα ως προς t. Η συνθήκη ώστε να συμβαίνει 
αυτό, δηλαδή να έχει η (14) διπλή ρίζα ως προς t μας δίνει την
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εξίσωση της ζητούμενης επιχράνειας.

15.2.Παράδειγμα?α)Να βρεθεί η εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας 

η οποία έχει οδηγό την καμπύλη
2 2 *4φ -2ζ ϊ-χ-8φ-8ζ-2 =0 , χ+φ-ζ *0

και γενέτειρες παράλληλες προς το διάνυσμα α(1,-1,2). Οι εξισώσεις

των γενετείρων θα είναι

x-k _ (15)
1 ~ -1 2

όπου (Κ,λ,μ) είναι οι συντεταγμένες του σημείου στο οποίο η γενέ­

τειρα συναντά την οδηγό, δηλαδή έχουμε

4λ2-2μ2+)<-8λ-3μ-2 =0 , k+λ-μ =0 (16)

Μεταξύ των (15) και (16) απαλόίψουμε τα Ις,λ,μ οπότε έχουμε την εξί­

σωση της ζητούμενης επιφάνειας. Θέτουμε τους ίσους λόγους στην (15) 

ίσους με t , οπότε παίρνουμε

k=x-t , λ^ψ+t , μ=ζ-^

Οι (16) γίνονται τώρα
4 (φ+t) 2-2 (z-2*t) 2+x-t-8 (ψ+t) -8 (z-2t) -2 =0 ,

x-t+φ+t-z+2t =0
Η δεύτερη από αυτές μας δίνει t=- ^-(χ+ψ-ζ), οπότε η πρώτη γίνεται

4 (ψ- ·|·(.χ+ψ-ζ))2-2(ζ+χ+φ-ζ)2+χ+ 1(χ+ψ-ζ)-8(φ- ^(χ+Φ-ζ))-8 (ζ+χ+φ-ζ)-2=0.

Μετά από πράξεις παίρνουμε τελικά την εξίσωση της ζητούμενες επι­

φάνειας
2(φ-χ+z)2-4(χ+ψ)2-5χ-23ψ-9ζ-4 =0 

β)να βρεθεί η εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας της οποίας οι
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γενέτειρες είναι παράλληλες προς το διάνυσμα αθ.,2,3) και η οποία 

εφάπτεται, της επιφάνειας 3χ^+2ψ^+ζ^-5χ+2 =Q. Οι γενέτειρες θα δί­

νονται από τις εξισώσεις

x-k _ φ-λ _ ζ-μ
~  ~ ~ΊΓ ~ 3

όπου (^λ,μ) είναι το σημείο στο οποίο εφάπτεται η γενέτειρα με 

την επιφάνεια 3χ^+2φ^+ζ^—5χ+2 =0. Ετσι έχουμε 3k +2λ +μ —5k+2 =0, 

οπότε αν θέσουμε τους ίσους λόγους στις εξισώσεις των γενετειρών 

ίσους με t παίρνουμε

k=x-t , λ=ψ-2t , μ = ζ ^

Οι τιμές αυτές των k,X,u αν αντικατασταθούν στην προηγούμενη σχέση 

θα μας δώσουν
3 (x-t)2+2(φ—2fc)2+ (z-3t^-5(x-t)+2 =0 ή

20t2- (6χ+8ψ+6ζ+5) t+3x2+2iJi2+z2-5x+2 =0 

Για να εφάπτονται όμως οι γενέτειρες στην δοθείσα επιφάνεια πρέπει 

η παραπάνω εξίσωση να έχει διπλή ρίζα ως προς t. Δηλαδή πρέπει η 

διακρίνουσα αυτής να είναι ίση με μηδέν. Η συνθήκη αυτή μας δίνει 

συγχρόνως και την εξίσωση της ζητούμενης επιφάνειας. Έτσι έχουμε 
(6χ+8ψ+6ζ+5)2-80(3χ2+2ψ2+ζ2-5χ+2) =0.

15.3.Κωνικές επιφάνειες.
Μια επιφάνεια καλείται κωνική όταν παράγεται από μια ευθεία η 

οποία κινείται έτσι ώστε να διέρχεται από ένα σταθερό σημείο και 
να συναντά μια σταθερή καμπύλη ή να εφάπτεται δοθείσης επιφάνειας. 
Το σταθερό σημείο καλείται κορυφή της κωνικής επιφάνειας, η ευθεία 

που κινείται και παράγει την επιφάνεια λέγεται γενέτειρα ενώ η κα­
μπύλη την οποία συναντά η γενέτειρα λέγεται οδηγός της επιφάνειας. 

Έστω Ρο*Χθ'Ψ()'ζΟ* n ΗορΌ^  κοα
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^(χ,φ,ζ) =0 , f2 (χf φ, ζ) *0 (17)

ot εξισώσεις της οδηγού καμπύλης. Τότε οι εξισώσεις της γενέτειρας 

θα είναι
*-*0 _ _ ζ_ζ0 
k λ μ ( 18 )

όπου k,X και. μ είναι παράμετροι. Το κοινό σημείο της γενέτειρας και 

της οδηγού δα επαληθεύει τις (17) και (18). Από τις (18) έχουμε

Φ-Ψ0 = Κ (Χ'Χ0) ' ζ_ζ0= k (x"x0) (19)
οπότε οι (17) , αν αντικαταστήσουμε τις (19) θα μας δώσουν τελικά 

μια σχέση μεταξύ των παραμέτρων Ις,λ,μ την

Φ( I . £ ) =0 120)

ή ακόμα πιο απλοποιημένη

F (Ις,λ,μ) =0 (21)

Όπως (ραίνεται από την (20) , η (21) είναι ομογενής ως προς Ις,λ,μ 

και η απαλοιφή των παραμέτρων Ις,λ,μ μεταξύ των (21) και (18) θα 

μας δώσει την εξίσωση της ζητούμενης επιφάνειας. Αν θέσουμε τους 

ίσους λόγους στην (18) ίσους με ^ θα πάρουμε

k=t(x-xQ) , λ=1(ψ-Φ0) / μ^(ζ-ζ0)

οπότε η (21) γίνεται
F(t(x-x0),t(4>-il/0),t(z-z0)) =0

και επειδή η (21) είναι ομογενής ως προς λ,λ,μ θα έχουμε

ΐηΡ(χ-χ0,φ-φ0,ζ-ζ0) =0

και τελικά η εξίσωση της ζητούμενης επιφάνειας θα είναι

Ρ(χ-χ0,φ-φ0,Ζ-ζ0) =0 (22)

Επαναλαμβάνουμε εδώ ότι η εξίσωση (22) της κωνικής επιφάνειας είναι
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ομογενής ως προς x -x 0,<Mv m 0' Αλλά και αντίστροφα κάθε εξίσωση 
ομογενής ως προς χ-χο,Φ-Φ0,ζ-ζ0 naotcrc0vEi χωνϋχή επιφάνεια με

κορυφή το σημείο PQ (χ 0'Φ0'V  * Πραγματι·κά θεωρούμε την °μθγενή 
εΕίσωση (22) ως προς x-* o ' ^ ' V  Ζ“Ζ0 και θα δείξουμε ότι αυτή παρι­

στάνει κωνική επιφάνεια με κορυφή το σημείο * ,Εστω

Ρ1(χ1,Φ1,ζ1)?ί Ρ0 (χ 0'Φ0'ζ0) τυχ0ν σημε£ο που κε£ται' στην επιφάνεια 
(22). Θα δείξουμε ότι η ευθεία Ρ0Ρχ κείται ολόκληρη πάνω στην 

επιφάνεια (22). Αν P2 (x2^ 2'z2)e£vat "^λόν σημείο της ευθείας 

Ρ0Ρχ, τότε θα έχουμε

x2=x0+t(x1-x0) , Ψ2=Φ0+t(Ψ1-Ψ0) , -22=z0+t(2l-zQ)

οπότε

F(x2-x0^ 2^ 0,z2-z0)=F(t(x1-X0) ,ί(Φ1-Φ0) ^ ( ζ 1-Ζ0)) =

= Λ - ί χ ^ Χ ο , Ψ ^ Ψ ο , ζ ^ )  =0

αφού η (22) είναι ομογενής ως προς χ-χ0 ,ψ-ψ0,z-zQ. Παρατηρούμε 

λοιπόν ότι το σημείο p2 (x2'^2'z2* ετιαλτϊθεύει την (22), δηλαδή 
κείται στην επιφάνεια. Έτσι το τυχόν σημείο της ευθείας Ρ0Ρχ κεί- 

ται στην επιφάνεια, δηλαδή η επιφάνεια παράγεται από μια ευθεία 
που διέρχεται από το σταθερό σημείο PQ, άρα η (22) εκφράζει κωνική 

επιφάνεια.
Στην περίπτωση που η κωνική επιφάνεια παράγεται από μια ευθεία 

η οποία διέρχεται από το σταθερό σημείο ρ0 Χ̂0'^0'Ζ0̂  καχ ε<ρ̂ πτεται' 
δοθείσης επιφάνειας με εξίσωση

f(x,v|ι,ζ) =0 (23)
μπορούμε να προσδιορίσουμε την εξίσωση της κωνικής επιφάνειας ως 

εξής. Θεωρούμε τις εξισώσεις (18) της γενέτειρας που παράγει την 
κωνική επιφάνεια. Αυτές μπορούν να γραφούν και με τη μορφή _
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x-xQ+tk , ψ=Φ0+ ^  , z=z0^tu

οπότε τα Kotvd σημεέα της γενέτειρας και της δοθεέσης επιφάνειας 

(23) θα δένονται από τη σχέση

f(xQ+tk , 4>0+tX , zQ+tu) =0 (24)

Για να ε(ράπτεται η γενέτειρα (18) της επιφάνειας (23) πρέπει η 

εξίσωση (24) να έχει διπλή ρέζα ως προς t. Η συνθήκη αυτή μας δέ­

νει τη σχέση μεταξύ των παραμέτρων κ,λ,μ που εέναι της μορφής 

F (κ,λ,μ) =0 και από αυτή παέρνουμε τελικά την εξέσωση της ζητού­

μενης επιφάνειαςr δηλαδή την

FCx-x0 , Ψ-Ψ0 , z-zQ) =0

Σημειώνουμε τέλος, ότι αν ως κορυφή της κωνικής επιφάνειας εέναι 

η αρχή των συντεταγμένων Ο (0,0,0), τότε η εξέσωση αυτής εέναι της 

μορωής F(x,i|;,z)=0 και εέναι ομογενής ως προς χ,ψ,ζ. Επέσης και 

αντέστροφα κάθε ομογενής εξέσωση ως προς χ,ψ,ζ εκφράζει κωνική επι­

φάνεια με κορυφή την αρχή Ο (0,0,0)·

15 ·4 ,Ιίαραδεέγματα:α)Να δρεθεέ η εξέσωση της κωνικής επιφάνειας 

η οποέα έχει κορυφή το σημεέο PQ (1,1,1) και οδηγό την καμπύλη
2 2χ+Ψ+ζ =0 , Ψ +ζ =1

Οι εξισώσεις της γενέτειρας εέναι

χ-1 _ ψ—1 ζ-1 (25)
k - λ = μ

Μεταξύ αυτών και των εξισώσεων της οδηγού απαλόέφουμε τα χ,ψ,ζ 

οπότε έχουμε τη σχέση μεταξύ των παραμέτρων

^+4λ^+4μ^-10λμ-4κλ-4κμ =0 (26)

Μέταξύ αυτής και των εξισώσεων της γενέτειρας απαλοίφουμε τώρα
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τις παραμέτρους κ,λ,μ οπότε παίρνουμε την εξίσωση της ζητούμενης 

κωνικής επιφάνειας. Από τις (25) αν θέσουμε τους ίσους λόγους 

ίσους με -i- θα πάρουμε

k=t(χ-1) , X=t (ψ-1) , μ=*(ζ-1)

οπότε η (26) μας δίνει

t2 [(χ-1) 2+4 (φ-Χ) 2+4 (ζ-1) 2-1 0 (Οί-1) (ζ-1) -4 (χ-1) (ψ-1)-4(χ-1) (ζ-1)] =0 

τελικά η εξίσωση της επιφάνειας είναι

(χ-1)2+4(ψ-1)2+4(ζ-1)2-10 (ψ-1) (ζ-1)-4 (χ-1)(ψ-1)-4(χ-1)(ζ-1) =0.

β)Νά δειχθεί ότι η εξίσωση (χ+2)(ζ-χ)2-(ψ-1)2 (ζ+2ψ) =0 παρι- 

στάνει κωνική επιφάνεια της οποίας να προσδιοριστεί η κορύφη.

Η δοθείσα εξίσωση γράφεται
(χ+2) [(ζ+2)-(χ+2)]2-(ψ-1)2 [(ζ+2)+2(ψ-1)] =0 ή

(χ+2)(ζ+2)2-2(χ+2)2 (ζ+2)+(χ+2)3-(ψ-1)2 (ζ+2)-2(ψ-1)3 =0 .

Επειδή η εξίσωση αυτή είναι ομογενής βαθμού ομογενείας 3 ως προς 

χ+2 , ψ-1 , ζ+2 έπεται ότι παριστάνει κωνική επιφάνεια με κορυφή 
το σημείο PQ (-2,l,-2).

15.5.Επΐφάνειες εκ περιστροφής.

Μια επιφάνεια καλείται επιφάνεια εκ περιστροφής όταν παράγε- 

ται με την περιστροφή μιας καμπύλης γύρω από έναν άξονα.
Η καμπύλη που περιστρέφεται και παράγει την επιφάνεια λέγεται γε­
νέτειρα της επιφάνειας εκ περιστροφής. Προφανώς κάθε σημείο της 
γενέτειρας διαγράφει κατά την περιστροφή μια περιφέρεια κύκλου της 
οποίας το επίπεδο είναι κάθετο στον άξονα και το κέντρο της κείται 
πάνω στον άξονα. Συνεπώς μπορούμε να πούμε ότι η επιφάνεια εκ περι­
στροφής παράγεται από μια περιφέρεια η οποία κινείται έτσι ώστε
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το κέντρο της να βρίσκεται πάνω στον άξονα, το επίπεδο της να είναι 

κάθετο στον άξονα και τέλος να συναντά μια δοθείσα καμπύλη. Για 

να βρούμε την εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας εργαζόμαστε

ως εξής. Έστω
*-*0 = ^ 0  = Ζ~Ζο 
α β γ (27)

οι εξισώσεις του άξονα και

^(χ,ψ,ζ) =0 , f2 (χ,ψ,ζ) =0 (28)

οι εξισώσεις της γενέτειρας. Η περιφέρεια προκύπτει ως τομή ui^C 

σφαίρας που έχει κέντρο το σημείο PQ (χο'(*’ο,ζΟ) του Λ£ονα και ενώε 
επιπέδου καθέτου στον άξονα. Έτσι θα έχει εξισώσεις

(χ-χ0)2+(ψ-Ψ0)2+(ζ-ζ0)2 =ρ2
(29)

αχ+βψ+γζ =λ
όπου ρ,λ είναι παράμετροι. Η περιφέρεια (29) πρέπει να συναντά τη 

γενέτειρα (28). Επομένως πρέπει οι εξισώσεις (28) και (29) να 

έχουν κοινή λύση ως προς χ,ψ,ζ. Έτσι αν μεταξύ αυτών απαλείφουμε 

τα χ,ψ,ζ θα βρούμε μια σχέση μεταξύ των παραμέτρων ρ,λ έστω την

φ(ρ2,λ) =0 (30)

Αν τώρα μεταξύ των (29) και (30) απαλείψουμε τις παραμέτρους ρ 

και λ θα βρούμε της εκ περιστροφής επιφάνειας, δηλαδή την

φ ((x-xQ)2+(ψ-Ψ0)2+(ζ-ζ0)2,αχ+βψ+γζ) =0 (31)

Στην ειδική περίπτωση που έχουμε ως άξονα περιστροφής έναν . 

από τους άξονες συντεταγμένων και ως γενέτειρα μια καμπύλη που 
κείται σ'ένα από τα επίπεδα συντεταγμένων τότε η εύρεση της 
εξίσωσης της εκ περιστροφής επιφάνειας είναι πιό απλή. Για παράδειγ 

μα έστω ότι θέλουμε να βρούμε την εκ περιστροφής επιφάνεια που
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ππράγεται αν περιστρέφουμε την καμπύλη

f (χ,ζ) =0 , Φ=0 (32)

γύρω από τον άξονα Οζ. Τότε οι εξισώσεις της κινούμενης περιφέρειας 

.είναι
χ2+ψ2 =Ρ2 , ζ=λ (33)

Μεταξύ των (32) και (33) απαλόόψουμε τα χ,Ψ,ζ οπότε έχουμε τη σχέση 

μεταξύ των παραμέτρων ρ,λ, δηλαδή

f(±Ρ,λ) =0

Η απαλοιφή των ρ,λ μεταξύ αυτής και των (33) θα μας δώσει την ζητού­

μενη εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας, δηλαδή

f (±ΐ42+ψ2 , z ) =ο

Από τα παραπάνω έχουμε ως συμπέρασμα ότι: Αν μια επίπεδη καμπύλη που 

κείται σ'ένα από τα επίπεδα συντεταγμένων περιστραφεί γύρω από έναν 

άξονα συντεταγμένων ο οποίος κείται στο επίπεδο της καμπύλης τότε 

προκύπτει μια εκ περιστροφής επιφάνεια της οποίας η εξίσωση βρίσκεται 

από την εξίσωση της καμπύλης (όχι αυτήν που παριστάνει το επίπεδο 

συντεταγμένων) αν αντικαταστήσουμε την μεταβλητή η οποία δεν μετράται 

στον άξονα περιστροφής με την τετραγωνική ρίζα του αθροίσματος των 

τετραγώνων των μεταβλητών οι οποίες δεν μετρούνται στον άξονα περι­

στροφής.
Έτσι η εκ περιστροφής επιφάνεια η οποία παράγεται όταν η καμπύλη 

£(φ,ζ)=0 , χ=0 περιστραφεί γύρω από τον άξονα Οζ θα έχει εξίσωση

f (+\/χ2+φ2 ,ζ) =0, Επίσης η εκ περιστροφής επιφάνεια που παράγεται 

από την ίδια καμπύλη, όταν αυτή περιστραφεί γύρω από τον άξονα Οφ, 

θα έχει εξίσωση f (φ,+ V x + z 2) =0. Όμοια βρίσκουμε την εξίσωση της 

εκ περιστροφής επιφάνειας για τις άλλες ανάλογες περιπτώσεις.
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Κάθε ημιεπίπεδο που διέρχεται από τον άξονα περιστροφής υιας 

εκ περιστροφής επιφάνειας τέμνει την επιφάνεια κατά μια καμπύλη 

που λέγεται μεσημβρινός της επιφάνειας, ενώ κάθε επίπεδο κάθετό 

στον άξονα τέμνει την επίφανεια κατά μια περιφέρεια που λέγεται 

παράλληλοε της επιφάνειας.

15.6.Παραδείγματα:α)Να βρεθεί η εκ περιστροφής επιφάνεια η 

οποία παράγεται από την περιστροφή της καμπύλης

(c): ψ2=4χ , ζ=0 περί την ευθεία (ε): Ψ=0 , ζ=2.

Οι εξισώσεις του άξονα μπορούν να γραφούν και με την μορφή

χ __ψ _ ζ-2
1 “ 0 0

Δηλαδή ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το σημείο PQ (0,0,2) και 

είναι παράλληλος προς το διάνυσμα α(1,0,0). Έτσι η μεταβλητή περι­

φέρεια που θα παράγει την εκ περιστροφής επιφάνεια θα έχει εξισώσεις

χ — λ , χ2+ψ2+(ζ-2)2 =ρ2 (33)

Μεταξύ των (33) και των εξισώσεων της (c) απαλοίφουμε τα χ,ψ,ζ, 

οπότε έχουμε μια σχέση μεταξύ των παραμέτρων ρ,λ δηλαδή

(λ+2)2-ρ2 =0
Μεταξύ αυτής τώρα και των (33) απαλοίφουμε τα ρ,λ οπότε έχουμε την 

εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας, δηλαδή

4 (x+ζ)-ψ^-ζ2=0.

3)Να βρεθεί η εκ περιστροφής επιφάνεια η οποία παράγεται δια
η 9περιστροφής της καμπύλης (c): 2ψ -ζ =8 , χ=0 γύρω από τον άξονα 

Οζ.

Επειδή η καμπύλη (c) κείται στο επίπεδο Οφζ και περιστρέφεται γύρω 

από τον άξονα Οζ η εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας θα βρεθεί
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αν αντικαταστήσουμε στην εξίσωση 2ψ2-ζ2=8 την μεταβλητή ψ με την 

±Vx2+i|/2. Έτσι, έχουμε

2 (χ2+ψ2)-ζ2 =8.

Στις επόμενες παραγράφους θα μελετήσουμε τις καλούμενες επιφά­

νειες δευτέρου βαθμού, δηλαδή τις επιφάνειες των οποίων η εξίσωση 

είναι δευτέρου βαθμού ως προς χ,ψ,ζ.

15.7.Ελλειψοειδές
Ελλειψοειδές καλείται η επιφάνεια της οποίας η εξίσωση είναι

si + *i + ξ! =ι
α2 32 Υ2

α,β,γ>0 (34)

Από την εξίσωση (34) φαίνεται ότι αν το σημείο (χ,ψ,ζ) κείται στην 

επιφάνεια τότε και καθένα από τα οκτώ σημεία (ίχ,ίψ,ΐζ) κείται στην 

επιφάνεια. Επομένως η επιφάνεια είναι συμμετρική ως προς τα επιπέ- 

δα συντεταγμένων, τους άξονες συντεταγμένων και την αρχή Ο. Επίσης 
το ελλειψοειδές τέμνει τους άξονες στα σημεία Α(α,Ο,Ο) , Α'(-α,Ο,Ο) 

Β(Ο,β,Ο) , Β'(Ο,-β,θ) , Γ(Ο,Ο,γ) , Γ'(Ο,Ο,-γ) (Σχ.1). Από την εξί­
σωση (34) παρατηρούμε ότι -α<χ<α , -β<ψ£β , -γ<ζ<γ, δηλαδή η επιφά-

Σχ.1
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νεια του ελλειψοειδούς κείται μέσα στο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο 

με έδρες χ=±α , ψ=±δ , ζ=ίγ. Τέλος σημειώνουμε ότι οι τομές της 

επιφάνειας με τα επίπεδα συντεταγμένων είναι
*

(1)με το επίπεδο Οχψ η έλλειψη

(ϋ)με το επίπεδο Οψζ η έλλειψη

(ίϋ)με το επίπεδο Οζχ η έλλειψη

15.δ.Μονόχωνο υπερβολοειδές.
Μονόχωνο υπερβολοειδές καλείται η επιφάνεια η οποία ως προς το 

ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ έχει εξίσωση

4  ♦  4  - 4  «  <35>or |Τ -i1

Όπως στην περίπτωση του ελλειψοειδούς, έτσι και εδώ παρατηρούμε

ότι η επιφάνεια είναι συμμετρική ως προς τα επίπεδα συντεταγμένων,
τους άξονες και την αρχή Ο. Επίσης ο άξονας Οχ τέμνει την επιφάνεια

στα σημεία Α(α,Ο,Ο) , Α'(-α,Ο,Ο) και ο άξονα Οψ στα σημεία Β(Ο,β,Ο),
Β'(Ο,-β,Ο) (Σχ.2), ενώ ο άξονας Οζ δεν τέμνει την επιφάνεια γιατί

2 2για χ=0 , ψ=0, έχουμε ζ =-γ .
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Τέλος οι τομές της επιφάνειας με τα συντεταγμένα επίπεδα είναι:

(i) Με το επίπεδο Οχψ η έλλειψη

(ii) Με το επίπεδο Οψζ η υπερβολή

4 - 4 -> -

(iii) Με το επίπεδο Οζχ η υπερβολή

d  d  -ι ψ =°2 ~ 2 -1 ' α γ

15.9. Δίχωνο υπερβολοε ι δές.
Δίχωνο υπερβολοειδές καλείται η επιφάνεια η οποία ως προς το 

ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ έχει εξίσωση
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ή  . !b! _ si ml
a2 e2 γ2

α , β , γ  >0 (36)

(ή _ + itL . s i
* a2 e2 γ2

- 4 - * !  + £
a2 e2 γ2

Ί  )

Όπως οι προηγούμενες επιφάνειες έτσι και το δίχωνο υπερβολοειδές 

είναι μια επιφάνεια συμμετρική ως προς τα επίπεδα συντεταγμένων, 

τους άξονες συντεταγμένων και την αρχή Ο. Ο άξονας Οχ τέμνει την 

επιφάνεια στα σημεία Α(α,Ο,Ο) και Α'(-α,Ο,Ο), ενώ οι άξονες Οψ και 

Οζ δεν τέμνουν την επιφάνεια (2χ.3)
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ία.) με το επίπεδο Οχψ η υπερβολή

• (ii) με το επίπεδο Οζχ η υπερβολή

(iii) το επίπεδο Οψζ δεν τέμνει την επιφάνεια, γιατί για χ=0 έχουμε

x=k, όπόυ |k|>a τέμνει την επιφάνεια κατά την έλλειψη

Μεταξύ των επιπέδων χ=ία δεν υπάρχουν σημεία της επιφάνειας και 

έτσι παρατηρούμε ότι η επιφάνεια αποτελείται από δύο τμήματα (δύο 

χοάνες) μια για χ>α και μια για χ<-α.

15.10.Ελλειπτικό παραβολοειδές.
Ελλειπτικό παραβολοειδές καλείται η επιφάνεια η οποία ως 

προς το ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ έχει εξίσωση

- ο - =1 · ενώ *άθε επίπεδο παράλληλο προς το Οψζ με εξίσωση
β γ

α,β>0 (37)

ή ^2 + ^2 =2γχ ^

Παρατηρούμε ότι η επιφάνεια είναι συμμετρική ως προς τα επίπεδα 
συντεταγμένων Οψζ,Οζχ και ως προς τον άξονα Οζ, γιατί αν το 
σημείο (χ,ψ,ζ) κείται στην επιφάνεια, τότε και τα τέσσερα σημεία
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(ίχ,±ψ , ζ) κείνται επίσης στην επιφάνεια (SX-4). Αν γ>ο, τότε έχου­
με πάντοτε ζ>0, οπότε η επιφάνεια κείται προς το ένα μέρος του 

επιπέδου Οχψ > ;

*>A
Το επίπεδο Οχφ συναντά την επιφάνεια μόνο στην αρχή Ο. Το επίπεδο 

Οψζ τέμνει την επιφάνεια κατά την παραβολή

ψ2»2β2γζ , χ=0

και το επίπεδο Οχζ κατά την παραβολή 

χ2=2α2γζ , ψ=0
, ·(ϊ  < —  '

Τέλος κάθε επίπεδο παράλληλο προς το Οχφ με εξίσωση z=k , k>0

τέμνει την επιφάνεια κατά την έλλειψη , > . *

^  = 2yk 
α2 β2

/ z=k .
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15,11»Υπερβολικό Παραβολοει δές.
Υπερβολικό παραβολοειδές καλείται η επιφάνεια η οποία ως προς 

το ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Οχψζ έχει εξίσωση

4  -  4  - * *  (38)
α βζ

Σχ.5

Η επιφάνεια είναι συμμετρική ως προς τα επίπεδα συντεταγμένων Οψζ 

και Οζχ καθώς επίσης και ως προς τον άξονα Οζ (Σχ.5).

Το επίπεδο Οχψ τέμνει την επιφάνεια κατά τις ευθείες

1 * 1 - 0  -

Το επίπεδο Οψζ τέμνει την επιφάνεια κατά την παραβολή 

ψ2=-2β2γζ , χ = 0

Το επίπεδο Οζχ τέμνει την επιφάνεια κατά την παραβολή
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χ2=2α2γζ , Ψ=0

Τέλος κάθε επίπεδο παράλληλο προς το Οχψ τέμνει την επιφάνεια 

κατά την υπερβολή

—  - =2yk , z= k .
α βΖ

16.Ασκήσεις
Ι.Να βρεθεί η εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας η οποία έχει ως 

οδηγό την καμπύλη χψ=1 , ζ=0 και γενέτειρες παράλληλες προς τ° 

διάνυσμα α(1,-1,-2).

2. Να βρεθεί η εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας η οποία έχει ως 
οδηγό την καμπύλη ψ2=χ , ζ=0 και γενέτειρες παράλληλες προς τη δι­

χοτόμο της γωνίας ψ*0ζ.

3. Να βρεθεί η κυλινδρική επιφάνεια η οποία έχει οδηγό την καμπύλη 

χ2+ψ2=1 , ζ=0 και γενέτειρες παράλληλες προς την ευθεία χ=Ψ=ζ.

4. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 17χ2+2φ2+ζ2-8χφ-6χζ-2=0 παριστάνει κυλιν­

δρική επιφάνεια, της οποίας να βρεθούν οι γενέτειρες και η οδηγός.

5. Να βρεθεί η εξίσωση της κυλινδρικής επιφάνειας της οποίας οι γε­

νέτειρες είναι παράλληλες προς το διάνυσμα ά(1,2,3) και εφάπτονται
2 2 2της επιφάνειας χ +ψ +ζ =1.

6. Να βρεθεί η εξίσωση της κωνικής επιφάνειας, η οποία έχει κορυφή
2 2το σημείο (3,5,-2) και οδηγό την καμπύλη 4χ +9φ =36 , ζ=0.
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7. Να βρεθεί η εξίσωση της κωνικής επιφάνειας, η οποία έχε*' κορυφή
2 2 I —5το σημείο (X,2,3) vat οδηγό την καμπύλη 9χ +4ζ =36 , Ψ= ·

8. Να βρεθεί η εξίσωση της κωνικής επιφάνειας, η οποία έχει- κορυφή
2 2το σημείο 0(0,0,0) και οδηγό την καμπύλη χ +Φ =χ , ζ=1·

9. Να βρεθεί η εξίσωση της κωνικής επιφάνειας η οποία έχει κορυφή

το σημείο (6,9,12) και οι γενέτειρες της εφάπτονται της επιφάνειας
0 0 0 χζ+2ι|Τ+3ζ =5.

10. Ένας κυκλικός δίσκος έχει κέντρο το σημείο Κ(1,0,2), ακτίνα

ρ=1 και το επίπεδο του είναι παράλληλο προς το επίπεδο φΟζ. Ο δίσκος 

φωτίζεται από μια φωτεινή πηγή που βρίσκεται στο σημείο Α(0,0,α) ·

Να προσδιοριστεί το α έτσι ώστε η σκιά του δίσκου επι του επιπέδου 

χΟφ να είναι παραβολή. Στη συνέχεια να βρεθούν οι εξισώσεις της 

παραβολής. Για ποιά τιμή του α η σκιά του δίσκου στο επίπεδο χΟφ 

είναι ισοσκελής υπερβολή?

11. Να βρεθεί το είδος της επιφάνειας z +4χφ=0 καθώς και τα χαρακτη­

ριστικά στοιχεία αυτής.

12. Να δειχθεί ότι η εξίσωση χψ+2ζ2-2χ-ψ+2=0 παριστάνει κωνική επιφά- 
νεια της οποίας να βρεθεί η κορυφή.

13. Να βρεθεί η εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας η οποία πα-
2ράγεται δια περιστροφής της καμπύλης x -2ζ=0 , φ=0 περί τον άξονα 

Οζ.
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14. Να βρεθεί η εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας η οποία πα- 

ράγεται δια περιστροφής της καμπύλης χ2+Ψ2-2χ*0 , ζ=0 περί τον 

diova Οχ.

15. Να βρεθεί η εξίσωση της εκ περιστροφής επιφάνειας η οποία παρά- 

γεται δια περιστροφής της καμπύλης χ+ίΨ~2) +ζ =1 , ψ-2χ=0 περί 

τον άξονα Οζ.

16. Να δειχθεί ότι οι παρακάτω εξισώσεις παριστάνουν επιφάνειες εκ 

περιστροφής. Στη συνέχεια να προσδιοριστούν οι μεσημβρινοί και οι

άξονες αυτών
ο ο 2 2 α) χζψζ+χ ζ =1

β) χ2+4ψ2+4ζ2=36

γ) χ2+ψ2+ζ2-2ψ+1=0

δ) χ2ζ+ψ2ζ=1.

17. Να βρεθεί το είδος της επιφάνειας που παριστάνει η εξίσωση 

3χ2+4ψ2-2ζ2-6χ-16ψ+8ζ-13 =0.

18. Να βρεθούν οι ορθές προβολές επί των συντεταγμένων επιπέδων των 

παρακάτω καμπύλων
α) 2χ2+5ψ2-ζ =0 , χ2+ψ2+ζ-6 =0

β) χ2+ψ2+ζ2 =9 , χ+ψ+ζ =3 .

19. Να βρεθούν οι εξισώσεις της ορθής προβολής της καμπύλης 
2 2 2χ +ψ +ζ =4 r χ+3ψ+ζ=2 στο επίπεδο χ-ψ+ζ=0.

V
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