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V O R W O R T

Eine Vorlesung uber klassische Mechanik fur Fortgeschrittene war 
lange Zeit hindurch ein altehrwlirdiger Bestandteil der Ausbildung des 
Physikers hoherer Semester. Die Funktion einer solchen Vorlesung 
in unseren Tagen kann jedoch wohl in Frage gestellt werden. Sie bringt 
d e m  Studenten hoherer Semester keine neuen physikalischen Begriffe. 
Sie flihrt ihn nicht direkt in die gegenwartige physikalische Forsehung. 
A u c h  hilft sie ihm nicht in iiberschaubarem M a B e  bei der Losung 
praktischer mechanischer Probleme, die ihm im Laboratorium be- 
gegnen.

Trotz dieser Einwande bleibt die klassische Mechanik ein unent- 
behrlicher Bestandteil der Ausbildung des Physikers. Sie spielt eine 
doppelte Rolle bei der Vorbereitung des Studenten auf das Studium der 
modernen Physik. Erstens dient die klassische Mechanik, in der einen 
oder anderen ihrer hoheren Formulierungen, als Sprungbrett fur die 
verschiedenen Gebiete der modernen Physik. So braucht m a n  das Ver- 
fahren der Wirkungs- und Winkelvariablen fur die altere Quanten- 
mechanik; die H amilton-jACOBische Gleichung un d  das Prinzip der 
kleinsten Wirkung liefern den Ubergang zur Wellenmechanik, wahrend 
die PoissoN-Klammern und die kanonischen Transformationen un- 
schatzbaren Wert fur die Formulierung der neueren Quantenmechanik 
haben. Zweitens gibt die klassische Mechanik d e m  Studenten Gelegen- 
heit, sich viele der mathematischen Verfahren anzueigenen, die fur 
die Quantenmechanik notwendig sind, wahrend er noch mit den ver- 
trauten Begriffen der klassischen Mechanik arbeitet.

H a t  m a n  dieses Ziel vor Augen, so sieht m a n  natiirlich, daB die 
traditionelle Behandlung des Gegenstandes, die im  wesentlichen vor 
etwa funfzig Jahren festgelegt wurde, nicht mehr angemessen ist. Das 
vorliegende Buc h  ist ein Versuch einer Darstellung der klassischen 
Mechanik, die den neuen Erfordernissen gerecht wird. Diejenigen 
Formulierungen, die fur die moderne Physik von Wichtigkeit sind, 
wurden besonders hervorgehoben, und die mathematischen Verfahren, 
welche gemeinhin mit der Quantenmechanik verbunden sind, wurden 
eingefuhrt, w e n n  imm e r  sie die Eleganz und Knappheit der Darstellung 
erhohten. Z u m  Beispiel wurde die Diskussion der Zentralkraftbewe- 
gung auf die Kinematik der Streuung und die klassische Losung des 
Streuproblems ausgedehnt. Beachtlicher R a u m  wurde den kanonischen



X II V o rw o rt

Transformationen, den Formulierungen mit PoissoN-Klammern, der 
H a m i l t o n -jACOBisehen Theorie und den Wirkungs- und Winkel- 
variablen gewidmet. Fine Einfuhrung in die Formulierung kontinuier- 
licher Systeme und Felder mit Variationsprinzipien wird gegeben. Zur 
Illustration der A n w e n d u n g  neuer mathematischer Verfahren wird die 
Rotation starrer Korper v o m  Standpunkt. der Matrizentransformatio- 
nen behandelt. Das bekanntc E u l e r s c Iic Theorem liber die Bewegung 
eines starren Korpers laBt sich dann durch das Eigen wert problem einer 
orthogonalen Matrix darstellen. Als eine Konsequenz werden so ver- 
schiedene Dinge wie der Tragheitstensor, die LoRENTZ-Transformatio- 
nen im M i N K O W S K i - R a u m  und die Resonanzfrequenzen kleiner 
Schwingungen einer einheitlichen mathematischen Behandlung zu- 
ganglich. Mit Hilfe dieser Verfahren wird es moglich, bereits sehr frtih 
die schwierigen Begriffe der Spiegelungsoperationen und der pseudo- 
tensoriellen GroBen, die fur die moderne Quantenmechanik so wichtig 
sind, in die Behandlung einzubeziehen. Ein weiterer Vorteil der Ma- 
trizenmethoden besteht darin, daB ,,Spinoren” im Z u s a m m e n h a n g  
mit den Eigenschaften der CAYLEY-KLEiNschen Parameter eingefuhrt 
werden konnen.

Einige weitere Abweichungen v o m  ublichen wurden ohne Zogern* 
gemacht. Allzuoft erfahrt die spezielle Relativitatstheorie keine zu- 
s a m m e n h a n g e nd e  Darstellung, auBer als Teil einer hochspezialisierten 
Vorlcsung, die auch die allgemeine Relativitatstheorie mit iimfaBt. 
Ihre uberragende Wichtigkeit fur die moderne Physik macht es jedoch 
erforderlich, daB der Student bereits auf einer fruhen Stufe seiner 
Ausbildung mit der speziellen Relativitatstheorie vertraut gemacht 
wird. Dementsprechend wurde das VI. Kapitel diesem T h e m a  ge
widmet. Eine andere Neuerung ist das Einbeziehen geschwindigkeits- 
abhangiger Kriifte. Historisch entwickelte sich die klassische Mechanik 
mit besonderer Betonung der statischen Krafte, die allein von der Lage 
abhangcn, wie etwa der Gravitationskrafte. Andererseits triflft m a n  die 
geschwindigkeitsabhangige elektromagnetische Kraft fortwahrend in 
der modernen Physik an. U m  den Studenten in die Lage zu versetzen, 
mit solchen Kraft-en so friih wie moglich umgehen zu konnen, wurden 
geschwindigkeitsabhangige Potentiale gleich v o m  AnTang an in die 
Struktur der Mechanik mit einbezogen und im Text konsequent 
weiterentwickelt.

Ein weiteres neues Element ist die Behandlung der Mechanik kon- 
tinuicrlicher Systeme und Felder im XI. Kapitel. Zur Auswahl des 
darin aufgenommenen Stoffes sind einige Bemerkungen angebracht. 
Genau g e n o m m e n  konnte dieser Gegenstand alles uber Elastizitat, 
H y d r o d y n a m i k  und Akustik umfassen, jedoch liegen diese T h e m e n
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auBerhalb des vorgesteckten R a h m e n s  des Buches, zumal iiber die 
meisten von ihnen angemessene Abhandlungen bereits vorlianden sind. 
Dagegen gibt es keine zusammenfassende Darstellung iiber die klassi- 
schen Grundlagen der Formulierung kontinuierlicher Systeme mit 
Variationsprinzipien, trotz ihrer wachscnden Bedeutung in der Feld- 
theorie der Elementarteilchen. Die Theorie der Felder laBt sich in be- 
achtlicher Breite und Kompliziertheit behandeln, ehe es notwendig ist, 
die Quantisierung einzufuhren. Z u m  Beispiel ist es absolut moglich, 
den Spannungstensor, die mikroskopischen Kontinuitatsgleichungen, 
die Impulsraumdarstellungen usw. vollstandig innerhalb des Bereiches 
der klassischen Physik zu diskutieren. M a n  hat jedoch das Gefiihl, 
daB eine angemessene Diskussion dieser T h e m e n  eine Gberforderung 
ist, die uber das hinausgeht, was m a n  natlirlicherweise v o m  Studenten 
erwarten kann. Deshalb wurde, zumindest fur diese Ausgabe, entschie- 
den, das XI. Kapitel auf eine elementare Beschreibung der L a g r a n g e - 
sehen und HAMiLTONschen Formulierung der Felder zu beschranken.

Die Vorlesung, fur die dieser Text gedacht ist, setzt normalerweise 
eine ,,mittlere” Vorlesung iiber Mechanik voraus. U m  sowohl d e m  
unzureichend vorbereiteten Studenten hoherer Semester (eine allzu 
haufige Erseheinung) als auch d e m  ehrgeizigen Studenten niedrigerer 
Semester, der die mittlere Stufe zu liberspringen wunscht, entgegen- 
zukommen, wurde alle Anstrengung gemacht, eine innere Abgeschlos- 
senheit des Buches zu erreichen. Vieles aus d e m  I. und III. Kapitel ist 
deshalb solchem Stofl gewidmet, der ublicherweise in Anfangervor- 
lesungen behandelt wird.

Bis auf wenige A u s n a h m e n  werden v o m  Studenten keine weiteren 
mathematischen Kenntnisse verlangt als die, die in Anfangervor- 
lesungen iiber hohere Mathematik und Vektoranalysis vermittelt 
werden. Deshalb ist der Entwicklung der komplizierteren mathemati
schen Hilfsmittel beachtlicher R a u m  gegeben, sofern sic gebraucht 
werden. Die Vertrauthcit mit den Elementen der M A X W E L L s c h e n  
Gleichungen und deren einfachcrcn Konsequenzcn ist fur das Ver- 
standnis der Abschnitte iiber elektromagnetische Kraftc notwendig. 
Die meisten eingeschriebenen Studenten hoherer Semester habcn zu
mindest ein Semester lang einen Einblick in die moderne Physik er- 
halten, und gelegentlich wird dieser U m s t a n d  genutzt, u m  kurz die 
Beziehung zwischen klassischer Entwicklung und ihrer Fortfiihrung 
in der Quantentheorie aufzuzeigen.

Es gibt eine groBe Menge von O b u n g e n  in der Literatur iiber M e 
chanik, alien leicht zuganglich, und es besteht folglich wenig Grund, 
eine ausfiihrliche S a m m l u n g  solcher Probleme zu reproduzieren. Die 
Ubungen, die jedem Kapitel angehangt sind, wurden deshalb im
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wesentlichen au f solche beschrankt, die zur E rw eiterung des Tex tea 
dienen, zur Illustra tion  eines besonderen Punktes oder zum Boweis 
verschiedener Theorem e. Pedantische M useumsstiicke wurden absieht- 
lich weggelassen.

Das Problem  der Bezeichnungsweise ist im m er eine Streitfrage. Es 
ist unmoglich, ein vollstandig konsistentes und widerspruchfreies 
System  von Bezeichnungen zu erreichen, das nicht gleichzeitig un- 
p raktisch  und schwer zu handhaben ist. Der iiblichen Kon vent ion 
w urde insofern gefolgt, als Vektoren durch fettgedruckte Antiqua- 
B uchstaben bezeichnet wurden. Fernerhin werden MatrixgroBcn, 
gleich welchen Ranges, und Tensoren, die keine Vektoren sind, durch 
fettgedruckte G rotesk-Buchstaben angedeutet, wie A. Ein Symbol- 
index ist am Ende des Buches angefugt. Darin sind die Bedeutung der 
w ichtigsten Symbole und die Stellen angegcben, an denen sie zum 
ersten Male auftreten . Kleine Buchstaben, die nur einmal erscheinen, 
sind darin n ich t enthalten.

L iteraturhinw eise w urden am  Ende jedes K apitels zusammenge- 
stellt, zur E rw eiterung des d iskutierten  Stoffes oder zur Behandlung 
von P unk ten , die nicht beruhrt wurden. Die Bcwertungen, die diesen 
Referenzen beigegeben wurden, sind naturlich  rein personlich, doch 
w urde die N otw endigkeit em pfunden, den S tudenten m it einem Fiihrer 
durch  das verwirrende L abyrin th  der L ite ra tu r iiber Mechanik auszu- 
rusten . Diese Hinweise, zusammen m it vielen weiteren, werden noch- 
m als am Ende des Buches angefuhrt. Der Liste liegt nicht die Absicht 
zugrunde, in irgendeiner Weise vollstandig zu sein; viele der alteren 
Bucher sind m it Bedacht weggelassen worden. Im  groBen und ganzon 
en th a lt die Liste die L iteratur, die beim Schreiben dieses Buches ver- 
w endet wurde, und soli dcshalb auch ein Anerkenntnis meiner Schuld 
diesen Quellen gegenuber sein.

D er vorliegende T ex t ist aus einer Reihe von Vorlesungen iiber 
klassische Mechanik entstanden, die ich an der H arvard-U niversitat 
gehalten habe. Ich bin H errn Professor J .  H . v a n  V l e c k , damals 
Chairm an des Physics D epartm ent, fiir viele personliche und offiziellc 
U nterstiitzungen dankbar. H errn Professor J .  Sch^ noer und anderen 
Kollegen danke ich fiir viele wertvolle Anregungen. Ich wiinsche auch 
meine tiefe Dank bar keit gegenuber den Studenten in meinen Vor
lesungen auszudrucken, deren vorteilhafte Reaktion und aktives 
In teresse den fortw ahrenden A ntrieb zu dieser A rbeit gaben.

H e r b e r t  G o l d s t e in

Cam bridge, Mass.
Marz 1950



I. KAPITEL

tJB E R B L IC K  tJB E R  D IE  E L E M E N T A R E N  P R IN Z IP IE N

Die Bewegung m aterieller K orper bildete den G egenstand einiger 
der fruhesten Forschungen, denen die Pioniere der Physik  nachgingen. 
Aus ihren Bemiihungen h a t sich ein weites Feld entw ickelt, bekann t 
als analytische M echanik oder D ynam ik, oder kurz, die M echanik. Im  
gegenwartigen Jah rh u n d e rt ist der A usdruck ,,klassische M echanik” 
sehr gebrauchlich geworden, um dieses Gebiet der Physik  gegeniiber 
neueren physikalisehen Theorien, besonders der Q uantenm echanik, zu 
kennzeichnen. W ir werden diesem G ebrauch folgen. Dabei in terpretie- 
ren wir den N am en so, daB der Typ der M echanik, der aus der spe- 
ziellen R elativ itatstheorie folgt, m it eingeschlossen ist. E s ist Zweck 
dieses Buches, die S tru k tu r der klassischen M echanik zu entw ickeln 
und einige ihrer Anwendungen auszufuhren, die gegenw artig in der 
reinen Physik  von Interesse sind.

Grundlegend fur eine D arstellung der M echanik sind eine Anzahl 
fundam entaler physikaliseher Begriffe wie R aum , Zcit, Gleichzeitig- 
keit, Masse und K raft. Bei der Diskussion der speziellen R e la tiv ita ts
theorie werden die Begriffe der Gleichzeitigkeit, der Zeit und der 
Langenskalen kurz untersucht. Vorwiegend werden diese Begriffe hier 
jedoch nicht kritisch analysiert. Es wird vielm ehr angenom m en, daB 
die Bedeutungen dieser Begriffe dem Leser v e rtra u t sind.

i - 1  Die M echanik eines Teilchens

Das physikalisch W esentliche der M echanik eines Teilchens ist in 
N ewtons zweitem Bewegungsgesetz en thalten , das gleichermaBen als 
grundlegendes P ostu la t oder als Definition von K ra ft und  Masse an- 
gesehen werden kann. F u r ein einzelnes Teilchen lau te t die genaue 
Form  des Gesetzes:

dp
dVF = (1-1)

wobei F die G esam tkraft ist, die au f das Teilchen einw irkt. p bedeu te t 
den linearen Im puls  des Teilchens. E r ist folgendermaBen definiert: ssei 
die K urve, die das Teilchen bei seiner Bewegung durchlauft, und r
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der R adiusvektor vom K oordinatenursprung zum Teilchen. Die Vek- 
torgeschw indigkeit kann dann formal durch die Gleichung

*  (1-S)V =
dt

definiert werden, wobei die A bleitung durch den Grenztibergang 
(vgl. Abb. 1-1)

%  .  lim  .  Urn £  ,  sat At—M) At At—+o At cU
As ds

bestim m t ist. (Die le tzte  Form  fiir die Ableitung zeigt ausdriicklich, 
dafi v tangen tia l zu der K urve ist.) Der lineare Im puls p is tm itH ilfe  
der Geschwindigkeit folgendermafien definiert:

chens im Raum, zur Definition der Ge* 
echwindigkeit.

p *  mv, (1--3)
so dafi (1-1) geschrieben werden 
kann ,

F =  ~ (m v). (1-4)

In  den meisten Fallen ist die 
Masse des Teilchens k o n stan t, und 
Gl. (1-1) reduziert sich au f

F = m| = ma, (1-5)

wobei a  die Beschleunigung des 
Teilchens gcnannt wird und defi
n iert is t durch

a d*r
dP (1-6)

Viele wichtige Ergebnisse der Meehanik konnen in der Form  von 
E rhaltungssatzen  ausgedriickt. werden, die angeben, un te r welchen 
Bedingungen gewisse mechanische GroBen zeitlich unveranderlich 
sind. Den ersten dieser E rhaltungssatze liefert unm ittelbar Gl. (1-1), 
nam lich den
Erhaltungssatz fUr den lincarcn Im puls eines Teilchens: Wenn die 
Qesamtkraft F  N u ll ist, dann gilt p =  0 und der lineare Im puls  p Jbleibt 
erhalten.

Der Drehimpuls eines Teilchens um  einen P u n k t 0  wird m it L be- 
zeichnet und ist definiert durch

L =  r x p ,  (1-7)
wobei r  der R adiusvektor von 0  zum Teilchen ist. Es ist zu beachten, 
dafi die Reihenfolge der Faktoren  wichtig ist. W ir definieren nun das 
Drehmoment um 0  durch

N =  r x  F. (1-8)
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Die zu (1-1) analoge Gleichung fa r  N e rh a lt m an, indem  m an das 
V ektorprodukt von r m it Gl. (1-4) b ildet:

r x F  =  N =  r x |  (mv). (1-9)

Gl. (1-9) kann in anderer Form  geschrieben werden, wenn m an von 
der V ektoriden tita t

| ( γ Χ « τ )  =  v  X  m v  +  γ  X I  (w v )

Gebrauch m acht, worm der erste Term  au f der rechten Seite offen- 
sichtlich versehwindet. Dieser Id e n tita t zufolge n im m t Gl. (1-9) die 
Form  an:

W ir beachten, daB sowohl N als auch L von dem P u n k t 0  abhangen, 
au f den sie bezogen sind.

So wie es fur Gl. (1-1) der Fall war, liefert auch die D rehim puls- 
gleichung (1-10) einen E rhaltungssatz , und  zwar den 
Erhaltungssatz filr den Drehimpuls tines Teilehens: W enn das gesamte 
Drehmoment N N ull is t, dann gilt L =  0 und der Drehimpuls L bleiht 
erhalten.

Als nachstes betrach ten  wir die durch eine auBere K ra ft F  an einem 
Teilchen geleistete A rbeit, wenn es sich von P u n k t 1 nach P u n k t 2 
bewegt. Nach Definition ist diese A rbeit

w , 2 = J ^ F ' d s - i 1 - 1 1 )

F u r konstante Masse (wie wir von je tz t an  annehm en wollen, sofern 
n ichts anderes ausdriicklieh vereinbart wird) reduziert sich das In te 
gral in Gl. (1-11) au f

und  dam it ist
J f  · ds =  m j  f  - v d i  =  f  j j t W ) d t ,

Wi* =  f  (vl -  »?). (1-12)

Die skalare GroBe mv2/2 n en n t man die kinetische Energie des Teil
ehens und bezeichnet sie m it T . N ach Gl. (1-12) ist die geleistete

i
ϋ

i
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A rbeit gleich der A ndem ng der kinetischen Energie:

W u  =  T 2 — T x. (M 3 )
W enn das K raftfeld  so beschaffen ist, daB die langs eines geschlosse- 

nen Weges geleistete A rbeit W  Null ist, d.h.

• ds =  0, (1*H)

daim  sag t m an, die K ra ft (und das System) ist konservativ, Physikalisch 
is t k lar, daB ein System  n ich t konservativ sein kann, wenn Reibungs- 
k rafte  oder andere D issipationskrafte vorhanden sind, denn F · ds ist 
fu r R eibungskrafte ste ts  positiv und das In tegral kann n icht verschwin- 
den. M it Hilfe des STOKESschen Satzes kann die Bedingung fur konser- 
vative K rafte , Gl. (1-14), geschrieben werden:

V X F =  0,
und da  die R otation  eines G radienten ste ts  verschwindet, muB F  daher 
der G radient eines Skalars se in :

F = -V F , (M 5 )

wobei V Potential oder potent idle Energie genannt wird. Die E x isten t 
von V kann ohne Benutzung von Satzen der V ektorrechnung begriin- 
de t werden. W enn Gl. (1-14) gilt, muB die A rbeit TF12 unabhangig vom 
Integrationsw eg zwischen den P unkten  1 und 2 sein. D araus folgt, daB 
es moglich sein muB, 1Γ12 als Anderung einer GroBe auszudrucken, die 
n u r von der Lage der E ndpunkte abhangt. Diese GroBe soil m it — V 
bezeichnet werden. Somit haben wir fur ein differentielles Wegstiick 
die Beziehungen F · ds =  —dV

oder p  ___iY .
d s '

die der Gl. (1-15) Equivalent sind. W ir stellen fest, daB wir in Gl. (1-15) 
zu V  irgendeine GroBe, die raum lich konstan t ist, addieren konnen, 
ohne die Ergebnisse zu beeinflussen. Der N ullpunkt von V ist beliebig.

In  einem konservativen System ist die durch die K rafte geleistete 
A rbeit

w l2 = v x -  f 2. (1-16)

Kom binieren wir Gl. (1-16) m it Gl. (1-13), so erbalten  wir
T i  + V 1 =  T % +  F 2. (1-17)

D as is t in Symbolen der
E n e r g ie e r h a l t u n g s s a t z  f u r  e i n  T e i l c h e n : W e n n  d i e  K r & fte , d ie  a u f  e i n  
T e i l c h e n  w i r k e n , k o n s e r v a t i v  s i n d , d a n n  b le ib t  d i e  O e s a m te n e r g ie  T  +  V  
d e s  T e i l c h e n s  e r h a l te n .
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1 - 2  Die M eehanik eines System s von Teilchen

Verallgem einem  wir die Vorstellungen des vorigen A bsehnittes auf 
ein System  vieler Teilchen, so m ussen wir unterseheiden zwischen 
aufieren K raften , die au f die Teilchen w irken und  ihren U rsprung 
auBerhalb des System s haben, und  inner en K raften , die etw a au f das i-te  
Teilchen wirken und von alien anderen Teilchen im  System  herrxihren. 
Somit ist die Bewegungsgleichung (zweites NEWTONsches Gesetz) fur 
das i-te  Teilchen zu schre iben :

2  F* +  Ff> =  p„ (1-18)

wobei F<(e) fur eine auBere K ra ft s te h t und F„ die innere K ra ft des ;-ten  
Teilchens au f das i-te  Teilchen ist (F« ist natu rlich  Null). W ir wollen 
annehm en, daB d ie F t·/ (wie die Fi€)) N ewtons d rittem  Gesetz von Ak- 
tion und R eaktion gehorchen: daB nam lich die K rafte , die zwei Teilchen 
aufeinander ausiiben, gleich groB undentgegengesetzt gerichtet sind und  
in  der Verbindungslinie beider Teilchen liegen. Es g ib t einige wichtige Sy- 
stem e, in denen die K rafte  n ich t diesem Gesetze folgen, und zw ar die 
elektrom agnetischen K rafte  zwischen bewegten Teilchen. Die im 
w eiteren hergeleiteten Satze durfen n u r m it besonderer V orsicht au f 
solche System e angew endet werden.

Summieren wir uber alle Teilchen, so n im m t Gl. (1-18) die F orm  an

=  2  F f  +  2  F,·.'·
1 i,J

(1-19)

Die erste Summe au f der rech ten  Seite ist gerade die gesam te auBere 
K ra ft F (e). Der zweite Term  verschw indet, da das Gesetz von Aktion 
und Reaktion bestim m t, daB jedes P aa r F t·, +  F,·,· Null ist. Um  die 
linke Seite zu vereinfachen, definieren wir einen V ektor R  als Mittel- 
w ert der R adiusvektoren der Teilchen, m it den Gewichten ihrer 
M assenverhaltnisse versehen, d .h .,1

ZmjTi _  ZrhjTi
Σηα ~  M (1-20)

1 Diese Definition mag vertrauter erscheinen, wenn Gl. (1-20) in cartesischen 
Koordinaten geschrieben wird

X  =
Σπιχχχ 
Στη* '

γ  =  ζ  ΣηΐχΖχ
Στπχ ’ 2rm '

.\λ\ΠΜ/0

Λ
— Λ —
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D er V ektor R definiert einen P unk t, der M aseementrum  oder, etwas 
freier, Schw erpunkt dee System s genannt wird. M it dieser Definition 
reduziert sich (1*19) au f

= 2 ^  s F < ,) · (*-*9a)
(IX |

Diese Beziehung ste llt fest /daB  sich das M assenzentrum so bewegt, ale 
ob die gesam te auBere K ra ft au f die Gesamtmasse des System s wirkt, 
die im M assenzentrum  kon ien triert ist. Reine inn ere K rafte haben dee- 
halb keinen EinfluB au f die Bewegung des M assenzentrums. Ein oft 
gew ahltes Beispiel ist die Bewegung einer explodierenden G ran a te ; das 
M assenzentrum  der Bruchstucke bewegt sich so, ale ware die G ranate 
noch ein einziges S tuck (Vemachlassigung des Luftw iderstandes vor- 
ausgesetzt). Das gleiche Prinzip ist beim Dfisen- und  R aketenantrieb 
w irksam . Im  H inblick darauf, daB die Bewegung des Massenzentrums 
unbeeinfluBt bleibt, muB der m it hoher Geschwindigkeit erfolgende 
AusstoB der Abgase durch die Vorwartsbewegung des Projektils aus- 
geglichen werden.

N ach Gl. (1-20) ist der gesam te lineare Im puls des System s

2m, dr,
di (1-21)

gleich der Gesamtmasse des System s m ultipliziert m it der Geschwin
digkeit des M assenzentrums. Folglich kann die Gleichung fur die Be
wegung des M assenzentrums (1-21) formuliert werden als 
E r h a l t u n g s s a t z  fU r  d e n  l in e n r e n  I m p u l s  e in c s  S y s t e m s  v a n  T e U c k e n : Ist 
d i e  g e s a m te  a u f ie r e  K r a f t  N u l l , s o  b le ib t  d e r  G e s a m t i m p u l s  e r h a l le n .

W ir finden den Gesam tdrehim puls des System s, indem wir das 
V ektorprodukt r, x  p, bilden und fiber · sum m ieren. Ffihren wir eine 
solche O peration in GL (1-18) aus, dann erhalten  wir

2 ( r . X P.) = 2  T, (Γ· X P·) = i- = 2 r* x  FT + 2  Ti x  (**22)I t 01 i 1/

D er le tz te  Term  au f der rechten Seite in (1-22) kann  aufgefaBt werden 
ale Sum m e von Paaren der Form

t i  x  F„ +  r, x  F„ =  (r, -  r,) x  F„. (1-23)

W ir haben darin  die Gleichheit von Aktion und R eaktion benutzt. 
Ti — r | is t aber identisch m it dem  Vektor r̂ ,· von j  nach t, und das



Gesetz von A ktion und R eaktion  fu h rt weiterhin au f
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r»j X F ji =  0,

da  F ji langs der Verbindungslinie der beiden Teilchen w irkt. D eshalb 
verschwindet diese Summe, und (1-22) kann geschrieben w erden:

^  =  N (e>. (1-24)

Die A bleitung des G esam tdrehim pulses nach der Zeit ist deshalb 
gleich dem M oment der auBerer K ra ft um  den gegebenen D rehpunkt. 
GemaB Gl. (1-24) lau te t der
Erhaltungssatz fu r  den Gesamtdrehimpuls: L ist zeitlich unveranderlich, 
wenn das angewendete (aufiere) Drehmoment N u ll is t.

Abb. 1-2. Das Massenzentrum Abb. Γ-3. Der Vektor r,y zwischen
eines Systems von Teilchen. dem i-ten und dem /-ten Teilchen.

(Es ist vielleicht lohnend, nachdrucklieh d arau f hinzuweisen, daB 
dies ein Veklortheorem  ist, d .h ,L Z b leibt erhalten , wenn N {ze) N ull ist, 
auch dann, wenn N ie) und N {ve) von N ull verschieden sind.)

W ir stellen fest, daB die E rh a ltu n g  des D rehim pulses eines System s 
bei Abwesenheit w irksam er Di-ehmomente nur dann gilt, wenn das 
Gesetz von Aktion und R eaktion erfiillt ist. In eincm System , das 
bewegte Ladungen en thalt, in dem  dieses Gesetz also verletzt ist, b leibt 
nicht der mechanische G esam tdrehim puls erhalten , sondern die Summe 
des mechanischen und des elektrom agnetisehen ,,D rehim pulses” des 
Feldes.

Gl. (1-21) sagt aus, daB der gesam te lineare Im puls eines System s 
gleich dem Im puls ist, den man erhalt, wenn die gesam te Masse im  
M assenzentrum  konzentriert ist und sich m it diesem bewegt. D er en t- 
sprechende Satz fur den D rehim puls is t kom plizierter. M it dem  U r-
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sprung O als Bezugspunkt lautet der Gesamtdrehimpuls dee Systems

Ti X pi.

R sei der Radiusvektor vom Punkt O zum Massenzentrum, und τ[ sei 
der Radiusvektor vom Massenzentrum zum t-ten TeUchen. Dann 
gilt (vgl. Abb. 1-4):

und

wobei

r* =  r,' +  R  

=  V< +  V, 

dRV = dt

trums bezogen auf 0  ist. 

dtv' =
---- ------------- -- ' • • v  W I

ist die Geschwindigkeit des i-ten der Versehiebung des Bezugspunktee 
Teilchens relativ zum Massen- ên drehimpuls auftreten. 
zentrum des Systems. Verwenden wir Gl. (1-25), dann nimmt der 
Gesamtdrehimpuls die folgende Form an:

L  =  2  R X m ,v  + 2  T! X m y ,  +  ( 2  m s !)  X  v  +  R x  ^  2  »»*«·
i i t a l t

Die beiden letzten Terme in diesem Ausdmck verschwinden, da beide 
den Faktor Zmjr' t enthalten. Dieser, erinneren wir uns, definiert den 
Radiusvektor des Massenzentrums in demjenigen Koordinatensystem, 
dessen Ursprung das Massenzentrum ist, und ist deshalb ein Null- 
vektor. Schreiben wir erneut die iibrigbleibenden Terme, so lautet der 
Gesamtdrehimpuls um 0:

L  =  R  X M v  + 2  X P»· (1-26)

In Worten sagt Gl. (1-26), dafi der Gesamtdrehimpuls um einen 
Punkt O gleich ist dem Drehimpuls des im Massenzentrum konzen- 
trierten Systems plus dem Drehimpuls der Bewegung um das Massen
zentrum. Die Form von Gl. (1-26) weist darauf hin, daQ L im allge- 
meinen wegen des VektorsR vom Ursprung O abhangt. Nur wenn das 
Massenzentrum bezuglich O in Ruhe ist, wird der Drehimpuls unab- 
hangig vom Bezugspunkt sein. In diesem Fall verschwindet der erste 
Term in (1-26) und L reduziert sich auf den Drehimpuls um das Massen
zentrum.
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SchlieBlich wollen wir die Energiegleichung betrachten. Wie im 
Ealle eines einzelnen Teilchens berechnen wir die durch alle Krafte 
geleistete Arbeit, wenn das System aus einer Anfangskonfiguration 1 
in eine Endkonfiguration 2 uberfuhrt word:

W * F* · ŝ* F‘£> · dSi F* ' ds{. (1-27)

Wieder konnen wir unter Benutzung der Bewegungsgleichungen die 
Integrale zuriickfiihren auf

V id t  =

Demnach kann die geleistete Arbeit auch als Differenz der kinetischen 
Energien am Ende und am Anfang geschrieben werden:

W 12 — T 2 — T v

Darin ist die kinetische Energie T  des Systems

T  = (1-28)

Machen wir Gebrauch von den Transformationen auf Massenzentrums- 
koordinaten, die in Gl. (1-25) gegeben sind, dann diirfen wir fur T  
auch schreiben

τ  =  |  2 }  w ,(v  +  v{) · (v +  vi) 

=  1 2  m&i +  \ 2  + v

Aus Griinden, die wir schon bei der Berechnung des Drehimpulses 
beriicksichtigt haben, verschwindet der letzte Term, und es bleibt

T  = +  \ ' 2 ' fn*P- (1-29)

Die kinetische Energie besteht somit auch, ahnlich dem Drehimpuls, 
aus zwei Teilen: die kinetische Energie, die man erhalt, wenn die 
gesamte Masse im Massenzentrum konzentriert ist, plus die kinetische 
Energie der Bewegung um das Massenzentrum.

Betrachten wir nun die rechte Seite von Gl. (1-27). In dem speziellen 
Falle, daB die auBeren Krafte von einem Potential hergeleitet werden 
konnen, kann der erste Term folgendermaBen geschrieben werden:
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Fj·' · dSi
? r

V< V r d S i
3

I

Der Index t am Nabla-Operator weist darauf hin, daB die Ableitungen 
hinsichtlich der Komponenten von r< vorzunehmen sind. Wenn die 
inneren Krafte ebenfalls konservativ sind, dann konnen die Wechsel- 
wirkungskrafte F,y und Fn zwischen dem t-ten und dem ;-ten Teilchen 
aus einer Potentialfunktion Va  gewonnen werden. Um dem Gesetz 
von Aktion und Reaktion zu genugen, kann V», nur eine Funktion der 
Abstande zwischen den Teilchen sein:

V t i  = Fi.dr* -  r,|). (1-30)

Die beiden Krafte sind dann automatisch gleich g r o B  und entgegen- 
gesetzt gerichtet:

F/< = — V i T,,· V h = — Fa  (1-31)

und liegen langs der Verbindungsgeraden beider Teilchen:
VF.ydri -  r,|) = (r< -  tj)f. (1-32)

/  ist eine skalare Funktion. Ware V\, auch eine Funktion der Differenz 
anderer Paare von Vektoren, die den Teilchen zugeordnet sind, wie 
etwa ihrer Geschwindigkeiten oder (um einen Schritt in das Gebiet 
der modernen Physik zu tun) ihrer inneren „Spin"-Drehimpulse, dann 
waren zwar die Krafte noch gleich groB und entgegengesetzt gerichtet, 
wiirden aber nicht mehr langs der Verbindungsgeraden beider Teilchen 
liegen.

Sind alle Krafte konservativ, so kann der zweite Term in Gl. (1-27) 
als Summe iiber Paare von Teilchen geschrieben werden. Die Terme 
fur jedes Paar haben die Form

( y i V i r dSi +  V j V i r d S j ) .

Wenn der Differenzvektor r,· — rf mit r,y bezeichnet wird und V<y fiir 
den Gradienten bezuglich r , y  gesetzt wird, dann ist

V,· V%j = V,y Vif = ~Vy Vif
und

d S i — d s j  =  d t i  — d i i  =  d r i i t

so daB der Term fur das Paar i j  die Gestalt annimmt:

“  /  V i/F i/* d r y /.
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Die gesamte Arbeit, die von den inneren Kraften hervorgerufen wird, 

reduziert sich dann auf
1
2 dr a = (1-33)

Der Faktor \  tritt in Gl. (1-33) auf, weil in der Summation liber i und j  
jedes Mitglied eines gegebenen Paares zweimal enthalten ist, zuerst in 
der Summation liber i und dann in der Summation uber j.

Durch diese Betrachtungen wird klar, daB es dann, wenn sowohl die 
auBeren als aueh die inneren Krafte von Potentialen hergeleitet werden 
konnen, moglich ist, eine totale potentielle Energie V  des Systems zu 
definieren: i

v  ^ V i  +  k 'Z V i i ,  (1-34)
i L i.J

so daB die Gesamtenergie T  +  V  erhalten bleibt, analog dem Erhal- 
tungssatz (1-17) fur ein einzelnes Teilchen.

Der zweite Term auf der reehten Seite der Gl. (1-34) wird innere 
potentielle Energie des Systems genannt. Im allgemeinen ist diese nicht 
Null, und, was noch wichtiger ist, sie kann sich andern, indem sich das 
System im Laufe der Zeit andert. Nur fur eine besondere Klasse von 
Systemen, die man starre Korper nennt, bleibt das innere Potential 
immer konstant. Formal kann ein starrer Korper als ein System von 
Teilchen definiert werden, in dem die Abstande rt, fest und zeitlichun- 
veranderlich sind. In einem solchen Fall konnen die Vektoren dri;· nur 
eenkrecht zu den entsprechenden ri; und damit zu den F,·,· stehen. 
Deshalb leisten die inneren Krafte in  einem starren Korper keine Arbeit, 
und das innere Potential muB kontant bleiben. Da das totale Potential 
in jedem Falle nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, kann 
ein unveranderliches inneres Potential bei der Diskussion der Bewegung 
eines Systems vollstandig auBer acht gelassen werden.

1-3 Zwangsbedingungen

Aus den vorangegangenen Abschnitten konnte man den Eindruck 
gewinnen, daB alle Probleme der Mechanik auf die Losung des Satzes 
von Differentialgleichungen (1-18)

m,f, = 2 f ,·, +  F|'>
1

zuruckzufuhren sind. Man setzt nur die verschiedenen Krafte ein, die 
auf die Teilchen des Systems wirken, und lost das mathematische
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Problem. Gerade vom physikalischen Standpunkt aus ist dieser Ge- 
sichtspunkt jedoch eine iibermaBige Vereinfachung des Falles. Zum 
Beispiel kann es notwendig sein, die Zwangsbedingungen in Betracht 
zu ziehen, die die Bewegung des Systems einschranken. W it haben 
bereits einen Systemtyp angetroffen, der Zwangsbedingungen unter- 
worfen ist, namlich starre Korper, fur die der Zwang fur die Bewe
gung der Teilchen derart ist, daB die Abstande r,; ungeandert blei- 
ben. Andere Beispiele von Systemen unter Zwang lassen sich leicht 
angeben. Die Perlen eines Rechenbretts sind durch die Fuhrungs- 
drahte zu eindimensionaler Bewegung gezwungen. Gasmolekule in 
einem Behalter sind durch die GefaBwande gezwungen, sich nur inner- 
halb des Behalters zu bewegen. Ein Teilchen, das auf die Oberfl&che 
einer festen Kugel gesetzt wird, ist durch den Zwang derart einge- 
schrankt, daB es sich nur auf der Oberflache oder im Gebiet auBerhalb 
der Kugel bewegen kann.

Zwangsbedingungen konnen auf verschiedene Weisen klassifiziert 
werden. Wir werden das folgende System benutzen. Wenn die Zwangs
bedingungen durch Gleichungen dargestellt werden, die die Koordi- 
naten der Teilchen (und die Zeit)in Beziehungsetzen und die Form haben

dann sprechen wir von holotwmen Zwangsbedingungen. Das einfachste 
Beispiel holonomer Zwangsbedingungen liefert der starre Korper, 
dessen Zwangsbedingungen durch Gleichungen der Form

dargestellt werden. Ein Teilchen, das gezwungen ist, sich l&ngs einer 
Kurve oder einer Flache zu bewegen, ist ein anderes leicht iiberecbau- 
bares Beispiel holonomer Zwangsbedingungen.

Zwangsbedingungen, die nicht auf diese Weise darstellbar sind, 
heiBen nichtholonom. Die Wande eines Gasbehalters uben einen nicht- 
holonomen Zwang aus. Die Zwangsbedingung fur ein Teilchen, das auf 
die Oberflache einer Kugel gesetzt wurde, ist auch nichtholonom, denn 
sie kann als Ungleichung dargestellt werden:

(a ist darin der Radius der Kugel), die nicht die Form der Gl. (1-35) hat. 
So wird in einem Gravitationsfeld ein Teilchen, das auf die oberste 
Stelle der Kugel gelegt wird, ein Stuck die Oberfl&che henmtenrollen 
und schlieBlich herabfallen.

Zwangsbedingungen werden weiterbin danach eingeteilt, ob sie 
zeitunabhangig sind (skleronom) oder die Zeit expiizit enthalten

/ ( r , ,  r2, r,, . . . / )  =  0, (1-35)

(r, -  Tf)* - 4  =  0
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(rheonom). Ein Beispiel der letzten Art ist eine Perle, die auf einem 
bewegten Draht gleitet.

Zwangsbedingungen bringen zwei Arten von Sehwierigkeiten fur die 
Losung mechanischer Probleme mit sieh. Erstens sind die Koordinaten 
Ti nicht langer alle unabhangig, da sie durch die Gleichungen der 
Zwangsbedingungen miteinander verknupft sind. So sind die Bewe- 
gungsgleichungen (1-18) nicht alle unabhangig voneinander. Zweitens 
sind die Zwangskrafte, z.B. die Kraft, die der Draht auf die Perle oder 
die Wandung auf das Gasteilchen ausubt, nicht a priori gegeben. Sie 
gehoren zu den Unbekannten des Problems und miissen aus der Losung 
gewonnen werden, die wir suchen. Unterwirft man ein System Zwangs
bedingungen, so ist das tatsachlich nur eine andere Methode darzutun, 
daB Krafte im Problem vorhanden sind, die nicht direkt im einzelnen 
angegeben werden konnen, die aber wohl hinsichtlich ihrer Wirkung 
auf die Bewegung des Systems bekannt sind.

Im Falle holonomer Zwangsbedingungen wird die erste Schwierig- 
keit durch die Einfiihrung generalisierter Koordinaten uberwunden. 
Bisher haben wir stillschweigend in Begriffen der cartesischen Koor
dinaten gedacht. Ein System von N  Teilchen, das frei von Zwang ist, 
hat 3N  unabhangige Koordinaten oder Freiheitsgrade. Existieren 
holonome Zwangsbedingungen, die durch k  Gleichungen der Form 
(1-35) dargestellt sind, so benutzen wir diese Gleichungen, um k der 3N  
Koordinaten zu eliminieren, und wir behalten 3N  — k  unabhangige 
Koordinaten iibrig. Man sagt dann, das System besitzt 3AT — k  Frei
heitsgrade. Diese Elimination der abhangigen Variablen kann auf 
andere Weise dargestellt werden, namlich durch die Einfiihrung von 
ZN  — k  neuer, unabhangiger Variablen qi, q2r--qw-k. Durch sie werden 
die alten Koordinaten ri, r2,. . .  Tn  mit Hilfe von Gleichungen der Form

Γι =  Ti(qi, <7 2, · · · q*N-k, t)
I ,II
rN — D/(</i, <?2, · · · <73ΛΓ—Α;, 0

(1-36)

ausgedriickt, die die Zwangsbedingungen implizit enthalten. Das sind 
Transformationsgleichungen zwischen dem Satz der Variablen (r/) und 
dem Satz der (rji). Die Gleichungen (1-36) konnen auch als Parameter- 
darstellungen der Variablen (r̂ ) aufgefaBt werden.

Im allgemeinen lassen sich die generalisierten Koordinaten qi nicht 
wie die cartesischen Koordinaten in die gewohnten Gruppcn zu dreien 
aufteilen, die dann zusammengefafit Vektoren bilden. So sind in dem 
Falle eines Teilchens, das gezwungen wird, sich auf einer Kugelober- 
flache zu bewegen, die generalisierten Koordinaten offensichtlich zwei 
Winkel, die die Lage auf der Kugel beschreiben, sagen wir Breite und



Lange. Oder im Beispiel eines Doppelpendcls, das eich in einer Ebene 
bewegt, (zwei Teilchen, die durch einen starren leichten Stab verbun- 
den sind und die durch einen ahnlichen Stab aufgehangt sind, der an 
einem der Teilchen befestigt ist), sind die generalisierten Koordinaten 
die beiden Winkel 0, und 02(vgl. Abb. 1-5). Generalisierte Koordinaten, 
also keine Koordinaten im cartesischen Sinne, sind oft auch niitzlich 
in Systemen ohne Zwang. So ist im Problem eines Teilchens, das sich 
in einem auBeren Zentralkraftfeld (V =  F(r)) bewegt, keine Zwangs- 
bedingung vorhanden, aber es ist offensichtlich bequemer, spharische 
Polarkoordinaten anstatt cartesische Koordinaten zu verwenden. Man 
muB sich generalisierte Koordinaten nicht im Sinne der herkommlichen 
orthogonalen Ortskoordinaten vorstellen. Alle Arten von GroBen 
konnen als generalisierte Koordinaten geeignet sein. So konnen die 
Amplituden in einer Fourierentwicklung von ry als generalisierte Koor
dinaten verwendet wrerden, oder es kann zweckmaBig sein, GroBen mit 
der Dimension der Energie oder.des Drehimpulses zu verwenden.

AVenn die Zwangsbedingung nichtholonom ist, so konnen wir die 
Gleichungen, die den Zwang beschreiben, nicht zur Elimination der 
abhangigen Variablen verwenden. Ein oft genanntes Beispiel fur eine 
nichtholonome Zwangsbedingung ist ein Korper, der auf einer rauherf 
Flache ohne Schlupf rollt. Die zur Beschreibung des Systems benutzten 
Koordinaten \*erden im allgemeinen Winkelkoordinaten enthalten, 
um die Orientierung des Korpers anzugeben, und einen Koordi- 
natensatz, der die Lage des Korpers auf der Flache beschreibt. 
Die Zwangsbedingung ,,Rollen” verbindet diese zwei Koordinatcn-

satze ; sie sind nicht unabhangig. Eine Anderung der 
Orientierung des Korpers bcdeutet unvermeidlich 
eine Anderung seiner Lage. Gleichwohl konnen wir 
die Anzahl der Koordinaten nicht verringem, denn 
die Bedingung ,,Rollen” ist nicht durch eine Glei- 
chung zwischen den Koordinaten im Sinne von 
(1-35) darstellbar. Es handelt sich hier um eine 
Bedingung fiir die Geschwindigkeiten (d.h., der 
Beruhrungspunkt wird nicht verschoben), also um 
eine Differentialbedingung, die in integrierter Form 
erst nach der Losung des Problems angegeben wer- 
den kann.

Ein einfaches Beispiel soil diesen Punkt illu- 
Abb. 1-5. Das strieren. Betrachten wir eine Scheibe, die auf der 

Doppelpendel. horizontalen ay-Ebene rollt. Sie sei gezwungen, sich 
so zu bewegen, daB die Ebene der Scheibe stets vertikal ist. (Die Schei
be konnfce eines von zwei Radem sein, die auf einer gemeinsamen

14 I. Dberblick iiber die elementaren Prinzipien 1-3
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Achse angebracht sind.) Zur Beschreibung der Bewegung karni man als 
Koordinaten die xz/-Koordinaten des Scheibenzentrums, einen Dreh- 
winkel φ um die Scheibenachse und einen Winkel 0 zwischen Scheiben- 
achse und, sagen wir, der z-Achse wahlen (vgl. Abb. 1-6). Zufolge des 
Zwangs ist der Betrag der Geschwindigkeit des Scheibenzentrums 
proportional zu φ :

v = α<£,

wobei a der Radius der Scheibe ist, 
und ihre Richtung ist senkrecht 
zur Scheibenachse:

x  = v sin 0, 
y = —v cos 0.

Kombinieren wir diese Bedingun- 
gen, so erhalten wir zwei Differen- 
ZiaZgleichungen fur die Zwangsbe
dingungen

dx -  a sin 0 άφ = 0, 
dy +  a cos 0 άφ = 0, ' '

und diese konnen nicht integriert werden, ehe man nicht das voll- 
standige Problem tatsachlich gelost hat. Solche nichtintegrierbaren 
Zwangsbedingungen sind nur spezielle Falle nichtholonomer Zwangs
bedingungen ; die Zwangsbedingungen konnen auch in Form von Un- 
gleichungen auftreten, wie wir gesehen haben.

Weil die abhangigen Koordinaten eliminiert werden konnen, sind 
die Probleme, die holonome Zwangsbedingungen enthaltcn, immer 
einer formalen Losung zuganglich. Es gibt aber kein allgemeines Ver- 
fahren, nichtholonome Beispiele zu behandeln. GewiB, wenn die 
Zwangsbedingungen nichtintegrabel sind, konnen die differentiellen 
Zwangsbedingungen zusammen mit den Differentialgleichungen der 
Bewegung aufgestellt und die abhangigen Gleichungen nach der Me- 
thode der LAGRANGEschen Multiplikatoren mit Erfolg eliminiert wer
den. Wir werden auf diese Methode spater zuriickkommen. Jedoch 
mussen die iibleren Falle mit nichtholonomen Zwangsbedingungen 
individuell behandelt werden, und folglich ist bei der Entwicklung der 
mehr formalen Aspekte der klassischen Mechanik nahezu immer an- 
genommen, daB jede Zwangsbedingung, sofern uberhaupt eine vor- 
liegt, holonom ist. Diese Einschrankung beschrankt die Anwendbarkeit 
der Theorie nicht wesentlich, trotz der Tatsache, daB viele der Zwangs
bedingungen, die uns im taglichen Leben begegnen, nichtholonom sind.

Abb. 1-6. Vertikale Scheibe, die 
auf einer horizontalen Ebene rollt.
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Der Grund dafur ist, daB dasgesamte Konzept der Zwangsbedingungen, 
denen ein System durch die Anwesenheit von Drahten oder Flachen 
oder Wanden unterworfen ist, nur makroskopischen oder r&umlich 
eehr ausgedehnten Problemen besonders angepaBt ist. Der Physiker 
ist heute aber vorwiegend an atomaren Problemen interessiert. In 
diesen GroBenordnungen bestehen alle Objekte gleichermaBen, ob 
innerhalb oder auBerhalb des Systems, aus Molekiilen, Atomen odor 
kleineren Teilchen, die definierte Krafte ausiiben, und der Begriff 
der Zwangsbedingung wird willkurlich und tritt selten auf. Zwangs- 
bedingungen werden dann nur als mathematischc Idealisierungen des 
tatsachlichen physikalischen Falles oder als klassische Naherungen 
einer quantenmechanischen Eigenschaft benutzt -  z.B. die Rotation 
eines starren Korpers anstatt des ,,Spins”. Solche Zwangsbedingungen 
sind stets holonom und fugen sich ohne Schwierigkeit in die Theorie ein.

Um die zweite Scliwierigkeit zu iiberwinden, daB namlich die 
Zwangskrafte a priori unbekannt sind, mochten wir es vorziehen, die 
Meehanik so zu formulieren, daB die Zwangskrafte verschwinden. Wir 
brauchen uns dann nur mit den bekannten angewendeten Kraften zu 
befassen. Ein Hinweis, wie man vorzugehen hat, wird durch die Tat- 
sache gegeben, daB in einem besonderen System mit Zwangsb'e- 
dingungen, namlich einem starren Rorper, die von den inneren Kraften 
(die hier die Zwangskrafte sind) geleistete Arbeit verschwindet. Wir 
werden diesen Anhaltspunkt in den nachfolgendon Abschnitten ver* 
folgen und die in ihm enthaltenen Ideen verallgemeinem.

1 - 4  Das D ’Alem bertsche P rin z ip  und die LagrangeschenGleichungen

Unter einer virtuellen (infinitesimalen) Verriickung eines Systems 
versteht man eine Veranderung der Konfiguration des Systems als 
Ergebnis irgendwelcher willkiirlicher infinit/esimaler Koordinaten- 
anderungen 6r„ die mit den Kraften und Zwangsbcdingungen vertrdglich 
eind, denen das System zu einem gegebenen Zcitpunkt t unterworfen ist. 
Die Verriickung wird virtuell genannt, um sie von einer wirklichen 
Verriickung des Systems zu unterscheiden, die sich wahrend eines Zeit- 
intervalls dt ereignet, wahrend dem sich die Krafte und Zwangsbe- 
dingungen andern konnen. Setzen wir voraus, daB das System im 
Gleichgewicht ist, d.h. daB die an jedem Teilchen angreifende Gesamt- 
kraft verschwindet : F» = 0 . Dann verschwindet natiirlich auch das 
Skalarprodukt F» · 0r„ das die Arbeit der Kraft F langs der Vemickung 
hti bedeutet. Die Summe dieser verschwindenden Produkte fur alle 
Teilchen muB ebenfalls Null sein:



^ F <- a r < =  0. (1 -3 8 )

Bis jetzt wurde nichts gesagt, was irgendwelchen neuen physikalischen 
Gehalt hat. Teilen wir F» auf in die angewendete Kraft F$a) und die 
Zwangskraft f*

Fi = Ff> +  fi,

so  w ird  a u s G l. (1 -38 )

V  F)a) · +  V  f,·. STi =  0.
T  i

Wir beschranken uns nun auf Systeme, fu r  die die viriuelle Arbeit der 
Zwangskrafte N ull ist. Wir haben gesehen, daB diese Bedingung sicher 
fur starre Korper gilt. Sie ist aueh fur eine groBe Zahl anderer Zwangs- 
bedingungen richtig. Wenn ein Teilchen gezwungen wird, sieh auf 
einer Flaehe zu bewegen, steht die Zwangskraft senkrecht zu der 
Flaehe, wahrend die virtuelle Verruckung tangential zu ihr erfolgt. 
Deshalb verschwindet die virtuelle Arbeit. Das gilt jedoch nicht mehr, 
wenn Reibungskrafte auftreten, und wir miissen solche Systeme aus 
unserer Formulierung auslassen. Diese Einsehrankung ist keine uber- 
maBige Behinderung, denn die Reibung ist im wesentlichen eine ma- 
kroskopische Erscheinung. Wir haben also fur das Gleichgewicht des 
Systems die Bedingung, daB die virtuelle Arbeit der wirkenden Krafte  
verschwindet:
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(1-39)

(1-40)

X  Fp> · δ η  =  o. ( i - 4 i )

Gl.(l-41) wird oft P rinzip  der virtuellen Arbeit genannt. Wir stellen fest, 
daB die Koeffizienten von 6r» nicht langer gleich Null gesetzt werden 
durfen, d.h. im allgemeinen gilt F<(a) 0 . Im Grundc genommen liegt
das daran, daB die 6r* nicht vollstandig unabhangig, sondern durch die 
Zwangsbedingungen verknupft sind. Um die Koeffizienten zum Ver- 
schwinden zu bringen, muB man das Prinzip in eine Form uberfuhren, 
die die virtuellen Verriickungen der qi enthalt, die voneinander unab
hangig sind. Gl. (1-41) befriedigt unsere Wiinsche, indcm sic dief< nicht 
enthalt; sie gilt aber nur fur die Statik; wir wiinschen jedoch cine 
Bedingung, die die allgemeine Bewegung des Systems umfaBt.
Um zu einem solchen Prinzip zu gelangen, machen wir von einem 
Kunstgrifli Gebrauch, den zuerst J acob Bernoulli verwendct hat, 
und der von D’Alembert weiterentwickelt wurde. Die Bewegungs- 
gleichungen
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konnen geschrieben werden als ~
F , -  p< =  0.

Diese Beziehung stellt fest, daB sich die Teilchen eines Systems im 
Gleichgewicht befinden, wenn die auf sie einwirkende Kraft gleich der 
Summe aus der tatsachlich ausgeiibten Kraft plus einer ,,entgegen- 
gesetzt wirkenden effektiven Kraft” —p, ist. Unter diesem Gesichts- 
punkt reduziert sich die Dynamik auf die Statik. Anstelle von (1-38) 
konnen wir sofort schreiben

5 )  (F< -  p<) · ir« = 0, (Ι-4Γ)

und, wenn w ir w ieder die A u fte ilu n g  in  angewendete K r& fte  und 
Zw angskrafte vornehm en, erhalten

X (Ff> - p O - i r .  + V f . - i r . ·  =  0.
i  i

W ir beschranken uns w ieder a u f Systeme, f i ir  die die v irtu e lle  A rbe it 
der Zw angskrafte verschw indet, und erhalten deswegen

X (F T  -  Pi) · Jr, =  0. (1-42)
i

Der physikalische Inhalt von (1-42) wird oft D’Alembert,^** P rinzip  
genannt. Wir haben unser Ziel erreicht: die Zwangskrafte treten nicht 
mehr in Erscheinung. Der obere Index(e> kann nunmehr ohne Willkur 
weggelassen werden. Gl. (1-42) hat aber noch nicht die geeignete Form, 
um Bewegungsgleichungen fur das System zu liefem. Wir miissen jetzt 
das Prinzip in einen Ausdruck uberfiihren, der die virtuellen Ver- 
riickungen der generalisierten Koordinaten enthalt, die (fiir holonome 
Zwangsbedingungen) voneinander unabhangig sind, so daB die Koeffi- 
zienten der6g*einzeln Null gesetzt werden konnen.

Die Gbersetzung der r< - in dieg, -Sprache geht von den Transfor- 
mationsgleichungen (1-36) aus:

**» =  **» (fluQit · · ♦ 0

(vorausgesetzt sind n  unabhangige K oord inaten) und is t auszufiihren 
u n te r Beachtung der gewohnlichen Rechenregeln fu r die pa rtie lle  
D iffe re n tia tio n . So w ird  v, =  t i  durch die g, m it der Beziehung

ausgedruckt. Ganz &hnlich werden die w illku rlich e n  v irtu e lle n  Ver- 
riickungen Bu m it den v irtu e lle n  Vernickungen 6 g, ve rkn u p ft durch

I .  Oberblick uber die elementaren Prinzipien 1-4
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( i - M )

Wir bemerken, daB keine Variation der Zeit bt auftritt, da sich die vir- 
tuellen Verriickungen definitionsgemaB nur auf Auslenkungen der 
Koordinaten beziehen. (Nur dann ist die virtuelle Verriiekung immer 
senkrecht zur Zwangskraft, auch wenn sich der Zwang selbst im Laufe 
der Zeit andert.)

Mit Hilfe generalisierter Koordinaten laBt sich die virtuelle Arbeit 
der Kraft F* schreiben:

tq j-
j

(1-45)

Die Qj werden Komponenten der generalisierten K raft genannt. Sie 
sind definiert durch

(1-46)

Man beaehte, daB ebenso, wie die q nicht die Dimension einer Lange 
haben mlissen, die Q nicht notwendig die Dimension einer Kraft 
haben mussen. Stets muB aber Qj  bqj  die Dimension einer Arbeit haben.

Wir wenden uns jetzt dem anderen Term in Gl. (1-42) zu, der auch 
folgendermaBen geschrieben werden kann:

^  P< · 5rj =  ^  · &*<.
< i

Drucken wir 5r* durch (1-44) aus, so erhalten wir
^  .. d ti  .

Betrachten wir nun die Beziehung

(1-47)

Im letzten Term von Gl. (1-47) konnen wir die Reihenfolge der Diffe
rentiation beziiglich t und qj vertauschen, denn in Analogic zu (1-43)

d t  \ d q j  ~  γ  d q , dqk 9k +  dqt d t'

Das ist aber nach (1-43) gerade dVj/dqj. Weiterhin sehen wir, daB nach 
(1-43) gilt

(1-48)dVj
dqt

fa t'
dqj
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Setzen wir das in Gl. (1-47) ein, so erhalten wir

niiVi

und der interessierende Term der Gl. (1-42) laBt sich folgendermaBen

Identifizieren wir ^  n iit  der kinetischen Energie T  des Systems,
i

so wird das D’ALEMBERTsche Prinzip

(1-49)

Wenn nun die Zwangsbedingungen holonom sind (nur hier wird von 
dieser Bedingung Gebrauch gemacht), dann sind die q,· unabhangig. 
Irgendeine virtuelle Verruckung hqj ist unabhangig von 6qk. Deehalb 
ist Gl. (1-49) nur dann erfullt, wenn die einzelnen Koeffizienten ver- 
schwinden d d T \ _ d T ^  . 

di \ d q j  dqj '* (1-50)

Im ganzen gibt es n  solcher Gleichungen.
Die Gleichungen (1-50) werden oft LAORANOEsche Gleichungen ge- 

nannt, jedoch wird diese Bezeichnung haufig fur die Form der Glei
chungen (1-50) vorbehalten, die sich ergibt, wenn das System kon- 
servativ ist, d.h., wenn die Krafte von einer skalaren Potentialfunktion 
V hergeleitet werden konnen, die die potentielle Energie des Systems

i8t: F, = -V ,V .

In diesem Falle konnen die generalisierten Krafte geschrieben werden:
dTi
dqf

Das ist genau der Ausdruck fur die partielle Ableitung einer Funktion 
~F(ri, r2, . . . ts )  nach q,· (V  ist keine explizite Funktion von t.):

q . = _  (fiir konservative Systeme). (1-51)

Gl, (1-50) kann damit geschrieben werden:
d ( d T \  _  d ( T  -  V)  
dt \ d q j  dqj

=  0.
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Das Potential V  ist eine Funktion allein der Lage und muB deshalb 
unabhangig von den generalisierten Geschwindigkeiten sein. Somit 
kann man die partielle Ableitung von V bezuglich qj hinzufugen:

d ( d ( T -  TQ\ _  d(T -  V) =
dt \ dqj )  dqj

oder, indem wir eine neue Funktion, die Lagrange-F unktion  L  defi- 
nieren:

L  =  T — V, (1-52)
werden die Gleiehungen (1-50)

<L
dt

dL
dqj

0. (1-53)

Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, meinen wir die 
Gleiehungen (1-53), wenn wir von ,,LAGRANGEsehen Gleiehungen” 
spreehen.

1 - 5  G eschwindigkeitsabhangige P otentia le und die D iss ipa tionsfunktion

LAGRANGEsehe Gleiehungen konnen auch dann in der Form (1-53) 
aufgestellt werden, wenn das System nicht konservativ im ublichen 
Sinne ist; Voraussetzung ist aber, dab die generalisierten Krafte von 
einer Funktion U(qjt qj) nach der Vorschrift

0 -
d q r  d t \d q it

hergeleitet sind. In diesem Falle folgen die Gl. (1-53) 
GL (1-50), wenn man die LAGRANGE-Funktion

(1-54)

auch aus den

L  =  T  — U (1-52')
verwendet. U kann als ,,generalisiertes Potential” oder ,,geschwindig- 
keitsabhangiges Potential” bezeichnet werden.2 Die Mogliehkeit, ein

2 Die Geschichte der Bezeichnung dieses Potentials ist merkwurdig. Offenbar 
durch Webers fruhe (und fehlerhafte) klassische Elektrodynamik angeregt, die 
geschwindigkeitsabhangige Krafte forderte, scheint der doutsclio Mathematiker 
E. Schering der erste gewesen zu sein, der den ernsthaften Versuch gemacht hat, 
solche Krafte in das Gebaude der Mechanik einzubauen, vgl. Gott. Abh. 18 
(1873) 3. Die erste Ausgabo von Whittakers Analytical Dynamics (1904) be
zeichnet deshalb das Potential als ,,Scherings potential function”, aber der 
Name hat sich offensichtlich nicht eingobiirgert, denn die Bezeichnung wurdo in 
spateren Ausgaben weggelassen. Wir werden vorzugsweiso don Ausdruck „geno- 
ralisiertes Potential” gebrauchen und schlieben in dieso Bezeichnung auch die 
gewohnliche potentielle Energie ein, die eine Funktion allein dor Lage ist.
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solches „Potential’* zu verwenden, ist nicht nur von akademischem 
Interesse; es findet Anwendung bei einem sehr wichtigen Typ von 
Kraftfeldern, namlich den elektromagnetischen Kraften auf bewegte 
Ladungen. Hinsichtlich der groBen Bedeutung ist ein Abstecher in 
dieses Gebiet wohl lohnend.

Im GAUSSschen MaBsystem lauten die MAXWELLschen Gleichungen

v * E +  i ' f  = °> v · D = 4xp,

V X H - i §  = ^ ( V · B = 0.
c dt c

(1-55)

Die auf eine Ladung q wirkende Kraft ist nicht allein durch die elek 
trische Kraft

F = = —qV<j>

gegeben, so daB das System in diesem Sinne nicht konservativ ist. 
Vielmehr ist die vollstandige Kraft

F = g |E  +  i ( v x B ) | *  (1-56)

E  ist nicht Gradient einer Skalarfunktion, da ^ χ £ ^ 0 ;  aber aus 
V · B = 0 folgt, daB B als Rotation eines Vektors dargestellt werden 
kann:

B = V x A. (1-57)

A wird magnetisches Vektorpotential genannt. Somit wird die Glei- 
chung fur rot E :

v x E  +  l i ( * x * ) - * x ( E  +  i £ ) - 0 .

Also konnen wir setzen

oder
E +  * —

T  c  d t
- ν Φ

£  = _ ν φ  (1 -6 8 )  
φ c dt

Mit Hilfe der Ausdriicke fur die Potentiate φ und A wird die eogenannte 
LoRENTZ-Kraft (1*56):

Ε . , ί - Γ * - 1 ^  +  ί ( , χ ν χ 4 > ) (1-59)

Die Terme in Gl. (1-59) konnen in bequemerer Form geschrieben 
werden. Als Beispiel betrachten wir die ar-Komponente
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-  2
und

= vt

(dA,„ θΛΛ _  v (dA,  _ dAA
d y ) 2 \  dz d x )

dAv , dAz . dAx dAx dAx dAx
dx +  V‘ dx Vv *dy Vz dz Vx dx

Darin haben wir den Ausdruck

dAx
’ ■ a t

addiert und subtrahiert. Nun lautet die totale Ableitung von Axnaeh 

detZeit d A , dA i | /
Ί Γ - Ί Γ  +  Κ · · - ^  +  "' dy d z / ’

worin der erste Term von der expliziten Anderung von A x mit der 
Zeit herruhrt. Der zweite Term stammt von der zeitlichen Bewegung 
des Teilchens, die den Raumpunkt andert, an dem der Wert von A* 
zu nehmen ist. Die a;-Komponente von v χ  V X A kann deshalb ge- 
schrieben werden:

Setzen wir das in (1-59) ein, so erhalten wir:

" ■ - 5 ( · έ ( * - « ' , · ΑΜ Κ έ < Α · ' ’) ) )

Weil das skalare Potential unabhangig von der Gescbwindigkeit ist, 
so ist dieser Ausdruck der Beziehung

gleichwertig, mit

F  = _
* dx dt dvx

U  = q<t> —  ̂A · v. c
(1-60)

U ist ein generalisiertes Potential im Sinne von Gl. (1-54), und die 
LAGRANGE-Funktion eines geladenen Teilchens in einem elektromagne- 
tischen Feld kann geschrieben werden:

L  = T  -  + c V.

r

f

t

i;1

I

1 -
I '
r · 
£

l

r

i

It;

ϊ

(1 -6 1 )
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Es sei darauf hingewiesen, daB dann, wenn nur einige der auf das 
System wirkenden Krafte von einem Potential herleitbar sind, die 
LAGRANOEschen Gleichungen stets in folgender Form geschrieben 
werden konnen :

Darin enthalt L  das Potential der konservativen Krafte wie bisher, 
und Qj stellt die Krafte dar, die nicht von einem Potential herriihren. 
Eine solche Situation tritt oft dann ein, wenn Reibungskrafte wirksam 
sind. Gelegentlich kommt es vor, daB die Reibungskraft der Geschwin- 
digkeit des Teilchens proportional ist, so daB ihre x-Komponente die 
Form

Ffx = - k jo x
hat. Reibungskrafte dieses Typs konnen durch eine Funktion 
R ayleighsche Dissi}mtionsjunktion  genannt, beschrieben werden. 
Sie ist definiert durch

σ = |  +  k,v,l +  kfiS).
__  ___  ♦ -

Darin ist die Summation fiber alle Teilchen des Systems vorzunehmen.
Aus dieser Definition folgt offensichtlich

* / * = -
β σ
.dvg

oder symbolisch:
F / = -V,S.

Man kann der Dissipationsfunktion auch eine physikalische Inter
pretation geben. Die vom System gegen die Reibung geleistete Arbeit ist

d W f  = —F/ · d x  = —F/ · v d t  = ( k xv i + kyift -f k,i%) d t .
Demnach ist 2$ der Anted an der Energiedissipation, der von der 
Reibung herruhrt. Die Komponente der generalisierten Kraft, die 
ihren Ursprung in der Reibungskraft hat, ist gegeben durch

Die LAGRANGEschen Gleichungen werden also
d SdL\ dL ,

wegen (1-48)
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so daB zwei skalare Funktionen L  und $  angegeben werden mussen, 
um die Bewegungsgleichungen zu erhalten.

i -6 Einfache Anwendungen der Lagrangeschen Formulierung

Die vorigen Abschnitte zeigen, daB uns fur Systeme, fur die man 
eine LAGRANGEsche Funktion definieren kann, d.h. fur holonome 
Systeme mit Kraften, die von einem gewohnlichen oder generalisierten 
Potential herleitbar sind, eine reeht bequeme Methode zur Verfugung 
steht, die Bewegungsgleichungen aufzustellen. Wir wurden auf den 
LAGRANGEschen Formalismus durch den Wunsch gefuhrt, die Zwangs- 
krafte aus den Bewegungsgleichungen zueliminieren. Durch Erreichung 
dieses Zieles haben wir viele andere Vorteile gewonnen. Stellen wir die 
Bewegungsgleichungen in ihrer urspriinglichen Form (1-18) auf, so ist 
es notwendig, mit vielen vektoriellen Kraften und Besehleunigungen 
zu arbeiten. Nach der LAGRANGEschen Methode hat man lediglich 
zwei skalare Funktionen T  und V  zu ermitteln. Das vereinfacht das 
Problem auBerordentlieh. Wir konnen nun ein Routineverfahren fur 
alle Probleme der Mechanik aufstellen, auf die der LAGRANGEsche 
Formalismus anwendbar ist. Man hat lediglich T  und V  in generali
sierten Koordinaten aufzuschreiben, aus ihnen L  zu bilden und in 
(1-53) einzusetzen, um die Bewegungsgleichungen zu erhalten. Die 
benotigte Transformation der T  und V  von cartesischen Koordinaten 
auf generalisierte Koordinaten erreicht man durch Anwendung der 
Transformationsgleichungen (1-36) und (1-43). So ist T  allgemein 
gegcben durch /_ ,  dr, «τ,γ

T  -  £  j  m d  -  2; 5 ■ * (_2 Jj; i l  +  ΰ )  ■

Fuhrt man die Entwicklung aus, so ist klar, daB der Ausdruck fur T  
in generalisierten Koordinaten die Form hat:

T  = a + 5 ) a/jj  a ,·# , ^  ^

Darin sind a, a a & bestimmte Funktionen der r und t und damit der 
q und t. Tatsachlich zeigt ein Vergleich:

^  1 /  drA2
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Wenn die Transformationsgleichungen die Zeit nicht explizit ent- 
halten, d.h. wenn die Zwangsbedingungen unabhangig von der Zeit 
(skleronom) sind, dann verschwindet lediglich der letzte Term in 
(1-62) nicht und T  ist immer eine homogene quadratische Form in den 
generalisierten Geschwindigkeiten.

Wir wollen nun einige einfache Beispiele zu diesem Verfahren be- 
trachten:

1. Ein einzelnes Teilchen im Raum
a. Cartesische Koordinaten
b. Ebene Polarkoordinaten

2. Die ATWOonsche Fallmaschine
3. Zeitabhangige Zwangsbedingungen -  eine Perle, die auf 

einem rotierenden Draht gleitet.

1. B ew egung  eines T e ilc h e n s: a) Verw endung cartesischer K oordinaten. 
Die fur G l. (1-50) benotigten generalisierten Krafte sind offensichtlich 
F«, F v und F,. Dann haben wir

T  -  \m (i*  +  Vt +  **), 
d T ^ d T ^ d T ^  
d x  dy dz *  ’

d T d T d T
dx m x ’ d i  =  m y< T i * ™ ’

und die Bewegungsgleichungen lauten
•

II , % {m i) -  F.. (1-63)

Wir sind damit auf die urspriinglichen NfiWTONschen Bewegungs- 
gleichungen zuriickgefiihrt worden.

B ew egung eines T e ilch en s: b) Verw endung ebener Polarkoordinaten. 
Hier mussen wir T  durch f  und tf ausdriicken. Die Transformations
gleichungen, d.h. die Gl. (1-36) lauten in diesem Falle einfach

x  — r  cos 0, 
y  *  r sin Θ.

In Analogie zu (1-43) sind die Geschwindigkeiten gegeben durch

i  =  f cos 0 — rtf sin 0, 
y = r sin 0 +  rtf cos 0.

Die kinetische Energie T  = Jm(i* +  y*) laBt sich damit formal zu- 
ruckfuhren auf

T  =  \m (P  +  (rtf)*). (1-64)
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Eine andere Ableitung von Gl. (1-64) erhalt man, wenn man beach- 
tet, daB die Komponenten der Gesehwindigkeit in Polarkoordinaten 
folgendermaBen angegeben werden konnen: f  in Riehtung von r und

r6 in der Riehtung senkrecht zu r. 
Diese Riehtung bezeichnen wir 
durch den Einheitsvektor n. So- 
mit lautet das Gesehwindigkeits- 
quadrat, ausgedruckt in Polar
koordinaten, r2 +  (r6)2. Die Kom
ponenten der generalisierten Kraft 
erhalt man aus der Definition 
Gl. (1-46)

Qr =  F - |  =  F  · ; - * >

Q9 =  F . |  =  F . m  =  rF e)Abb. 1-7. Die Ableitung vonr nach Q.

da die Ableitung von r bezuglich 0 (nach Definition einer Ableitung) 
ein Vektor in Riehtung n ist, vgl. Abb. 1-7. Es gibt hier zwei genera- 
lisierte Koordinaten und deshalb zwei LAGRANGEsehe Gleichungen. 
Die Ableitungen, die in der r-Gleiehung auftreten, lauten

dT  · Λ dT  . d i d  -  = mrP, —  = mr, = mr.

und die Gleichung selbst lautet
mr — mr62 = Fr.

Der zweite Term besehreibt die Zentripetalbeschleunigung. Fur die 
0-Gleiehung haben wir die Ableitungen

~  = 0 , = mr26y ^  (inr20) = mr2'6 +  2mrf6y

so daB wir fur die Gleichung erhalten:

~  (mr26) = mr2S +  2mrr6 = rF0.

Wir stellen fest, daB die linke Seite gerade die Ableitung des Dreh- 
impulses nach der Zeit und die rechte Seite das angewendete Dreh- 
moment sind. Somit haben wir wieder die Drehimpuls-Gleiehung 
(1-24) hergeleitet.
2 . Die Atwood ache M aschine ist ein Beispiel eines konservativen 
Systems mit holonomen skleronomen Zwangsbedingungen (wir
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nehmen an, daB sich die Rolle ohne Reibung dreht). Offensichtlich 
gibt es hier nur eine unabhangige Koordinate x. Die Lage dee anderen 
Gewichtes ist durch die Zwangsbedingung bestimmt, daB die Seill&nge 
zwischen den Gewichten gleich l ist. Die potentielle Energie ist

V  -  —M ig x  -  M g (l -  x),
wahrend fiir die kinetische Energie gilt:

T  = \ ( M X +
Kombiniert man beide, so findet man die LAGRANGE-Funktion

L  = T  -  V  = \(Mi +  Jf,)x*
+  Migx +  Μ $(1  — x).

Es gibt hier nur eine Bewegungsgleichung, die die Ableitungen

f £  =  (M i -  M ,)g ,

| f  =  (M i +  M i j i

enth&It. Wir haben somit

(M i +  M „ )i =  (M i -  M ,)g

Oder M i -  Μ , „
* “  M, +  M i0 '

Das ist das wohlbekannte Ergeb- 
nis, das auch auf elementarem  
Wege gewonnen werden kann. 
Dieses triviale Beispiel zeigt be- 
sonders deutlich, daB die Zwangs- 
krafte -  hier die Seilspannimg -  
nirgendwo im LAORANOEschen 
Formalismus erscheinen. 3

3. E ine au f einem ghichformig ro- 
tierenden Draht gleitende Perle in  
einem krdftefreien Raum. Dieses 
Beispiel soil als einfache Erlau- 
terung einer zeitabhangigen 
Zwangsbedingunggewahlt werden. 
Die Transformationsgleichungen 
enthalten also die Zeit explizit.

Abb. 1*8. D ie  ATWooDsche Fall* 
maschine.
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Sie lauten
x  = r cos ωΐ, 
y  = r sin ω ί.

ω  =  Winkelgeschwindigkeit der Drehung.

Obwohl man T  (hier dasselbe wie L)  auf dem gleichen Wege finden 
konnte, der benutzt wurde, um (1-62) zu erhalten, ist es einfacher, 
(1-64) direkt heranzuziehen. Driickt man die Zwangsbedingung durch 
die Beziehung e = ω aus, so wird

Wir bemerken, dab T  keine homogene quadratisehe Funktion der 
generalisierten Koordinaten ist, weil jetzt ein zusatzlicher Term auf- 
tritt, der f  nicht enthalt. Die Bewegungsgleichung lautet nun

Das ist das wohlbekannte Resultat, dab sich die Perle zufolge der 
Zentrifugalbeschleunigung nach auben bewegt. Wieder kann die 
Methode nicht die Zwangskrafte liefern, die die Perle auf dem Draht halten.

J. L. Synge und B. A. Griffith, Principles of Mechanics. Ein ausgezeichrietes 
Lehrbuch der Mechanik von mittlerem Schwierigkeitsgrad. Es kann mit 
grofiem Nutzen als Vorstufe zu einem weitergehenden Lehrbuch, wie dem 
hier vorliegenden, gelesen werden.

C. J. Coe, Theoretical Mechanics. Ein anderes Lehrbuch von mittlerem Schwie
rigkeitsgrad. Besondere Betonung wird auf die Verwendung von Vektoren 
gelegt. Einige der letzten Kapitel sind recht weitfiihrend. Das Buch enthalt 
eine Zusammenfassung der Vektoranalysis.

W. F. Osgood, Mechanics. Die ersten funf Kapitel dieses Buches geben eine 
elementare Einfuhrung, kostlich gewiirzt durch die grofle padagogische Er- 
fahrung des Autors. In dieser Hinsicht sei der Leser besonders auf Seite 102 
hingewiesen!

G. Joos, Theoretische Physik. Teile des V. und VI. Kapitels sind vielleicht die von 
alien referierten Werken knappste Darstellung der in diesem Kapitel behandel- 
ten Gegenstande*

E. A. Milne, Vectorial Mechanics. Eine schrockliche Darstellung, die oft so vor- 
geht, dafi die elegante Einfachheit der Vektor- und Tensormethoden vollig 
kompliziert und abstofiend wirkt. Trotzdem kann man in Toil III violo inter- 
essante Vektorsatze uber dio allgemeine Bowegung oines Teilchens und der 
Teilchensysteme finden, dio aus olomentaren Prinzipion abgoloitot sind. 3
3 In den Literaturangaben am Endo jedes Kapitels sind nur kurz dio Titel 

angogeben. Dio volstfilndigen bibliographischen Angaben findot man imLitora- 
turvorzeichnis am Ende des Buches.

T  = \m (r2 +  Γ2ω2).

Oder m f — mrw2 = 0 
f = ro>2.

LITERATURHINW EISE3
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E. Mach, The Science of Mechanic8. Eine klassische Analyse und Kritik der fun* 
damentalen Begriffe der klassischen Mechanik. Die friiheren Ausgaben dieses 
Buches trugen viel dazu bei, der Relativitatstheorie philosophisch den Weg 
zu ebnen.

R. B. Lindsay und H. Margenau, Foundations of Physics. Kepitel 3 enthalt 
eine klare Diskussion der Grundlagen der klaesiechen Mechanik. Dieses Buch, 
zueammen mit Machs Werk, kann als hervorragender Ausgangspunkt fiir ein 
weiteres Studium der Natur der Grundideen dienen, die in der Mechanik 
enthalten sind.

G. Hamel, Die Axioms der Mechanik. (Bd. V, Handbuch der Physik). Ein Ver- 
such, die axiomatische Formulierung der Mechanik auf eine mathematisch 
strenge Grundlage zu stellen. Der Artikel von Nordheim im selben Band 
enthalt eine kurze Diskussion der gesehwindigkeitsabhangigen Potentiale, 
Abschnitt 10, Kapitel 2.

E. T. Whittaker, Analytical dynamics. Eine wohlbekannte Abhandlung, die 
eine erschopfende Darstellimg der analytischen Mechanik unter den alteren 
Gesichtspunkten gibt. Die Darstellung ist, bedauerlicherweise, durch eine 
offensichtliche Abneigung gegen Diagramme (es gibt nur vier im ganzen Buch) 
und die Vektorschreibweise gekennzeichnet, und der Autor zeigt eine Vorliebe 
fiir die Art pedantischer mechanischer Probleme, die durch die Cambridger 
Tripos-Priifimgen bekannt geworden sind. Das Werk bleibt jedoch eine prak- 
tisch einzigartige Quelle fur die Diskussion vieler spezieller Gegenstande. Fiir 
das vorliegende Kapitel kommt als Referenz grundsatzlich Kapitel II, speziell 
Abschnitt 31 in Betracht, in dem geschwindigkeitsabhangige Potentiale disku- 
tiert werden. Dio Abschnitte 92-94 des Kapitel VIII befassen sich mit der 
Diesipationsfunktion.

Lord Rayleigh, The Theory of Sound. Die Diesipationsfunktion wird in Kapitel 
IV, Bd. I dieser klassischen Abhandlung eingefiihrt.

O B U N G E N  1 2 3

1. Ein Kern, der urspriinglich in Ruhe ist, zerfallt radioaktiv, indem er ein 
Elektron mit dem Impuls 1,73 Mev/c und im rechten Winkel dazu ein Neutrino 
mit dem Impuls 1,00 Mev/c emittiert. (Mev (Million Elektronenvolt) ist eine 
Energieeinheit, die in der modemen Physik verwendet wird. Sie ist gleich 
1,69 x 10-* erg. Entsprechend ist Mev/c eine Einheit des Impulses und gleich 
6,33 x 10*17 g.cm/sec.) In welche Richtung wird der Kem zuruckgestoBenT Wie 
groO istsein Impuls in Mev/c ? Wenn die Masse des Rest-Kernes gleich 3,90 x 10*lfg 
ist, wie groO ist dann seine kinetischo Energie in Elektronenvolt ?

2. Die Fliehgeschwindigkeit eines Teilchens auf der Erde sei die Minimal- 
geschwindigkeit, die das Teilchen auf der Erdoberflache haben muO, damit es 
aus dem Gravitationsfeld der Erde entweichen kann. Vernachlassigt man den 
Widerstand der Atmosphare, so ist das System konservativ. Zeige mit Hilfe dee 
Erhaltungssatzes fur die Summe der potentiellen und kinetischen Energie da£ 
die Fliehgeschwindigkeit auf der Erde, wenn man die Wirkung des Mondes 
vernachlassigt, 11,2 km/sec ist.

3. Raketen werden durch den Impuls der aus dem Raketenonde ausgestoBenen 
Gase ange trie ben. Da dieee Gase Reaktionsprodukte dee Treibetoffee sind, der 
von der Rakete getragen wird, ist die Masse der Rakete nicht konstant. Sie
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nimmt in dem MaBe ab, in dem der Treibstoff verbraucht wird. Zeige, daB die 
Bewegungsgleichung fiir eine Rakete, die in einem homogenen Gravitations- 
feld bei Vemachlassigung des Luftwiderstandes vertikal aufwarts abgeschossen 
wird, folgendermaBen lautet:

dv d m

wobei m die Masse der Rakete und vr die Geschwindigkeit der austretenden Gase 
relativ zur Rakete sind. Integriere diese Gleichung und bestimme so v  als 
Funktion von m. Nimm dabei an, daB der Masseverlust proportional der Zeit ist. 
Zeige, daB fur eine Rakete, die aus der Ruhelage startet, mit ν' gleich 2070 m/see 
und einem Masseverlust von 1/60 der Anfangsmasse pro Sekunde (die Werte 
entsprechen der F-2), und die Fliehgeschwindigkeit erreiehen soli, das Gewichts- 
verhaltnis zwischen Treibstoff und leerer Rakete beinahe 300 sein muB!

4. Ein Teilchen bewege sieh in einer Ebene unter dem EinfluB einer Kraft, die 
in Richtung auf ein Kraftzentrum wirkt. Der Betrag der Kraft sei

Darin ist r der Abstand des Teilchens vom Kraftzentrum. Bestimme das genera - 
lisierte Potential, das auf eine solche Kraft fuhrt, und stelle mit ihm die La- 
GRANGE-Funktion fur die Bewegung in einer Ebene auf. (Der Ausdruck fur F  
stellt die Kraft zwischen zwei Ladungen in der WEBERschen Elektrodynamik 
dar.)

5. Stelle die Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen auf, das vertikal unter dem 
EinfluB der Schwere fallt. Dabei seien Reibungskrafte wirksam, die sich von 
einer Dissipationsfunktion \kv2 herleiten. Integriere die Gleichung und bestimme 
die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit, und zeige; daB die hochstmogliche 
Geschwindigkeit fur einen Fall aus der Ruhelage gleich v = mg/k ist.

6. Zwei Punktmassen m seien durch einen starren, gewichtslosen Stab der 
Lange l verbunden. Sein Zentrum sei gezwungen, sich auf einem Kreis mit dem 
Radius a zu bewegen. Bestimme die kinetische Energie in generalisierten Koor- 
dinaten.

7. Stelle die LAGRANGEsehen Bewegungsgleichungen fur ein spharisches Pendel 
auf, d.h. fur einen Massenpunkt, der an einem starren, gewichtslosen Stab be- 
festigt ist.

8. Ein System bestehe aus drei Teilchen mit gleichen Massen m. Zwischen 
zweien von ihnen mogen Krafte wirken, die sich von einem Potential

V = —ςβ~μτ

herleiten lassen. Darin sei r der Abstand zwischen den zwei Teilchen. Zudem iibe 
jedes dieser zwei Teilchen auf das dritte eine Kraft aus, die aus einem generali
sierten Potential der Form

U = -/v  . r

erhalten werden kann. v sei die Relativgeschwindigkeit der wechselwirkenden 
Teilchen. / ist eine Konstante. Stelle fiir dieses System die Lagrauge-Funktion
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auf. Verwende dabei ala Koordinaten den R adiusvektor R dee Massenzentrums 
und die zw ei V ektoren

Pi -  η  “  r«,
P i  =  U  — r*.

B leib t der G esam tdrehim puls des System s erhalten?
9. Zwei M assepunkte m it den Maseen m , und m , eeien durch einen Faden ver- 

bunden, der durch ein Loch in einer glatten Tischplatte fuhrt, und zwar so, daB 
m x au f der Tischoberflache ruht und νηΛ darunter hangt. Angenommen, τηΛ be- 
w ege sich nur a u f einer verfcikalen Linie; wie lauten die generalisierten Koordi
naten  fur das System ? Schreibe die La grange-Glei chung fur das System auf 
und diskutiere nach M oglichkeit die physikalische Bedeutung, die die darin auf- 
tretenden Terme haben konnten. Reduziere das Problem au f eine einzige 
Differentialgleichung zw eiter Ordnung und bestimm e ein erstes Integral der 
Gleichung. W elche physikalische Bedeutung hat dieses Integral ? (Betrachte nur 
den Teil der Bew egung, fur den weder mj noch durch das Loch im  Tisch 
hindurchtritt.)

10. Stelle die Lagrange-Funktion und die Bewegungsgleichungen fur das 
Doppelpendel au f (siehe Abb. 1-6), wobei die Pendell&ngen l x und und die  
entsprechenden Massen m1 und m , sein sollen.

#

I

(
*-
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VARIATIONSPRINZIPIEN UND LAGRANGESCHE
GLEICHUNGEN

2-i Das Hamiltonsche Prinzip

Die im vorigen Kapitel dargestellte Ableitung der LAGRANGEschen 
Gleichungen ging aus von einer Betraehtung des augenblicklichen 
Zustandes des Systems und kleinen virtuellen Verruckungen aus dem 
augenblicklichen Zustand, d.h., sie ging aus von einem ,, Differential- 
prinzip” wie dem D’ALEMBERTsehem Prinzip. Es ist auch moglich, die 
LAGRANGEschen Gleichungen aus einem Prinzip zu gewinnen, das die 
gesamte Bewegung des Systems zwischen Zeitpunkten tx und t2 und 
kleine virtuelle Abweichungen der gesamten Bewegung von der 
tatsachlichen Bewegung betrachtet. Ein Prinzip dieser Art wird als 
,,Integralprinzip” bezeichnet.

Ehe wir das Integralprinzip darstellen, mussen wir zunachst die 
Bedeutung des Ausdruckes ,,Bewegung des Systems zwischen Zeit
punkten h und t2” in prazisere Sprache fassen. Die augenblickliche 
Konfiguration eines Systems wird durch die Werte der n generalisierten 
Koordinaten Qi. . . qn beschrieben und entspricht einem bestimmten 
Punkt in einem cartesischen Hyperraum, dessen n Koordinatenachsen 
durch die q gebildet werden. Dieser w-dimensionale Raum wird deshalb 
Konfigurationsraum genannt. Im Laufe der Zeit andert sich der Zu
stand des Systems, und der Systempunkt bewegt sich im Konfigura
tionsraum, indem er eine Kurve durchlauft, die ,,Bewegungsbahn des 
Systems” genannt wird. Die ,,Bewegung des Systems” im obigen 
Sinne bezieht sich dann auf die Bewegung des Systempunktes langs 
dieser Bahn im Konfigurationsraum. Die Zeit kann formal als Parameter 
der Kurve angesehen werden ; jedem Bahnpunkte sind ein oder mehrere 
Zeitwerte zugeordnet. Es muB betont werden, daB zwischen dem Kon
figurationsraum und dem physikalischen dreidimensionalen Raum 
kein notwendiger Zusammenhang besteht, gerade so wie die generali- 
sierten Koordinaten nicht notwendig Lagekoordinatcn sind. Die Bahn 
im Konfigurationsraum muB nicht notwendig der Bahn im Raume 
irgendeines wirklichen Teilchens ahnlieh sein; jeder Punkt der Bahn 
reprasentiert die Konfiguration des gesamten Systems zu einem ent- 
sprechenden Zeitpunkt.
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Wir konnen nun das H a m i l t o n s c / ic  In te g ra lp r in z ip  fur konservative 
Systeme (im weiteren Sinne, einschlieBlich generalisierter Potentiate) 
aufstellen:
D ie  B ew eg u n g  des S y s te m s  zw isch en  d em  Z e itp u n k t tx u n d  dem  Z e itp u n k t  
t 2 i s t  d e r a r t , (Ιαβ d a s  L in ie n in te g ra l

I  = j f  L d t  (2-1)

e in  E x tre m u m  f  Ur d ie  du rch lau fen e B a h n  i s t . D a b ei is t  L  — T  —  V.
Das heiBt, unabhangig von alien moglichen Wegen, auf denen der 
Systempunkt von seiner Position zur Zeit tx nach seiner Position zur 
Zeit t2 wandern kann, wird er tatsachlich langs des Weges wandem, 
fur den das Integral (2-1) ein Extremum ist, gleich ob Minimum oder 
Maximum (\̂ gl. Abb. 2-1).

Wir konnen das HAMiLTONsche Prinzip zusammenfassen, indem wir 
sagen: die Bewegung ist derart, daB die V aria tio n  des Linienintegrals /  
fiir festes t x und t 2 Null ist, d.h.

8,“ Γ
L (q lf . . .  Qm Ji) . . .  Qm d t =  0. (2-2)

Das HAMiLTONsche Prinzip (2-2) 
ist eine sowohl notwendige als 
auch hinreichende Bedingung fiir 
die LAORANOEsche Gl. (1-53). So 
kann man zeigen, daB das H a m il - 
TONsche Prinzip notwendig aus 
den LAORANOEschen Gleichungen 
folgt (siehe W h i t t a k e r , A n a ly 
tic a l D y n a m ic s, 4. Aufl., S. 245). 
Wir werden statt dessen die Um- 
kehrung beweisen, namlich, daB 
die LAORANOEschen Gleichungen 
aus dem HAMiLTONschen Prinzip 
folgen. Das ist der wiehtigere 
Satz. Er setzt uns in die Lage, die 

Mechanik konservativer Systeme aus dem HAMiLTONschen Prinzip als 
dem grundlegenden Postulat zu entwickeln, und zwar besser als aus 
den NEWTONschen Bewegungsgleichungen. Eine solche Formulierung 
hat gewisse Vorteile; zum Beispiel ist sie offensichtlich invariant 
gegeniiber dem Koordinatensystem, in dem die LAORANOE-Funktion 
ausgedriickt wird. Wichtiger ist, daB sie den Weg angibt, der einge- 
schlagen werden muB, wenn man versucht, offensichtlich nichtmecha-

Abb. 2-1. Bahn dee Systempunktoe 
im Konfigurationsraum.
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nische Systeme im mathematischen Gewand der klassischen Mechanik 
zu beschreiben, wie in der Feldtheorie.

2-2  Zur Technik der Variationsrechnung

Ehe wir zeigen, daB die LAGRANGEschen Gleichungen aus (2-2) 
folgen, miissen wir zunachst einen Absteeher zu den Methoden der 
Variationsrechnung machen, denn eines der Hauptprobleme in dieser 
Rechnung ist, die Kurve zu finden, fiir die ein gegebenes Linienintegral 
ein Extremum wird.

Betrachten wir erst das Problem in einer wesentlich eindimensiona- 
len Form; d.h., wir mochten einen solchen Weg y =  y(x) zwischen zwei 
Werten xx und x2 finden, so daB das Linienintegral einer Funktion
f(y> Vy %) ein Extremum ist. Dabei ist y = Fiir die richtige Funktion 
y muB das Integral

J f(.y, y, x) dx (2-3)
ein Maximum oder ein Minimum sein. Die Variable x spielt hier die 
Rolle des Parameters t. Wir betrachten nur solche variierte Wege, fur 
die y(xx) =  yx und y(x2) =  y2 ist. (Vgl. Abb. 2-2. Das Diagramm stellt 
nicht den Konfigurationsraum dar.)

Wir bringen das Problem in eine Form, die uns in die Lage versetzt,

Abb. 2-2. Variierte Bahnen beim 
eindimensionalen Extremwertproblem.

y(z, a) = y\

den wohlbekannten Apparat der 
Differentialreehnung zu benutzen, 
um einen Extremwert zu erhalten. 
Wir konnen alle moglichen zu 
priifenden Kurven y(x) mit ver- 
schiedenen Werten eines Para
meters a kennzeichnen, derart, 
daB fiir einen Wert von a, etwa 
a = 0, die Kurve mit dem Weg 
oder den Wegen ubereinstimmen 
wiirde, fiir die das Integral ein 
Extremum wird. Die GroBe y 
ware dann eine Funktion sowohl 
von x als auch des Parameters a. 
Zum Beispiel konnen wir y dar- 
stellen durch

, 0) +  otn(x). (2-4)
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Dabei .ist η(χ) eine Funktion von x y die fur x  =  x l und x  =  x % ver- 
schwindet. Gl. (2-4) ist nur eine der nioglichen Parameterkurven- 
scharen y. Verwenden wir eine solche Parameterdarstellung (nicht 
notwendig Gl. (2-4)), dann ist J  in (2-3) ebenfalls eine Funktion von a:

- f f(y(x, a), y(x, a), x) dx,

und die Extremwertsbedingung ist bekanntlich

(S l  - °

(2-5)

(2-6)

Benutzt man die Methoden der Differentiation hinter dem Integral- 
zeichen, so findet man

dJ
da (2-7)

(2 -8 )

■ j f  I I S + I S K
Betrachten wir das zweite dieser Integrale:

X  d y d «  X  Sydxda **·
Durch partielle Integration wird das Integral

J Xl d y d x d a  d y  d a  |Xl J Xl d x \ d y )  d a

Die Bedingung fur alle variierten Kurven ist, dafi sie durch die 
Punkte (xv  y x) und (a:2, y 2) gehen, und daB deshalb d y / d a  fur x x und x 2 
verschwinden mufi. Deshalb verschwindet der erste Term in (2-8), und
Gl. (2-7) wird a j  Λ ’ / a r  _ ± d J \ d SL

d a  Jxx W  dx  d y )  doc
Um die Extremwertsbedingung zu erhalten, multiplizieren wir mit 
einem Differential da und bilden die Ableitungen bei a  ** 0. Es ergibt 
sich

r i s e .
ida/o X  1 dy d x d y \\d a ) i

d a  d x . (2-9)

Wir werden
da  = 6J

die Variation von J  nennen. Entsprechend ist

s i *  -  * (2-10)

und
( 1 0 . 4 * " * ·
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obgleich das letzte nicht benotigt wird. Hier reprasentiert 8y eine 
beliebige Variation von y(x), die man durch Variation des willkurlichen 
Parameters a um seinen Wert Null erhalt. Das entspricht der friiher 
definierten virtuellen Verriickung.1 Da 6 y  beliebig ist, folgt, dab

d_b± 
dx dy

nur dann gilt, wenn
df d df .
T y - T x T y  =  (i· (2 - U >

Deshalb ist J  nur fur solehe Kurven y(x) ein Extremum, fur die / die 
Differentialgl. (2-11) erfiillt, die eine groBe Ahnliehkeit mit der 
LAGRANGEsehen Gleichung zeigt. Wir wollen nun einige Beispiele 
dieses einfachen Problemtyps betrachten:
1. Der kilrzeste Abstand zweier Punkte in  einer Ebene. Ein Element der 
Bogenlange in einer Ebene ist

ds = V dx2 +  dy2,
und die gesamte Lange einer Kurve, die zwisehen den Punkten 1 und 2 
verlauft, ist _  _ ,----------

\dXj

Die Bedingung, daB die Kurve der kiirzeste Weg ist, bedeutet, daB /  
ein Minimum sein soil. Das ist ein Beispiel des Extremwertproblems, 
das durch Gl. (2-3) beschrieben wird, mit

Setzen wir in (2-11) 

so erhalten wir

oder

f = V T + f .

*± =  λ d± =  *dy ’ dy V l  +  if·

dx \  V l  +  f)
____y ____=  c
v r + r  ’

wobei c eine Konstante ist. Diese Losung kann nur fur
y = a

gelten. Darin ist a eine Konstante, die zu c in folgender Beziehung steht:

1 Diese Variationssymbole konnen natiirlich von Anfang an benutzt werden,
aber es ist gut, sich immer daran zu erinneren, daB sie als Abkiirzungen fur das 
hier ausgefuhrte Parameterverfahren stehen.
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a V l — c1
Die Losung ist offensichtlioh die Gleichung einer Geraden:

y  =  ax +  6,
wobei b eine andere Integrationskonstante ist. Genau gesagt, haben wir 
fiir die Gerade nur bewiesen, daB sie ein extremaler Weg ist. Fiir dieses 
Problem ist sie aber offensichtlich auch ein Minimum. Die Integrations- 
konstanten a und b sind durch die Bedingung bestimmt, daB die Kurve 
durch die zwei Endpunkte (xv  y x) und (x 2, y 2) geht.
Auf ahnliche Weise kann man den kiirzesten Abstand zwischen zwei 
Punkten auf einer Kugel erhalten, indem man die Bogenlange auf der

Kugeloberflache durch Kugelkoor- 
dinaten ausdriickt. Ganz allgemein 
werden Kurven, die den kiirzesten 
Abstand zwischen zwei Punkten 
auf einer gegebenen Flache an- 
geben, geoddtische Linien  der Flache 
genannt.

2 . Die minimale Rota(ionsflache. 
Wir nehmen an, daB wir eine Ro- 
tationsflache dadurch erzeugen, daB 
wir eine Kurve, die durch zwei 
feste Endpunkte (xv y x) und (x2> 
y 2) geht, um die y-Achse rotieren 
lassen (vgl. Abb. 2-3). Das Pro
blem lautet dann, diejenige Kurve 
zu finden, fiir die die Oberflache 

ein Minimum ist. Die Flache eines schmalen Streifens der Oberflache 
ist 2ίγχ ds = 2t z V  dx und die Gesamtflache ist

Abb. 2-3. Minimale Rotations- 
flache.

2i r j ^ z V l  +  y1 dx.

Der Extremwert dieses Integrals ist wieder durch (2-11) gegeben, mit
/  =  x V l  +  y*

und
§L =  o  ^  =  - 3 L -
d y  * B y  V l  +  y*

G l. (2-11) wird in  diesem Falle

| ( J = )  =  o
d x W l  +  f J
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Oder . = a.
V l  + y *

Dabei ist a eine Integrationskonstante, die selbstverstandlich kleiner 
als der Minimalwert von x  ist. Quadrieren wir die oben stehende Glei- 
chung und spalten sie in Faktoren auf, so haben wir

y2(x2 — a2) = a2
und durch Auflosen a

• — ** * .......  I ■ I ■ ——»

dx \ /χ 2 —  a2

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet im Hinblick 
auf a

y
f  dxaJ Vii— X+  b = a arc cosh -  +  b 2 a

Oder
x  = a cosh y  — b

a

Das ist die Gleichung einer Kettenlinie. Wieder sind die beiden Inte- 
grationskonstanten a und b durch die Forderung bestimmt, da6 die

Kurve durch die zwei gegebenen 
Endpunkte lauft.

3. Das Brachistochronen-Problem. 
Dieses wohlbekannte Problem lau
tet, diejenige Kurve zu finden, 
die zwei Punkte verbindet und 
langs der ein Teilchen in der 
kiirzesten Zeit unter dem EinfluB 
der Schwerkraft fallt. Das Teil
chen ist am Anfang in Ruhe und 
fallt vom hoheren zum niedrige- 
ren Punkt.

Abb. 2-4. Das Brachistochronen-
problem. j st v jjg Geschwindigkeit langs
der Kurve, so ist die zum Durchfallen der Bogenlange ds benotigte 
Zeit dejv. Das Problem besteht darin. ein Minimum des Integrals

t\2 —
ds
v

zu finden. Wird y  vom Startpunkt aus gemessen, so kann der Energie- 
erhaltungssatz fiir das Teilchen geschrieben werden:

\m v 2 =  mgy
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o d e r

D a m i t  w i r d  d e r eA u s d r u c k  f i i r  f12:

W i r  s e h e n ,  d a B

dx .

D ie  I n t e g r a t i o n  v o n  G l.  (2- 11) m i t  d ie s e r  F o r m  v o n  /  m a c h t  k e in e  
S c h w ie r ig k e i t e n  u n d  w ir d  a l s  e in e  d e r  U b u n g e n  d ie s e s  K a p i t e l s  g e -  
g e b e n .  D a s  B r a c h i s t o c h r o n e n - P r o b l e m  i s t  b e r u h m t  in  d e r  G e s c h ic h te  
d e r  M a t h e m a t i k ,  d e n n  d ie  A n a ly s e  d ie s e s  P r o b le m s  d u r c h  J o h a n n  
B e r n o u l l i  w a r  e s , d ie  z u  d e r  f o r m a le n  B e g r u n d u n g  d e r  V a r ia t io n s -  
r e c h n u n g  f u h r t e .

2-3  A b le i t u n g  d e r  L a g r a n g e s c h e n  G le i c h u n g e n  a u s  d e m  H a m i l to n -  
s c h e n  P r i n z i p

D a s  f u n d a m e n t s  le  P r o b le m  d e r  V a r i a t i o n s r e c h n u n g  i s t  l e i c h t  a u f  d e n  
F a l l  z u  v e r a l lg e m e in e r n ,  d a B  /  e in e  F u n k t i o n  m e h r e r e r  u n a b h a n g i g e r  
V a r i a b l e n  y% u n d  i h r e r  A b le i t u n g e n  y { i s t .  ( N a t u r l i c h  w e r d e n  a l le  
d ie s e  G ro B e n  a l s  F u n k t i o n e n  d e r  P a r a m e t e r v a r i a b l e n  x  a n g e s e h e n .)  
D a n n  e r h a l t  m a n  d ie  V a r i a t i o n  d e s  I n t e g r a l s  J

U
-J T ·

y°.(x), ■. · ϋι(χ), M x ) , . . . x ) d x (2 -12)

w ie  v o r h e r ,  i n d e m  m a n  J  a l s  F u n k t i o n  e in e s  P a r a m e t e r s  a  a u f f a B t ,  d e r
a l l e  m o g l ic h e n  K u r v e n  y,(x ,a)  k e n n z e i c h n e t .  W i r  f i i h r e n  o e i n ,  in d e m  w ir
s e t z e n : . x x

yi{x} a) =  y t(z, 0) +  αηι(χ),
y 2(x, a)  == y 2(x, 0) +  αη2(χ). (2 -1 3 )

D a b e i  s in d  y ,(ar, 0 ), y 2(x, 0 ) u s w . d ie  L o s u n g e n  d e s  E x t r e m w e r t p r o -  
b le m s  (d ie  w i r  e r h a l t e n  w o lle n ) ,  u n d  η 2 u s w . s in d  b e l ie b ig e  F u n k 
t i o n e n  v o n  x , m i t  d e r  E i n s c h r a n k u n g ,  d a B  s ie  a n  d e n  E n d p u n k t e n  
v e r s c h w in d e n ,  d a  e s  s ic h  h i e r  u m  e in e  V a r ia t io n  m i t  f e s te n  E n d p u n k t e n  
h a n d e l t .  N a t u r l i c h  i s t  (2 -1 3 )  n i c h t  d ie  e in z ig e  M o g l ic h k e i t ,  d ie  K u r v e n  
z u  k e n n z e i c h n e n ; d a m i t  so li  le d ig l ic h  d a s  V e r f a h r e n  i l l u s t r i e r t  w e r d e n .  
D ie  R e c h n u n g  g e h t  w e i t e r  w ie  v o r h e r .  D ie  V a r i a t i o n  v o n  J  w i r d  d u r c h
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(2-14)

a u s g e d r i i c k t .  W i e d e r  i n t e g r i e r e n  w i r  d a s  I n t e g r a l ,  d a s  i n  d e r  z w e i t e n  
S u m m e  v o n  G l.  (2 -1 4 )  s t e h t ,  p a r t i e l l :

’2 df dhjir  &
J i  W i

dx =  i L § m f _  r § m < L ( M \ dx.
dxji da dx diji da  (j da dx \diji)

D a r i n  v e r s c h w in d e t  d e r  e r s t e  T e r m ,  w e i l  a l l e  K u r v e n  d u r e h  d ie  f e s t e n  
E n d p u n k t e  g e h e n .  S e tz e n  w i r  i n  (2 -1 4 )  e in ,  so  w i r d

hJ (2-15)

D a b e i  i s t  d ie  V a r i a t i o n  by{ i n  A n a lo g ie  z u  ( 2 - 10)

D a  d ie  V a r i a b l e n  y  u n a b h a n g i g  s in d ,  s i n d  a u c h  d ie  V a r i a t i o n e n  byi 
u n a b h a n g i g  ( z .B . w e r d e n  d ie  F u n k t i o n e n  7? ; ( x ) v o n e in a n d e r  u n a b h a n g i g  
s e in ) .  D e s h a lb  g i l t  b j  =  0  d a n n  u n d  n u r  d a n n ,  w e n n  d ie  K o e f f i z i e n te n  
d e r  by{ e in z e ln  v e r s c h w i n d e n :

df_ _  d_df_ 
dyi dx diji i  =  1, 2 , . . .  n . (2 -1 6 )

D a s  s t e l l t  e in e  e n t s p r e c h e n d e  V e r a l l g e m e i n e r u n g  v o n  ( 2 - 11) a u f  m e h r e r e  
V a r i a b l e n  d a r .  D ie  D i f f e r e n t i a lg l e i c h u n g e n  (2-16) s in d  a l s  d ie  E uler- 
LAGRANGEsc&e/i Differentialgleichungen  b e k a n n t .  H ir e  L o s u n g e n  r e -  
p r a s e n t i e r e n  d ie je n ig e n  K u r v e n ,  f u r  d ie  d ie  V a r i a t i o n  e in e s  I n t e g r a l s  
d e r  in  (2- 12) g e g e b e n e n  F o r m  v e r s c h w in d e t .  W e i t e r e  V e r a l lg e m e in e -  
r u n g e n  d e s  f u n d a m e n t a l e n  V a r i a t i o n s p r o b l e m s  s in d  l e i c h t  m o g l ic h .  
S o  k a n n  m a n  /  a l s  F u n k t i o n  h o h e r e r  A b l e i t u n g e n  y } y  u s w .  s e t z e n .  
D a s  f i i h r t  a u f  G le ic h u n g e n ,  d ie  v o n  (2 -1 6 )  v e r s c h ie d e n  s in d .  M a n  k a n n  
a u c h  a u f  F a l l e  m i t  m e h r e r e n  P a r a m e t e r n  x , e r w e i t e r n .  M a n  h a t  d a n n  e in  
M e h r f a c h i n te g r a l ,  u n d  / e n t h a l t  a l s  V a r i a b l e n  a u c h  A b le i tu n g e n  v o n  yi 
b e z u g l ic h  je d e s  P a r a m e t e r s  x ,. S c h l ie B lic h  i s t  e s  m o g l ic h ,  V a r i a t i o n e n  
z u  b e t r a c h t e n ,  f u r  d ie  d ie  E n d p u n k t e  nicht f e s t g e h a l t e n  w e r d e n .
Einige dieser Verallgemeinerungen werden wir spater betrachten. Fiir 
unsere Zwecke reicht zunachst aus, was wir bereits gewonnen haben. 
denn das Integral im HAMiLTONschen Prinzip

I  = L(qi, qi} t) dt (2-2')
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h a t  g e n a u  d ie  F o r m ,  d ie  in  (2- 12) m i t  R i i c k s i c h t  a u f  d ie  T r a n s f o r m a -  
t i o n e n

x  —> i 
Vi - *  Qi

f i l / i t  Vi, %) * Qif 0

f e s t g e l e g t  i s t .  D ie  E uL E R -L A G R A N G E schen  G le ic h u n g e n  w e r d e n  d a d u r c h  
z u  d e n  L A O R A N G E schen B e Λ v e g u n g sg le ic h u n g e n

d d L  _  d L  
dt d<ji dqi

% — 1 ) 2 , .  · . f l y

u n d  w i r  h a b e n  u n s e r  u r s p r i in g l i c h e s  Z ie l e r r e i c h t ,  n a c h z u w e is e n ,  d aB  
d ie  L A O R A N G E schen G le i c h u n g e n  a u s  d e m  H A M iL T O N schen  P r in z i p  -  
f i i r  k o n s e r v a t i v e  S y s t e m e  -  fo lg e n .

2-4  E r w e i t e r u n g  d e s  H a m i l to n s c h e n  P r i n z i p s  a u f  n ic h tk o n s e r v a t i v e  
u n d  n ic h th o lo n o m e  S y s t e m e

Man kann d a s  HAMiLTONsche Prinzip, zumindest formal, erweitern. 
so daB auch nichtkonservative Krafte eingeschlossen sind. Man wird 
dann auf die in Gl. (1-50) gegebene Form der LAORANGEschen Glei
chungen gefuhrt. Das erweiterte Prinzip lautet

SI =  s j ^ ( T  + W ) d i  =  0 (2 -1 7 )

m i t  f e s t e n  E n d p u n k t e n  w ie  b i s h e r .  J e t z t  i s t  W  g e g e b e n  d u r c h

T F = ^ F < T i .  (2 -1 8 )
i

D ie  G ro B e  6W  h a t  e in e  w ic h t ig e  p h y s ik a l i s c h e  B e d e u t u n g .  E s  i s t  b e -  
r e i t s  b e m e r k t  w o r d e n ,  d a B  d ie  V a r i a t i o n e n  fy , u n d  6r ,  m i t  v i r t u e l l e n  
V e r r i i c k u n g e n  d e r  K o o r d i n a t e n  id e n t i s c h  s in d ,  d e n n  e s  f in d e t  k o in e  
V a r i a t i o n  b e z i ig l ic h  d e r  Z e i t  s t a t t .  D e n  v a r i i e r t e n  W e g  im  K o n -  
f i g u r a t i o n s r a u m  k a n n  m a n  s ic h  d e s h a lb  f o lg e n d e r m a B e n  v o r s t e l l e n :  
E r  e n t s t e h t  d u r c h  e in e  F o lg e  v i r t u e l l e r  V e r r i ic k u n g e n  v o m  W e g  C , 
d e n  d ie  B e w e g u n g  t a t s a c h l i c h  n i m m t  (v g l.  A b b .  2 -5 ) . J e d e  v i r t u e l l e  
V e r r u c k u n g  e r e i g n e t  s ic h  z u  e in e m  g e g e b e n e n  Z e i t p u n k t ,  u n d  z u  
d ie s e m  Z e i t p u n k t  h a b e n  d ie  a u f  d a s  S y s te m  w ir k e n d e n  K ra f te *  b e -  
s t i m m t e  W e r t e .  O f f e n s ic h t l ic h  s t e l l t  61Γ d ie  A r b e i t  d a r ,  d ie  d u r c h  d ie  
a u f  d a s  S y s te m  w ir k e n d e n  K r a f t e  w a h r e n d  d e r  v i r t u e l l e n  V e r r u c k u n g  
v o m  t a t s a c h l i c h e n  z u m  v a r i i e r t e n  W e g  g e l e i s t e t  w i r d .  D a s  HAM iLTON
s c h e  P r i n z i p  in  d e r  d u r c h  G l.  (2-17) g e g e b e n e n  F o r m  k a n n  d e s h a lb
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f o lg e n d e r m a f ie n  b e s c h r ie b e n  w e r d e n .  D a s  V a r i a t i o n s i n t e g r a l  u b e r  d ie  
S u m m e  a u s  k i n e t i s c h e r  E n e r g i e  u n d  d e r  b e i  d e r  V a r i a t i o n  a u f t r e t e n d e n  
v i r t u e l l e n  A r b e i t  m u b  N u l l  s e in .
D ie  V a r i a t i o n e n  5r* k o n n e n  d u r c h  
d ie  8q3· m i t  H i l f e  d e r  T r a n s f o r m a -  
t io n s g l e ic h u n g e n  z w is c h e n  r  u n d  q 
d a r g e s t e l l t  w e r d e n .  J e d e s  q h a n g t  
m i t  d e m  g e w a h l t e n  W e g  u b e r  
e in e n  P a r a m e t e r  a  z u s a m m e n  :

r i = r(g,*(a, 0,0-

W ir  k o n n e n  d a s  V e r f a h r e n  j e d o c h  
d a d u r c h  a b k i i r z e n ,  d a b  w i r  v o n  d e r
A a u iv a l e n z  v o n  δπ  m i t  e i n e r  v i r -  A. .  _ „ __ , _ .

t u e l l e n  V e r r u c k u n g  G e b r a u c h  r i ie r te n  Bahn im Konfigurationsraum 
m a c h e n ; e s  w u r d e  t a t s a c h b c b  b e -  durch virtuelle Verrlickungen. 
r e i t s  g e z e ig t ,  d a 6

Z ,  Q i h(ll ·
* i

A ls o  k a n n  G l. (2 -1 7 )  a u c h  g e s e h r ie b e n  w e r d e n :

Qi bqj dt =  0 . (2-19)

An diesem Punkte ist es moglich zu zeigen, dab sich (2-19) auf die 
gewohnliche Form des HAMiLTONschen Prinzips reduziert, wenn die Q?· 
von einem generalisierten Potential herleitbar sind. Unter diesen Be- 
dingungen wird das Integral der virtuellen Arbeit:

Q i  Sqi dt =  - d d V \  
dt d q j

dt.

K e h r e n  w ir  d a s  u n s  n u n  w o h l v e r t r a u t e  V e r f a h r e n  d e r  p a r t i e l l e n  
I n t e g r a t i o n  u m ,  so  k a n n  f u r  d a s  I n t e g r a l  a u c h  g e s e h r ie b e n  w e r d e n :

I n  s o lc h e n  F a l l e n  r e d u z i e r t  s ic h  (2 -1 9 )  a u f

Das ist das in Gl. (2-2) gegebene HAMiLTONsche Prinzip. Kehren wir 
zu dem allgemeineren Problem zurtick. Die Variation des ersten
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I n t e g r a l s  i n  (2 -1 9 )  k a n n  s o f o r t  n ie d e r g e s c h r ie b e n  w e r d e n ,  d a  T ,  w ie  
L  f u r  k o n s e r v a t i v e  S y s te m e ,  e in e  F u n k t i o n  v o n  qj u n d g ,  i s t :

Kombinieren wir beide Integrale, so lautet das HAMiLTONsche Prinzip:

(2 -20)

W e r d e n  h o lo n o m e  Z w a n g s b e d in g u n g e n  a n g e n o m m e n ,  so  v e r s c h w in d e t  
d a s  I n t e g r a l  w ie d e r  d a n n  u n d  n u r  d a n n ,  w e n n  d ie  e in z e ln e n  K o e ff i-  
z i e n t e n  v e r s c h w in d e n ,  d .h .

± d T  _  dT Q
di dqj dqj (2 -21)

M a n  s i e h t  a l s o ,  d a B  G l. ( 2 - 1 7 )  d ie  s in n v o l l e  E r w e i t e r u n g  d e s  H a m il t o n - 
s c h e n  P r in z i p s  G l. ( 2 - 2 )  d a r s t e l l t ,  d ie  die  F o r m  d e r  LA O RA K O Eschen 
G le ic h u n g e n  l i e f e r t ,  d ie  m a n  e r h a l t ,  w e n n  d ie  K r a f t e  n i c h t  v o n  e in e m  
P o t e n t i a l  h e r l e i t b a r  s in d .

Es ist auch moglich, das HAMiLTONsche Prinzip so zu erweitem, daB 
es bestimmte Typen nichtholonomer Systeme umfaBt. In der Ab- 
leitung der LAORANOEschen Gleichungen sowohl aus dem H a m il t o n - 
schen als auch aus dem D ’ALEMBERTschen Prinzip tritt die Forderung 
nach holonomen Zwangsbedingungen nicht vor dem letzten Schritte 
auf, in dem die Variationen der qj als voneinander unabhangig ange- 
sehen werden. Fiir nichtholonome Systeme sind die generalisierten 
Koordinaten nicht unabhangig voneinander, und es ist nicht moglich, 
sie weiter im Sinne von Zwangsbedingungen in die Form f(qit qi t . . . 
qnf i) =  0 zu bringen. Es gilt also nicht mehr, daB die qj alle unabhangig 
sind.

W i r  k o n n e n  n i c h th o lo n o m e  S y s te m e  a u c h  d a n n  n o c h  b e h a n d e ln ,  
w e n n  d ie  Z w a n g s b e d in g u n g e n  in  d ie  fo lg e n d e  F o r m  g e b r a c h t  w e r d e n  
k o n n e n :

Z  a* +  ait dt -  0, (2-22)

d.h. in eine Beziehung zwischen den Differentialen der q. Nun wird 
beim VariationsprozeB im HAMiLTONschen Prinzip die Zeit fiir jeden 
Punkt des Weges konstant gehalten. Deshalb miissen die virtuellen 
Verriickungen, die bei der Variation auftreten, Zwangsbedingungen 
der Form

2  a tk  fy k  =  Q (2 -23)
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e r f u l l e n .  D e r  I n d e x  l z e ig t  a n ,  d a B  e s  m e h r  a l s  e in e  s o le h e  G le i c h u n g  
g e b e n  k a n n ; e s  s o li  a n g e n o m m e n  w e r d e n ,  d a B  i n s g e s a m t  m  G le i c h u n g e n  
v o r l i e g e n ,  d .h .  I — 1, 2 , . . .  m .

W i r  k o n n e n  n u n  d ie  G l. (2 -2 3 )  v e r w e n d e n ,  u m  d ie  Z a h l  d e r  v i r t u e l l e n  
V e r r i i c k u n g e n  a u f  d ie  d e r  u n a b h a n g i g e n  V e r r i i c k u n g e n  z u  r e d u z i e r e n .  
D a s  V e r f a h r e n  z u r  E l i m i n i e r u n g  d i e s e r  i i b r ig e n  v i r t u e l l e n  V e r r i i c k u n g e n  
i s t  d ie  M e th o d e  d e r  L a g r a n g e s c Acti M ultip likatoren.  W e n n  d ie  G l.  
(2 -2 3 ) g e l t e n ,  d a n n  i s t  a u c h

Xj 2  aik ^ k ~  ^  (2 -2 4 )
k

r i c h t ig ,  w o b e i  d ie  \ ifl =  1, 2 , . . .  m , u n b e s t i m m t e  K o n s t a n t e n  s in d ,  im  
a l lg e m e in e n  F u n k t i o n e n  d e r  Z e i t .  W i r  w o l le n  n u n  d ie s e  m  G le i c h u n g e n  
m i t  d e r  G le i c h u n g  k o m b i n i e r e n ,  d ie  f u r  d e n  F a l l  k o n s e r v a t i v e r  S y s t e m e  
d e r  G l. (2- 20 ) e n t s p r i c h t :

s i s ) 4» - 0· <M »'>
U m  u n s e r  V o r h a b e n  a u s z u f i i h r e n ,  s u m m i e r e n  w i r  z u e r s t  d ie  G l.  (2 -2 4 )  
i i b e r  l u n d  in t e g r i e r e n  d ie  s ic h  e r g e b e n d e  G le i c h u n g  v o n  P u n k t  1 b i s  
P u n k t  2 :

\lGLllc fiqic dt =  0 . (2 -2 5 )

D a s  k o m b i n i e r e n  w i r  m i t  G l.  (2 - 20 ; ) u n d  e r h a l t e n  d a s  E r g e b n i s :

jT - K s - s s + ? ‘ - ) ' " -  <2·2δ)
D ie  bqk s in d  n a t i i r l i c h  n o c h  n i c h t  u n a b h a n g i g ;  s ie  s in d  d u r c h  d ie  m  
B e z ie h u n g e n  (2 -2 3 )  v e r k n i i p f t .  D .h . ,  w a h r e n d  d ie  e r s t e n  (n —  m)  v o n  
ih n e n  u n a b h a n g i g  g e w a h l t  w e r d e n  k o n n e n ,  s in d  d ie  l e t z t e n  m  d a n n  
d u r c h  d ie  G l.  (2 -2 3 )  f e s tg e l e g t .  J e d o c h  b l e ib e n  d ie  W e r t e  d e r  \ i  z u  
u n s e r e r  V e r f i ig u n g .  N e h m e n  w i r  a n ,  d a B  w ir  d ie  X; n u n  s o  w a h le n ,  d a B

dL
dqk

QL·.
dt dqk +  ^  ^ια*  — 0,

i
k =  n  — m  +  1, . . . n . (2 -2 7 )

D a s  s in d  i h r e r  N a t u r  n a c h  B e w e g u n g s g le i c h u n g e n  f u r  d ie  l e t z t e n  m  
V a r i a b l e n  g*. M i t  d e n  d u r c h  (2 -2 7 )  b e s t i m m t e n  X/ k o n n e n  w i r  (2 -2 6 )  
s c h r e i b e n :

6qk =  0. (2 -2 8 )
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D ie  h i e r i n  a u f t r e t e n d e n  6qk s in d  u n a b h a n g i g .  D e s h a lb  f o lg t

dL d  dL  . _ , i n
^  ^ + Z  λ*»* =  0 , * - 1 , 2 , . . . » - * .  (2 -29)

Kombinieren wir (2-27) und (2-29), so haben wir schlieBlich den kom- 
pletten S a tz  LAGRANGEscher Gleichungen fur nichtholonome System e:

d  dL dL  ^ . i 1 o
d td q k k ~ 1’ 2’ · n. (2 -3 0 )

A b e r  d a s  i s t  n o c h  n i c h t  a l le s ,  d e n n  w ir  h a b e n  (n  - f  m) U n b e k a n n te ,  
n a m l i c h  d ie  n  K o o r d i n a t e n  qk u n d  d ie  m Xi, w a h r e n d  u n s  (2 -3 0 ) in sg e -  
s a m t  n u r  n  G le ic h u n g e n  l i e f e r t .  D ie  z u s a tz l i c h  b e n o t ig t e n  G le ic h u n g e n  
s in d  n a t u r l i c h  g e n a u  d ie  Z w a n g s b e d in g u n g e n  (2- 22 ), d ie  d ie  qk v e r -  
k n i i p f e n ;  a l l e r d in g s  s in d  s ie  j e t z t  a l s  D i f f e r e n t ia lg le ic h u n g e n  a u f z u -  
f a s s e n :

+  =  0. (2-31)

D ie  G l.  (2 -3 0 )  u n d  (2 -3 1 ) b i ld e n  z u s a m m e n  (n  +  m) G le ic h u n g e n  f i i r  
(n +  m)  U n b e k a n n t e .

B e i  d ie s e m  V e r f a h r e n  h a b e n  w ir  m e h r  e r f a h r e n ,  a l s  w ir  u r s p r i in g l ic h  
w o l l t e n .  W ir  e r h a l t e n  n i c h t  n u r  d ie q k, d ie  w ir  f in d e n  w o l l t e n ,  s o n d e r n  
w i r  e r h a l t e n  a u c h  d ie  m G ro B e n X i. W a s  i s t  d ie  p h y s ik a l i s c h e  B e d e u t u n g  
d ie s e r  X/? N e h n ie n  ΛνΐΓ a n ,  d a B  d ie  Z w a n g s b e d in g u n g e n  d e s  S y s te m s  
b e s e i t i g t  w e r d e n ,  d a B  a b e r  a n  i h r e r  S te l le  a u B e re  K r a f t e  Qi s o  a n g e -  
w e n d e t  w e r d e n ,  d a B  d ie  B e w e g u n g  d e s  S y s t e m s  n i c h t  v“e r a n d e r t  w ird .  
D ie  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  w i i r d e n  d a n n  e b e n f a l l s  d ie  g le ic h e n  b le ib e n .  
S e l b s t v e r s t a n d l i c h  m i is s e n  d ie s e  z u s a tz l ic h  a n g e w e n d e t^ n  K r a f t e  
g le ic h  d e n  Z w a n g s k r a f t e n  s e in ,  d e n n  s ie  s in d  K r a f t e ,  d ie  so  a u f  d a s  
S y s t e m  w i r k e n ,  d a B  d ie  Z w a n g s b e d in g u n g e n  e r f l i l l t  w e r d e n .  M i t  R i ic k -  
s i c h t  a u f  d ie s e  K r a f t e  Q i l a u t e n  d ie  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n

d dL d L  q ,
di dqk dqk *'

D ie s e  m i is s e n  a b e r  m i t  d e n  G l. (2 -3 0 ) i d e n t i s c h  s e in .  D e m n a c h  k o n n e n  
w irZ X ia i i ta ls  d ie  Q*, a l s  d ie  g e n e r a l i s i e r t e n  Z w a n g s k r a f t e ,  id e n t i f iz ie r e n .  
B e i  d ie s e m  P r o b l e m t y p  e l im in ie r e n  w i r  d ie  Z w a n g s k r a f t e  in  W irk l ic h -  
k e i t  n i c h t  a u s  d e r  F o r m u l i e r u n g ; s ie  w e r d e n  a l s  T e i l  d e r  A n t w o r t  g e -  
l i e f e r t .

W i r  s t e l l e n  f e s t ,  d a B  G L  (2-22 ) n i c h t  d e r  a l lg e m e in s te  T y p  n ic h t -  
h o lo n o m e r  Z w a n g s b e d in g u n g e n  i s t ,  z .B .  s c h l ie B t  e r  n i c h t  Z w a n g s 
b e d i n g u n g e n  in  d e r  F o r m  v o n  U n g le ic h u n g e n  e in .  A n d e r e r s e i t s  s c h lie B t 
e r  h o lo n o m e  Z w a n g s b e d in g u n g e n  e in .  E i n e  h o lo n o m e  Z w a n g s b e d in g u n g

f(V u Q*> · · · Qn, 0  -  0
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i s t  E q u i v a l e n t  e i n e r  D i f f e r e n t i a lg l e i c h u n g

? ί , Α » + Ι <“ - ° ·  <2 -3 2 >

D ie s e  i s t  d e r  F o r m  n a c h  i d e n t i s c h  m i t  (2 -22 ), m i t  d e n  K o e f f i z i e n te n

(2 -3 3 )

Demnach kann die Methode der LAGRANGEschen Multiplikatoren auch 
fur holonome Zwangsbedingungen verwendet werden, 1. wenn es 
unbequem ist, alle q auf unabhangige Koordinaten zu reduzieren, oder 
2. wenn man die Zwangskraffce zu erhalten wunscht.

A ls  e in  B e is p ie l  d e r  M e th o d e  w o l le n  w i r  d ie  f o lg e n d e  e t w a s  t r i v i a l e  
I l l u s t r a t i o n  b e t r a e h t e n : e in  F a β ,  d a s  o h n e  S c h l u p f  e in e  s c h ie f e  E b e n e  
h i n a b r o l l t .  I n  d ie s e m  B e is p ie l  i s t  
d e r  Z w a n g  z u  „ r o l l e n ”  t a t s a c h -  
l i c h  h o lo n o m ,  a b e r  d ie s e  T a t s a e h e  
w i r d  f u r  d ie  D is k u s s io n  u n w e s e n t -  
l ic h  s e in .

D ie  z w e i g e n e r a l i s i e r t e n  K o o r 
d i n a t e n  s in d  x , Θ ( v g l .  A b b .  2 -6 ) , 
u n d  d ie  Z w a n g s b e d in g u n g  l a u t e t

rdJd =  dx.
Abb. 2-6. E in Reifen, der eine 

D ie  k in e t i s c h e  E n e r g i e  k a n n  schiefe Ebene hinabrollt. 
d a r g e s t e l l t  w e r d e n  a l s  S u m m e  d e r
k i n e t i s c h e n  E n e r g i e  d e r  B e w e g u n g  d e s  M a s s e n z e n t r u m s  u n d  d e r  k in e -  
t i s c h e n  E n e r g i e  d e r  B e w e g u n g  u m  d a s  M a s s e n z e n t r u m :

T  =  \ M x 2
D ie  p o t e n t i e l l e  E n e r g i e  i s t

V  =  M g  (l — x) s in  φ .

Darin ist l die Lange der sehiefen Ebene. Die LAGRANGE-Funktion 
lautet·:

L  =  T  — V  
— M r2#2
“ 2 + 2 — M g (l — x) s in  φ .

D a  n u r  e in e  Z w a n g s b e d in g u n g  v o r l i e g t ,  w i r d  n u r  e in  L A G R A N G E scher 
M u l t i p l i k a t o r  λ  b e n o t i g t .  D ie  K o e f f iz i e n te n ,  d ie  in  d e r  Z w a n g s b e 
d in g u n g  a u f t r e t e n ,  l a u t e n :
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a# =  r ,  
a* =  — I.

Die zwei LAGRANGE-Gleichungen sind deshalb

M x  — M g  sin φ +  X == 0, (2 -3 4 )

Μι*6 - λ τ * 0 ,  (2 -35 )

d ie  z u s a m m e n  m i t  d e r  Z w a n g s b e d in g u n g

r6 =  z  (2 -3 6 )

d r e i  G le i c h u n g e n  f u r  d r e i  U n b e k a n n t e  5, x , X b i ld e n .
D i f f e r e n z ie r e n  w i r  (2 -3 6 )  n a c h  d e r  Z e i t ,  s o  h a b e n  w i r

r6 =  £.

Dam it folgt aus (2-35) M £ =  \

u n d  (2 -3 4 )  w i r d  

m i t

£
g a i n  φ 

2

x M g  s in  φ  
λ “  2

v*

u n d
λ =  9 g*11 Φ 

2r

S o m i t  r o l l t  d a s  F a B  d ie  s c h ie fe  E b e n e  m i t  n u r  d e r  h a l b e n  B e s c h le u n i-  
g u n g  h i n a b ,  d ie  e s  h a t t e ,  w e n n  e s  e in e  r e ib u n g s lo s e  E b e n e  h i n a b g l i t t e .  
D ie  Z w a n g s k r a f t  d e r  R e i b u n g  i s t  X =  M g  s in  Φ/2.

A u s  £  =  v ~  e rh & lt  m a n  v =  V g l  s in  φ  f u r  d a s  u n t e r e  E n d e  d e r

s c h ie f e n  E b e n e .  D ie s e s  E r g e b n i s  k a n n  m a n  n a t i i r l i c h  a u c h  a u f  e le m e n -  
t a r e m  W e g e  e r h a l t e n .

2-5  V o r t e i l e  d e r  F o r m u l i e r u n g  m i t  V a r i a t i o n s p r in z i p i e n

O b g le ic h  e s  m o g l ic h  i s t ,  d ie  u r s p r i in g l i c h e  F o r m u l i e r u n g  d e s  H a m il - 
T O N sch en  P r in z i p s  (2 -2 )  a u f  n i c h t k o n s e r v a t i v e  S y s te m e  u n d  n ic h t -  
h o lo n o m e  Z w a n g s b e d in g u n g e n  z u  e r w e i t e r n ,  i s t  d ie s e  F o r m u l i e r u n g  
d e r  M e c h a n i k  je d o c h  a m  n i i t z l i c h s t e n ,  w e n n  e in e  L a g r a n g e - F u n k t i o n  
u n a b h a n g i g e r  K o o r d i n a t e n  f u r  d a s  S y s te m  a u f g e s t e l l t  w e r d e n  k a n n .  
D e r  F o r m a l i s m u s  d e s  V a r ia t io n s p r in z i p s  i s t  m i t  R e c h t  a l s  , .e leg an t* *
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b e z e i c h n e t  w o r d e n ,  d e n n  i n  d e m  k n a p p e n  H A M iL T O N sch en  P r i n z i p  i s t  
d ie  g e s a n j t e  M e c h a n ik  k o n s e r v a t i v e r  h o lo n o m e r  S y s t e m e  e n t h a l t e n .  
D a s  P r i n z i p  h a t  d e n  w e i t e r e n  V o r te i l ,  d a B  e s  n u r  p h y s ik a l i s c h e  G ro B e n  
e n t h a l t ,  d ie  o h n e  B e z u g  a u f  d e n  s p e z ie l le n  S a t z  g e n e r a l i s i e r t e r  K o o r -  
d i n a t e n  d e f in i e r t  w e r d e n  k o n n e n ,  n a m l i c h  k i n e t i s c h e  u n d  p o t e n t i e l l e  
E n e r g i e n .  D ie  F o r m u l i e r u n g  i s t  d e s h a l b  a u t o m a t i s e h  i n v a r i a n t  h i n -  
s i c h t h c h  d e r  W a h l  d e r  K o o r d i n a t e n  d e s  S y s t e m s .

E i n  a n d e r e r  V o r te i l  i s t  d e r ,  d a B  d ie  LA G R A N G E sche F o r m u l i e r u n g  
l e i c h t  a u f  d ie  B e s c h r e i b u n g  v o n  S v s t e m e n  e r w e i t e r t  w e r d e n  k a n n ,  d ie  
n o r m a le r w e is e  n i c h t  i n  d e r  D v n a m i k  u n t e r s u c h t  w e r d e n  -  w ie  e t w a  
d a s  e l a s t i s c b e  F e ld ,  d a s  e l e k t r o m a g n e t i s c h e  F e l d ,  F e l d e i g e n s c h a f t e n  
v o n  E l e m e n t a r t e i l c h e n  u s w .  E i n ig e  d ie s e r  V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  w e r d e n  
s p a t e r  b e t r a c h t e t  w e r d e n ,  a b e r  a l s  B e i s p i e l  s e in e r  A n w e n d u n g  a u B e r -  
h a l b  d e s  i ib l ic h e n  B e r e i c h e s  d e r  M e c h a n i k  w o l le n  w i r  d e n  f o lg e n d e n  
F a l l  u n t e r s u c h e n .

N e h m e n  w ir  a n ,  w i r  h a b e n  e i n  S y s t e m ,  f u r  d a s  e in e  L a g r a n g e - 
F u n k t i o n

L - \ ? t L f i  +  \ ' 2  M j j "  - X  J -  + £  E M i (2 -3 7 )
'  A  1 *

u n d  e in e  D i s s i p a t i o n s f u n k t i o n

5  =  \  2  R 3  (2 -3 8 )

gilt. Dabei sind die das System beschreibenden Koordinaten mit I,· 
anstatt mit g,* bezeichnet worden. Die LAGRANGE-Gleichungen lauten

L ‘ T j ? + 2 , « > w + R ' f + c r t M · <2 ·391i*k
D ie s e  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  k o n n e n  a u f  m i n d e s t e n s  z w e i A r t e n  i n t e r -  
p r e t i e r t  w e r d e n .  M a n  k a n n  s a g e n ,  d i e / / . s i n d  S t r o m e ,  d i e L / s i n d  S e lb s t -  
i n d u k t i v i t a t e n ,  d ie  Rj  W i d e r s t a n d e ,  d ie  C i K a p a z i t a t e n  u n d  d i e F ,  
a u B e re  E M K .  D a n n  s in d  d ie  G l .  (2 -3 9 )  e in  S a t z  v o n  G le i c h u n g e n ,  d ie  
e in  S y s t e m  i n d u k t i v  g e k o p p e l t e r  S t r o m k r e i s e  b e s c h r e ib e n ,  z .B .  f l i r  
j  =  1, 2 , 3 h a t t e n  w ir  d r e i  S t r o m k r e i s e  (v g l .  A b b .  2 -7 ) . A n d e r e r s e i t s  
i s t  z u  s e h e n ,  d a B  d ie  e r s t e n  z w e i T e r  m e  in  L  z u s a m m e n  e in e  w il l -  
k i i r l i c h e  h o m o g e n e  q u a d r a t i s c h e  F u n k t i o n  d e r  g e n e r a l i s i e r t e n  G e -  
s c h w in d ig k e i t e n  b i ld e n .  I m m e r ,  w e n n  d ie  ( h o lo n o m e n )  Z w a n g s -  
b e d in g u n g e n  d e s  S y s t e m s  u n a b h a n g i g  v o n  d e r  Z e i t  s in d ,  h a t  d ie  k i n e 
t i s c h e  E n e r g i e  T  e in e  s o lc h e  F o r m .  D ie  K o e f f i z i e n te n  L j) Mjk b e -  
s i t z e n  d a n n  d e n  C h a r a k t e r  v o n  M a s s e n  -  s ie  s in d  Tragheitsgrofien 
D e r  n a c h s t e  T e r m  in  d e r  L A G R A N G E -F u n k tio n  e n t s p r i c h t  g e n a u  d e r

7



p o t e n t i e i l e n  E n e r g i e  e in e s  S a t -  
z e s  v o n  F e d e m  -  h a r m o n i -  
e c h e n  O s z i l l a to r e n  -  w o b e i d ie  
K r a f t e  d e m  H o o K E s c h e n  G e - 
s e t z  g e h o r c h e n  :
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F  = - k x ,

m i t  d e m  d a r a u s  fo lg e n d e n  P o 
t e n t i a l

v  =  —

so  d a B  d ie l  / C ,  F e d e r k o n s t a n t e n  
d a r s t e l l e n .  D e r  l e t z t e  T e r m  
e n t s p r i c h t  d e m  P o t e n t i a l ,  d a s  
v o n  d e n  t r e i b e n d e n  K r a f t e n  

E j  =  Q j  h e r r i i h r t ,  d ie  u n a b h a n g i g  v o n  d e n  K o o r d i n a t e n  -  z u m  B e isp ie l  
G r a v i t a t i o n s k r a f t e  -  s i n d ;  a l l e r d in g s  k o n n e n  d ie  E ,  z e i ta b h a n g ig e  
K r a f t e  s e in .  S c h lie B lic h  e n t s p r i c h t  d ie  D is s i p a t i o n s f u n k t io n  d e r  A n -  
w e s e n t h e i t  v o n  d i s s ip a t iv e n  o d e r  Z a h i g k e i t s k r a f t e n ,  d ie  p r o p o r t i o n a l  
d e n  g e n e r a l i s i e r t e n  G e s c h w in d ig k e i te n  s in d .  W ir  s in d  s o m i t  a u f  e in e  
a n d e r e  I n t e r p r e t a t i o n  d e r  G l. (2 -3 7 ) u n d  (2 -3 8 ) o d e r  (2 -3 9 ) g e f i i h r t  
w o r d e n ,  d ie  u n s  d a s  B i ld  e in e s  k o m p l iz i e r t e n  S y s t e m s  v o n  M a sse n  a n  
F e d e r n  n a h e b r i n g t ,  d ie  s ic h  in  e in e r  v is k o s e n  F lu s s ig k e i t  b e w e g e n  u n d  
v o n  a u B e r e n  K r a f t e n  a n g e t r i e b e n  w e r d e n .

D ie s e  B e s c h r e i b u n g  z w e ie r  v e r s c h ie d e n e r  p h y s ik a l i s c h e r  S y s te m e  
d u r c h  L A G R A N G E -F u n k tio n e n  d e r  g le ic h e n  F o r m  b e d e u t e t ,  d a B  a l le  
E r g e b n i s s e  u n d  M e th o d e n ,  d ie  f u r  d ie  U n t e r s u c h u n g  e in e s  d e r  S y s te m e  
g e w o n n e n  w u r d e n ,  u n m i t t e l b a r  u b e r n o m m e n  u n d  a u f  d a s  a n d e r e  
S y s t e m  a n g e w e n d e t  w e r d e n  k o n n e n .  I m  b e s o n d e r e n  i s t  d a s  S tu d iu m  
d e s  V e r h a l t e n s  e l e k t r i s c h e r  S t r o m e  in t e n s i v  b e t r i e b e n  w o r d e n ,  u n d  
d a f i i r  s in d  s p e z ie l le  V e r f a h r e n  e n t w i c k e l t  w o r d e n ; d ie s e  k o n n e n  
d i r e k t  a u f  e n t s p r e c h e n d e  m e c h a n is c h e  S y s te m e  a n g e w e n d e t  w e rd e n .  
V ie l A r b e i t  i s t  b e i d e r  F o r n m l i e r u n g  a q u i v a l e n t e r  e l e k t r i s c h e r  P r o -  
b le m e  f u r  m e c h a n is c h e  o d e r  a k u s t i s c h e  S y s te m e ,  u n d  u m g e k e h r t ,  
g e l e i s t e t  w o r d e n .  T e r m e ,  d ie  n o r m a le r w e is e  f i i r  e l e k t r i s c h e  S t r o m e  
( R e a k t a n z ,  S u s z e p ta n z  u s w .)  r e s e r v i e r t  w a r e n ,  s in d  a l lg e m e in  a n e r -  
I c a n n te  A u s d r u c k e  in  d e r  S c h w in g u n g s th e o r ie  m e c h a n is c h e r  S y s te m e  
g e w o r d e n .2

* Eine ausfuhrliche Darstellung gibt H. F. Olson, Dynamical Analogiest 
D. van Nostrand Co., Inc., New York 1946.
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Abb. 2-7. E in System gekoppelter 
Stromkreise, au f das sich die L agrange- 
sche Formulierung anwenden laBt.
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Zudem gibt es einen Typ der Verallgemeinerung der Mechanik, der 
von einer tiefergehenden Aquivalenz herruhrt. Wir haben gesehen, dab 
die LAGRANGE-Funktion zusammen mit dem HAMiLTONschen Prinzip 
die mechanischen Bewegungsgleichungen enthalt. Diese Moglich- 
keit ist nicht nur der Mechanik vorbehalten; in beinahe jedem Gebiet 
der Physik konnen Variationsprinzipien verwendet werden, um ,,B e
wegungsgleichungen” anszndriicken, ob es nun die NEWTONschen 
Gleichungen, die MAXWELLschen Gleichungen oder die Schrodinger- 
Gleichung sind. AVenn ein Variationsprinzip als Grundlage der Formu- 
lierung verwendet wird, werden folglich alle diese Gebiete -  mindestens 
bis zu gewissem Grade -  eine strukturelle Analogic aufweisen. Wenn die 
experimentellen Ergebnisse zeigen, daB eine Anderung des physikali- 
schen Inhalts der Theorie eines Gebietes notwendig ist, hat dieser Grad 
an Analogie oft angezeigt, wie ahnliche Anderungen in anderen Ge- 
bieten ausgefuhrt werden konnen. So zeigten die zu Anfang dieses 
Jahrhunderts ausgefiihrten Experimente die Notwendigkeit zur 
Quantisierung sowohl der elektrornagnetischen Strahlung als auch der 
Elementarteilchen. Die Methoden der Quantisierung wurden zuerst fiir 
die Teilchenmechanik entwickelt, indem man im wesentlichen vom  
LAGRANGEschen Formalismus der klassischen Mechanik ausging. Be- 
schreibt man das elektromagnetisehe Feld durch eine LAGRANGE- 
Funktion und ein entsprechendes HAMiLTONsches Variationsprinzip, so 
ist es moglich, die Methoden der Teilchenquantisierung auf die Kon- 
struktion einer Quantenelektrodynamik zu ubertragen(s. Abschn.H-5).

2-6  E r h a l t u n g s s a t z e  u n d  S y m m e t r i e e i g e n s c h a f t e n

B is h e r  h a b e n  w ir  u n s  in  e r s t e r  L in ie  a u f  d ie  A u f s t e l l u n g  d e r  B e w e -  
g u n g s g le ic h u n g e n  k o n z e n t r i e r t .  E s  i s t  w e n ig  d a r i i b e r  g e s a g t  w o r d e n ,  
w ie  s ie  f u r  e in  s p e z ie l le s  P r o b le m  z u  lo s e n  s in d ,  n a c h d e m  m a n  s ie  b e -  
r e i t s  a u f g e s t e l l t  h a t .  G r u n d s a t z l i c h  i s t  d a s  e in  m a t h e m a t i s e h e s  P r o 
b le m .  E i n  S y s t e m  v o n  n  F r e i h e i t s g r a d e n  h a t  n  D i f f e r e n t i a lg l e ic h u n g e n ,  
d ie  v o n  z w e i t e r  O r d n u n g  in  d e r  Z e i t  s in d .  D ie  L o s u n g  j e d e r  G le i c h u n g  
e r f o r d e r t  z w e i I n t e g r a t i o n e n .  M a n  e r h a l t  i n s g e s a m t  2n I n t e g r a t i o n s -  
k o n s t a n t e n .  I n  e in e m  b e s t i m m t e n  P r o b l e m  w e r d e n  d ie s e  K o n s t a n t e n  
d u r c h  d ie  A n f a n g s b e d in g u n g e n  b e s t i m m t ,  d .h .  d u r c h  d ie  A n f a n g s -  
w e r t e  d e r  n qj u n d  d e r  n  < j ,- .M itu n te r  w e r d e n  d ie  I n t e g r a t i o n e n  d e r  B e -  
w e g u n g s g le ic h u n g e n  a u f  b e k a n n t e  F u n k t i o n e n  f u h r e n ,  a b e r  n i c h t  
im m e r .  T a t s a c h l i c h  i s t  d ie  M e h r z a h l  d e r  P r o b l e m e  n i c h t  v o l l s t a n d i g  
i n t e g r i e r b a r .  W e n n  m a n  k e in e  v o l l s t a n d i g e n  L o s u n g e n  e r h a l t e n  k a n n ,  
s o  i s t  e s  j e d o c h  o f t m a l s  m o g l ic h ,  v ie l  u b e r  d ie  p h y s ik a l i s c h e  N a t u r  d e r
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S y s te m b e w e g u n g  z u  e r f a h r e n .  T a t s a c h l i c h  k a n n  e in e s o l c h e  I n f o r m a t io n  
v o n  g r o B e r e m  I n t e r e s s e  f u r  d e n  P h y s i k e r  s e in  a l s  d ie  v o l l s t a n d ig e  
A u f lo s u n g  n a c h  d e n  g e n e r a l i s i e r t e n  K o o r d in a t e n  a l s  F u n k t i o n e n  d e r  
Z e i t .  E s  i s t  d e s h a lb  w ic h t ig  z u  p r i i f e n ,  w ie v ie l  i i b e r  d ie  B e w e g u n g  e in e s  
g e g e b e n e n  S y s t e m s  f e s t g e s t e l l t  w e r d e n  k a n n ,  o h n e  e in e  v o l l s t a n d ig e  
I n t e g r a t i o n  d e s  P r o b le m s  z u  v e r l a n g e n .3

B e i v ie le n  P r o b le m e n  k a n n  m a n  e in e  A n z a h l  d e r  e r s t e n  I n t e g r a t e  
d e r  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  s o f o r t  e r h a l t e n ;  w ir  m e in e n  d a m i t  B e -  
z i e h u n g e n  d e s  T y p s

/ ( 91, · · · Qu 92, . . .  0  =  c o n s ta n t ,  (2-40 )

d ie  D i f f e r e n t i a lg l e ic h u n g e n  e r s t e r  O r d n u n g  s in d .  D ie s e  e r s t e n  I n t e g r a t e  
s in d  v o n  I n t e r e s s e ,  w e il  s ie  e in ig e s  i ib e r  d ie  p h y s ik a l i s c h e n  E ig e n s c h a f -  
t e n  d e s  S y s t e m s  a u s s a g e n .  I n  d e r  T a t  e n t h a l t e n  s ie  d ie  im  I .  K a p i t e l  
a b g e l e i t e t e n  E r h a l t u n g s s a t z e .

B e t r a c h t e n  w ir  a l s  B e is p ie l  e in  S y s te m  v o n  M a s s e n p u n k te n  u n t e r  
d e m  E in f lu B  v o n  K r a f t e n ,  d ie  v o n  n u r  o r t s a b h a n g i g e n  P o t e n t i a l e n  
h e r l e i t b a r  s in d .  D a n n  i s t

d L  =  d T  _  d V  _  d T
d±i “  d±i dXi ”  d±i 

=  rtiiXi =  p ^ .
2 1  « · < *  +  +  s >

D a s  i s t  d ie  a ; - K o m p o n e n te  d e s  I m p u l s e s  d e s  t - t e n  T e i lc h e n s .  D ie s e s  
E r g e b n i s  l e g t  o f f e n b a r  e in e  E r w e i t e r u n g  d e s  K o n z e p t s  d e s  I m p u l s e s  
n a h e .  D e r  g e n e r a l i s i e r t e  I m p u l s ,  d e r  d e r  K o o r d i n a t e  g,· z u g e o r d n e t  i s t ,  
s o i l  d e f i n i e r t  w e r d e n  d u r c h

Pi  =
d L
dq,- (2-41)

Die Ausdriicke kanonischer Impuls oder konjugierter Impuls werden 
oft ebenfalls fiir pi gebraucht. Wir bemerken, da!3 dann, wenn 9/keine 
cartesische Koordinate ist, p, nicht notwendig die Dimension eines 
Impulses hat. Liegt ein geschwindigkeitsabhangiges Potential vor, 
dann wird der zu einer cartesischen Koordinate <7, gehorige generali
sierte Impuls nicht mit dem iiblichen mechanischen Impuls identisch 
sein. So lautet fiir eine Gruppe von Teilchen im elektromagnetischen 
Feld die LAGRANGE-Funktion (vgl. 1-61)

l  =  2 1  w ?  -  2  ?<*(*·) + 2  ?  Α (χ <) · **·
i Δ I I c

* In diesem und den nachfolgenden Abschnitten wird -  sofem nichte anderee
vereinbart. wird — angenommen, daC das System so beschaffen ist, daC seine 
Bewegung vollst&ndig durch ein HAMiLTONSches Prinzip der Form (2-2) be- 
echrieben wird.



{q< b e z e ic h n e t  h ier  L a d u n g e n .)  D e r  z u  k o n ju g ie r te  g e n e r a lis ie r te  
I m p u ls  is t

dL . qiAx
=  ^  =  (2 -4 2 )

d .h ., er  i s t  g le ic h  d e m  m e c h a n isc h e n  I m p u ls  p lu s  e in e m  z u s a tz lic h e n  
T erm .

Wenn die L a g r a n g e -F unktion eines Systems eine gegebene Koor- 
dinate g,· nicht enthalt (obgleich sie die entsprechende Gesehwindig- 
keit g,' enthalten kann), dann nennt man die Koordinate z y k i t s c h  oder 
ignorabel. Diese Definition ist nicht universell, sie ist aber gebrauchlich 
und so li hier benutzt werden.4 Die LAGRANGEsche Bewegungsgleichung

d dL d L  q
dt dqj dqj

r ed u z ier t s ic h  fu r  e in e  z y k lis c h e  K o o r d in a te  a u f

2-6 E rh a l tu n g s s a tz e  u n d  S y m m e tr ie e ig e n sc h a fte n  5 3

o d er

D a s  b e d e u t e t :

d d L  
dt dq

Pi =  c o n s ta n t .  ( 2 -43 )

D e m n a c h  k o n n e n  w ir  d e n  a l lg e m e in e n  E r h a l t u n g s s a t z  a u f s t e l l e n : Der  
zu einer zyklischen Koordinate konjugierte generalisierte Im p u ls  bleibt 
erhalten.

G l. (2 -4 3 )  b i l d e t  e in  e r s t e s  I n t e g r a l  d e r  F o r m  (2 -4 0 )  f u r  d ie  B e w e -  
g u n g s g le ic h u n g e n .  S ie  k a n n  f o r m a l  d a z u  b e n u t z t  w e r d e n ,  d ie  z y k l i s c h e  
K o o r d i n a t e  a u s  d e m  P r o b le m  z u  e l im i n ie r e n ,  d a s  d a n n  v o l l s t a n d i g  
i n  A u s d r i i c k e n  d e r  i i b r ig e n  g e n e r a l i s i e r t e n  K o o r d i n a t e n  g e l o s t  w e r d e n  
k a n n .  K u r z  g e s a g t ,  b e s t e h t  d ie s e  v o n  R o u t h  b e g r u n d e t e  M e th o d e

. 4 Beide Ausdriicke werden gewohnlich gleiehermaOen m it der oben angege- 
benen Bedeutung verwendet. Einige Autoren unterseheiden jedoch zwischen 
ihnen, indem sie definieren, dafi eine zyklische Koordinate nicht in der kineti- 
schen Energie T  und eine ignorable Koordinate nicht in der LAOEANOE-Funktion 
erscheint (vgl. W ebster , The Dynamics of Particles, und Byerly , Generalized 
Coordinates). Ames und Murnaghan (Theoretical Mechanics) benutzen beide 
Terme im selben Sinne, doeh beschranken sie sie anscheinend auf die Bedeutung 
einer Koordinate, die nicht in T  au ftritt.
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d a r i n ,  d ie  L A G R A N G E -F u n k tio n  s o  z u  m o d i f iz ie r e n ,  d a B  s ie  n i c h t  
m e h r  e in e  F u n k t i o n  d e r  g e n e r a l i s i e r t e n  G e s c h w in d ig k e i t  i s t ,  d ie  d e r  
z y k l ie c h e n  K o o r d i n a t e  e n t s p r i c h t ,  s o n d e m  d a B  s ie  n u r  ih r e n  k o n -  
j u g i e r t e n  I m p u l s  e n t h a l t .  D e r  V o r te i l  l i e g t  d a r i n ,  d a B  p /  d a n n  a ls  
e in e  I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e  a n g e s e h e n  w e r d e n  k a n n ,  u n d  d a B  d ie  i ib r ig -  
b le ib e n d e n  I n t e g r a t i o n e n  n u r  d ie  n i c h tz y k l i s c h e n  K o o r d in a t e n  e n t -  
h a l t e n .  AVir w o lle n  e in e  a u s f i i h r l i c h e  D is k u s s io n  d e r  R o r T H s c h e n  
M e th o d e  z u r i i c k s t e l l e n ,  b is  d ie  H A M iL T O N sche F o r m u l i e r u n g  (d ie  ih r  
s e h r  a h n l i c h  i s t )  b e h a n d e l t  w u r d e .

M a n  b e a c h t e ,  d a B  d ie  B e d in g u n g e n  f i i r  d ie  E r h a l t u n g  d e r  g e n e r a l i 
s i e r t e n  I m p u l s e  a l lg e m e in e r  s in d  a l s  d ie  b e id e n  I m p u l s e r h a l tu n g s s i i t z e ,  
d ie  f r i i h e r  h e r g e l e i t e t  w u r d e n .  Z u m  B e is p ie l  l ie f e rn  s ie  e in e n  E r h a l -  
t u n g s s a t z  f u r  e in e n  F a l l ,  in  d e m  d a s  G e s e tz  v o n  A k t io n  u n d  R e a k t io n  
v e r l e t z t  i s t ,  w e n n  n a m l i c h  e l e k t r o m a g n e t i s e h e  K r a f t e  v o r h a n d e n  s in d .  
N e h m e n  w ir  a n ,  w ir  h a b e n  e in  e in z e ln o s  T e i lc h e n  in  e in e m  F e ld ,  in  d e m  
w e d e r  <p n o c h  A  v o n  x  a b h i in g t .  D a n n  e r s c h e i n t  x  n i c h t  in  L  u n d  i s t  
d e s h a l b  z y k l i s c h .  D e r  e n t s p r e c h e n d e  k a n o n i s c h e  I m p u l s  p* m u B  d e s -  
h a l b  e r h a l t e n  b le ib e n .  N a c h  (1 -6 1 ) h a t  d ie s e r  I m p u l s  d ie  F o r m

p s =  mx +  =  c o n s ta n t .  (2 -4 4 )
c

I n  d i e s e m  F a l l e  i s t  e s  n i c h t  d e r  m e c h a n i s c h e  I m p u l s ,  d e r  e r h a l t e n

b l e i b t ,  s o n d e r n  v i e lm e h r  s e in e  S u m m e  m i t  2^ » .5 N ic h t s d e s to w e n ig e r
c

s o l l t e n  d ie  E r h a l t u n g s s a t z e  v o m  I .  K a p i t e l  in  d e r  a l lg e m e in e n  R e g e l 
f i i r  z y k l i s c h e  K o o r d i n a t e n  g i i l t ig  b le ib e n ;  m i t  g e e ig n e te n  E in s c h r a n -  
k u n g e n  s o l l t e  s ic h  (2 -4 3 )  a u f  d ie  S a tz e  v o n  A b s c h n i t t  1-2 r e d u z ie r e n .

B e t r a c h t e n  w ir  z u n a c h s t  e in e  g e n e r a l i s i e r t e  K o o r d i n a t e  d e r e n  
A n d e r u n g  dq , e in e  T r a n s l a t i o n  d e s  g e s a m t e n  S y s t e m s  in  e in e r  g e g e -  
b e n e n  R i c h t u n g  d a r s t e l l t .  E i n  B e is p ie l  d a f u r  w a r e  e in e  d e r  c a r t e s is c h e n  
K o o r d i n a t e n  d e s  M a s s e n z e n t r u m s  d e s  S y s te m s .  D a n n  k a n n  o f f e n s ic h t -  
l i c h  qj n i c h t  in  T  a u f t r e t e n ,  d e n n  G e s c h w in d ig k e i te n  w e r d e n  d u r c h  e in e

dT
V e r s c h ie b u n g  d e s  K o o r d i n a t e n u r s p r u n g s  n ic h t  b e e in f lu B t,  u n d  —  is t

N u l l .  W e i t e r h i n  w o l le n  w ir  k o n s e n  a t i v e  S y s te m e  a n n e l im e n ,  f i i r  d ie  V 
k e in e  F u n k t i o n  d e r  G e s c h w in d ig k e i te n  i s t .  D a m i t  w e r d e n  s o lc h e  A n o -  
m a l i e n  w ie  e l e k t r o m a g n e t i s e h e  K r a f t e  a u s g e s c h lo s s e n .  D ie  L a g ra n g e-

* Es kann nach der klassischen Elektrodynamik gezeigt werden, dafl unter 
dieeen Bedingungen, d.h., wenn weder A noch φ  von x  abhangen. qAx/c  genau 
die x-Komponente des elektromagnetischen Impulses dee Feldee ist, das zu der 
Ladung q geh6rt.
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s c h e  B e w e g u n g s g le ic h u n g  f u r  e in e  d e r a r t  d e f in i e r t e  K o o r d i n a t e  r e d u -  
z i e r t  s ic h  d a n n  a u f  d dT  dV

m <2 -4 5 )

W i r  w o l le n  n u n  z e ig e n ,  d a B  (2 -4 5 )  d ie  B e w e g u n g s g le i c h u n g  f u r  d e n  
g e s a m t e n  I m p u l s  i s t ,  d .h . ,  d a B  Q ,d i e  K o m p o n e n t e  d e r  g e s a m t e n  K r a f t  
l a n g s  d e r  T r a n s l a t i o n s r i c h t u n g  v o n  q,· d a r s t e l l t ,  u n d  d a B  p,· d ie  K o m p o 
n e n t e  d e s  g e s a m t e n  I m p u l s e s  l a n g s  d ie s e r  R i e h t u n g  i s t .  A l lg e m e in  i s t  
d ie  g e n e r a l i s i e r t e  K r a f t  Qf g e g e b e n  d u r c h

a *
d q i

D a  dqj e i n e r  T r a n s l a t i o n  d e s  S y s t e m s  l a n g s  e i n e r  A c h s e  e n t s p r i c h t ,  
s t e h e n  d ie  V e k to r e n  r *(#;) u n d  r<(g,· +  d q i n  e i n e r  B e z i e h u n g ,  d ie  in  
A b b .  (2 -8 ) g e z e ig t  i s t .  E n t s p r e c h e n d  d e r  D e f in i t i o n  e i n e r  A b l e i t u n g  

h a b e n  w ir  ^  ^  r,(gy  +  dqj) — r,(<7,·) _  dqjo. _ ^  

dqj dqj-+o dq j dqj (2 -4 6 )

Abb. 2 -8 . Anderung eijies Orts- 
vektors bei einer Translation des 
Systems.

D a b e i  i s t  n  d e r  E i n h e i t s v e k t o r  
l a n g s  d e r  T r a n s l a t i o n s r i c h t u n g ,  
a l s o  i s t

Qi = 2  F ,  · n =  n · F ,

w ie  w i r  s c b o n  f e s t s t e l l t e n ,  d ie  
K o m p o n e n t e  d e r  G e s a m t k r a f t  in  
R i e h t u n g  v o n  n .  U m  d e n  a n d e r e n  
T e i l  u n s e r e r  B e h a u p t u n g  z u  b e -  
w e is e n ,  b e m e r k e n  w ir ,  d a B  d a n n ,  
w e n n  d ie  k i n e t i s c h e  E n e r g i e  d ie  
F o r m

h a t ,  d e r  k o n j u g i e r t e  I m p u l s  f o lg e n d e r m a B e n  l a u t e t :

Vi =
dT
dq,·

dTt
d q /

D a b e i  b e n u t z t e n  w i r  G l .  (1 -4 8 ) .  S o m i t  f o l g t  a u s  G l .  (2 -4 6 )

Pi =  n  m<v<*1
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D a s  i s t  w ie d e r u m ,  w ie  v o r a u s g e s a g t ,  d ie  K o m p o n e n t e  d e s  g e s a m te n  
S y s t e m i m p u l s e s  l a n g s  n .

N e h m e n  w i r  n u n  a n ,  d a B  d ie  T r a n s l a t i o n s k o o r d i n a t e  qh d ie  w ir  d is k u -  
t i e r t e n ,  z y k l i s c h  i s t .  D a n n  k a n n  g,· n i c h t  in  V e r s c h e in e n ,  u n d  e s  i s t  
d e s h a l b

D a s  i s t  a b e r  g e r a d e  d e r  w o h l b e k a n n t e  I m p u l s e r h a l t u n g s s a t z : V e r-  
s c h w i n d e t  e in e  g e g e b e n e  K o m p o n e n t e  d e r  g e s a m t e n  a n g e w e n d e te n  
K r a f t ,  s o  b l e i b t  d ie  e n t s p r e c h e n d e  I m p u l s k o m p o n e n t e  e r h a l t e n .

A u f  a h n l i c h e  W e is e  k a n n  g e z e ig t  w e r d e n ,  d a B  d a n n ,  w e n n  e in e  z v k l i-  
s c h e  K o o r d i n a t e  g,· d ie  E i g e n s c h a f t  h a t ,  d a B  dqt- e in e r  D r e h u n g  d e s  
S y s t e m s  u m  e in e  A c h s e  e n t s p r i c h t ,  d e r  E r h a l t u n g  ih r e s  k o n ju n g i e r t e n  
I m p u l s e s  d ie  E r h a l t u n g  e in e s  D r e h im p u l s e s  e n t s p r i c h t .  W e g e n  d e s  
g le ic h e n  A r g u m e n te s ,  d a s  w ir  o b e n  b e n u t z t e n ,  k a n n  T n i c h t  g, e n t -  
h a l t e n ,  d e n n  e in e  D r e h u n g  d e s  K o o r d i n a t e n s y s t e i n s  k a n n  d e n  B e t  r a g

dT
d e r  G e s c h w in d ig k e i t e n  n i c h t  b e e in f lu s s e n .  D e s h a lb  m u B — N u l l  s e in ,

dQj
u n d  d a  V u n a b h a n g i g  v o n  qf i s t ,  e r h a l t e n  w ir  w ie d e r  G l. (2 -4 5 ) . N u n  
m o c h t e n  w ir  a b e r  z e ig e n ,  d a B  m i t  g , a l s  R o t a t i o n s k o o r d i n a t e  d ie  g e rie -  
r a l i s i e r t e  K r a f t  d ie  K o m p o n e n t e  d e s  g e s a m t e n  a n g e w e n d e t e n  D r e h -  
m o m e n t e s  u m  d ie  R o t a t i o n s a c h s e  i s t ,  u n d  d a B  p ,  d ie  K o m p o n e n t e  d e s  
g e s a m t e n  D r e h im p u l s e s  l a n g s  d e r  g le ic h e n  A c h s e  i s t .

D ie  g e n e r a l i s i e r t e  K r a f t  Q , i s t  w ie d e r  g e g e b e n  d u r c h

n u r  h a t  d ie  A b l e i t u n g  j e t z t  e in e  a n d e r e  B e d e u t u n g .  H ie r  m u B  d ie  
A n d e r u n g  v o n  g,* e i n e r  i n f i n i t e s i m a le n  D r e h u n g  d e s  V e k to r s  r,· e n t -  
s p r e c h e n ,  w o b e i  d e r  B e t r a g  d e s  V e k to r s  k o n s t a n t  g e h a l t e n  w ir d .  A u s  
A b b .  2 -9  k a n n  m a n  d ie  G ro B e  d e r  A b le i t u n g  l e i c h t  f i n d e n :

u n d

| d ii  | =  r i s in  Θ dg ,

d t i
ag ,

r< s in  Θ;

i h r e  R i c h t u n g  i s t  s e n k r e c h t  s o w o h l  z u  r ,  a l s  a u c h  z u  n . O f f e n s ic h t l ic h  
k a n n  d ie  A b l e i t u n g  i n  V e k to r f o r m  f o lg e n d e r m a B e n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

dr.
dqj

=  n X r*.

M it  d ie s e m  E r g e b n i s  w i r d  d ie  g e n e r a l i s i e r t e  K r a f t

(2 -4 7 )
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Q i  = 2 F < * n x r «
i

= 2  n  * Γ< X F t.
i

S ie  r e d u z i e r t  s i c h  a u f

Q , =  n  N , =  η  · N .
<

D a m i t  i s t  d e r  e r s t e  T e i l  b e w ie s e n .  E i n  
a h n l i c h e s  V o r g e h e n  m i t  py e r l a u b t  d e n  
B e w e is  d e s  z w e i t e n  T e i le s  d e r  B e -  
h a u p t u n g :

d T  dTi

dgy T  dQi 
=  n  L< =  n  · L .

w.Vi
<

A b b . 2-9. A n d e ru n g  e in es  F a s s e n  w i r  d ie  E r g e b n i s s e  z n s a m m e n ,  
O rtsv e k to rs  bei e in e r  D re h u n g  SQ s e h e n  w i r ;  J s t  d ie  R o t a t i o n s k o o r -

des Systems. d in  a t e  g,· z y k l i s c h ,  d a n n  v e r s c h w i n d e t

d ie  K o m p o n e n t e  Q , d e s  a n g e w e n d e t e n  D r e h m o m e n t e s  l a n g s  n ,  n n d  
d ie  K o m p o n e n t e  v o n  L  in  R i c h t u n g  v o n  n  i s t  k o n s t a n t .  H i e r  h a b e n  w i r  
d e n  D r e h i m p u l s e r h a l t u n g s s a t z  w ie d e r g e f u n d e n ,  u n d  z w a r  u n a b h a n g i g  
v o m  a l lg e m e in e n  E r h a l t u n g s s a t z  b e z i ig l ic h  z y k l i s c h e r  K o o r d i n a t e n .

D ie  B e d e u t u n g  z y k l i s c h e r  T r a n s l a t i o n s -  o d e r  R o t a t i o n s k o o r d i n a t e n  
im  Z u s a m m e n h a n g  m i t  d e n  S y s t e m e ig e n s c h a f t e n  v e r d i e n t  a n  d ie s e r  
S te l l e  e in ig e  B e a c h t u n g .  W e n n  e in e  K o o r d i n a t e ,  d ie  e i n e r  A u s l e n k u n g  
e n t s p r i c h t ,  z y k l i s c h  i s t ,  s o  b e d e n t e t  d a s ,  d a B  e in e  T r a n s l a t i o n  d e s  
S y s te m s ,  g le ic h s a m  a l s  w a r e  e s  s ta iT ,  k e i n e n  E in f lu B  a u f  d a s  P r o b l e m  
h a t .  M it  a n d e r e n  W o r t e n ,  w e n n  d a s  S y s t e m  in v a r ia n t  b e z u g l ic h  e i n e r  
T r a n s l a t i o n  in  e i n e r  g e g e b e n e n  R i c h t u n g  i s t ,  so  b l e i b t  d e r  e n t s p r e c h e n -  
d e  I m p u l s  e r h a l t e n .  G a n z  a h n l i c h  b e d e u t e t  d ie  T a t s a c h e ,  d a B  e in e  
R o t a t i o n s k o o r d i n a t e  z y k l i s c h  i s t  ( u n d  d e s h a l b  d e r  k o n j u g i e r t e  D r e h -  
im p u ls  e r h a l t e n  b l e ib t ) ,  d a B  d a s  S y s t e m  i n v a r i a n t  g e g e n u b e r  e i n e r  
R o t a t i o n  u m  d ie  g e g e b e n e  A c h s e  i s t .  S o m i t  s in d  d ie  I m p u l s e r h a l t u n g s -  
s a t z e  e n g  m i t  d e n  >$'ym m etriee igen scfu iften  d e s  S y s t e m s  v e r b u n d e n .  
W e n n  d a s  S y s te m  k u g e l s y m m e t r i s c h  i s t ,  k o n n e n  w ir  o h n e  w e i t e r e s  
s a g e n ,  d a B  a l le  K o m p o n e n t c n  d e s  D r e h im p u l s e s  e r h a l t e n  b le ib e n .  O d e r  
w e n n  d a s  S y s te m  n u r  s y m m e t r i s c h  u m  d ie  z -A c h s e  i s t ,  d a n n  b l e i b t  
n u r  Lt e r h a l t e n .  E n t s p r e c h e n d e s  g i l t  f u r  d ie  a n d e r e n  A c h s e n .  W i r  w e r -  
d e n  d ie s e  Z u s a m m e n h a n g e  z w is c h e n  d e n  K o n s t a n t e n  d e r  B e w e g u n g  
u n d  d e n  S y m m e t r i e e ig e n s c h a f t e n  v e r s c h i e d e n t l i c h  a n t r e i f e n .
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E i n  a n d e r e r  E r h a l t u n g s s a t z ,  d e r  a u s  d e m  LA O B A N O Eschen F o r m a -  
l i s m u s  f o lg e n  s o l l t e ,  i s t  d ie  E r h a l t u n g  d e r  G e s a m te n e r g ie  k o n s e r v a t i v e r  
S y s t e m e .  B e t r a c h t e n  w i r  e in  S y s t e m ,  d a s  k o n s e r v a t i v  in  d e m  S in n e  i s t ,  
d a B F  = - V V ’g i l t , s o  i s t  V  u n a b h a n g i g  v o n  d e n  G e s c h w in d ig k e i te n .  M it  
d e r  z u s a t z l i c h e n  E i n s c h r a n k u n g ,  d a B  d ie  Z w a n g s b e d in g u n g e n  u n a b 
h a n g i g  v o n  d e r  Z e i t  s in d ,  f o lg t ,  d a B  L  k e in e  e x p l i z i t e  F u n k t i o n  d e r  Z e i t  
s e in  k a n n .  D a n n  i s t  d ie  t o t a l e  A b l e i t u n g  v o n  L  n a c h  d e r  Z e i t :

d L  9L djQj . d L  dqj
d i d t + ^ d g ,  d i

W e g e n  d e r  L A O B A N O E schen G le i c h u n g e n

dL    d_ dL
dq,· dt dqj

(2 -4 8 )

u n d  (2 -4 8 )  k a n n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

dL  ^  d  dL , , d L  d j j  
di ~ Z ' d i d q i q i 'Y ^ d $ i d t

O d e r d L  d  ( .  d L \  
dt

D a r a u s  f o l g t

K 1- ? * © - · ·
D a s  b e d e u t e t ,  d a B  d e r  A u s d r u c k  in  K i a m m e r n  e in e  K o n s t a n t e  s e in  
m u B , d ie  w i r  —  H  n e n n e n  w o l l e n :

— B .  ( 2 - « )

G le i c h u n g  (2 -4 9 )  k a n n  a u c h  f o lg e n d e r m a B e n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

E ^ i f P i - L .  (2 -5 0 )
i

D ie  r e c h t e  S e i t e  v o n  (2 -5 0 )  i s t  d e m n a c h  e in  I n t e g r a l  d e r  B e w e g u n g ;  
w i r  w e r d e n  n u n  z e ig e n ,  d a B  e s  g e r a d e  d ie  G e s a m te n e r g ie  d e s  S y s te m s  
i s t .  F u r  k o n s e r v a t i v e  S y s te m e ,  w e n n  a l s o  V  u n a b h & n g ig  v o n  d e n  
G e s c h w i n d ig k e i t e n  i s t ,  h a b e n  w ir

dL dT
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D e r  e r s t e  T e r m  a u f  d e r  r e c h t e n  S e i t e  v o n  (2 -5 0 )  i s t  a l s o  E q u i v a l e n t

I n  A b s e h n i t t  1-6 w u r d e  g e z e ig t ,  d a B  d a n n ,  w e n n  d ie  Z w a n g s b e -  
d in g u n g e n  z e i t u n a b h a n g i g  s in d ,  o d e r  g e n a u e r ,  w e n n  d ie  T r a n s f o r m a -  
t i o n s g l e i c h u n g e n  (1 -3 6 )  d ie  Z e i t  n i c h t  e x p l i z i t  e n t h a l t e n ,  T  e in e  h o m o 
g e n e  q u a d r a t i s c h e  F u n k t i o n  d e r  g,· i s t .  W i r  e r i n n e r n  u n s  d a r a n ,  d a B  d e r  
E u L E R s e h e  S a t z  f i i r  d e n  F a l l ,  d a B  /  e in e  h o m o g e n e  F u n k t i o n  n - t e r  
O r d n u n g  e in e s  S a tz e s  v o n  V a r i a b l e n  q{ i s t ,  f e s t s t e l l t :

H i e r  i s t  n  =  2 , s o  d a B

W i r  f in d e n  s o m i t

H  =  2 T - ( T - V )  =  T  +  V

(2 -5 1 )

(2 -5 2 )

D a s  i s t  d ie  G e s a m te n e r g i e  d e s  S y s t e m s .
D ie s e  F o r m  d e s  E n e r g i e e r h a l -  

t u n g s s a t z e s  e r s c h e i n t  z w in g e n d e r  
a l s  d ie  f r i i h e r  im  I .  K a p i t e l  a u f -  
g e s t e l l t e .  N e b e n  d e r  F o r d e r u n g ,  
d a B  d ie  K r a f t e  k o n s e r v a t i v  s in d ,  
s c h e i n t  s ie  d ie  B e d i n g u n g  h in z u -  
z u f u g e n ,  d a B  d ie  Z w a n g s k r a f t e  
z e i t u n a b h a n g i g  s in d .  I n  W i r k -  
l i c h k e i t  b e h a n d e l n  d ie  b e id e n  S a t -  
z e  j e d o c h  n i c h t  g e n a u  d ie s e lb e  
E n e r g i e .  I n  d e r  f r i i h e r e n  D a r s t e l -  
l u n g  u m f a B te  d ie  E n e r g i e a n d e r u n g  
d e s  S y s t e m s  d ie  d u r c h  a l le  K r a f t e  
e in s c h l ie B l ic h  d e r  Z w a n g s k r a f t e  
g e l e i s t e t e  A r b e i t .  H i e r  in  d e r  L a - 
G R A N G E schen  F o r m u l i e r u n g  e n t -  
h a l t  V  n u r  d ie  A r b e i t  d e r  a u B e r e n  
o d e r  a n g e w e n d e t e n  K r a f t e  a u s -  
s c h l ie B lic h  d e r  Z w a n g s k r a f t e .  B e i  
z e i t u n a b h a n g i g e n  Z w a n g s b e d in -
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g u n g e n  g i b t  e s  k e in e n  w e s e n t l i c h e n  U n te r s c h i e d .  W i r  h a b e n  b e r e i te  v e r -  
l a n g t ,  d aO  d ie  Z w a n g s k r a f t e  k e in e  A r b e i t  b e i e i n e r  v i r t u e l l e n  V e r-  
n i c k u n g  le i s t e n .  W e n n  s ic h  a ls o  d ie  Z w a n g s b e d in g u n g e n  im  L a u f e  
d e r  Z e i t  n i c h t  a n d e r n ,  so  w i r d  d ie  U n t e r s c h e i d u n g  z w is c h e n  e in e r  
w i r k l i c h e n  u n d  e i n e r  v i r t u e l l e n  V e r r i i c k u n g  g e g e n s ta n d s lo s .  D a s  P o 
t e n t i a l ,  d a s  d e n  Z w a n g s k r a f t e n  z u g e o r d n e t  i s t ,  w i r d  d a n n  a u t o m a t i s c h  
k o n s t a n t .  W e n n  j e d o c h  e in e  v e r a n d e r l i c h e  Z w a n g s b e d in g u n g  v o r l i e g t ,  
b r a u c h e n  d ie  Z w a n g s k r a f t e  n i c h t  s e n k r e c h t  z u r  w i r k l i c h e n  V e r r i ic k u n g  
z u  s e in ,  u n d  d ie  d u r c h  s o lc h e  K r a f t e  g e le i s t e t e  A r b e i t  w ir d  d a n n  n i c h t  
N u l l  s e in .  W e n n  a ls o  e t w a  e in  T e i lc h e n  g e z w u n g e n  w ir d ,  s ic h  a u f  e in e r  
K u r v e  z u  b e w e g e n ,  d ie  s ic h  s e lb s t  b e w e g t ,  so  w i r d  d ie  Z w a n g s k r a f t  z u  
e in e m  g e g e b e n e n  Z e i t p u n k t  n o r m a l  z u r  a u g e n b l ic k l ic h e n  K u r v e  s t e h e n ,  
a b e r  d i e  V e r r i i c k u n g  d e s  T e i lc h e n s  w a h r e n d  d e r  Z e i t  dt i s t  n i c h t  t a n g e n 
t i a l  z u r  K u r v e ,  v g l .  A b b .  2 - 10 . D a s  P o t e n t i a l  d e r  Z w a n g s k r a f t e  w i r d  
s ic h  s o  im  L a u f e  d e r  Z e i t  v e r a n d e r n ,  u n d e s i s t  d a n n  w ic h t ig ,  o b  d ie  in  
F r a g e  s t e h e n d e  „ G e s a m t e n e r g i e ,, d e n  A n te i l  d e r  Z w a n g s k r a f t e  m i t  
e n t h a l t  o d e r  n ic h t.®

L I T  E  R  A T U R H I N W E I S E

H . Makoenau omd G. M. Murphy , The Mathematics of Physics and Chemistry. 
Die L iteratur iiber Variationsrechnung ist naturlich sehr umfangreich, aber 
die rneisten referierten Werke enthalten mehr an Mathematik ats fur dio 
einfache Diskussion des HAMiLTONschen Prinzips notwendig ist. Die kurze 
Abhandlung des Gegenstandes in Kapitel 6 dieses Werkes ist mehr als ange- 
messen fiir unsere Zweeke. Eine etwas langere, aber dennoch recht lesbare 
Darstellung findet man bei G. A. Bliss, Calculus of Variatiotis. Die Extrem- 
wertprobleme, die zur Erfindung der Variationsrechnung fuhrten, werden hier 
im D etail diskutiert.

E. T. W hittaker, Analytical Mechanics. Diese Abhandlung ist vielleicht dio 
beste Einzelreferenz fur das meisto dieses Kapitels. Die Erhaltungssatze wer
den in Kapitel I I I  diskutiert, wahrend das H amiltonscIic Prinzip und seine 
Ableitung von den LAORANGEschen Gleichungen in Kapitel IX  zu finden ist.

• Es muO hier darauf aufmerksam gemacht werden, daB die Gleichungen der 
Transformation auf genoralisierto Koordinaten auch dann die Zeit explizit 
enthalten kdnnen, wenn keine zeitlieh veranderlichen Zwangsbedingungen (z.B. 
rotierende Koordinatensysteme) vorliegen, und es kann auch vorkommen, daB 
die LAGRANGE-Funktion die Zeit trotzdem nicht explizit enthalt. Die GroBe H 
bleibt dann erhalten, aber so wie T  keine homogene Funktion der Geschwindig- 
keiten ist, so ist auch H  nicht mehr gleich T  -f V. Selbstverstandlich bleibt die 
Energie des Systems auch erhalten, denn die Verwendung rotierender Koor- 
dinatenachsen zum Beispiel ist lediglich aus mathematischen Griinden zweek- 
maBig, hat aber keinen EinfluB auf die physikalische Situation. Siehe Kapitel 
VTII iiber kanonische Transformationen.
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A. Sommerfeld, Vorlesungen uber Theoretische Physik , Bd. I , Mechanik. Es ist 
zu bedauem, dafi dieses vorziigliche Buch, geschrieben in dem fur Sommer
feld  eigenen treffenden Stil, hier nicht allgemein verwendbar ist. Ungliick- 
licherweise werden nicht alle hier interessierenden Themen diskutiert, und 
man konnte sich vielleicht einige Anderungen hinsiehtlich der Betonung des 
auszuwafilenden Stoffes wiinschen, was jedoch die Behandlung der vorkom- 
menden Gegenstande angeht, so kann es kaum  Meinungsverschiedenheiten 
geben. Von besonderem Interesse fur dieses K apitel sind die Abschnitte 33-36.

W. E. B yerly, Generalized Coordinates. Dieses kleine Buch ist besonders wertvoll 
wegen der vielen ausfuhrlichen Beispiele des LAGRANGEschen Verfahrens zur 
Aufstellung und Losung mechanischer Probleme. Das Fehlen eines Sach- 
registers ist ein beklagenswerter Mangel, der den Gebrauch des Buches etw as 
schwierig macht.

W. F. Osgood, Mechanics. Kapitel X  erweist sich als interessant fur die Aus- 
dehnung der LAGRANGEschen Gleichungen au f niehtholonome Systeme m it 
einer ziemlich umfangreichen Behandlung der LAGRANGEschen unbestimm- 
ten Multiplikatoren.

H. F . Olson, Dynamical Analogies. In  diesem Buch werden die Probleme 
elektrischer Stromkreise, die gegebenen mechanischen und akustischen Syste- 
men aquivalent sind, sehr ausfuhrlich diskutiert. Es wird die Anwendung 
der Theorie der Stromkreise auf die Losung rein mechanischer oder akustischer 
Probleme erlautert.

J . J . Thomson, Applications of Dynamics to Physics and Chemistry. Das ist ein 
diinner Band, der T homsons erste Untersuchungen enthalt. Darin wird ver- 
sucht, eine grofie Mannigfaltigkeit chemischer, thermodynamischer und elek
trischer Probleme in den Rahmen der LAGRANGEschen Formulierung einzu- 
beziehen. Thomson wendet die LAGRANGEsche Methode jedoch nicht auf Felder 
an, was heute die fruchtbarste Erweiterung des HAMiLTONSchen Prinzips ist. 
Der modeme Leser dieses Buches mag die Darstellung etwas verworren finden.

C b u n g e n

1. Beweise, dafi der kurzeste Abstand zwischen zwei Punkten  im Raum  eine 
Gerade ist.

2. Zeige, dafi die geodatischen Linien einer spharischen Flache Grofikreise 
sind, d.h. Kreise, deren Zentren im Kugelzentrum liegen.

3. Vervollstandige die Losung des Brachistochronen-Problems, die in Ab- 
schnitt 2-2 begonnen wurde, und zeige, daf3 die gesuchto Kurve eine Zykloide 
ist, die am Anfangspunkt, an dem das Teilchen freigelassen wird, eine Spitze hat. 
Zeige auch, dafi dann, wenn das Teilchen am Anfang m it einer kinetischon Ener- 
gie \mVQ abgeschossen wird, die Brachistochrone auch eine Zykloide ist, die 
durch die beiden Punkte geht und in der Hoho z uber dem Anfangspunkt, ge- 
geben durch v0 =  2gz, eine Spitze hat.

4. In  Abschnitt 2-2 diskutierten wir das Problem, die Funktion /  zu finden, 
fur die das Integral J  /  dx ein Extrem um  ist. Dabei wurde angenommen, dafi 
/  eine Funktion allein von x und y  ist, und dafi die Ableitung von y  nach x y  ist.
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Zeige, daB dann, wenn / auch die zweiten Ableitungen fj von y  nach x enthalt, 
und wenn y  und y an den Endpunkten nicht variiert werden, die enteprechende 
EuLEB-LAGRANOEsche Gleichung la u te t:

do? dy dxdy  dy ~
5. Angenommen, es sei experimentell bekannt, daB ein Teilchen einen gege-

benen Abstand y 0 in einer Zeit t0 durchfallt, daB aber die Fallzeit fiir

von y0 verschiedene Abstande nicht bekannt ist. Es sei weiterhin angenommen, 
daB die L agrange-Funktion fiir das Problem bekannt ist. Aber anstatt die 
Bewegungsgleichung fur y als Funktion von t zu losen, soil die funktionale Form

y «  at +  bP

als Losungsansatz verwendet werden. Zeige, daB dann, wenn die Konstanten a 
und b etets so festgelegt werden, daB die Zeit, y0 zu durchfallen, genau durch t0 
gegeben ist, das Integral

£
L dl

nur dann fiir reelle W erte der Koeffizienten ein Extrem um  ist, wenn a =  0 
und b — <7/2 sind.

6 . Wenn zwei Billardkugeln zusammenstoBen, sind die augenblicklich zwiscften 
ihnen wirkenden K rafte sehr groB. Sie wirken aber nur in einer infiniteeimalen 
Zeit At, und zwar in solcher Weise, daB die GrdBe

endlicli bleibt. Solche K rafte werden als stoBende K rafte bezeichnet, und das 
Integral iiber At wird Kraftst-oB genannt. Zeige, daB dann, wenn StoBkrafto 
wirken, die LAGRANGEschen Gleichungen transform iert werden kdnnen in

wobei die Indizes i und /  den Zustand des Syst-ems vor bzw. nach dem StoB 
kennzeichnen. S j ist der KraftstoB der generalisierten stoBende K raft, die q§ 
entspricht, und L  ist die Lagrange-Funktion, die alle Krafte, die keine stoBende 
K rafte  sind, en thalt.

7. E in echweres Teilchen sei atif die oberete Stelle eines vertikal gestellten 
Reifens gelegt. Berecline die Reaktion des Reifens auf das Teilchen mittels der 
LAGRANGEschen unbestimmten Multi pi ikatoren und der LAGRANGEschen Glei
chungen. Bestimme die Hohe, v'on der das Teilchen herabfallt.

8. Es gibt eine Form der WiiEATSTONESchen Briicke, in der zusatzlich zu den 
ublichen vier W iderstanden eine Induktion in einem Zweig und eine K apazitat 
in dem gegenuberliegenden Zweig angebracht sind. Stelle L und 5  fur die 
nichtabgeglichene Briicke auf. Die Str6me durch die Elemente sollen dabei 
anstelle der Koordinaten stehen. Verwende die KracHHOFFschen VerzweigungB- 
bedingimgen als Zwangsbedingungen fiir die Strome, bilde die LAGRANGEschen 
Bewegungsgleichungen und zeige, daB dieee nach Ehmination der λ auf die 
ublichen Stromkreis-Gleichungen fiihren.
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9. Zeige, daB dann, wenn das Potential in der L agrange-Funktion geschwin- 
digkeitsabhangige Terme enthalt, der kanonische Im puls, der einer Koordinate 
Θ der Drehung des gesamten Systems entsprieht, nicht m ehr der mechanisehe 
Drehim puls Lq ist, sondem  gegeben wird durch

p t  =  Le — · r< X Vv(U,
i

wobei V* der Gradient ist, fur den die Ableitungen nach den Geschwindigkeits- 
komponenten zu nehmen sind, und n  ein E inheitsvektor in Rotationsriehtung ist. 
W enn die K rafte ihrem  Charakter nach elektromagnetisch sind, so lau te t der 
kanonische Im puls deshalb

Pe -  L g +  2 °  ·· r < x  -  A,·.
i c

10. Es kom m t gelegentlich vor, daB die generalisierten Koordinaten in der 
kinetischen Energie und der potentiellen Energie getrennt in der Weise auftreten, 
daB T  und V in der Form

T  =  u n d  V =
t *

geschrieben werden konnen. Zeige, daB die LAGRANGEschen Gleichungen dann 
separiert sind, und daB das Problem immer au f Q uadraturen zuriickgefuhrt 
werden kann.



III. KAPITEL

D A S  Z  W E  I K 0 R P E R J ·  Z E N T R A L K R  A F T E P R O B L E M

I n  d ie s e m  K a p i t e l  w o l le n  w ir  d a s  P r o b le m  z w e ie r  K o r p e r ,  d ie  s ic h  
u n t e r  d e m  E in f lu B  e i n e r  w e c h s e ls e i t ig e n  Z e n t r a l k r a f t  b e w e g e n ,  a l s  
e in e  A n w e n d u n g  d e s  L A O R A N G Eschen F o r n m lis n v u s  d i s k u t i e r e n .  N ic h t  
a l l e  P r o b l e m e  d e r  Z e n t r a l k r a f t e b e w e g u n g  h a b e n  w o h lb e k a n n t e  F u n k -  
t i o n e n  a l s  I n t e g r a l e .  W i r  w o l le n  j e d o c h  v e r s u c h e n ,  d a s  P r o b le m  s o w e i t  
w ie  m o g l ic h  m i t  d e n  b e r e i t s  e n t w i c k e l t e n  M e th o d e n  z u  u n te r s u c h e n .

3-1  Z u r i i c k f u h r u n g  a u f  d a s  a q u i v a l e n t e  E in k o r p e r p r o b le m

B e t r a c h t e n  w ir  e in  k o 'n s e r v a t iv e s  S y s t e m  z w e ie r  M a s s e n p u n k te  m1 
u n d  m 2, w o b e i  d ie  w i r k s a m e n  K r a f t e  e in e m  W e c h s e lw i r k u n g s p o te n t l a l  
V  e n t s p r e c h e n .  E s  so il z u n a c h s t-  a n g e n o m m e n  w e r d e n ,  V s e i i r g e n d e in e  
F u n k t i o n  d e s  V e k t o r s  z w is c h e n  d e n  z w e i T e i lc h e n ,  r 5 — o d e r  d e r e r  
R e l a t i v g e s c h w i n d i g k e i t ,  f 2 — o d e r  h o h e r e r  A b le i tu n g e n  v o n  r 5 — Γι. 
E i n  s o lc h e s  S y s t e m  h a t  s e c h s  F r e i h e i t s g r a d e  u n d  d e m n a c h  s e c h s  
u n a b l i a n g ig e  g e n e r a l i s i e r t e  K o o r d i n a t e n .  W i r  w o l le n  d a f i i r  d ie  K o m -  
p o n e n t e n  d e s  R a d i u s v e k t o r s  R  z u m  M a s s e n z e n t r u m  u n d  d ie  d r e i  
K o m p o n e n t e n  d e s  D if f e r e n z  v e k t o r s  r  =  r* — r i w a h le n .  D ie  L a g r a n g e * 
F u n k t i o n  h a t  d a n n  d ie  F o r m  L  =  ^  f)  _  f  } (3 . 1}

D ie  k i n e t i s c h e  E n e r g ie  T  k a n n  g e -  
s c h r ie b e n  w e r d e n  a l s  d ie  S u m  m e  
d e r  k in e t i s c h e n  E n e r g i e  d e r  B e w e -  
g u n g  d e s  M a s s e n z e n tn i m s  u n d  d e r  
k in e t i s c h e n  E n e r g ie  Τ '  d e r  B e -  
w e g u n g  u rn  d a s  M a s s e n z e n t r u m :

T  =  +  T 9
m i t

T f «  -f-
H i e r  s in d  r j  u n d  r j  d ie  R a d iu s -  
v e k t o r e n  d e r  z w e i T e i lc h e n ,  b e -  
z o g e n  a u f  d a s  M a s s e n z e n t r u m .  

Z w e ik a rp e rp ro b le m . S ie  s in d  m i t  r  v e r k n u p f t  d u r c h
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r ' =  _*1 | Γ»
m i +  m 2

T' =  i _  r. (3-2)
mi -f- 7712

T'  l a B t  s ic h  m i t  H i l f e  v o n  G l. (3 -2 )  d u r c b  r  f o lg e n d e r m a B e n  a u s -
d r i i c k e n :

r  =  ί1 m im 2
2 m i Jr v i 2

u n d  d ie  g e s a m t e  L A G R A N G E -F u n k tio n  (3 -1 )  i s t  s o m i t

T m i - f  m 2 -Ao , 1 m im 2
L - ~ T ~ R  + 2 ^ T ^ f*2 —  F ( r ,  f , . . . ) . (3 -3 )

M a n  s i e h t ,  d a B  d ie  d r e i  K o o r d i n a t e n  R  z y k l i s c h  s in d ,  s o  d a B  d a s  
M a s s e n z e n t r u m  e n t w e d e r  in  R u h e  i s t  o d e r  s i c h  g le ic h f o r m ig  b e w e g t .  
K e in e  d e r  B e w e g u n g s g le i c h u n g e n  f u r  r  w ir d  A u s d r i i e k e  m i t  R  u n d  R  

e n t h a l t e n .  F o lg l i c h  i s t  d a s  V e r f a h r e n  h i e r  b e s o n d e r s  e i n f a c h .  W i r  
s t r e i c h e n  le d ig l i c h  i n  a l i e n  w e i t e r e n  D i s k u s s i o n e n  d e n  e r s t e n  T e r m  d e r  
L A G R A N G E -F u n k tio n .

D e r  R e s t  d e r  L A G R A N G E -F u n k tio n  i s t  g e n a u  d ie  F u n k t i o n ,  d ie  z u  
e r w a r t e n  w a r e ,  w e n n  w ir  e in  f e s t g e h a l t e n e s  K r a f t z e n t r u m  m i t  e in e m  
e in z e ln e n  T e i lc h e n  im  A b s t a n d  r  v o n  ih m  h a t t e n ,  d a s  d ie  M a s s e

m\rri2 
m i +  m 2

(3 -4 )

b e s i t z t .  μ w i r d  reduzierte M asse  g e n a n n t .  H a u f ig  w ir d  G l. (3 -4 )  in  d e r

F o rm  1 =  J _  J _
μ mi ' m2 (3 -5 )

g e s c h r ie b e n .  S o m i t  k a n n  d ie  Z e n t r a l k r a f t e b e w e g u n g  z w e ie r  K o r p e r  
u m  i h r  M a s s e n z e n t r u m  s t e t s  a u f  e in  a q u i v a l e n t e s  E i n k o r p e r p r o b l e m  
r e d u z i e r t  w e r d e n .

3-2  D ie  B e w e g u n g s g le i c h u n g e n  u n d  e r s t e  I n t e g r a l e

W ir  b e s c h r a n k e n  u n s  j e t z t  a u f  w i r k l i e h e  Z e n t r a l k r a f t e ,  w o b e i  d a s  
P o t e n t i a l  V  e in e  F u n k t i o n  a l l e in  v o n  r i s t ,  so  d a B  d ie  K r a f t  im m e r  
l a n g s  r  w i r k t .  W e g e n  d e r  E r g e b n i s s e  d e s  v o r a n g e h e n d e n  A b s c h n i t t e s  
b r a u c h e n  w ir  n u r  d a s  P r o b l e m  e in e s  e in z e ln e n  T e i lc h e n s  d e r  M a s s e  m  
z u  b e t r a c h t e n ,  d a s  s ic h  u m  e in  f e s t g e h a l t e n e s  K r a f t z e n t r u m  b e w e g t ,  
w e lc h e s  w ir  a l s  U r s p r u n g  d e s  K o o r d i n a t e n s y s t e m s  w a h le n  w o l le n .  
W e i l  d ie  p o t e n t i e l l e  E n e r g i e  n u r  v o m  R a d i a l a b s t a n d  a b h i i n g t ,  b e s i t z t  
d a s  P r o b le m  K u g e l s y m m e t r i e ,  d . h . ,  i r g e n d e in e  D r e h u n g  u m  i r g e n d e in e
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f e s t e  A c h s e  k a n n  k e i n e n  E in f lu B  a u f  d ie  L o s u n g  h a b e n .  D e s h a lb  m u B  
e in e  W i n k e l k o o r d i n a t e ,  d ie  e in e  D r e h u n g  i im  e in e  f e s t e  A c h s e  d a r s t e l l t ,  
z y k l i s c h  s e in .  D ie s e  S y m m e t r i e e ig e n s c h a f t e n  f u h r e n  z u  e in e r  e r h e b -  
l i c h e n  V e r e in f a c h u n g  d e s  P r o b le m s .  D a  d a s  S y s te m  k u g e l s y m m e t r i s c h  
i s t ,  b l e i b t  d e r  V e k to r  d e s  G e s a m td r e h im p u l s e s

L  =  r  x  p

e r h a l t e n .  D a r a u s  f o lg t ,  d a B  r  s t e t s  s e n k r e c h t  z u  d e r  im  R a u m  f e s te n  
R i c h t u n g  v o n  L  i s t .  D a s  k a n n  n u r  r i c h t i g  sein»  w e n n  r  im m e r  in  e in e r  
E b e n e  l i e g t ,  d e r e n  N o r m a le  p a r a l l e l  z u  L  i s t .  D ie s e  A r g u m e n ta t io n  i s t  
n i c h t  m e h r  g i i l t ig ,  w e n n  L  N u l l  i s t .  I n  d ie s e m  F a l l e  m u B  d ie  B e w e g u n g  
l a n g s  e i n e r  G e r a d e n  d u r c h  d a s  K r a f t z e n t r u m  v e r l a u f e n ,  d e n n  L  =  0 
e r f o r d e r t ,  d a B  r  p a r a l l e l  z u  t  i s t .  D a s  k a n n  n u r  d u r c h  e in e  g e r a d l in ig e  
B e w e g u n g  e r f i i l l t  w e r d e n .1 S o m i t  i s t  e in e  Z e n t r a lk r a f t e b e w e g u n g  s t e t e  
e in e  B e w e g u n g  in  e i n e r  E b e n e .  N u n  w i r d  d ie  B e w e g u n g  e in e s  T e i lc h e n s  
im  R a u m  d u r c h  d r e i  K o o r d i n a t e n  b e s c h r ie b e n ;  in  K u g e lk o o r d in a te n  
s in d  d ie s  d e r  A z im u tw in k e l  Θ, d e r  P o la r w in k e l  Ψ u n d  d e r  R a d i a l -  
a b s t a n d  r .  W a h l t  m a n  d ie  P o la c h s e  in  R i c h t u n g  v o n  L , so  e r f o lg t  d ie  
B e w e g u n g  s t e t s  in  d e r  E b e n e  s e n k r e c h t  z u r  P o la c h s e .  D ie  K o o r d in a t e  
Ψ h a t  d a n n  d e n  k o n s t  a n  t e n  W e r t  ?r/2  u n d  k a n n  in  d e r  n a c h f o lg e n d e n  
D is k u s s io n  w e g g e la s s e n  w e r d e n .  D ie  E r h a l t u n g  d e s  D r e h im p u l s v e k to r s  
l i e f e r t  d r e i  u n a b h a n g i g e  K o n s t a n t e n  d e r  B e w e g u n g  ( e n t s p r e c h e n d  d e n  
d r e i  c a r t e s i s c h e n  K o m p o n e n t e n ) .  Z w e i v o n  d ie s e n ,  n a m l ic h  d ie  d ie  
k o n s t a n t e  Richtung  d e s  D r e h im p u l s e s  b e s c h r e ib e n ,  w u r d e n  d a z u  b e -  
n u t z t ,  d a s  P r o b l e m  v o n  d r e i  a u f  z w e i F r e i h e i t s g r a d e  z u  r e d u z i e r e n .  D ie  
d r i t t e  d ie s e r  K o n s t a n t e n ,  d ie  d e r  E r h a l t u n g  d e s  B e t r a g e s  v o n  L  e n t -  
s p r i c h t ,  b l e i b t  n o c h  z u r  V e r v o l l s t i in d ig u n g  d e r  L o s u n g  z u  u n s e r e r  
V e r f u g u n g .

D r u c k e n  w ir  n u n  d ie  L A O E A N O E -Funkfcion  in  e b e n e n  P o la r k o o r d i -  

n a t e n a u s :  L =  T  -  V

=  £m (r*  +  rW) -  V(r).

W ie  s c h o n  v o r h e r  z u  s e h e n  w a r ,  i s t  Θ e in e  z y k l i s c h e  K o o r d in a t e ,  d e r e n  
e n t s p r e c h e n d e r  k a n o n i s c h e r  I m p u l s  d e r  D r e h im p u l s  d e s  S y s te m s  i s t :

p ,  =  H

E i n e  d e r  z w e i B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  i s t  d a n n  e in f a c h

(3 -6 )

P# =  ^  (rnrM) =  0 (3-7)

1 F o rm a l g i l t f  =  tnr *f r&i*. D eeh a lb  e r fo rd e r t r X f  = 0 ,  daB 6 =  0 is t.
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m i t  d e m  I n t e g r a l

mr20 =  L (3- 8 )

D a b e i  i s t  l d e r  k o n s t a n t e  B e t r a g  
d e s  D r e h im p u l s e s .  A u s  (3 -7 )  f o lg t  
e b e n f a l l s

U H - 0 · <3 -9 >

D e r  F a k t o r  \  w u r d e  e i n g e s e t z t ,  
w e i l  \ r 2Q g e r a d e  d ie  Flachenge- 
schwindigkeit  i s t  -  d ie  F l a c h e ,  d ie  
v o m  R a d i u s v e k t o r  i n  d e r  Z e i t -  
e i n h e i t  i i b e r s t r i c h e n  w i r d .  D ie s e  
I n t e r p r e t a t i o n  f o l g t  a u s  d e m  D ia -  
g r a m m  A b b .  3 -2 :  D a s  F l a c h e n -  

d i f f e r e n t i a l ,  d a s  in  d e r  Z e i t  dt  i i b e r s t r i c h e n  w i r d ,  i s t

dA  =  | r ( r d 0) ,

u n d  d e s h a lb  i s t

dA  =  1 2 d 0 
dt 2 r dt

D ie  E r h a l t u n g  d e s  D r e h i m p u l s e s  i s t  s o m i t  a q u i v a l e n t  d e r  A u s s a g e :  
D ie  F l a c h e n g e s c h w i n d i g k e i t  i s t  k o n s t a n t .  H i e r  h a b e n  w ir  d e n  B e w e is  
d e s  w o h l b e k a n n t e n  z w e i t e n  K E P L E R s c h e n  G e s e tz e s  d e r  P l a n e t e n -  
b e w e g u n g :  d e r  R a d i u s v e k t o r  i i b e r s t r e i c h t  in  g le ic h e n  Z e i t e n  g le ic h e  
F l a e h e n .  E s  s o i l  b e t o n t  w e r d e n ,  d a b  d ie  E r h a l t u n g  d e r  F l a c h e n g e 
s c h w in d ig k e i t  e in e  a l lg e m e in e  E i g e n s c h a f t  d e r  Z e n t r a l k r a f t e b e w e g u n g  
i s t  u n d  n i c h t  a u f  e in e  K r a f t  d e r  F o r m  1 / r 2 b e s c h r a n k t  i s t .

D ie  v e r b l e ib e n d e  L A G R A N G E -G le ic h u n g  f u r  d ie  K o o r d i n a t e  r l a u t e t :

(m r)  — mr62 +  ^  =  0 . (3 - 10)

B e z e ic h n e n  w ir  d ie  K r a f t — —  l a n g s r i m i t / ( r ) ,  so  k a n n  d ie  G le i c h u n g
dr

#

f o lg e n d e r m a f ie n  g e s c h r i e b e n  w e r d e n  :

mr — mr&2 =  / ( r ) .  (3 -1 1 )

V e r w e n d e n  w ir  d a s  e r s t e  I n t e g r a l  G l .  (3 -8 ), d a n n  k a n n  6 a u s  d e r  
B e w e g u n g s g le ic h u n g  e l i m i n i e r t  w e r d e n .  M a n  e r h a l t  e in e  D i f f e r e n t ia l -

D ie  B ew eg u n g sg le ich u n g en  u n d  e rs te  In te g ra le

Abb. 3-2. Die vom Radiusvektor 
in der Zeit dt iiberstrichene Fl&che.
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g le ic lm n g  z w e i t e r  O r d n u n g ,  d ie  n n r  r  e n t h a l t :

E s  l a B t  s ic h  e in  w e i t e r e s  e r s t e s  I n t e g r a l  d e r  B e w e g u n g  a n g e b e n ,  n a m l ic h  
d ie  G e s a m te n e r g ie ,  d a  d ie  K r a f t e  k o n s e r v a t i v  s in d .  A u f  G r u n d  d e s  
a l lg e m e in e n  E n e r g i e e r h a l t u n g s s a t z e s  k o n n e n  w i r  u n m i t t e l b a r  f e s t -  
s t e l l e n ,  d a B  *

E  =  -m(T* +  rW) +  V(r) (3 -1 3 )

e in e  K o n s t a n t e  d e r  B e w e g u n g  i s t ,  w o b e i  E  d ie  E n e r g i e  d e s  S y s te m s  
i s t .  A n d e r e r s e i t s  k o n n t e  d ie s e s  e r s t e  I n t e g r a l  w ie d e r  d i r e k t  a u s  d e n  
B e w e g u n g s g le i c h u n g e n  (3-7.) u n d  (3 -1 2 )  a b g e l e i t e t  w e r d e n .  D ie  l e t z t e r e  
k a n n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

m f —  ± f r  +  I J L Y
d r \ r  ̂2wiry (3 -1 4 )

M u l t i p l i z i e r t  m a n  b e id e  S e i t e n  v o n  G l.  (3 -1 4 )  m i t r ,  s o  w i r d  d ie  l in k e  

S e i t e  d  / I

dt \ 2  m*
m ff ή .

A h n l i c h  k a n n  d ie  r e c h t e  S e i t e  a l s  e in e  t o t a l e  A b l e i t u n g  n a c h  d e r  Z e i t  
g e s c h r ie b e n  w e r d e n ,  d e n n  w e n n  g(r) i r g e n d e in e  F u n k t i o n  v o n  r  i s t ,  
d a n n  h a t  d ie  t o t a l e  A b l e i t u n g  v o n  g  n a c h  d e r  Z e i t  d ie  F o r m

d f v dg dr 
d t 9(T) =  d r d i ‘

D e m n a c h  i s t  G l.  (3 -1 4 )  E q u i v a l e n t  z u

d (
o d e r

u n d  d e s h a l b  i s t

a 6 ^  + 1=»+^)-°·
-  m f3 +  i  +  V =  c o n s ta n t .  Z Δ m r* (3 -1 5 )

G l.  (3 -1 5 )  b e d e u t e t  d ie  E r h a l t u n g  d e r  G e s a m te n e r g ie ,  d e n n  v e r w e n d e t  
m a n  (3 -8 )  f u r  l, s o  k a n n  d e r  m i t t l e r e  T e r m  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

1 ± _
2 m r*

1 *  j a «  m r t y
-  — ·

u n d  (3 -1 5 )  r e d u z i e r t  s ic h  a u f  (3 -1 3 ) .
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D ie s e  z w e i e r s t e n  I n t e g r a t e  l i e f e r n  11n s  t a t s a e h l i c h  z w e i d e r  Q u a d r a 
t u r e s  d ie  z u r  V e r v o l l s t a n d i g u n g  d e r  L o s u n g  n o t w e n d i g  s in d .  W e i l  z w e i 
V a r i a b l e n  r u n d  0 v o r l i e g e n ,  s i n d  i n s g e s a m t  v i e r  I n t e g r a t i o n e n  n o t i g .  
u m  d ie  B e w e g u n g s g le i e h u n g e n  z u  lo s e n .  D ie  e r s t e n  z w e i I n t e g r a t i o n e n  
h a b e n  d ie  L A G R A N G E schen G le i c h u n g e n  a u f  z w e i G le i c h u n g e n  e r s t e r  
O r d n u n g  (3 -8 )  u n d  (3 -1 5 )  g e f u h r t ;  d ie  z w e i i i b r ig e n  I n t e g r a t i o n e n  
k o n n e n  ( f o r m a l )  a u f  v e r s c h i e d e n e n  W e g e n  a u s g e f i i h r t  w e r d e n .  D a s  
v ie l l e i c h t  e i n f a e h s t e  V e r f a h r e n  g e h t  v o n  G l. (3 -1 5 )  a u s .  L o s e n  w i r  
n a c h  f  a u f ,  so  h a b e n  w i r

o d e r

(3 -1 6 )

(3 -1 7 )

Z u r  Z e i t  t =  0 m o g e  r  d e n  A n f a n g s w e r t  r0 h a b e n .  D a s  I n t e g r a l  a u f  
b e id e n  S e i t e n  d e r  G le i c h u n g  z w is c h e n  A n f a n g s z u s t a n d  u n d  d e m  Z u -  
s t a n d  z u r  Z e i t  t n i m m t  d a n n  d ie  F o r m  a n  :

t =
(3 -1 8 )

W ie  w ir  s e h e n ,  l i e f e r t  G l.  (3 -1 8 )  t a l s  F u n k t i o n  v o n  r  u n d  d e n  I n t e g r a -  
t i o n s k o n s t a n t e n  E , l u n d  r0. D a s  k a n n  z u m i n d e s t  f o r m a l  u m g e k e h r t  
w e r d e n ,  s o  d a B  r  a l s  F u n k t i o n  v o n  t u n d  d e n  K o n s t a n t e n  g e g e b e n  i s t .  
1 s t  d ie  L o s u n g  f u r  r  e i n m a l  g e f u n d e n ,  f o l g t  d ie  L o s u n g  0 u n m i t t e l b a r  
a u s  G l. (3 -8 ) , d ie  g e s c h r ie b e n  w e r d e n  k a n n  :

(3 -1 9 )

W e n n  d e r  A n f a n g s w e r t  v o n  0 g le ic h  0o i s t ,  d a n n  l a u t e t  d a s  I n t e g r a l  v o n  
(3 -1 9 )  e i n f a c h :

(3 -2 0 )

D ie  G l. (3 -1 8 )  u n d  (3 -2 0 )  s in d  d ie  z w e i  r e s t l i c h e n  I n t e g r a t i o n e n .  D a m i t  
i s t  d a s  P r o b l e m  f o r m a l  a u f  Q u a d r a t u r e n  m i t  v ie r  I n t e g r a t i o n s k o n -  
s t a n t e n  E , l , r 0 u n d  0O z u r i i e k g e f u h r t .  D ie s e  K o n s t a n t e n  s in d  n i c h t  
d ie  e in z ig e n ,  d ie  m a n  b e t r a c h t e n  k a n n .  W i r  h a t t e n  e b e n s o g u t  r0, 0O, r0 
u n d  60 n e h m e n  k o n n e n ,  a b e r  n a t i i r l i c h  l a s s e n  s ie h  E  u n d  l im m e r
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a l s  F u n k t i o n e n  d ie s e s  S a tz e s  b e s t i m m e n .  F i i r  v ie le  A n w e n d u n g e n  
i s t  d e r  S a t z ,  d e r  d ie  E n e r g i e  u n d  d e n  D r e h im p u l s  e n t h a l t ,  d e r  n a t i i r -  
l i c h e .  I n  d e r  Q u a n t e n m e c h a n i k  w a r d e n  s o lc h e  K o n s t a n t e n  w ie  d ie  
A n f a n g s w e r t e  v o n  r  u n d  Θ o d e r  v o n  r  u n d  6 b e d e u t u n g s l o s .  A b e r  w ir  
k o n n e n  n o c h  im r a e r  v o n  d e n  B e g r i f f e n  S y s te m e n e r g ie  o d e r  S y s te m  - 
d r e h i m p u l s  s p r e c h e n .  T a t s a c h l i c h  t r e t e n  d ie  h e r v o r r a g e n d e n  U n te r -  
s c h ie d e  z w is c h e n  k l a s s i s c h e r  u n d  Q u a n t e n m e c h a n i k  d u r c h  d ie  E ig e n -  
s c h a f t e n  v o n  E  u n d  l in  d e n  b e id e n  T h e o r i e n  in  E r s c h e i n u n g .  U m  d e n  
t f b e r g a n g  z u  Q u a n t e n t h e o r i e n  z u  d i s k u t i e r e n ,  i s t  e s  d e s h a lb  w ic h t ig ,  
d a B  d ie  k la s s i s c h e  B e s c h r e i b u n g  d e s  S y s t e m s  d u r c h  s e in e  E n e r g i e  u n d  
s e in e n  D r e h i m p u l s  e r f o lg t .

3-3  D a s  a q u i v a l e n t e  e i n d im e n s i o n a l e  P r o b l e m  u n d  d ie  K la s s i f ik a t io n  
d e r  B a h n e n

W i r  h a b e n  d a s  P r o b le m  s o w e i t  z w a r  f o r m a l  g e lo s t ,  p r a k t i s c h  s in d  
d ie  I n t e g r a t e  (3 -1 8 )  u n d  (3 -2 0 )  a b e r  g e w o h n l i c h  s e h r  s c h w e r  z u  b e -  
h a n d e l n  u n d  in  s p e z ie l le n  F a l l e n  i s t  e s  o f t  b e q u e m ,  d ie  I n t e g r a t i o n  in  
a n d e r e r  F o r m  a u s z u f i i h r e n .  A b e r  e h e  w ir  d a r a n  g e h e n ,  d ie  L o s u n g  f u r  . 
b e s o n d e r e  K r a f t g e s e t z e  z u  b e s t i m m e n ,  w o l le n  w ir  s e h e n ,  w a s  w ir  u b e r  
d ie  B e w e g u n g  im  a l lg e m e in e n  F a l l e  l e r n e n  k o n n e n ,  in d e m  w ir  n u r  d ie  
B e w e g u n g s g le i c h u n g e n  u n d  d ie  E r h a l t u n g s s a t z e  v e r w e n d e n ,  o h n e  
e x p l i z i t e  L o s u n g e n  z u  v e r l a n g e n .

Z u m  B e is p ie l  k o n n e n  in  e in e m  S y s t e m  m i t  b e k a n n t e r  E n e r g i e  u n d  
b e k a n n t e m  D r e h im p u l s  d e r  B e t r a g  u n d  d ie  R i c h t u n g  d e r  G e s c h w in d ig -  
k e i t  d e s  T e i lc h e n s  u n m i t t e l b a r  a l s  F u n k t i o n e n  d e s  A b s t a n d e s  r  b e -  
s t i m m t  w e r d e n .  D e r  B e t r a g  v f o lg t  s o f o r t  a u s  d e m  E n e r g i e e r h a l tu n g s -
s a t z  d e r  F o r m  i

E  «  nu? +  V(r)
o d e r

v =  > / “  (£  "  V (r )) . (3 , 2 η

D ie  R a d ia lg e s c h w in d i g k e i t  -  d ie  K o m p o n e n t e  v o n  t  in  R i c h t u n g  d e s  
R a d i u s v e k t o r s  -  i s t  b e r e i t s  d u r c h  G l. (3 -1 6 )  g e g e b e n .  Z u s a m m e n  m i t  
d e m  B e t r a g  r  h a t  m a n  d a m i t  e in e  a u s r e ic h e n d e  I n f o r m a t io n ,  u m  d ie  
R i c h t u n g  d e r  G e s c h w in d ig k e i t  z u  b e s t i m m e n .2 D ie s e  E r g e b n i s s e  u n d  
v ie le s  m e h r  k o n n e n  a u c h  d u r c h  B e t r a c h t u n g  e in e s  a q u i v a l e n t e n  e in -  
d im e n s io n a l e n  P r o b le m s  e r h a l t e n  w e r d e n .

*Anderer9eite liefert die Erhaltung des Drehimpulsee die ΛΛ inkelgeschwindig- 
keit 6 . 6 und r ergeben zusammen den Betrag und die Richtung von r.



3-3 D as  a q u iv a le n te  e in d im en sio n a le  P ro b le m 71

D ie  B e w e g u n g s g le i c h u n g  (3 -1 2 )  in  r ,  i n  d e r  Θ d u r e h  l a u s g e d r i i c k t  
i s t ,  e n t h a l t  n u r  r  u n d  d e s s e n  A b l e i t u n g e n .  E s  i s t  d ie s e lb e  G le ic h u n g ,  
d ie  m a n  f u r  e in  f ik t iv e s  e i n d im e n s i o n a l e s  P r o b l e m  e r h a l t ,  i n  d e m  e in  
T e i le h e n  d e r  M a s s e  m  e i n e r  K r a f t

/ '  =  /  +  — 3 (3 -2 2 )mr3
u n t e r w o r f e n  i s t .  D ie  B e d e u t u n g  d e s  z u s a t z l i c h e n  T e r m s  w i r d  k l a r ,  
w e n n  m a n  f u r  i h n  mrd2 =  mv2e/ r  s c h r e i b t .  D a s  i s t  d ie  b e k a n n t e  Z e n t r i -  
f u g a l k r a f t .  E i n e  a q u i v a l e n t e  A u s s a g e  g e w i n n t  m a n  a u s  d e m  E r -  
h a l t u n g s s a t z  f u r  d ie  E n e r g i e .  N a c h  G l.  (3 -1 5 )  i s t  d ie  B e w e g u n g  d e s  
T e i lc h e n s  in  r  d ie  e in e s  e i n d im e n s i o n a l e n  P r o b l e m s  m i t  e i n e r  f ik t iv e n  
p o t e n t i e l l e n  E n e r g i e

(3 -2 2 ')V '  =  v  +  -  — .
V V ^  2 m r2

Z u r  P r i i f u n g  s t e l l e n  w i r  f e s t ,  d a B

1 dr J > T  mr3
g i l t .  D a s  s t i m m t  m i t  G l.  (3 -2 2 )  i ib e r e in .  D e r  E n e r g i e e r h a l t u n g s s a t z  
(3 -1 5 )  k a n n  s o m i t  f o lg e n d e r m a B e n  g e s c h r i e b e n  w e r d e n :

E  =  V  +  \  m r1. (3 -1 5 ')

Z u r  E r l a u t e r u n g  d ie s e r  M e th o d e ,  d ie  B e w e g u n g  z u  u n t e r s u e h e n ,  
b e t r a c h t e n  w ir  e in e  g r a p h i s c h e  D a r s t e l l u n g  v o n  V  i i b e r  r  f i i r  d e n  
s p e z ie l le n  F a l l  e i n e r  a n  z i e h e n d e n  K r a f t  d e r  F o r m

/ = - -  J j.2

( f i i r  p o s i t i v e s  k  g e w a h r l e i s t e t  d a s  M in u s z e ic h e n ,  d a B  d ie  K r a f t  a u f  
d a s  K r a f t z e n t r u m  h in w e i s t ) .  D ie  p o t e n t i e l l e  E n e r g i e  f i i r  d ie s e  K r a f t  i s t

7 = - ^ .
r

u n d  d a s  e n t s p r e e h e n d e  f i k t i v e  P o t e n t i a l  l a u t e t :

V  =  -  -  -I- .
r  2 mr2

E i n e  s o lc h e  F u n k t i o n  i s t  in  A b b .  3 -3  d a r g e s t e l l t ;  d ie  z w e i p u n k t i e r t e n  \ \ νΛΒ U/\
12

K u r v e n  r e p r a s e n t i e r e n  d ie  e i n z e ln e n  K o m p o n e n t e n  —  kjr  u n d  +
>■· \

/κ
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\ J L
\ 2mr2
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i
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Abb. 3-3. Das equivalent© ein- 
dimensionale Potential fiir anziehen- 
de Krafte, die dem Gesetz des rezi- 
proken Abstandsquadrates gehor- 
chen.

Kraftgesetz des reziproken Abstands
quadrates.

und die ausgezogene K urve ist die 
Summe V ' .

AVir wollen nun die Bewegung 
eines Teilchens betrachten, das die 
Energie E x besitzt, wie die Abb.
3-3 und 3-4 zeigen. Selbstverstand- 
lich kann dieses Teilchen niemals 
dichter als rx an das K raftzentrum  
herankom m en (vgl. Abb. 3-4). An- 
sonsten libersteigt V' fu r r <  rl E l, 
und nach Gl. (3-15') wird die kine- 
tische Energie negativ. Das ent- 
spriiche einerim aginaren Geschwin- 
digkeit! Andererseits gibt es keine 
obere Grenze fiir den moglichen 
W ert von r, so daB die Bahn nicht 
geschlossen ist. Ein Teilchen kom m t 
aus dem Unendlichen an, stoBt 
gegen die ,,abstoBende Zentrifugal- 
barriere” , wird zuruckgestoBen 
und w andert zuriick nach dem U n
endlichen (vgl. Abb. 3-5). Der Ab- 
stand zwischen E  und V f ist 
d.h. proportional dem Q uadrat 
der Radialgeschwindigkeit und 
wird naturlich  am Umkehrpunkt rx 
Null. Gleichzeitig ist der Abstand 
zwischen E  und V auf der K urve 
gleich der kinetischen Energie 

fiir den gegebenen W ert von r. 
Demnach ist der Abstand zwischen 
den K urven fiir V und I7' gleich 

Diese K urven liefern deshalb 
den Betrag der Teilchengeschwin- 
digkeit und ihre Komponenten fiir 
irgendeinen A bstand r bei gegebener 
Energieundgegebenem Drehimpuls. 
Diese Inform ation ist ausreichend, 
um sich ein ungefahres Bild von 
der Form  der Bahn zu machen.

Fiir die Energie E 2 — 0 (vgl. 
Abb. 3-3)erhalt man ein ahnliches
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Bild fiir den Bahnverlauf. Aber fur 
irgendeine niedrigere Energie, wie 
etw a E z in Abb. 3-6, ist die S ituation 
anders. Zusatzlich zu einer unteren  
Grenze ?\ ist auch ein M axim alwert r2 
vorhanden, der fiir positive kinetische 
Energie von r n icht iiberschritten wer- 
den kann. Die Bewegung ist dann  
,,gebunden” , und es g ib t zwei Um- 
kehrpunkte ?\ und r2, die auch A p -  
sidenabstande genannt werden. Das 
bedeu tet nicht notwendig, daB die 
Bahnen geschlossen sind. Man kann  
lediglich sagen, daB sie gebunden 
zwischen zwei K reisen m it den Radien 
rx und  r2 verlaufen miissen. Die Um- 
kehrpunkte  liegen s te ts  au f diesen 
K reisen (vgl. Abb. 3-7).

Liegt die Energie gerade im 
bundene Bewegung). M inimum des fiktiven P o ten tia ls  (vgl.
Abb. 3-8), dann fallen die beiden Bindungskreise zusam m en. In  einem 
solchen Falle is t die Bewegung nur fiir einen R ad ialabstand  moglich; 
r =  0 und die B ahn is t ein Kreis. E rinnern  wir uns. daB die effektive

Abb. 3-6. Das aquivalente eindi- 
mensionale Pi)tential des Kraftge- 
setzes des reziproken Abstandsquadra- 
tes, zur Darstellung einer gebundenen 
Bewegung bei negativen Energien.

Abb. 3-7. Schematische Darstel
lung der Bahnen bei gebundener 
Bewegung.
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„K ra ft” gleich dem negativen An- 
stieg der F '-K urve ist. Somit lau tet 
die Bedingung fu r Kreisbahnen ein- 
fach, daB / ' Null ist, oder

/(r) =  ^  -  ~

W ir haben hier die besonders 
elem entare Bedingung fiir eine 
K reisbahn, daB namlich die ange- 
wendete K ra ft gerade die ,,umge- 
kehrte  effektive K ra ft” der Zentri- 
petalbeschleunigung ausgleicht.3

Es soil beton t werden, daB alle 
diese Diskussionen uber Babnen 
m it verschiedenen Energien fiir 
nu r einen W ert des Drehimpulses 

galten . Eine A nderung von / wird zwar den quan tita tiven  Kurven- 
verlau f von F ' andern, wird aber keinen EinfluB au f die allgemeihe 
K lassifikation der B ahntvpen haben.

F u r  die A nziehungskraft der oben d iskutierten  Form  1 /r2 werden 
wir sehen, daB die Bahn fur E x eine Hyperbel, fur E 2 eine Parabel 
und fur E z eine Ellipse ist. F iir andere K rafte haben die Bahnen nicht 
solche einfache Form en. Jedoch bleibt die gleiche allgcmeine quali
ta tiv e  E inteilung in offene, gebundene und kreisformige Bahnen auch 
fiir andere Anziehungspotentiale richtig, wenn diese nur: (1) schwiichcr 
als 1 /r2 fiir r -+ oo abnehm en, (2 ) langsam er als 1 /r2 fiir r -*> 0 un- 
endlich werden. Die erste Bedingung gewahrleistet, daB das Potential 
den Zentrifugalterm  fiir groBe r iiberwiegt, wahrend die zweite Be
dingung dafiir sorgt, daB fiir kleine r der Zentrifugalterm  vorherrscht.

Die qualita tive N atu r der Bewegung wird geiindert, wenn das Po
ten tia l diese Forderungen nicht erfiillt, aber wir konnen im m er noch 
die M ethode des aquivalenten Potentials verwenden, uni die Grund- 
ziige der Bahnen zu untersuchen. Als Beispiel betrachten wir das

A nziehungspotential F (r) =  — — mit /  =  — ™  Das Energiediagramm

ist fiir diesen Fall in Abb. 3-9 gezeigt. F iir eine Energie E  gibt es zwei 
mogliche Bewegungstvpen, die von dem Anfangswert von r abhangen.

3 Der Fall E < Ea entepricht keiner physikaliech mdglichen Bewegung, denn 
dann xniiBte r* negativ, d.h. r imaginar sein.

Abb. 3-8. Das aquivalente ein- 
dimensionale Potential des Kraft- 
gesetzes des reziproken Abstands- 
quadrates, zur Illustration der Be
dingung fiir Kreisbahnen.
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1st r0 kleiner als rv  so wird die B e
wegung gebunden sein, r w ird ste ts  
kleiner als rx bleiben, und das Teil- 
chen wird eventuell durch das K raft- 
zen trum  hindurehgehen. W enn r 
anfangs groBer als r 2 ist, dann wird 
es im m er so bleiben; die Bewegung 
ist ungebunden, und das Teilchen 
kann  nieinals in den ,,P o ten tia lto p f” 
gelangen. Die Anfangsbedingung 
r i <  ro <  r 2 is t pbysikalisch wieder 
n ich t moglich.

E in  anderes in teressantes Beispiel 
der M ethode begegnet uns bei einer 
linearen riicktreibenden K ra ft (har- 
m onischer O szillator):

/  =  - k r ,  V  =  |  k r \

Abb. 3-9. Das aquivalente ein- Λ . Ί Ί τλ u· ι
dim ensions Potential einer an- F u r  verschwindenden D rehim puls,
ziehenden Kraft, die der vierten entsprochend der Bewegung langs 
Potenz des Abstandes umgekehrt einer Geraden, gilt V  — V. Die 
proportional ist. S ituation ist in Abb. 3- 1 0  dargestellt.
F u r irgendeine positive Energie ist die Bewegung gebunden und, wie 
wir wissen, einfach harm onisch. I s t i  ^  0, so haben wir die in Abb. 3-11 
gezeigte S ituation. Die Bewegung ist dann  fu r alle physikalisch 
mogliehen Energien gebunden und geht nicht durch das K raflzen trum . 
In  diesem besonderen F all ist leicht einzusehen. daB die J lah n  ellip- 
tisch ist, denn wenn f = — A:r ist, so haben wir fur die K iaftkom po-

Abb. 3-10. Abb. 3-11.
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nen ten  in x- und y-R ichtung

/* — —kz, f y =  —ky.
Die gesam te Bewegung ist dem nach die Resultierende zweier ein- 
facher harm onischer Schwingungen im rechten Winkel zueinander. 
Sie haben die gleiche Frequenz. Das fiihrt im allgemeinen au f eine 
elliptische Bahn. Ein w ohlbekanntes Beispiel ist das spharische Pendel 
m it kleinen A m plituden. Die bekannten LisSAJOUS-Figuren erhalt 
m an durch t)berlagerung zweier sinusformiger Schwingungen im 
rechten  W inkel zueinander, wobei das Verhaltnis der Frequenzen eine 
rationale Zahl ist. Die Zentralkraftebew egung un te r der W irkung einer 
linearen riicktreibenden K ra ft erzeugt dem nach die einfachste L issa- 
Jous-F igur.

3 - 4  D er V irialsatz

E ine andere E igenschaft der Zentralkraftebew egung kann als 
Spezialfall eines allgemeinen Satzes hergeleitet warden, der fiir eine 
groBe M annigfaltigkeit von System en g ilt -  des sog. Virialsaizes. E r 
unterscheidet sich in seinem C harakter von den bisher diskutierten 
Satzen dadurch, daB er seiner N atu r nach statistisch ist, d.h., er be- 
faBt sich m it den Zeitm ittelw erten verschiedener mechanischer GroBen.

B etrach ten  wir ein allgemeines System von M assenpunkten m it 
O rtsvektoren r< und angewendeten K raften  F< (einschlieBlich Zwangs- 
kraften). Die grundlegenden Bewegungsgleichungen lauten dann

Pi - F* (1-1)
W ir wollen uns fiir die GroBe

ο  = 2 ρ · , γ·i
interessieren, wobei die Sumine iiber alle Teilchen im System zu 
nehm en ist. Die to ta le  A bleitung dieser GroBe nach der Zeit ist

^  - 2  f ‘ · P· + 2  P* · r‘- (3-23)

D er erste  Term  kannum geform t werden in

2  ** * P* =  2  * *· “ 2  β  ·
i t *

D er zweite wird wegen Gl. (1-1):

2 p . t . = 2 F ‘ , r ‘·< <
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61. (3-23) reduziert sich deshalb au f

4  2  P.· · Γ, =  2T  +  2  Ft· . r,·. (3-24)ai t {
Den Z eitm ittelw ert von 61. (3-24) Tiber ein Z eitin tervall r  erhalt 
man, indem  m an beide Seiten liber t von 0 bis r  in tegriert und  durch r  
d iv id ie rt:

oder

2T  =  -  [G(r) -  G(0)]. (3-25)
i T

1 s t die Bewegung periodisch, d.h., kehren alle K oordinatenw erte nach  
einer gewissen Zeit wieder, und  w ird r  gleich der Periode gew ahlt, 
dann verschwindet die rechte Seite von (3-25). Zu einem  ahnlichen 
SchluB kom m t m an auch dann, wenn die Bewegung n ich t periodisch 
ist, vorausgesetzt, dab die K oordinaten  u n d  Geschwindigkeiten fu r 
alle Teilchen endlich bleiben, so daB es eine obere Grenze fur G gibt. 
W ahlt m an r  hinreichend groB, so kann  die rechte Seite von Gl. (3-25) 
beliebig klein gem acht werden. In  beiden Fallen  folgt dann

T = - \ 2  F< · r.· (3-26)

Gl. (3-26) ist als Virialsatz bekann t, und  die rechte Seite wird Clattsifs- 
sches Vtrial genannt. In  dieser Form  ist der Satz sehr nutzlich in der 
kinetischen Theorie der Gase. So b rauch t m an nu r ein p aar Schritte 
weiterzugehen, um  das BoYLEsche Gesetz fu r ideale Gase zu beweisen 
(vgl. L ind sa y , Physical Statistics, S. 70). Der Satz ist praktisch  un- 
entbehrlich zur Berechnung der Zustandsgleichung realer Gase, wobei 
die K ra fteF i nicht nur die Zw angskrafte um fassen, die die Gasteilchen 
im B ehalter halten, sondern auch die W echselw irkungskrafte zwischen 
den Molekulen.

Man kann weiter zeigen, daB dann, wenn die K rafte  F,· die Summe 
von N ichtreibungs-K raften FI und geschw indigkeitsproportionalen 
R eibungskraften f t sind, das Virial nur von den F{ ab h an g t; die f» 
liefem keinen Beitrag. N aturlich  d a rf  die Bewegung des System s nicht 
au f G rund der R eibungskrafte zum Erliegen kom m en. Standig muB 
Energie in das System  gepum pt werden, um die Bewegung zu e rh a lte n ; 
sonst wlirden alle Zeitm ittelw erte m it beliebig wachsendem r ver- 
schwinden.

W enn die K rafte  n icht von einem P o ten tia l abgeleitet werden 
konnen, dann lau te t das Theorem :
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f - i ? " ' · ' . (3-27)

und  fu r ein einzelnes Teilchen, das sich un te r dera EinfluB einer 
Z en tra lk raft bewegt, reduziert es sich au f

wobei der E xponen t so gew ahlt sei, daB das K raftgesetz wie r" geh tf 
dann gilt

3- 5  D ie Differentialgleichung fur die Bahn und integrierbare Potenz- 
potentiale

Zur Behandlung besonderer Einzelheiten eines wirklichen Zentral- 
krafteproblem s ist es notwendig, unsere Betrachtungen in einer anderen 
R ich tung  weiterzuflihren. Das Losen eines Problems bedeutete bislang, 
r und  Θ als Funktionen der Zeit m it E , I usw. als Integrationskon- 
s tan ten  zu finden. Moistens sind es aber die Bahngleichungen, die wir 
suchen, d.h., die A bhangigkeit des Abstandes r von Θ, wobei der P ara
m eter i eliminiert ist. F iir Zentralkrafteproblem e ist die Elim ination 
besonders einfach, da / in den Bewegungsgleichungen nur als Diffe
ren tia tions variable au ftritt. Tatsachlich liefert eine Bewegungs- 
gleichung, nam lich (3 -8). einfach eine definierte Beziehung zwischen 
einer differentiellen A nderung dt und der entsprechenden Anderung dB:

(3-28)

W enn V  eine Potenzfunktion von r  i s t :

V  =  at**,

— r = (n.+ 1)7,

und Gl. (3-28) wird
f  =  i ± l p .

(3-29)

F iir den m ehr speziellen Fall des K raftgesetzes m it n  =  —  2  nim m t 
der V irialsatz die w ohlbekannte Form  a n :

(3-30)

Id i = mr* dB, (3-31)
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Die entsprechende Beziehung zwischen den A bleitungen nach  t und  0 
lau te t:

d _  l d 
dt mr2 dd

(3-32)

Diese Beziehnngen konnen dazu b en u tz t werden, die Bewegungs- 
gleicbung (3-12) in eine D ifferentialgleichung fu r die Bahn uberzu- 
ftihren. Zum anderen konnen sie au f  die in Gl. (3-17) gegebene form ale 
Losung der Bewegungsgleiehungen angew endet werden. M an erh a lt so 
d irekt die Bahngleichnng. Z unachst wollen wir der ersteren dieser 
M oglichkeiten nachgehen.

N ach (3-32) kann eine zweite A bleitung nach der Zeit folgender- 
maBen geschrieben w erden :

cP =  J _  ± ( J _ ± \
dt2 mr2 dd \m r2 dd)1

u n d  die LAGRANGE-Gleichung (3-12) fur r wird

I A  ( J L  d r \ _ J L  =  { ( \
r2 dd \m r2 dd) mrz

Um (3-33) zu vereinfachen, bem erken wir, daB

(3-33)

_1 dr _  _  d(l /r)  
r2d d ~  dd

ist. Gehen wir zu einer anderen V ariablen u  =  1 /r  iiber, so haben 
wir dem nach

(3-34)

Gl. (3-34) ist som it eine D ifferentialgleichung fur die Bahn, wenn das 
K raftgesetz /  bekann t ist. I s t  um gekehrt die Bahngleichung bekannt, 
d.h., is t r  als F unk tion  von Θ gegeben, dann  kann  m an um gekehrt vor- 
gehen und e rh a lt das K raftgesetz f(r).

W ir m ochten hier jedoch einige allgemeinere Ergebnisse erhalten . 
Zum Beispiel kann m it (3-34) gezeigt werden, daB die Bahn symm e- 
trisch zu den U m kehrpunkten  ist. Zum Beweis dieser B ehauptung 
bem erken wir, daB es dann, wenn die Bahn sym m etrisch ist, moglich 
sein sollte, sie um  die R ichtung des U m kehrw inkels zu spiegeln, ohne 
daB eine A nderung hervorgerufen wird. Sind die K oordinaten  so ge- 
w ahlt, daB der U m kehrpunkt bei Θ =  Oliegt, dann kann die Spiegelung 
m athem atisch durch die S ubstitu tion  von —0 anstelle von 0 beschrie- 
ben werden. Die D ifferentialgleichung fur die Bahn (3-34) ist offen-
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sichtlich inv arian t gegeniiber einer solchen Substitu tion. AuBerdem 
werden die Anfangsbedingungen

u =  w(0),
© .  -  »■ fur 0 = 0

ebenfalls n ich t beeinfluBt. Dem nach muB die Bahngleichung dieselbe 
bleiben, ob m an sie nun durch 0 oder — 0 ausdriickt. Das ist aber der

gewtinschte SchluB. Die Bahn ist somit 
invariant gegenUber Spiegelung an den 
Apsidzn-Vektoren, Tatsachlich bedeutet 
das, daB man die vollstandige Bahn 
finden kann, wenn der B ahnabschnitt 
zwischen irgend zwei U m kehrpunkten 
bekannt ist. Spiegelung des gegebenen 
A bschnitts an einem der Apsiden- 
Vektoren erzeugt eine benachbarte 
Strecke der Bahn. Dieses Verfahren 
kann beliebig wiederholt werden, bis 
der R est der Bahn vervollstandigt ist, 
vgl. Abb. 3-12.

F u r ein besonderes K raftgesetz muB 
die Bahngleichung durch Integration 

der Differentialgleichung (3-34) gewonnen werden. Es ist jedoch nicht 
notwendig, alle Einzelheiten der In tegration  auszufiihren, zumal die 
m eiste A rbeit fur die Losung der Bewegungsgleichung (3-12) bereits 
geleistet wurde. Man h a t lediglich nur noch t aus der Losung (3-17) 
m it R iicksicht au f (3-31) zu eliminieren. Es ergibt sich

00 ~  rr— p ~ \  (3-35)

Abb. 3-12. Erweiterung der 
Bahn durch Spiegelung eines 
Teiles der Bahn an den Apsi- 
den-Vektoren.

mr* t! W - T'(r) -
2mi*)

N ach geringfiigiger U m ordnung wird das In teg ral von (3-35)

- X :
dr

• w -
2 mV l

r*

+  θο (3-36)

oder, wenn m an die Integrationsvariable in u  =  1/r um andert,
du

Θ

4

2 mE  
P

2 m V — u1
(3-37)

Gl. (3-3 7 ) lost das Problem  zwar formal, aber wie im Falle der
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Bewegungsgleichung ist sie n ich t im m er eine zweckmaBige Losung, 
weil das In teg ra l oft n ich t durch w ohlbekannte Funktionen dargestellt 
werden kann. Tatsachlich sind nu r bestim m te Typen von K raftge- 
setzen un tersucht worden. Die w ichtigsten sind die Potenzfunktionen 
von r:

V = arn+1, (3-38)

so daB die K ra ft m it der n -ten  Potenz von r g eh t.4 M it diesem P o ten tia l 
wird (3-37)

Θ =  0o -
2 mE  

l2

du
2 ma 

l2 u~n~ i — u 2
(3-39)

Dieses In tegral laBt sich w ieder nu r in  bestim m ten Fallen  durch  ein- 
fache Funktionen darstellen. Wenn der R ad ikand  n ich t von hoherer 
Potenz in u  als u2 ist, h a t der N enner die Form  V au2 +  +  y  und
die In tegration  kann d irek t in Ausdriicken von K reisfunktionen aus- 
gefuhrt werden. Diese E inschrankung en tsprich t der Forderung

- n - 1  = 0, 1 , 2

oder, schlieBen wir n  =  —  1 aus,

n  =  —2 , - 3 .

E in weiterer leicht in tegrierbarer F all liegt fur η  =  1 vor, d.h. fu r die 
lineare K ra ft; dann  kann  Gl. (3-39) nam lich geschrieben w erden:

Θ =  0o - du
2 ma ]_ 

l2 u 2 u2
(3-39')

Machen wir nun die S ubstitu tion

u2 = x ,

so wird Gl. (3-39')

du dx
2 V x ’

dx
2 mE  
~ ir  x

2 ma
l2

— x2
(3-40)

4 Der Fall n =  — 1 soil aus der folgendcn Diskussion ausgeschlossen werden. 
Im Potential (3-38) entspricht er einem konstanten Potential, d.h., die Kraft ist 
iiberhaupt Null. Ein ebenso annormaler Fall liegt vor, wenn diesor Exponent 
direkt im Kraftgesetz benutzt wird, weil cine Kraft, die mit r~l geht, oinom 
logarithmischen Potential entspricht, das iiberhaupt kein Potenzgosotz ist. Ein 
logarithmisches Potential ist ungcwohnlich fur die Bewegung uin einen Punkt; 
es ist charakteristischer fur eine Linicn-QueUe.
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D as is t wieder die gewiinschte Form . Demnach erhalt m an eine Losung 
durch einfache Funktionen fiir die Exponenten

n =  1 , —2 , —3.
Das bedeu tet nicht, daB andere Potenzpotentiale nicht integrierbar 
sind; sie fuhren lediglich au f Funktionen, die n icht so gu t bekannt 
sind. Zum Beispiel g ib t es einen Bereich von Exponenten, fiir die 
Gl. (3-39) eUiptische Integrate en thalt. Die Losung wird dann durch 
elliptische Funktionen  dargestellt.

E in  elliptisches In teg ral ist definitionsgemaB

J R ( x ,  ω) dx ,

wenn R  eine rationale F unktion  von x  und ω ist, wobei ω definiert
is t durch  ,------------ ------------------------

ω =  ν α χ 4 +  βχ3 +  yx2 +  Bx +  V-
N atiirlich  konnen a  und β n ich t gleichzeitig Null sein, denn sonst 
konnte das In tegral durch K reisfunktionen gelost werden. Man kann 
zeigen (W hittaker  und  Watson, Modern Analysis, 4. Aufl., S. 512), 
daB jedes solche In tegral au f Form en zuriickgefuhrt werden kann, die 
K reisfunktionen und L egendrescIic elliptische Integrate erster, 
zweiter und d ritte r A rt enthalten . Es g ib t vollstandige und detaillierte 
Tafeln dieser elliptischen Integrale, und ihre Eigenschaften und die 
Zusam m enhange m it elliptischen Funktionen sind ausfuhrlich in der 
L ite ra tu r behandelt worden. In  W ahrheit erfordern sie bei ihrer An- 
w endung keine hoheren logischen Anspriiche als die Kreisfunktionen, 
sie sind nur n ich t so gelaufig. Aus ihrer Definition sieht man, daB das 
In teg ral in (3-39) durch elliptische Funktionen dargestellt werden 
kann , wenn

n =  —4, —5

ist. W ir konnen versuchen, das In tegral in eine andere Form  zu 
bringen, die auch au f elliptische Funktionen fiihrt, indem wir Zahler 
und N enner m it u* multiplizieren, wobei p ein unbestim m ter Exponent 
ist. Das In tegral wird dann

up du
2mE  „  2ma—p -  v ? ----- γ -  η " 1*** — u,<#+1)

Dabei ist der Ausdruck un te r der Wurzel ein Polynom  von hoherem 
als viertem  Grad, auBer fur p =  1 . Das In tegral wird deshalb nur dann 
n ich t schlimmer als elliptisch sein, wenn

—n  — 1 +  2  =  0 , 1 ,  2 , 3 , 4
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oder n  =  + l ,  0, - 1 , - 2 , - 3 .

F u r n  =  +  I? — 2 , — 3 reduzieren sich die Losungen au f K reis- 
funktionen. D er F a ll n  =  —  1 wurde bereits ausgesehlossen, so daB 
dieses Yerfahren nur fur n  =  0 au f elliptische F unktionen  fuh rt.

In  bestim m ten Fallen  konnen wir auch dann  In tegrate  vom  ellip- 
tischen T yp erhalten , wenn wir die V ariable folgendermaBen andern : 
u 2 =  x. Das in Frage kom m ende In teg ra l la u te t d a n n :

E s reduziert sich au f die elliptische F orm  fur
( -  n +  l ) / 2  =  3, 4.

Das fxihrt au f die E xponenten
n  =  —5, —7.

Schliefilich konnen w ir w ieder den K unstgriff anw enden, Zahler u nd  
N enner m it x  zu m ultiplizieren. Die Bedingung dafur, elliptische oder 
einfachere In teg rate  zu erhalten , la u te t d a n n :

Das fiihrt nu r fu r n  =  + 5 ,  + 3  au f neue M oglichkeiten. Alle ganz- 
zahligen E xponenten , die au f elliptische Funktionen  fuhren, sind som it

Obgleich dadurch die M oglichkeiten fur ganzzahlige E xponenten  er- 
schopft sind, kann m an zeigen, daB durch  geeignete T ransform ationen 
auch einige gebrochene E xponenten  au f elliptische In tegrate fuhren.

3- 6 D as Keplerproblem

Das Gesetz fu r n  =  —  2 is t das w ichtigste von alien Z entralkraft- 
gesetzen und  verd ien t eine ausfiihrliche Behandlung. In  diesem Fall 
konnen K ra ft und  P o ten tia l folgendermaBen geschrieben w erden :

2 ^  +  2 = 0 , 1,2,  3 ,4

oder » = + 5 ,  + 3 , + 1 , - 1 , - 3 .

n  = + 5 ,  + 3 ,0 , - 4 ,  - 5 ,  - 7 .

k
r (3-41)
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E s g ib t m ehrere Wege, die Gleichung fur die B ahn zu integrieren. Der 
einfachste besteh t darin, daB m an (3-41) in die Diflerentialgleichung 
(3-34) fur die Bahn einsetzt:

mk
άβ1 + η  i v ~  =  Τ '

(3-42)

mkA ndern wir die Variable gemaB y  =  u — dann wird die Differen- 
tialgleichung

S+»-··
Sie h a t  die d irekte Losung

y = b cos (0 — 0*),

b u n d  0' sind zwei In tegrationskonstanten . D urch r ausgedriickt 
la u te t die Losung

£ =  η|τ (1 +  t COS (0 -  O')), (3-43)

wobei

ist.
Es ist aufschluBreich, die Bahngleichung auch aus der formalen 

Losung (3-39) zu gewinnen. Zwar ist dieses Verfahren langwieriger 
als die einfache In tegration  der Differentialgleichung (3-42), es h a t aber 
den Vorteil, daB die bedeutsam e In tegrationskonstante < autom atisch 
durch  die Energie E  und den Dreliimpuls l des Systems dargestellt 
wird. W ir schreiben (3-39) in der Form

du
2 mku u*

(3-44)

Dabei ist das In teg ra l je tz t unbestim m t. Die GroBe 0' ,  die in (3-44) 
a u ftr itt , ist eine In tegrationskonstan te und wird durch die Anfangs- 
bedingungen bestim m t. Sie is t n ich t notwendig gleich dem Anfangs- 
winkel 0o zur Zeit t =  0 . Das unbestim m te In tegral h a t die allgemeine 
F o rm :5

* Vgl. zum Beispiel B. O. P eirce , A Short Table of Integrals, Nr. 161. Eine 
Konstante — x /2  muB noch zu dem von P eibce gegebenen Resultat addiert 
werden, um (3-45) zu erhalten. Dae ist erlaubt, da das Integral unbestimmt ist.
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/
dx

V a  +  bx +  cx2 V —
1 & +  2cxarc cos — (3-45)

wobei q — b2 — 4ac

ist. Um  das au f  (3*44) anw enden zu konnen, miissen wir setzen:

2  mka = 2 mE
V2 ’ 6 = Z2 c = — 1 .

Die D iskrim inante q ist deshalb

V p Λ  m*y
Mit diesen Substitu tionen wird Gl. (3-44)

0 =  0' — arc cos

1

l2u
mk

y f l  +
2EP
mk2

Losen wir schlieBlich nach  u  auf, so finden wir die Bahngleichung

Diese stim m t m it (3-43) uberein, auBer d a 8 hier e durch E  und  Z 
ausgedruckt ist. Die In teg ra tionskonstan te  0' kann nun m it R ueksicht 
au f Gl. (3-46) als einer der U m kehrw inkel der Bahn identifiziert werden. 
Es sei bem erkt, dab nur drei der vier In teg ra tionskonstan ten  in der 
Bahngleichung auftreten . Das ist s te ts  eine charakteristische Eigen- 
schaft der Bahn. Die vierte K onstan te  lokalisiert nam lich die Anfangs- 
lage des Teilchens au f der Bahn. Sind wir lediglich an der B ahn
gleichung interessiert, so ist diese A uskunft offensiehtlieh belanglos 
und erscheint deshalb n ich t in der A ntw ort N aturlich  muB die fehlende 
K onstan te erganzt werden, wenn m an die Losung zu vervollstandigen 
wunscht, indem man r und  Θ als Funktionen der Z eit aufsucht. Will 
man lieber den E rhaltungssatz  fur den D rehim puls,

mr2 άθ =  l dt}
m it R ueksicht au f (3-46) integrieren, so muB m an zusatzlich den 
Anfangswinkel 0O angeben.

Nun lau te t die allgemeine Gleichung eines K egelschnittes m it 
einem B rennpunkt im U rsprung
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W ichtigkeit in  der B oiraschen Theorie des A tom s. Die groBe H albachse 
is t halb so groB wie die Sum m e der beiden A psidenabstande rx und  r 2 
(vgl. Abb. 3-6), ausgedriickt durch die Term e der Gl. (3-47) w ird sie

α - ϊ ι ± Τ 2 = 1 1  i  i
2  2C (1 +  c) +  2C (1 -  e) “  C T = 7  (3‘51)

Mit den K onstan ten  der B ahn, die in (3-46) gegeben sind, lau te t die 
Beziehung fu r die groBe H albachse

‘  —  h  <3·52)

W ir bem erken, daB sie m it Gl. (3-50) fur den R adius der K reisbahn 
libereinstim m t.

Als le tzten  P u n k t der D iskussion des KEPLERschen Krafbgesetzes 
wollen wir die Periode der Bewegung au f  elliptischen B ahnen berech- 
nen. W egen der E rh a ltu n g  des D rehim pulses is t die Flachengeschwin- 
digkeit konstan t. Sie ist gegeben durch

dA
dt - i * - 2m

(3-53)

Die F lache A  der Bahn findet m an, indem  m an (3-53) tiber eine voll- 
standige Periode r  in te g rie r t:

A  = J l .
2m

Die Flaehe einer Ellipse is t

A  =  Trabj

wobei die halbe H auptachse a durch (3-52) gegeben ist. GemaB der 
Definition der E x zen triz ita t s te h t die halbe Nebenachse 6 m it a in 
folgender Beziehung:

b =  a V l  -  A

Aus (3-51) ist zu sehen, daB fur die halbe Nebenachse auch geschrieben 
werden k a n n :

πα3/2 A =mk (3-54) %

und die Periode ist deshalb

2mT =  T

0'V
7\N

V'0
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Gleichung (3-54) besagt folgendes: Das Quadrat der Periode iet der 
dritten Potenz der Hauptachse proportional. Diese Aussage wird oft 
als drittes KEPLERsches Gesetz bezeichnet.6 Tatsachlich befaBte sich 
K epler  mit d e m  speziellen Problem der Planetenbewegung im Gravi- 
tationsfeld der Sonne. Eine prazisere Aussage seines Gesetzes wiirde 
deshalb lauten: Die Quadrate der Perioden der verschiedenen Planeten 
sind proportional der dritten Potenz ihrer Hauptachsen. In dieser F o r m  
ist das Gesetz nur naherungsweise richtig. Es m u B  daran erinnert. wer- 
den, daB die B e w egung eines Planeten u m  die Sonne ein Zweikorper- 
problem ist und m  in (3-54) durch die reduzierte Masse ersetzt werden 
m u B :

μ =
mitth

τη i -f* ffh.

Dabei m ag sich m 1 au f den P laneten  und m2 au f die Sonne beziehen. 
W eiterhin lau te t das G ravitationsgesetz der M assenanziehung:

f  n  miTTh
/  =  “  G ~ ^ r *

so daB fiir die K onstan te k  g ilt:
k =  GmiWi.

Unter diesen Bedingungen wird (3-54)

2πο3/* __ 2τα*'*
VG(mi +  m?) y/Gmt

w e n n  wir die Masse des Planeten im Vergleich zu der der Sonne ver- 
nachlassigen. Die Naherungsform von GI. (3-56) entspricht. d e m  dritten 
KEPLERschen Gesetz, denn sie sagt aus, daB r  proportional ain ist 
u n d  die Proportional!tatskonstante fur alle Planeten gleich ist. Die 
Planetenmasse ιηλ ist jedoch nicht i m m e r  vollstandig vernachlassigbar 
im Vergleich zur Sonnenmasse; z u m  Beispiel hat der Jupiter eine Masse 
von etwa 0 ,1% der Sonnenmasse. Andererseits ist das dritte K epler- 
sche Gesetz flir die Elektronenbahnen im BoHRschen A t o m  streng 
richtig, da dort μ und k fiir alle Bahnen in einem gegebenen A t o m  
gleich sind.

6 K e p l e r s  drei Gesetze der Planetenbewegung, die er um 1610 verdffent- 
lichte, waren das Ergebnis seiner bahnbrechenden Analyse der Beobachtungen 
der Planetenbewegungen und legten den Grundstein fur N e w to n s  groBe Pionier· 
taten. Das zweite Gesetz, die Erhaltung der Flachengeschwindigkeit, ist ein 
allgemeiner Satz der Zentralkraftebewegung, wie wir oben bereits feetstellten. 
Jedoch das orste -  daB die Planeten sich auf EUipeenbahnen um die Sonne be- 
wegen, die in einem Brennpunkt steht -  und das dritte sind auf das Kraft- 
gesetz des reziproken Abstands-Quadrats beschrankt.

(3-55)

(3-56)
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3 - 7  S treuung  in einem  Z entralkraftefeld

Historisch en ts tan d  das In teresse an Z en tra lk raften  durch die 
astronom ischen Problem e der P lanetenbew egung. E s g ib t jedoch 
keinen Grund, weshalb m an sich die Z entralkraftebew egung n u r in den 
Begriflten solcher Problem e vorstellen  muB; erw ahnt w urden bereits 
die B ahnen im BoHRsehen A tom . E in  anderes Gebiet, das m it den 
Vorstellungen der klassischen M echanik u n te rsu ch t werden kann, is t 
die Streuung  von Teilchen durch Z entralkraftfelder. W enn die Teilchen 
von atom arer GroBenordnung sind, so muB m an n a tu rlich  erw arten , 
daB die spezifischen Ergebnisse einer klassischen B ehandlung pbysi- 
kalisch oftm als fehlerhaft sind, denn die Q uanteneffekte sind in diesen 
Dimensionen gewohnlich groB. N ichtsdestow eniger g ib t es viele klassi- 
sche Aussagen, die in gu ter N aherung rich tig  bleiben. W ichtiger ist, daB 
die V erfahren zur Beschreibung von S treuphanom enen dieselben sind, 
unabhangig da von, ob die M echanik klassisch oder quan tisiert is t; 
m an kann  die Sprache gleichgut au f der Basis der klassischen P hysik  
sprechen lem en.

In  seiner E inkorperform ulierung befaBt sich das Streuproblem  m it 
der S treuung von Teilchen durch ein Kraftzentrum . W ir be trach ten  
einen homogenen T eilchenstrahl -  ob er ausE lek tronenodera-T eilchen  
besteht, ist unerheblich. Alle Teilchen haben die gleiche Masse und  
Energie und bewegen sich au f ein K raftzen trum  zu. Es soil angenom - 
men werden, daB die K ra ft fiir groBe A bstande gegen Null geht. D er 
einfallende S trah l ist charak terisiert durch seine Intensitat I  (auch 
S trom dichte genannt), die die A nzahl der Teilchen angibt, die eine 
senkrecht zum S trahl gelegene E inheitsflache in der Zeiteinheit durch- 
queren. N ahert sich ein Teilchen dem  K raftzen trum , so wird es en t- 
weder angezogen oder abgestoBen, und seine B ahn wird von der gerad- 
linigen Einfallsflugbahn abweichen. H a t es das K raftzen trum  passiert, 
so wird die au f das Teilchen w irkende K ra ft u n te r U m standen ab- 
nehm en, so daB sich die Bahn wieder einer geraden Linie nahert. Im  
allgemeinen ist die Bew egungsrichtung am  E nde n ich t gleich der E in- 
fallsrichtung, und man sagt, das Teilchen ist gestreu t worden. D er 
Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung in  eine gegebene Richtung , σ(Ω), ist 
definiert durch

σ(Ω) d£l =

Anzahl der pro Zeiteinheit in den Raum w inkel dQ, gestreuten
Teilchen

einfallende In te n s ita t (3-57)
wobei dti ein E lem ent des Raum w inkels in der R ichtung Ω ist.
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O ftm als w ird σ(Ω) auch als differentieller Wirkungsquerschnitl der 
Streuung  bezeichnet. F u r Zentralkrafte muB vollstandige Symmetric 
tun die Achse des einfallenden Strahles vorhanden sein. Demnach 
k an n  das E lem ent des Raum winkels geschrieben werden als

dfl =  2π sin S d Q .  (3-58)

Dabei is t Θ der W inkel zwischen Streuungs- und E infallsrich tung,0  
w ird Streuw inkel genannt. E s sei bem erkt, daB der Name ,,Wirkungs- 
querschn itt” zu R ech t besteht, weil c(Q)die Dimension einerFlache hat.

F iir ein gegebenes Teilchen sind die K onstan ten  der Bahn und 
dam it das MaB der S treuung durch seine Energie und seinen Dreh- 
im puls bestim m t. Es ist zweckmaBig, den Drehim puls durch die 
Energie und  den sogenannten Stofiparameter s auszudriicken. E r ist 
definiert als der senkrechte A bstand zwischen K raftzentrum  und Ein- 
fallsgeschwindigkeit. I s t  v0 die Einfallsgeschwindigkeit des Teilchens, 
so g ilt

l =  mvo8 =  sV 2m E . (3-59)

Sind E  und  s einm al festgelegt, dann ist der Streuwinkel Θ eindeutig 
b estim m t.7 D eshalb muB die Anzahl der Teilchen, die in einen Raurii- 
w inkel (El zwischen Θ und Θ +  d& gestreu t werden, gleich der Zahl der 
einfallenden Teilchen m it einem StoBparam eter sein, der zwischen dem

Abb. 3-13. Streuung eines einfallenden Teilchenstrahles durch ein
Kraftzentrum.

7 An diesem Punkt der Formulierung trennen sich klassische und Quanten- 
mechanik. Tateachlich ist es eine grundlegende Eigentiimlichkeit der Quanten- 
mechanik, daB man die Bahn eines bestimmten Teilchens nicht eindeutig vor- 
aussagen kann. Man kann nur Wahrecheinlichkeiten fur die Streuung in ver- 
schiedene Richtungen angeben.
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entsprechenden s und  s +  ds liegt:

2irls ds =  — 2πτσ(β)Ι sin (Θ) dΘ. (3-60)

Das Minuszeichen wurde in  Gl. (3-60) eingefuhrt, weil ein Zuwachs ds 
des StoBparam eters bedentet, daB eine geringere K ra ft au f  das Teilchen 
ausgeiibt wird. D araus erg ib t sich eine A bnahm e d& des Streuw inkels. 
B e trach te t m an s als eine F unk tion  der Energie und  des entsprechenden 
Streuw inkels:

s =  s(0 , E ), (3-61)

dann ist die A bhangigkeit des differentiellen W irkungsquerschnittes 
von Θ gegeben durch

σ(Θ) s ds 
sin Θ d© (3-62)

Um  das Verfahren zu veranschaulichen, wollen wir das historisch 
wichtige Problem  der S treuung geladener Teilchen durch ein Coulomb- 
Feld betrach ten . Das streuende K raftfe ld  w ird durch  eine festgehaltene 
L adung —  Ze erzeugt und  w irk t au f die einfallenden Teilchen m it der 
Ladung — Z'e;  som it kann  fu r die K ra ft geschrieben w erden:

- ZZ'e2

d.h., es handelt sich um  eine abstoBende KEPLERsche Klraft. Die 
Ergebnisse des vorigen A bschnittes konnen hier ubernom m en werden. 
W ir haben lediglich fiir die K raftk o n stan te  zu schre iben :

k  =  -Z Z 'e 2.

D ann ist die Bahngleichung nach (3-46) einfach

1
r

mZZ'e2 
l2

(1 +  €COS0).

(3-63)

(3-64)

Dabei sind die K oordinaten  so gedreh t worden, daB 0' =  0 ist. F iir c

Sil‘ · -  -  nR M ·
Gl. (3-64) s te llt noch einen K egelschnitt dar, nam lich eine H yperbel, 
da 6 >  1 ist. Zufolge des Minuszeichens sind jedoch die W erte von Q 
fur die Bahn au f solche W inkel beschrankt, fur die

cos 0 <  — -  
€

(3-66)
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gilt, vgl. Abb. 3-14. W ahrend fur 
Anziehungskrafte das K raftzen- 
trum  im inneren B rennpunkt der 
H vperbel liegt, vgl. Abb. 3-5, liegt 
hier das K raftzen tn im  im auBeren 
B rennpunkt, vgl. Abb. 3-15.

Die Anderung von 0 , die au ftritt, 
wenn das Teilchen aus dem Un- 
endlichen kom m t, gestreut wird 
und wieder nach dem Unendlichen 

Abb. 3-14. Bereich von Θ fur geht, ist offensichtlich gleich dem 
abstoBende CouLOMB-Streuung. W inkel Φ zwischen den Asym-
p to ten , der w iederum  Supplem ent zum Streuwinkel Θ ist. D am it ist 
Θ m it R iicksicht au f Gl. (3-66) und Abb. 3-14 gegeben durch

oder

und schlieBlich

Φ . 0 1
cos 2  =  a n  2  =  e

cot* |  =  c s c * |  — 1 =

0  2Es
c o t2 _  ZZ'e1'

« * -  1

(3-67)

M it diesem Ergebnis kann man den differentiellen W irkungsquerschnitt

Abb. 3-15. Bahn fur abstoBende CouLOMB-Streuung, zur Illustration dee 
Zusammenhanges zwischen dem von den Asymptoten eingeechloesenen Winkel 
und dem Streuwinkel.
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leicht erhalten. N ach Gl. (3-67) ist der StoB param eter durch E  u n d ©  
folgendermaOen gegeben:

ZZ'e2 A Θ 
S “  2E  C0t 2 ’

so daB σ(Θ) wcgen (3-62)

σ(Θ) =  £
c o t -1 ( Z Z W  2  1____v y

2 \  2E ) sin Θ . , Θ 
s,nS2

wird, oder
1 /ZZ'e*Y  1

' <Θ)- ϊ  { - w )  — ΘN ' sm4 — (3-68)

Gl. (3-68) liefert den beriihmten RuTHERFORDschen Streuquersehnitt, 
der urspriinglich von R utherford  fur die Streuung von a-Teilchen 
an A t o m k e m e n  hergeleitet wurde. Die Quantenmechanik liefert fiir 
den nichtrelativistischen Grenzfall einen Wirkungsquerschnitt, der 
mit d e m  klassisehen Ergebnis identisch ist.

In  der A tom physik ist der durch I

Vt I σ(Ω) dQ = 2π j  σ(Θ) sin Θ d&
jAvr JO

definierte BegrifF des totalen Wirkungsquerschnittes at der S treuung von 
erheblicher W ichtigkeit. W enn wir jedoch versuchen, den to ta len  
W irkungsquerschnitt fur die CouLOMB-Streuung zu bercchncn, indem  
wir GL (3-68) in diese Definition einsetzen, dann erhalten  wir einen un- 
endlich groBen to talen  W irkungsquerschnitt! Der physikalische G rund 
fu r dieses Verhalten liegt nahe. Nach Definition ist der to ta le  W irkungs
querschnitt die Zahl der in der Zeiteinheit in alle R ichtungen gestreuten  
Teilchen pro E inheit der einfallenden In ten sita t. Nun ist das Coulomb- 
Feld ein Beispiel einer ,,w eitreichendcn” K ra ft; seine W irkung reicht 
unendlich weit. Sehr kleine A blenkungen erfahren nur Teilchen m it 
sehr groBen StoBparam etern. Dem nach wcrdcn alle Teilchen in einem 
einfallenden S trahl m it unendlich groBem W irkungsquerschnitt in ge- 
wissem MaBe gestreu t und miissen in den to ta len  S treuquersehnitt ein- 
geschlossen werden. Es ist deshalb klar, daB der unendliehe W ert fiir 
σι keine E igentum lichkeit des CouLOMB-Fekles ist; er t r i t t  in der 
klassisehen M echanik im m er auf, wenn das streuende Feld fur alle 
A bstande von Null verschieden ist, unabhiingig da von, wie groB es
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is t .8 N ur wenn das K raftfeld  „abgeschnitten” wird, d.h., wenn es 
jenseits eines bestim m ten Abstandes Null ist, wird der Streuquer- 
sch n itt endlich. Physikalisch t r i t t  ein solches Abschneiden des Cou- 
LOMB-Feldes wegen des Vorhandenseins der A tom elektronen auf, 
die den K ern ,,abschirm en” und seine Ladung fur groBe Abstande 
kom pensieren.

3 -8  T ransform ation des Streuproblem s auf Laboratorium skoordinaten

D er vorige A bschnitt befaBte sich m it dem Einkorperproblem 
der S treuung eines Teilchens durch ein festgehaltenes K raftzentrum . 
P rak tisch  gehoren aber zur S treuung immer zwei K orper; z.B. haben 
wir bei der RuTHERFORDschen Streuung das α-Teilchen und den 
A tom kern . D as zweite Teilchen ist nicht festgehalten, sondern wird 
infolge der S treuung aus seiner ursprtinglichen Lage gestoBen. Da 
gezeigt w urde, daB ein Zweikorper-Zentralkrafteproblem  auf ein 
E inkorperproblein reduziert werden kann, m ochtc man meinen, daB 
die einzige Anderung darin  besteht, daB m durch die reduzierte Masse 
μ zu ersetzen ist. Jedoch ist die Sache nicht ganz so einfach. Der itn 
Laboratorium  wirklich gemessene Streuwinkel. den wir mit d be- 
zeichnen wollen, ist der Winkel zwischen End- und Anfangsrichtung 
des gestreuten  Teilchens.9 Andererseits ist der Winkel Θ, der aus dem 
aquivalenten Einkorperproblem  berechnet wird, der Winkel zwischen 
E nd- und A nfangsrichtung des R elativvektors zwischen den zwei Teil
chen. Diese zwei W inkel sind aber nur dann gleich, wenn das zweite 
Teilchen w ahrend des Streuprozesses in Ruhe bleibt. Im  allgemeinen 
se tz t sich jedoch das zweite Teilchen, das urspriinglich in Ruhe war, 
infolge der W echselwirkungskraft zwischen beiden Teilchen in Be- 
wegung, und die zwei W inkel haben dann, wie in Abb. 3-16 angedeutet 
ist, verschiedene W erte. Das aquivalente Einkorperproblem  liefert 
dem nach nicht direkt den Streuwinkel, der im Laboratoriumskoor- 
dinatensystem  gemessen wird.

Die S ituation ist jedoch ganz anders, wenn m an in einem Koordi- 
natensystem  beobachtet, das sich m it dem M assenzentrum beider

• Ct ist auch in der Quantenmeehanik fur das CorLOMB-Feld unendlieh, da, 
wie wir feststellten, GI. (3* *68) dort richtig bleibt. Jedoch nicht alle „weitreichen* 
den*’ Kraftc geben AnlaB zu cinem unendlieh groBen totalen Wirkungsquer- 
schnitt in der Quantenmechanik. Es zeigt sich, daB alle Potentiale, die fur groBe 
Abstande rascher als 1/r* abfallen, einen endlichen quantenmechanischen totalen 
Wirkungsquerschnitt hervomifen.

• Der Streuwinkel 0 darf nicht verwechselt werden mit der Winkelkoordinato 
Θ des Relativvektors r zwischen den zwei Teilchen.
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Abb. 3-16. * Die Streuung zweier Abb. 3-17. Die Streuung zweier 
Teilchen im Laboratoriums-Koordina- Teilchen im Schwerpunktsystem. 
tensystem.

Teilchen bewegt. In  einem solehen System  is t der G esam tim puls na- 
turlich  Null, und  die zwei Teilchen bewegen sich ste ts  m it gleich- 
groBem und entgegengesetzt gerichtetem  Im puls. A bb. 3-17 zeigt den 
StreuprozeB, wie ihn ein B eobachter im Schw erpunktsystem  sieht. 
Vor der S treuung bewegen sich die Teilchen d irek t aufeinander z u ; 
nachher bewegen sie sich d irek t voneinander weg D er W inkel Θ 
zwischen Anfangs- und  E ndrich tung  des R elativvektors muB deshalb 
gleich dem Streuwinkel jedes Teilchens im Schw erpunktsystem  sein. 
Den Zusam m enhang zwischen den beiden Streuw inkeln Θ und  ϋ k ann  
m an som it dadurch erhalten , daB m an die Transform ation zwischen 
dem Schw erpunktsystem  und dem Laborsystem  b e trach te t. W ir ver- 
wenden die Bezeichnungsweise von A bschn itt 3-1:

ri und  Vi sind die Lage und  G eschwindigkeit des einfallenden 
Teilchens 1 im Laborsystem ,

ri und  vi sind die Lage und  Geschwindigkeit des Teilchens 1 
im Schw erpunktsystem , und

R und R sind die Lage und  die (konstante) Geschwindigkeit 
des Schw erpunktes.

Zu jedem  Z eitpunkt ist nach Definition

ri =  R  +  ri
und folglieh

Vi =  R +  v{.
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A bb. 3-18 ste llt diese Vektorbeziehung fu r den Zustand nach der 
S treuung graphisch d ar; zu dieser Zeit bilden Vj und vj die Winkel ϋ 
b zw .0  m it dem V ektor ft, der langs der A nfansrichtung liegt. Aus dem 
D iagram m  erhalten  wir sofort die Gleichung

tan  ϋ  =
sin Θ (3-69)

v[ cos Θ +  R
N un steh t vj wegen Gl. (3-2) zur 
Relativgeschwindigkeit in folgen- 
der B eziehung:

Abb. 3-18. Die Beziehungen zwi- 
schen den Geschwindigkeiten in 
Schwerpunktekoordinaten und Labo- 
ratoriumskoordinaten.

V =  — f .mi

Da das System konservativ ist, 
ηηιβ die Relativgeschwindigkeit 

nach  der Streuung, d.h ., wenn sich die zwei Teilchen n icht m ehr im 
P o ten tia l des anderen befinden, denselben B etrag wie die Anfangs- 
geschwindigkeitvo haben. Demnach gilt nach der Streuung

(3-70)

Die konstan te  Geschwindigkeit des Schwerpunktes kann nach dem 
E rha ltungssa tz  fu r den Gesam tim puls bestim m t w erden:

oder
(mi +  m*)R =  miV0

(3-71)

Setzen wir (3-70) und (3-71) in (3-69) ein, so wird die Beziehung 
zwischen den zwei Streuwinkeln :

tan  # =
sin Θ

Θ m  i
H-----mt

(3-72)

1st m x viel kleiner als m2> so sind die beiden Winkel annahem d gleich; 
der massive S treuer m 2 e rfah rt einen geringen RlickstoB und w irkt 
praktisch  wie ein festgehaltenes M assenzentrum.

Wegen der Transform ation der Streuwinkel werden die Streuquer- 
schnitte  in Schw erpunktskoordinaten verschieden von denen in 
Laborkoordinaten sein. Den Zusam m enhang zwischen beiden erhalt 
m an aus der Tatsache, daB die Zahl der in ein gegebenes Elem ent des
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Raum winkels gestreuten  Teilchen in beiden System en gleich sein m uB :

oder
2πΙσ(β) sin Θ dS  =  2πΙσ'(ΰ) sin d dd

A * ) σ(Θ) sin Θ d& 
sind dd σ(Θ) d cos©  

d cos d (3-73)

Dabei ist a'(d) der Wirkungsquerschnitt im Laborsystem. Zumindest 
im Prinzip kann Gl. (3-72) nach Θ, ausgedruckt durch d, aufgelost 
und a'(d) durch σ(Θ) dargestellt werden; das betrifft den Fall, daB 
ein beliebiges m1/m2-Verhaltnis vorliegt. Fur die RuTHERFORDSche 
o-Teilchen-Streuung sind die Korrekturen offensichtlich klein, weil m1 
gleich 4 atomaren Einheiten und m 2 gewohnlich gleich 100 atomaren 
Einheiten oder groBer ist. Wenn aber beide Massen gleich sind wie bei 
der Neutronen-Protonen-Streuung, dann sind die Effekte maximal 
und recht groB. In diesem Falle wird Gl. (3-72)

so daB
tan d = sin Θ

cos Θ +  1

(πΐι/πΐ2 =  1) (3-74)

gilt. Fur gleiche Massen ist der maximale Streuwinkel im Laborato- 
riumssystem 90°. Hier kann keine Ruckwartsstreuung auftreten! 
Der Streuquerschnitt im Laboratoriumssystem ist dann

<r'(d) =  4 cos d σ(2d) , (mi/m2 = 1). (3-75)

Die hier beschriebene Streuung ist elastisch in dem Sinne, daB die 
gesamte kinetische Energie vor und nach der Streuung gleich bleibt, 
Allerdings werden die Gcschwindigkeiten der Teilchen im Labor- 
system nicht unverandert bleiben. So ist das streuende Teilchen anfangs 
in Ruhe, aber infolge der Streuung erfahrt es einen RuckstoB und hat 
nach dem Streuvorgang im allgemeinen endliche Geschwindigkeit und 
kinetische Energie. Um die gesamte kinetische Energie konstant zu 
halten, miissen die Geschwindigkeit und die kinetische Energie des 
gestreuten Teilchens abnehmcn. Der Streuprozess resultiert somit in 
einem Gbergang von kinetischer Energie vom einfallenden Teilchen 
auf das streuende Teilchen. Mathematisch kann die Abnahmc nach 
Abb. 3-18 mit Hilfe des Kosinussatzes berechnet werden:

y'2 =  v\ +  R2 — 2v\R cos d 
oder, wenn man (3-70) und (3-71) verwendet:
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W  WI2 W  m 2 +  mi (o -7o j

Das is t eine quadratische Gleiclumg fur Vi/v0. In  dem speziellen Falle
m 1 — m 2 ist die Losung besonders einfach :

— = cos d, (mi/m2 =  1 ).
Vo

So ist fur # =  90°, was einer R iickw artsstreuung (Θ =  t) im Schwer- 
punk tsystem  entspricht, der Obergang maximal, und das riickge- 
stoBene Teilchen iibem im m t alle einfallende Energie.

Dieser Gbergang von kinetischer Energie durch Streuung ist natiir- 
lich das Prinzip, au f dem der ,,M oderator” in einom R eaktor fiir 
langsam e N eutronen beruht. Schnelle, durch Spaltung erzeugte Neu- 
tronen  werden nach und nach clastisch gestoBen, bis ihre kinetische 
Energie au f einen Bet-rag abgesunken ist, boi dem die Neutronen eher 
eine Spaltung hervorrufen, als d a (3 sie eingefangon werden. Oflensicht- 
lich sind die besten M oderatoren die leichten Elem ente, ideal ware 
W asserstoff. F iir einen R eaktor ist W asserstoff nicht praktisch (weil 
er N eutronen einfangt), aber Deuterium  m it der Masse 2 und Kohlen- 
stoff m it der Masse 12  dienen als Annaherungen. Im Laboratorium  
wird jedoch AVasserstoff in der Form  von Paraffinkohlenwasserstoflen 
standig  zum Abbremsen von N eutronen verwendet.

T rotz ihrer sehr aktuellen Anwendungen sind diese Berechnungen 
der T ransform ation von Laboratorium skoordinaten au f Koordinaten 
im Schw erpunktsystem  und des Dberganges von kinetischer Energie 
n icht besonders ,,m odern” oder ihrer N atur nach ,,quanten” theore- 
tisch. Auch die klassische Mechanik, die darin enthalten  ist, ist nicht 
besonders ,,fo rtgeschritten” oder sclnvierig. Alles, was dabei ver
w endet wurdc, ist im wesentlichen die E rha ltung  λόπ Energie und 
Im puls. Tatsiichlich konnen ahnliche Rechnungen in Lchrbiichern fiir 
A nfanger gefunden werden, gewohnlich am Beispiel elastischer StoBe 
zwischen Billardkugeln. Es ist jedoch gerade die elem entare N atur 
dieser Rechnungen, die ihnen so weitreichende Giiltigkeit verschafft. 
Solange der Im puls erhalten bleibt (das bleibt auch richtig in der Quan- 
tenm echanik), und die S treuung elastisch ist, sind Einzelheiten des 
Streuprozesses unerheblich. In  W irklichkeit is t die Umgebung des 
streuenden Teilchens ein ,,schwarzer K asten” , und wir schenken 
nur dem Beachtung, was hineingeht und was herauskom m t. Im  ganzen 
ist es bedeutungslos, ob die Phanom ene, die sich in dem K asten er- 
eignen, ,,klassisch” oder ,,quantisiert” sind. Folglich komien die 
Form eln dieses A bschnittes ohne Befiirchtung auch fiir die experimen-
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te lle  Analyse von Erscheinungen verw endet werden, die ihrer N a tu r  
nach wesentlich Q uan teneharak ter haben, wie zum  Beispiel die 
N eutronen-Protonen-S treuung.

L IT E R A T U R H IN W E IS E

E. T. W h i t t a k e r , Analytical Dynamics. Nahezu jedes Buch iiber Mechanik 
widmet der Zentralkraftbewegung groBe Aufmerksamkeit. Deshalb konnen 
nur einige der vielen Referenzen hier aufgefuhrt werden. Die Absehnitte 47-49 
von W h i t t a k e r s  Abhandlung geben eine knappe Einfiihrung in das Gebiet, 
fur Fortgeschrittene.

W. D. M a c M i l l a n , Statics and the Dynamics of a Particle. Das Kapitel X II 
dieses Werkes liefert eine sorgfaltig ausgearbeitete Diskussion der Zentral
kraftbewegung, einschlieBlich detailierter Betrachtungen von Bahnen fur 
einige Kraftgesetze, die von dem iibliehen Gesetz des reziproken Abstands- 
quadrates verschieden sind. Die Abhandlung ist elementar und macht keinen 
Gebrauch von der LAGRANGEschen Formulierung.

J. C. S l a t e r  und N. H. F r a n k , Mechanics. Die qualitative Diskussion der 
Zentralkraftbewegung mittels eines aquivalenten Potentials, das die Zentri- 
fugal-Barriere einschlieBt, ist in der modernen Physik ublich, aber sie wird 
selten im Zusammenhang mit der klassischen Mechanik diskutiert. Eine 
bemerkenswerte Ausnahme ist dieses Buch von S l a t e r  und F r a n k . Der Leser 
wird viele interessante Anwendungen der Methode in den Kapiteln III  und 
IV finden.

A. S o m m e r f e l d , Vorleeungen iiber Theoretische Physik, Bd. 1 , Mechanik. Die 
Kinematik der Streuungserscheinungen gehort zum Allgemeinwissen der 
moisten Physiker, es ist jedoch schwer, irgendeine umfassende Referenz zu 
diesem Gegenstand anzugeben. Viele Werke uber Atom- oder Kernphysik 
diskutieren die RuTHERFORDsche Streuung, und einige betrachten die Streu- 
ung von Teilchen gleicher Masse. Der Rest des Stoffes scheint in einzelnen 
Schriften verteilt zu sein, hauptsaehlich in solchen iiber Kernforschung. In 
Abschnitt 3 ,  Teil 5  seines Buches gibt S o m m e r f e l d  eine interessante Dis
kussion der StoBe; dabei geht er allein von der Erhaltung des Impulses und 
der Energie aus. Eine kurze Bemerkung widmet er den unelastischen StoBen. 
Die Gbungen zu diesem Abschnitt 3 sind besonders wertvoll.

R. B. L i n d s a y , Introduction to Physical Statistics. In Kapitel V wird eine kurze 
Diskussion des Virialsatzes und seiner Verwendung bei der Ableitung der 
Zustandsgleichung idealer und realer Gase gefuhrt. A Is Referenz laBt sich auch 
die monumentale Abhandlung uber statistische Mechanik von R. IT. F o w l e r  
angeben.

O b u n g e n

1 . Zwei Teilchen bewegen sich unter dem EinfluB von Gravitationskrafton 
auf Kreisbahnen mit einer Periode τ umeinander. Ihre Bewegung wordo zu einem 
gegebenen Zeitpunkt plotzlich gestoppt, dann werden sie wiedor freigolassen
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und konnen aufeinanderfallen. Beweise, daB sie nach einer Zeit rf4V^2 zu- 
sammenstoBen.

2 . Ein Teilchen bewege sich in einem Zentralkraftefeld, dae durch dae Po
tential -—or

V = -fc  —T
gegeben ist. Darin eind k  und a  positive Rons tan ten. Diskutiere qualitativ die 
Art der Bewegung. Verwende dabei die Methode des aquivalenten eindimensio- 
nalen Potentials.

3. Betrachte ein System, in dem die auf die Teilchen wirkenden Geeamtkrafte 
aus konservativen Kraften F {  und Reibungskraften U bestehen, die proportional 
der Geschwindigkeit sind. Zeige, daB fur ein solchee System der Virialsatz in
der Form _  i —---------

T — * i
gilt, vorausgesetzt, daB die Bewegung einen stationaren Zustand erreicht und 
nicht infolge der Reibungskrafte zum Erliegen kommt.

4. Ein Teilchen beschreibe imter dem EinfluB einer anziehenden Zentralkraft 
eine Kreisbahn. Die Kraft sei auf einen Punkt des Kreisee gerichtet. Zeige, daB 
die Kraft dann umgekehrt proportional der funften Potenz dee Abstandee ist.

5. Zeige, daB das Zentralkrafteproblem mit elliptischen Funktionen ldsbar ist, 
wenn die Kraft eine Potenzfunktion des Abstandee mit den folgenden gebroche- 
nen Exponenten is t:

s _ 3 _ 5 _ l _ 5 _ 7 
" 2’ 2’ 3’ 3’ 3’

6. Bestimme naherungsweiee das Massenverhaltnis von Sonne und Erde. 
Verwende dabei nur die Langen des Jahres und dee Mondmonate (27,3 Tage) 
und die mittleren Radien der Erdbahn (1,49 x 109 km) und der Mondbahn 
(3,8 x 10* km).

7. Diskutiere die Bewegung eines Teilchens in einem Zentralkraftfeld

Zeige insbesondere, daB die Bahngleichung in folgende Form gebracht warden
keim: _  a(l -  «»)

1 +  e cos αθ
Fur a  «  1 ist das eine Ellipse, aber fiir a ^  1. eine prdzessierende Ellipse. 
Die Prazessionsbewegung kann durch die Qeschwindiglceit der Perihel-Prdzeseion 
beschrieben werden. Dabei ist der Ausdruck Perihel verwendet worden, um 
irgendeinen der Umkehrpunkte der Bahn zu bezeichnen. Leite einen Naherungs- 
ausdruck fur die Prazessionsgeschwindigkeit her, wenn a  nahezu Eins ist. Ver
wende dabei die dimensionslose GroBe

C

Das Verhaltnis η ist ein M&B fur die Starke der StOrung, die durch einen Term
der Form — dargeetellt ist, gemessen an dem vorherrschenden Term —. Dae
Perihel dee Merkur prazeesiert nach Beobachtungen mit 40* pro Jahrhundert. 
Zeige, daB diese Prazeesion klaseisch erklart werden kann, wenn der Wert von r
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1,42 x 10- 7 ist. (Die Exzentrizitat der Merkurbahn ist 0,206, seine Periodeist 
0,24 Jahre.)

8. Welche Anderungen, sofern sie iiberhaupt auftreten, sind bei der Ruther- 
FORDschen Streuung zu erwarten, wenn die Coulomb-Kraft anziehend anstatt 
abstoBend ist?

9. Untersuche die Streuung, die durch eine abstoBende Zentralkraft /  =  Tcr-Z 
hervorgerufen wird. Zeige, daB der differentielle Wirkungsquerschnitt

σ(Θ) dΘ k (1 — x) dx 
2E x2(2 — x)2 sin irx

ist, wobei x  das Verhaltnis θ /π  und E  die Energie sind.
10. Ein Zentralkraftpotential, das in der Kemphysik haufig auftritt, ist das 

sogenannte Stufenpotential, definiert durch das Potential:
7  = 0, r >  a

= — 7 0 r <, a.
Zeige, daB die durch ein solches Potential erzeugte Streuung in der klassischen 
Mechanik identisch ist mit der Brechung von Lichtstrahlen durch eine Kugel 
mit Radius a und dem relativen Brechungsindex

n
4

E + v . o 
E

(Diese Aquivalenz legt dar, weshalb es moglich ist, die Brechungserscheinungen 
sowohl durch HuYGENSsche Wellen als auch durch NEWTONsche mechanische 
Korpuskeln zu erklaren.) Zeige auch, daB der different!elle Wirkungsquerschnitt

σ(Θ) = n2a2
(  Θin  cos —

W / fe)V4 cos — ί 1 4- n2 — 2n cos —)

ist. Wie lautet der totale Wirkungsquerschnitt ?
11. Zeige, daB fur irgendeine abstoBende Zentralkraft eine formale Losung fur 

den Streuwinkel gegeben ist durch

Θ = π +  2
s du 

E

>
— 82U2

wobei V die potentielJe Energie und u = l/r  ist. u0 entspricht dem Umkehrpunkt 
der Bahn. Wie lautet der entsprechende Ausdruck fiir anziehende Potentiale?

12. a) Zeige, daB der RuckstoBwinkel des streuenden Teilchens relativ zur 
Einfallsrichtung des gestreuten Teilchens einfach φ = J (π — Θ) ist.

b) Betrachte das System zweier Teilchen gleicher Masse, die sich streuen. Man 
hat beobachtet, daB die Energieverteilung der riickgestoBenen Teilchen bis zu 
einer gewissen Energie konstant ist, dariiber aber Null wird. Zeige, daB die 
Streuung im Schwerpunktsystem isotrop sein muB.

13. Fiir die elliptische Zentralkraftbewegung mit einer anziehenden Kraft, die 
dem Gesetz des reziproken Abstandsquadrates gehorcht, ist unter Verwendung 
des Virialsatzes und Gl. (3-54) zu zeigen, daB
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In  der Bomaschen Quantentheorie dee Wasserstoffatoms iet k «* ee, und die 
Kreisintegrale der konjugierten Impulse sind folgendermaBen quantisiert:

f
Pi dqi = Ttih, n, ist ganzzahlig,

wobei h die PLANCKsehe Konstante iet. Die Energieterme fur dieeee Modell sind 
deshalb gegeben durch

(nr +  niYh*
„ ________2



IV . K A P IT E L

D IE  K IN EM A TIK  S T A R R E R  K 0 R P E R

Einen starren  K orper haben wir fruher als ein System  von Massen- 
punkten  definiert, die solchen holonom en Zwangsbedingungen un ter- 
worfen sind, dab die A bstande zwischen alien P unk tepaaren  w ahrend 
der Bewegung k o n stan t bleiben. Obgleich das eine Idealisierung be- 
deu tet, is t diese K onzeption sehr nutzlich, und die M eehanik der B e
wegung starrer K orper verd ient eine ausfiihrliche D arstellung. In  
diesem K apitel wollen wir hauptsachlich  die Kinematilc der sta rren  
K orper diskutieren, d.h. die N a tu r und die E igentum liehkeiten  ihrer 
Bewegungen. W ir werden einige Zeit d a rau f verwenden, die dabei 
auftretenden m athem atischen Rechenm ethoden zu entwickeln, die 
selbst von erhebliehem Interesse sind und  viele w ichtige A nw endungen 
in anderen Gebieten der P hysik  haben. H aben wir gelernt, wie die 
Bewegung sta rrer K orper zu beschreiben ist, dann wollen wir im  nach- 
sten K apitel u n te r Bezugnahm e au f den LAGRANGEschen Form alism us 
diskutieren, wie eine solche Bewegung durch  angew endete K rafte  und  
D rehm om ente erzeugt wird.

4 -1  Die unabhangigen K oordinaten eines sta rren  K orpers

Ehe wir die Bewegung eines starren  K orpers d iskutieren, m ussen
wir zunachst feststellen, wie viele unabhangige K oordinaten notw endig
sind, um seine Konfiguration angeben zu konnen. Ein s ta rre r K orper
aus N  Teilehen kann  hochstens 3N  F reiheitsgrade haben ; diese sind
aber durch Zwangsbedingungen s ta rk  reduziert, die durch  Gleichungen
der Form  ,,  , v

ra  =  ca (4-1)

ausgedruckt werden konnen. H ierbei istn,* der A bstand zwischen dem 
i-ten  und dem j- ten  Teilehen, und  die c sind K onstan ten . Die wirk- 
liche Zahl der F reiheitsgrade kann man nicht einfach dadurch  er- 
halten , dab man die Zahl der Zwangsbedingungen von 3N  abzieht, 
denn es g ib t \ N ( N  —  1) mogliche Gleichungen der Form  der Gl. (4-1), 
deren Zahl fu r grobe N  grober als 3N  w ird. In  W irklichkeit sind die 
Gl. (4-1) n icht alle unabhangig. U m  einen P u n k t im  starren  K orper
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festzulegen, ist es nicht notwendig, seine Abstande zu alien anderen 
Punkten im Korper anzugeben; man braucht nur die Abstande zu 
irgend drei anderen Punkten festzustellen, die nicht auf einer Ge-

raden liegen, vgl. Abb. 4-1. Hat 
man einmal die Lage dreier Teil- 
chen des starren Korpers bestimmt, 
so legen die Zwangsbedingungen 
die Lage aller iibrigen Teilchen 
fest. Die Zahl der Freiheitsgrade 
kann deshalb nicht groBer als 
Neun sein. Aber die drei Bezugs- 
punkte sind selbst nicht unab- 
hangig, es gibt tateachlich drei 
Gleichungen fur den Zwang, der 
auf sie ausgeiibt w ird:

A b b . 4-1. E in  P u n k t  in  e inem  Γ12 =  C1 2 , 7*23 =  c » , Γ13 =  C«#
s ta r re n  K 6 rp e r  laB t s ich  d u rc h  seine
A b s ta n d e  v o n  d re i B e z u g sp u n k te n  Sie reduzieren die Zahl der Frei- 
fe s tleg en . heitsgrade auf Seeks. DaB nur 6
Koordinaten benotigt werden, kann man auch aus der folgenden 
Betrachtung erkennen. Um die Lage eines der Bezugspunkte festzu
legen, miissen 3 Koordinaten angegeben werden. Ist aber einmal Punkt 
1 festgelegt, so kann Punkt 2 durch nur zwei Koordinaten angegeben 
werden, da er gezwungen ist, sich auf einer Kugelflache mit dem Zen-

A ch sen  s te lle n  e in  auB eres Bezugs* 
a ch se n sy s te m  d a r ;  d ie  g e s tr ich e n e n  
A ch sen  s in d  im  steuTen K O rper fe s t
g e leg t.

x
A b b . 4-3. D ie R ich tu n g sk o si-

n u s  des k o rp e rfe s ten  A chsensatzes 
in  bezug  a u f  e in en  auB eren  A eh- 
sen sa tz .
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trum  in Punkt 1 zu bewegen. Mit diesen zwei bestimmten Punkten hat 
Punkt 3 nur einen Freiheitsgrad, denn er kann nur um die Achse ro- 
tieren, die die anderen zwei Punkte verbindet. Demnach sind insge- 
samt sechs Koordinaten ausreichend.

Ein starrer Korper im Raum benotigt somit seehs unabhangige 
generalisierte Koordinaten. um seine Konfiguration festzulegen, un- 
abhangig davon, wie viele Teilchen er enthalt. Das gilt aueh fur den 
Grenzfall des kontinuierlichen Korpers. Naturlich konnen noch zu- 
satzliche Zwangsbedingungen fur den Korper neben der Zwangsbe- 
dingung der Starrheit vorhanden sein. Zum Beispiel kann der Korper 
gezwungen sein, sieh auf einer Flache zu bewegen, oder er kann an 
einem Punkt festgehalten sein. In  solchem Falle werden die zusatz- 
lichen Zwangsbedingungen die Zahl der Freiheitsgrade und dam it die 
Zahl der unabhangigen Koordinaten weiter verringern.

Wie sollen diese Koordinaten erm ittelt werden? Es sei bemerkt, daB 
die Konfiguration eines starren Korpers vollstandig bestimmt ist, 
wenn man in dem starren Korper einen Satz cartesiseher Koordinaten 
(die gestrichenen Aehsen in Abb. 4-2) relativ zu den Koordinaten - 
achsen des auBeren Raumes festlegt. Offensichtlich werden drei Koor
dinaten benotigt, um den Koordinatenursprung dieses korperfesten 
Achsensatzes anzugeben. Die iibrigen drei Koordinaten miissen dann 
die Orientierung der gestrichenen Aehsen relativ zu einem Koordi- 
natensystem festlegen, das parallel zu den auBeren Aehsen liegt, aber 
denselben Ursprung wie die gestrichenen Aehsen hat.

Es gibt viele Moglichkeiten, die Orientierung eines cartesisehen 
Achsensatzes relativ zu einem anderen Satz mit gemeinsamem U r
sprung anzugeben. Ein sehr fruehtbares Verfahren beruht darauf, 
die Richtungskosinus der gestrichenen Aehsen relativ zu den unge- 
strichenen festzustellen. So kann die rr'-Achse durch ihre drei Rich
tungskosinus ai, ot2, olz bezuglich der x -, y-, z-Achsen angegeben wer
den. Sind wie gewohnlich i, j, k die drei Einheitsvektoren langs x , 
y, z, und erfiillen i', j', k ' die entsprechende Funktion im gestrichenen 
System, dann sind diese Richtungskosinus definiert durch

αχ = cos (i'7 i) = i' · i
a2 = cos (i', j) = Ϊ  · j (4-2)
<*3 = cos (i7, k) = i' · k.

Der Vektor i' kann durch i, j, k mit Hilfe der Beziehung

i' = (i' · i)i +  (i' · j)j +  (i' · k)k
ausgedriickt werden oder

Ϊ  = a ii +  a 2j +  ask. (4-3)
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Ahnlich konnen die Richtungskosinus der y'-Achse mit x , y, z durch 
βι, ifej&beschrieben werden. Sie sind die Komponenten von j ' im un- 
gestrichenen Bezugssystem:

Y = fti +  AJ +  β Χ  (4-4)
Eine zu (4-4) analoge Gleichung kann auch fur k'aufgestellt werden, 

wobei die Richtungskosinus der z'-Achsc durch die 7 bezeichnet 
werden. Diese Satze von neun Richtungskosinus geben dann die 
Orientierung der x'-, y'-, z'-Achsen relativ zu dem xyz-System voll- 
standig an. Man kann ebensogut das Verfahren umkehren und die 
Richtungskosinus benutzen, um die Einheitsvektoren i, j, k durch 
ihre Komponenten langs der gestrichenen Achsen auszudrucken. Wir 
konnen schreiben:

oder
i -  (i · i')i' +  (i · jOJ' +  (i · kOk'

i =  aiV +  ftj' +  7lk \
(4-5)

Analoge Gleichungen gelten fur j und k.
Die Richtungskosinus liefern auch direkt die Beziehungen zwischen 

den Koordinaten eines gegebenen Punktes in dem einen System und 
den Koordinaten in dem anderen System. So sind die Koordinaten eines 
Punktes in rinem gegebenen Bezugssystem die Komponenten des 
Ortsvektors r langs der Achsen des Systems. Die #'-Koordinate ist 
dann durch x , y, z folgendermaBen gegeben:

x f β  ( r  ·  i O  =  <*ιχ  +  « ι y  +

Fur die anderen Koordinaten erhalten wir

V* =  βχχ +  fty +  A z  _6
z' = yix +  7 *y +  752. '

Was hier fur die Komponenten des Vektors r  gesagt wurde, gilt 
offensichtlich auch fiir irgendeinen beliebigen Vektor. IstG  ein Vektor, 
dann ist die Komponente von G kings der x'-Achse mit seinen x-, y-, 
z-Komponenten durch folgende Beziehung verkniipft:

G* = (G · i') = <x\Gx +  afiy -f- oisG,

usw. Der Satz von neun Richtungskosinus gibt somit die Transfor
mation zwischen den beiden Koordinatensystemen vollstandig an.

Sind die gestrichenen Achsen im Korper festgelegt, dann sind die 
neun Richtungskosinus Funktionen der Zeit, und zwar in dem MaQe, 
in dem der Korper seine Orientierung wahrend der Bewegung andert. 
In  diesem Sinne konnen die a , β und 7  als Koordinaten angesehen 
werden, die die augenblickliche Orientierung des Korpers beschreiben.
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Aber offensichtlich sind das keine unabhangigen Koordinaten, denn es 
gibt neun von ihnen, und wir haben gezeigt, daB nur drei Koordinaten 
zur Angabe der Orientierung notig sind.

Die Verkniipfung zwischen den Richtungskosinus beruht auf der 
Tatsache, daB die Basisvektoren in beiden Systemen orthogonal zu- 
einander und auf eins normiert sind, symbolisch:

i* j  =  j* k  =  k * i  =  0,
bzw.

i · i = j · j = k * k  = 1. (4_7)
Entsprechende Beziehungen gelten fur i', j ' und k'. Wir konnen die 
Bedingungen, die durch die neun Koeffizienten erfiillt werden, dadurch 
erhalten, daB wir alle moglichen Punktprodukte zwischen den drei 
Gleichungen fur i, j und k, dargestellt durch i', j ' und k' (wie in Gl. 
(4-5)), bilden und Gl. (4-7) verwenden:

<xiam +  βιβτη +  yam = ο, l, m = 1, 2, 3; l ψ± m>
«ϊ + βϊ + 7Ϊ = 1 , 1 = 1 , 2 , 3 .  (4' 8)

Diese zwei Satze von drei Gleichungen sind gerade ausreichend, um die 
Zahl der unabhangigen GroBen von neun auf drei zu reduzieren. 
Formal konnen die sechs Gleichungen zu einer zusammengefaBt 
werden, indem man das KRONECKERsche δ-Symbol verwendet. 
Das ist definiert durch

t>im =  1 l =  m
= 0 l 5* m.

Die Gl. (4-8) konnen dann geschrieben werden:
OtlOtm +  βίβη  +  7Z7m =  5/m. (4 -9 )

Es ist deshalb nicht moglich, eine Lagrange-Funktion und die 
daraus folgenden Bewegungsgleichungen mit den neun Richtungs
kosinus als generalisierte Koordinaten aufzustellen. Zu diesem Zwecke 
miiBten wir vielmehr einen Satz von drei unabhangigen Funktionen der 
Richtungskosinus verwenden. Eine Anzahl solcher Satze unabhangiger 
Variabler wird spater beschrieben werden, die wichtigsten sind die 
EuLERschen Winkel. Die Verwendung der Richtiingskosiniis zur 
Beschreibung der Zusammenhange zwischen zwei cartesischen Koor- 
dinatensystemen hat nichtsdestoweniger eine Reihe wichtiger Vor- 
teile. Mit ihrer Hilfe konnen viele Satze liber die Bewegung starrer 
Korper mit groBer Eleganz und Allgemeinheit ausgedruckt und in 
einer Form gegeben werden, die ganz naturlich auf die Verfahren 
fuhrt, die notwendig in der speziellen Relativitatstheorie und in der ^\\ 
Quantenmechanik verwendet werden. Diese Art der Beschreibung^
verdient deshalb hier eine ausfiihrliche Diskussion. ί

t!
c
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4 -2  Orthogonale Transformationen

Zum Studium der Eigenschaften der neun Richtungskosinus ist es 
zweckmaBig, die Bezeichnungsweise abzuandern und alle Koordinaten 
durch x  zu bezeichnen. Die Achsen werden durch Indizes unterschieden:

Somit wird Gl. (4-6)

x  —>Xi 
y - ^ x *
Z -^ X s .

X\  — <X\Xi -f- QTjXj  +  QTjX| 

X2 = β\Χ\ +  βνΧζ +  βίΧζ 
ζ ί  =  ΎιΧι +  y & t  +  y & i.

(4-10)

(4-11)

Die Gl. (4-11) bilden eine Gruppe von Transformationsgleichungen 
von einein Koordinatensystem xv  x2, x3 auf ein nenes System x[} x?, x£. 
Insbesondere geben sie ein Beispiel einer linearen oder FefctortTansfor- 
mation, die durch Transformationsgleichungen der Form

x[ = anxi +  «12X2 +  aisis
x i  =  a nxi +  022X2 +  023X3 (4 -12 )
X3 =  Oj iXi +  0 3 2 X2 +  O33X3

definiert ist. Dabei sind on , o12, . . . ein Satz konstanter, von x, x' un- 
abhangiger Koeffizienten.1 * * Die Gl. (4-11) sind nur ein Spezialfall von 
(4-12), da die Richtungskosinus nicht alle unabhangig sind.

Die Zusammenhange, Gl. (4-8), zwischen den Koeffizienten mogen 
hier in der neuen Bezeichnungsweise nochmals hergeleitet werden. Da 
beide Koordinatens3rsteme cartesisch sind, ist der Bet rag eines Vektors 
durch die Summe der Quadrate seiner Komponenten gegeben. Da 
weiterhin der tatsachliche Vektor ungeandert bleibt, welches Koor
dinatensystem auch verwendet wird, muB der Betrag des Vektors in 
beiden Systemen derselbe bleiben. Durch Symbole konnen wir die 
Invarianz des Betrages folgendermaBen darstellen:

2 * ?  = 2 * ? .  (4 - 13)
<-l i-I

Die Gl. (4-12) lassen sich nun in folgender Form schreiben:

χ ί = 2 α· ^  t = 1,2,3. (4-14)

1 D ie  G l. (4-12) s in d  n a tiir l ic h  n ic h t  d e r  a llg em ein s te  S a tz  v o n  T ran sfo rm a·
tio n sg le ich u n g e n , vg l. zu m  B eisp iel d ie  T ran s fo rm a tio n  v o n  d e n  r  n ach  d en  q
in  (1-36).
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Die linke Seite von Gl. (4-13) ist deshalb
3 / 3 \ / 3 \ 3 3

2 ( 2 α αχ ηΙ  2 α ^ · )  = 2  2  aijai&iZk.
i - l v - l  A a=1 /  i = l 1

Ordnen wir die Summen urn, so kann dieser Ausdruck geschreiben
werden: \

2 A  2 <  a aa ik)
j ,k \  i /

Er kann dann und nur dann auf die rechte Seite von Gl. (4-13) redu- 
ziert werden, wenn

^  Q'ijQ'ik — 1 j  k
i = 0  j  5̂  k

oder, in knapper Sehreibweise, wenn

2  aaa* = j , k  = 1 , 2 , 3. (4-15)

Driickt man die Koeffizienten an dureh die a, 0 u n d 7 au s , so werden 
die sechs in Gl. (4-15) enthaltenen Gleichungen identiseb m it den 
Gl. (4-9).

Eine lineare Transformation (4-12), die die durch Gl. (4-15) ge- 
forderten Eigenschaften besitzt, nennt man eine orthogonale Trans
formation. GL (4-15) selbst wird als Orthogonalitatsbedingung bezeich- 
net. Somit wird der Gbergang von Koordinaten, die im Raum fest- 
gelegt sind, zu Koordinaten, die im starren Korper festgelegt sind, 
durch eine orthogonale Transformation ausgefuhrt. Das Schema der 
TransformationsgroBen (der Richtungskosinus)

an 012 013\
021 022 023 J (4-16)
,031 032 033/

nennt man die Transformationsmatrix. Sie wird durch einen groBen 
Buchstaben A bezeichnet. Die GroBen axj werden entsprechend die 
Matrixelemente der Transformation genannt.

Um diese formalen Betrachtungen verstandlich zu machen, be- 
trachten wir das einfache Beispiel der Bewegung in einer Ebene, um 
uns so auf ein zweidimensionales Koordinatensystem zu beschranken. 
Dann konnen die Indizes in den obigen Beziehungen nur die Werte 1 
und 2 annehmen, und die Transformationsmatrix reduziert sich auf die 
Form
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Die vier Matrixelemente sind durch drei Orthogonalitatsbedingungen 
verknupft: 2

^  Q'ijQ'ik = bjk j f h = 1 , 2 ,
<-1

so daB nur ein unabhangiger Parameter notwendig ist, um die Trans
formation festzulegen. Das ist nicht uberraschend. Eine zweidimen- 
sionale Transformation von einem cartesischen Koordinatensystem zu 
einem anderen entspricht einer Drehung der Aclisen in der Ebene, vgl. 
Abb. 4-4, und eine solche Drehung kann vollstandig durch nur eine 
GroBe, den Drehwinkel </>, festgelegt werden. Drucken wir die Transfor- 
mationsgleichungen durch diesen einen Parameter aus, so lauten sie

A b b . 4-4. D re h u n g  d e r  K o o rd in a te n -  
a c h se n  a ls  A q u iv a le n t e in e r  zw eid im en- 
e io n a len  o r th o g o n a le n  T ra n s fo rm a tio n .

x[ =  X\ cos φ +  x% sin φ 
xi = —x\ sin φ +  x% cos φ.

Die Matrixelemente sind des- 
halb

an = cos φ, an = sin 0 , 
a2i = —sin φ, an = cos φ,

Somit kann die Matrix A g<£- 
sclirieben werden:

( cos Φ 
—sin φ

Die drei Orthogonalitiitsbedin- 
gungen erweitern sich auf die 
Gleichungcn

Ο11Ο11 +  Otidti =  1 
aitQit +  Otsfln =  1 
fluflu +  Onan =  0.

Diese Bedingungen werden offensichtlich durch die Matrix (4-17') er- 
fiillt, denn mit Hilfe der Matrixelemente (4-17) reduzieren sie sich auf 
die Identitaten

cos2 φ +  sin2 φ = 1  
sin2 φ -f* cos2 0 = 1  

cos 0  sin 0  — sin φ cos 0  = 0.

Die Transformationsmatrix A kann man sich als Operator vorstellen, 
der auf das ungestrichene System wirkt und es in das gestrichene 
transformiert. Symbolisch kann man fur dieses Verfahren schreiben :

(r)' = At. (4-18)
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Das ist so zu verstehen: Die Matrix A, die auf die Komponenten eines 
Vektors im ungestrichenen System wirkt, liefert die Komponenten des 
Vektors im gestrichenen System. Es soli nachdriicklich betont werden, 
daB in unserer bisherigen Darstellung A nur anf das Koordinaten- 
system wirkt; der Vektor wil’d nicht verandert. Wir fragen nur nach 
seinen Komponenten in zwei verschiedenen Koordinatensystemen. 
Deshalb wurde um r auf der linken Seite von Gl. (4-18) eine Klammer 
gesetzt, um klar zu machen, daB derselbe Vektor auf beiden Seiten der 
Gleichung enthalten ist. Nur die Komponenten haben sich geandert. 
Im Zweidimensionalen ist die Koordinatentransformation, wie wir 
sahen, einfach eine Drehung, und A ist identisch mit dem Operator 
der Drehung in der Ebene.

Trotzdem muB hervorgehoben werden, daB man sich, ohne den 
mathematischen Formalismus andern zu mussen, A auch als einen

Operator vorstellen kann, der auf 
den Vektor r wirkt und ihn in 
einen anderen Vektor r ' iiber- 
fuhrt :

x[ = xi cos Φ + x2 sin φ. (4-19)
Darin sind beide Vektoren im  
gleichen Koordinatensystem ausge- 
driickt. So kann man im Zwei
dimensionalen anstatt das Koor- 
dinatens3'stem zu drehen, den 
Vektor rdurch Drehung um einen 
Winkel φ im Uhrzeigersinn in 
einen neuen \ rektor r ' uberfuhren. 
Die Komponenten des neuen Vek
tors stehen zu den Komponenten 
des al ten durch diesel ben Gl. 
(4-12) in Beziehung, die die Trans

formation der Koordinaten beschreiben. Formal ist es deshalb nicht 
notwendig, die Klammer in Gl. (4-18) zu verwenden; vielmchr kann 
man die Schreibweise wie in Gl. (4-19) anwendcn und sie gleichermaBen 
als Operation auf das Koordinatensystem oder auf den Vektor inter- 
prctieren. Die Algebra bleibt dieselbe, unabhangig davon, welchen 
dieser beiden Standpunkte man bczieht. Die Interpretation als Ope
rator, der auf die Koordinaten wirkt, ist angepaBter, wenn man die 
orthogonale Transformation dazu verwendet, die Orienticrung eines 
starren Korpers festzulegen. Andererseits ist der Begriff eines Opera
tors, der einen Vektor in einen anderen uberfiihrt, weiterreichend. Bei

A b b . 4-5. I l lu s t r a t io n  d e r  I n t e r 
p re ta t io n  e in e r  o r th o g o n a le n  T ra n s fo r 
m a tio n  a ls  D re h u n g  e ines  V e k to rs , bei 
d e r  d a s  K o o rd in a te n sy s te m  un g e- 
a n d e r t  b le ib t.
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der mathematischen Diskussion kann jede Interpretation verwendet 
werden, wie es die Situation gerade zweckmaBig erscheinen laBt. Na- 
tiirlich muB man sich immer vor Augen halten, daB sich die Natur der 
durch A dargestellten Operation andert, je nachdem welche In ter
pretation man gewahlt hat. Falls also A eincr Drehung um den Winkel 
Φ entgegen dem Uhrzeigersinn ent.spricht, wenn es auf das Koordinaten- 
system angewendet wird, so vermittelt A eine Drehung im Uhrzeiger
sinn , wenn es auf den Vektor angewendet wird.

4 -3  Formale Eigenschaften der Transformationsmatrix

Betrachten wir nun, was sich ereignet, wenn zwei aufeinanderfol- 
gende Transformationen ausgefiilirt werden -  entsprechend zwei auf- 
einanderfolgenden Auslenkungen des starren Korpers. Wir wollen die 
erste Transformation von /· nach r ' mit B bezeichnen:

%k  — hkjXj 
J

(4-20)

und die darauffolgende Transformation von r' nach einem dritten 
Koordinatensatz r"  mit A:

ζ ," = 2 α * χ ί .  (4-21)
k

Die Beziehung zwischen xj'und x, erhalt man dann, indem man die 
zwei Gl. (4-20) und (4-21) kombiniert:

Dafiir kann auch geschrieben werden:

wobei

j

Ci j  =  2  
k

(4-22)

(4-23)

ist. Die aufeinanderfolgende Anwendung zweier orthogonaler Trans
formationen A und B ist demnach einer dritten linearen Transformation 
C aqui valent. Es kann gezeigt werden, daB wegen der Orthogonalitat 
von A und B auch C eine orthogonale Transformation ist. Den ausfiihr-
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lichen Beweis wollen wir in den tjbungen fiihren. Symbolisch kann der 
resultierende Operator C als das Produkt der zwei Operatoren A und 
B angesehen werden :

C =  AB,

und die Matrixelemente ca sind nach Definition die Elemente der 
Matrix, die man durch Multiplikation der zwei Matrizen A und B er- 
halt.

Wir stellen fest, dafi diese ,,M atrix”- oder Operatormultiplikation 
nicht kommutativ ist,

BA ^  AB,

denn nach Definition sind die Elemente der Transformation D = BA

d a  =  ^  bikdkj. (4 -2 4 )
k

Das ist im allgemeinen nicht in Gbereinstimmung mit den Matrix- 
elementen von C in G l. (4-23). Somit hangt das endgiiltige Koordi- 
natensystem von der Reihenfolge der Anwendung der Operatoren A 
und B ab, d.h. davon, ob zuerst A und dann B oder zuerst B und 
dann A angewendet wird. Jedoch ist die Matrizenmultiplikation asso- 
ziativ; in einem Produkt aus drei oder mehr Matrizen ist die Reihen
folge der Multiplikationen (nicht die der Faktoren!) unwichtig:

(AB)C =  A(BC). (4 -2 5 )

Das Nebeneinanderstellen von A und r in Gl. (4 -1 9 ), um so die 
Operation von A auf das Koordinatensystem (oder auf den Vektor) zu 
charakterisieren, wurde als nur symbolisch bezeichnet. Aber durch die 
Ausdehnung unsejrcs Konzeptes auf Matrizen kann es auch als Be- 
schreibung einer wirklichen Matrizenmultiplikation angesehen werden. 
Bisher wurden nur quadratische Matrizen verwendet, d.h. solche mit 
gleicher Anzahl Reihen und Spalten. Es konnen jedoch auch einspal- 
tige Matrizen wie x und x' vorkommen, die definiert sind durch

X =  x' =  (4-26)

Das Produkt Ax, nach Definition eine Matrizenmultiplikation, ist eine 
einspaltige Matrix mit den Elementen

(Ax) i = 2  α ,Λ  = Xi.
)
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Demnach kann Gl. (4-19) auch als Matrixgleichung

x' = Ax (4-27)
geschrieben werden.

Die Addition zweier Matrizen, ein zwar nicht so wichtiger Begriff 
wie die Multiplikation, ist eine dennoch haufig verwendete Operation. 
Die Summe A -f B ist eine Matrix C, deren Elementc die Sumrae der 
entsprechenden Elemente von A und B sind:

Von groBerer Wichtigkeit ist die zu A inverse Transformation, die

man A-1 und ihre Matrixelemente bezeichnet man mit αί/. Wir haben 
damit den Satz von Gleichungen:

konsistent sein mussen. Substituieren wir aus (4-28) in Gl. (4-29), 
so wird

Da die Komponenten von r '  unabhangig sind, ist Gl. (4-29') nur dann 
richtig, wenn sich die Summe iiber j  identisch auf xi reduziert. Der 
Koeffizient von x\ muB deshalb Eins fur j  =  k und Null fur j  9* k sein, 
symbolisch:

Die linke Seite von Gl. (4-30) erkennt man leicht als das Matrixelement 
des Produktes AA~\ wahrend die rechte Seite das Element der als 
Einheitsmatrix 1 bekannten Matrix ist:

C»; — ~f* bij.

Operation, die r ' zuruck in r iiberfuhrt. Diese Transformation nennt

(4-28)
J

die mit

(4-29)

x» = 2  ° k< 2 ® ^
* j

(4-29')

(4-30)

(4-31)
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Gl. (4 -3 0 ) kann deshalb geschrieben werden:
A A -1 =  1. (4 -3 2 )

Sie zeigt den Grand, weshalb die inverse Matrix mit A” 1 bezeichnet 
wird. Die Transformation, die 1 entspricht, heiBt identische Transfor
mation. Sie erzeugt keine Anderung im Koordinatensystem:

x =  lx.

Ahnlich laBt die Multiplikation einer Matrix A in irgendeiner Reihen- 
folge mit 1 die Matrix A unverandert:

1A =  A1 =  A.

Andert man die Reihenfolge beim Beweis von Gl. (4 -3 2 ), so kann man 
zeigen, daB A und A*"1 kommutieren. A nstatt Xi durch die x f auszu- 
drueken und in GL (4-2Θ) zu substituieren, konnte man ebensogut 
Konsistenz verlangen, wenn man x ' aus beiden Gleichungen eliminiert. 
Das fuhrt ganz analog auf

CLijOjk =  &ik·

In Matrixschreibweise ist das
A~lA =  1.

Das beweist die Behauptung.
Betrachten wir nun die Doppelsumme

(4-33)

OLkldkidii.

Sie kann gelost werden, indem man zuerst liber k summiert: 

oder zuerst uber i :
aua^ aki.

Wendet man die Orthogonalitatsbedingungen (4-15) an, so reduziert 
sich die Summe, in der ersten Sehreibweise, auf

a\j.

Andererseits kann dieselbe Summe in der zweiten Sehreibweise mit 
Hilfe von Gl. (4-30) folgendermaBen geschrieben werden: 2

2  fajCiki =  an·k
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Somit stehen die Elemente der direkten Matrix A und der Rezi- 
proken A-1 in folgendem Zusammenhang:

o!a =  a,». (4-34)

Allgemein wird die Matrix, die man aus A durch Vertauschen von 
Reihen und Spalten erhalt, transponierte M atrix  genannt und mit A 
bezeichnet. Gl. (4-34) stellt demnach fest, daB fur orthogonale Matrizen 
die reziproke Matrix mit der transponierten Matrix identisch ist; 
symbol isch :

A -1 =  A. (4-35)

Setzen wir dieses Ergebnis in Gl. (4-33) ein, so erhalten wir

AA =  Ί. (4-36)

Das ist identisch mit dem Satz von Orthogonalitatsbedingungen (4-15), 
hier nur in abgekiirzter Form geschrieben, wie man durch direktes 
Ausschreiben verifizieren kann .2 Ahnlich kann man eine andere Form 
der Orthogonalitatsbedingungen aus Gl. (4-30) erhalten, indem man 
(4-34) einsetzt:

♦ -

^  fljfcidyi — hkj· (4-37)
i

In  symbolischer Form kann Gl. (4-37) geschrieben werden:

AA =  1.

Man kann sie direkt von (4-36) ableiten, indem man sie von links mit A 
und von rechts mit A-1 multipliziert.

Verbunden mit dem Begriff der transponierten Matrix, ist deren 
Komplexkonjugierte den Physikern als adjungierte Matrix bekannt. 
Sie wird durch ein Kreuz gekennzeichnet:

At =  (A)* (4-38)

Analog der Definition (4-36) fur eine orthogonale Matrix erfullt eine 
unitdre M atrix  A die Bedingung

AfA = 1. (4-39)

* T a ts a c h lic h  k a n n  m a n  (4-35) d ire k t  a u s  d e n  O rthogonalit& tsbed ingungen  
(4-36) e rh a lte n . D ie  K iirze  des B ew eisee ze ig t u n s  d ie  M & chtigkeit d e r sym boli- 
sch en  V e rfa h re n . M u ltip liz ie rt m an  (4-36) m it  A" 1 v o n  re c h ts :

AAA” 1 =  A-1,
so  e rg ib t  e ich  m i t  (4-32)

A =  A -1.
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In  dem Problem, die Orientierung eines starren Korpers festzulegen, 
muB die Transformationsmatrix reell sein, denn sowohl x als auch x' 
sind reell. Es gibt dann keinen Unterscbied zwisehen der Orthogo- 
nalitats- und der Unitaritatseigenschaft oder zwisehen transponierten 
und adjungierten Matrizen. Kurz, eine reelle orthogonale Matrix ist 
unitar. Wir werden aber bald in diesem Kapitel und spater im Zu- 
sammenhang mit der Relativitatstheorie Gelegenheit haben, komplexe 
Matrizen einzufuhren. Dort ist die Unterscheidung wiehtig.

Die zwrei Interpretationen eines Operators, dab er namlich einen 
Vektor transformiert oder andererseits das Koordinatensystem, sind 
beide mit eingeschlossen, wenn wir die Transformation eines Operators 
bei Anderung der Koordinaten aufsuchen. Wir wollen A als einen 
Operator ansehen, der auf einen Vektor F (oder auf eine einspaltige 
Matrix F) wirkt und dabei einen Vektor G  erzeugt:

G  =* AF.

Wenn das Koordinatensystem dureh eine Matrix B transformiert wird, 
werden die Komponenten des Vektors G  im neuen System gegeben 
sein dureh

BG =  BAF,
wofur auch geschrieben werden kann

BG -  BAB-BF. (4 , 4 0 )

Gl. (4-40) kann aueh so interpretiert werden, daB man sagt, der 
Operator BAB-1, der auf den im neuen System ausgedriiekten Vektor F  
wirkt, erzeugt den Vektor G, der ebenfalls in neuen Koordinaten aus- 
gedruekt ist. Wir konnen deshalb BAB“ l als die Form des Operators A 
ansehen, die er annimmt, wenn er auf einen neuen Achsensatz trans
formiert i s t :

A' =  BAB"1. (4 -4 1 )

Jede Matrixtransformation, die die Form von Gl. (4-41) hat, wird 
Ahnlichkeitstransformation genannt.

Es ist jetzt angebracht, die Eigenschaften der Determinante zu be- 
trachten, die von den Elementen einer quadratischen Matrix gebildet 
wird. Wie ublich, wollen wir eine solche Determinante dureh vertikale 
Striche kennzeichnen: |A|. Es sei bemerkt, daB die Definition der 
Matrizenmultiplikation mit der fur die Multiplikation von Determi- 
nanten identisch ist (vgl. B 6 c h b r , Introduction to Higher Algebra,
S. 26). Demnach ist

IABj =  |A| · |B|.
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Weil die Determinante der Einheitsmatrix 1 ist, kann die Determi- 
nantenform der Orthogonalitatsbedingungen Gl. (4-36) geschrieben
W e r d e n :  | A |  · | A |  =  1 .

Da der Wert einer Determinante durch die Vertauschung von Reihen 
und Spalten nicht beeinfluBt wird, konnen wir weiterhin sehreiben:

| A | *  =  1 .  (4-42)
Das bedeutet, daB die Determinante einer orthogonalen Matrix nur 
+  1 oder — 1 sein kann. Wir werden spater Gelegenheit haben, uns 
mit der geometrischen Bedeutung dieser zwei Werte zu befassen.

Wenn die Matrix nicht orthogonal ist, hat die Determinante natiir- 
lich nicht diese einfachen Werte. Es kann jedoch gezeigt werden, daB 
der Wert der Determinante gegeniiber einer Ahnlichkeitstransforma- 
tion invariant ist. Multiplizieren wir die Gleichung (4-41) fur die trans- 
formierte Matrix von rechts mit B ,  so erhalten wir die Beziehung:

A ' B  «  B A

oder in Determinantenform:
| A ' |  · | B |  =  | B |  ·  | A | .

Da die Determinante von B nur eine Zahl ist, die von Null verschieden 
ist,3 konnen wir auf beiden Seiten durch |B |  dividieren, um das 
gewiinschte Ergebnis zu erhalten :

| A ' |  =  | A | .

Spater bei der Diskussion der Bewegung des starren Korpers werden 
alle diese Eigenschaften der Matrixtransformationen, besonders die 
fur orthogonale Matrizen, angewendet. Zusatzlich werden andere 
Eigenschaften benotigt, die abgeleitet werden, wenn es die Umst&nde 
erfordern.

4-4  Die Eulerschen Winkel

Es wurde bereits festgestellt, daB die Element© a<y nicht unabhangig 
eind und deshalb nicht als generalisierte Koordinaten geeignet sind. Ehe 
wir die Bewegung starrer Korper in der LAOBANOEschen Formulierung 
der Mechanik aufstellen, wird es deshalb notwendig sein, drei unab- 
hangige Parameter zu suchen, die die Orientierung eines starren

* W a re  si© N u ll, so  g a b e  es k e in en  in v e reen  O p e ra to r  B_1 (w egen d e r  Cr a m e r - 
s ch e n  K egel). D a s  is t  a b e r  e rfo rd e rlich , d a m it  G l. (4-41) s innvo ll is t.
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Korpers beschreiben. Nur wenn 
man solche generalisierten Koor- 
dinaten gefunden hat, kann man 
eine LAGEANGE-Funktion fur das 
System angeben und die La- 
GRANGEsehen Bewegungsglei- 
chungen erhalten. Eine Anzahl 
solcher Parametersatze sind in der 
Literatur beschrieben worden, 
die gebrauchliehsten und niitz- 
lichsten sind jedoeh die E xjler- 
schen Winkel. Wir wollen deshalb 
jetzt diese Winkel definieren und 
zeigen, wie die Elemente der or- 
thogonalen Transformationsma- 
trix durch sie ausgedriickt werden 
konnen.

Man kann die Transformation 
von einem cartesischen Koordi- 
natensystem auf ein anderes mit- 
tels dreier aufeinanderfolgender 
Drehungen ausfuhren, die in einer 
bestimmten Reihenfolge vorzu- 
nehmen sind. Die EuLERschen 
Winkel sind dann als die drei auf- 
einanderfolgenden Drehwinkel de- 
finiert. Die Reihenfolge beginnt 
mit einer Drehung des ursprung- 
lichen Achsensystems xyz um 
einen Winkel φ im Gegenuhr- 
zeigersinn um die z-Achse. Das 
sich ergebende Koordinatensy- 
stem wird durch dief^f-Achsen  
bezeichnet. Im nachston Schritt 
werden die Achsen ξηΓ um die ξ - 
Achse im Gegenuhrzeigersinn um 
einen Winkel Θ gedreht. Sie er- 
zeugen ein anderes Zwischen- 
system, die iVi*-Achsen. Die i'-

Abb. 4-6. Dio Drehungen, die die 
EuLBRschen Winkel deiinieren.

Iliii
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Achse ist die Schnittgerade der xy- und der {V-Ebene und wird 
Knotenlinie genannt. SchlieBlich werden die {Vf'-Achsen im Gegen- 
uhrzeigersinn um einen Winkel φ um die f-Achse gedreht. Es entsteht 
das gewiinschte ar'y'z'-Achsensystem. Abb. 4-6 erlautert die verschie- 
denen Schritte der Drehungen. Die EuLERschen Winkel 0, φ und φ 
legen somit die Orientierung des ar'y'z'-Systems relativ zum xyz- 
System vollstandig fest und konnen deshalb als die drei benotigten 
generalisierten Koordinaten dienen.4

Die Elemente der vollstandigen Transformation A kann mandadurch 
erhalten, daB man die Matrix als ein dreifaches Produkt der einzelnen 
Drehungen schreibt. Jede von ihnen besitzt eine verhaltnismaBig 
einfache Matrixform. So kann die erste Drehung um z durch eine 
Matrix D beschrieben werden:

|  = Dx,

dabei bedeuten § und x Spaltenmatrizen. Ahnlich kann die Transfor
mation von nach ξ'η'ζf durch eine Matrix C beschrieben werden:

r  =  c i

und die letzte Drehung auf x'y'z' durch eine Matrix B:
x' = B§'.

Demnach ist die Matrix der vollstandigen Transformation
x' = Ax

das Produkt der aufeinanderfolgenden Matrizen:
A = BCD.

4 U n g liick lich erw eise  b e s te h t  in  d e r  L i te r a tu r  k e in e  E in h e itl ic h k e it d e r  D e 
fin itio n  d e r  EtTLERschen W in k el. D ie U n te rech ied e  sind  n ic h t groB, a b e r  o ft s in d  
s ie  a u sre ic h e n d , e in en  le ic h te n  V erg le ich  v o n  E n d fo rm e ln , w ie e tw a  von  M atrix - 
e le m e n te n , zu  v e rh in d e m . D ie  groB te V erw irru n g  e n ts te h t  v ie lle ich t d u rc h  den  
g e leg e n tlic h e n  G e b rau c h  v o n  L in k s-K o o rd in a te n sy s te m e n  (wie bei Osgood u n d  
Ma r g en a u  u . M u r p h y ). H a u fig e r  i s t  d ie  G ew o h n h e it, d en  W inkel d e r  K n o te n - 
lin ie  v o n  d e r  y -A chse  u n d  n ic h t  v o n  d e r  x-A chse a u s  zu  m essen . D iese P rax is , d ie  
c h a ra k te r is t is c h  f i ir  d ie  b r it isc h e  Schule  zu  se in  s c h e in t (vgl. W h itt a k eb , 
N e w b o u l t , A m es  u n d  Mu rn a q h a n ), b e ru h t  d a ra u f , daB d ie  zw eite  D reh u n g  
u m  η a n s t a t t  u m  ξ g en o m m en  w ird . I n  e in e r so lchen  B ezeichnungsw eise s ind  
u n se re  W in k e l φ  u n d  φ  d a n n  g le ich  d e n  W in k e ln  Φ +  7  ̂b zw . -  — φ . A u to ren  dee 
K o n tin e n ts  fo lgen  g ew d h n lich  d en  h ie r  gegebenen  D efin itionen , auB er daB d ie  
B e d e u tim g e n  v o n  φ u n d  φ o f t  v e r ta u s c h t s in d . D a m it i s t  jed o ch  d e r  V erw ir
ru n g  n o ch  n ic h t  g e n u g ; v ie le  A u to re n  q u a n te n m e c h a n isc h e r U n te rsu ch im g en  
b e n u tz e n  D re h u n g e n  im  Uhrzeigereinn a n s te lle  d e r  h ie r  ge tro ffen en  V ere in b aru n g  
d e r  Z a h lu n g  im  G eg en u h rze ig ersin n .
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N u n  is t  d ie  T r a n sfo r m a tio n  D e in e  D r e h u n g  u m  z u n d  h a t  d e m n a c h  
e in e  M a tr ix  d er  F o r m  (v g l. Gl. (4 -1 7 )):

cos φ sin  φ 0 \
D =  [ —sin  φ cos φ 0 )· (4 -4 3 )

0 0

Die Transformation C entspricht einer Drehung um ξ mit der Matrix
λ  °  0 \

C =  I 0  co s  Θ s in  0 J (4 -4 4 )
\ 0  — sin  0 c o s 0 / ,

und schlieBlich ist B eine Drehung um f ' und hat deshalb die gleiche 
Form wie D:

cos φ  s in  φ  0> 
B =  [ —sin  ψ co s  φ  0  

0 0 1,

F u r  d a s  M a tr iz e n p r o d u k t A =  BCD f o lg t  d a n n

(4 -4 5 )

coeφ οοβφ — cos0 βίηφ sin ψ 
sin φ cos φ — cos Θ sin φ cos ψ 

sin Θ sin φ

cost βίηφ + οοββ οοβφ sin ψ 
— βίηφ βίηφ + cos Θ οοβφ οοβφ 

— sind οοβφ

βίηφ sin 0> 
οοβφ sin θ 

οοβΘ j
(4 -4 6 )

Die inverse Transformation von Korperkoordinaten auf Raumachsen
x =  A -V

ist somit unmittelbar durch die transponierte Matrix A gegeben:
( οοβφ οοβφ — coe θ βίηφ βίηφ —βίηφ οοβφ — coe θ βίηφ οοβφ sin# βίηφ\

οοβφ βίηφ+οοββ οοβφ βίηφ —βίηφ βίηφ -fcoetf οοβφ οοβφ — sin θ οοβφ V (4 -4 7 )
βίηΟβίηφ sin θ cos φ cost? /

Die Ausfuhrung der Multiplikation und den Nachweis der Orthogonali- 
ta t der Matrix A wollen wir als eine Gbung lassen.

4 -5  Die Cayley-KIeinschen Parameter

Man hat auch verschiedene andere Gruppen von Variablen verwen- 
det, um die Orientierung eines starren Korpers zu beschreiben, und 
zwar meist aus Griinden der ZweckmaBigkeit bei speziellen Rech- 
nungen. Eine dieser Gruppen ist so interessant, daB sie besondere Be- 
achtung verdient -  die sogenannten CAYLEY-KxEiNsc/iew. Parameter. 
Da sie aus vier GroBen bestehen, sind diese Param eter nicht alle unab- 
hangig und demnach nicht als generalisierte Koordinaten geeignet. 
Urspriinglich wurden sie in der klassischen Mechanik v o n  F e l i x  K l e i n  
eingefuhrt, hauptsachlich um die Integration komplizierter gyro-
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skopischer Probleme zu erleichtem. Heute beraht unser Hauptinteresse 
an ihnen auf ihrem engen Zusammenhang mit der Behandlung der 
Raumdrehung in der Quantenmechanik.

In den vorangehenden Abschnitten verwendeten wir gelegentlich 
einen zweidimensionalen reellen Raum mit Achsen z 1 und z 2, urn die 
Eigenschaften orthogonaler Transformationen zu erlautem. Wir wollen 
nun einen anderen zweidimensionalen Raum betrachten; diesmal habe 
er komplexe Achsen, die mit u und v bezeichnet werden sollen. Eine 
allgemeine lineare Transformation in einem solchen Raume lautet

u' = cru +  βν, 
v' = yu +  δν

m it der zugehorigen Transformationsmatrix

(4-48)

(4-49)

In  der weiteren Diskussion wollen wir Q auf Transformationen be- 
schranken, die unitar sind, und deren Determinante +  1 ist. Es muB 
betont werden, daB das zwei verschiedene Bedingungen sind. Die Uni- 
taritatseigenschaft (Gl. (4-39))

QtQ =  I =  QQt (4-50)

fordert nur, daB die Determinante den Betrag Eins hat:

IQI1QI -  l,
aber sie beschrankt nicht ihren Phasenwinkel. Die Bedingung, daB die 
Determinante +  1 sei,

c A - f i y - + l ,  (4-51)
ist deshalb eine zusatzliche Forderung, die nicht in der Unitarit&ts- 
eigenschaft enthalten ist.

Fur die Matrix einer allgemeinen zweidimensionalen, linearen Trans
formation mussen acht GroBen angegeben werden, da jedes der rier 
Elemente komplex ist. Jedoch reduzieren die auferlegten Bedingxmgen 
die Zahl der u n a b h a n g ig en  GroBen. Ausfiihrlich geschrieben lautet die 
Unitaritatsbedingung Gl. (4-50):

a*a +  β*β =  1
y*y +  *  1 (4-52)
a*y +  β*δ =» 0 .

Die ereten zwei Gleichungen sind reell, wahrend die letzte komplex ist, 
so daB sie zusammen vier Bedingungen enthalten. Eine funfte Be
dingung wird durch die Forderung geliefert, die an die Determinante



4-5 D ie  C ay ley -K le in seh en  P a ra m e te r 123

(4-51) gestellt wird. Deshalb enthalt Q nur drei unabhangige GroBen, 
also genau so viele, wie zur Angabe der Orientierung eines starren 
Korpers erforderlich sind.

Die Reduktion auf unabhangige Param eter kann zum Teil ohne 
Schwierigkeit ausgefiihrt werden. So kann man wegen der letzten 
Gleiehung in (4-52) schreiben:

δ a*
y  β * '

In  die Determinantenbedingungen eingesetzt, ergibt das

- ( « * *  +  ββ*) ψ  =  1 .

(4-53)

Die erete der Gl. (4-52) stellt fest, daB die GroBe in 
Eins ist. Deshalb wird

der Klammer

7 =  -0 *
Es folgt dann aus (4-53), daB

(4-54)

δ =  a*. (4-55)
Als Ergebnis dieser vier Bedingungen (Gl. (4-54) und (4-55)) konnte 
die Matrix Q auch folgendermaBen geschrieben werden:

mit der noch verbleibenden Bedingung

(4-56)

α α *  +  ββ*  =  1 . (4-57)
Oft werden wir es jedoeh vorziehen, die Matrix in der Form (4-49) 
zu lassen.

P  sei ein Matrixoperator in diesem Raum. E r habe die besondere 
Form

f  z  x  -  t y \  
\ z  +  i y  - z  )

(4 -5 8 )

Mathematiseh konnen x , y , z einfach als drei reelle GroBen angesehen 
werden; physikalisch werden sie als Koordinaten eines Punktes im 
Raum interpretiert. Nehmen wir an, die Matrix P werde durch die 
Matrix Q in folgender Weise transform iert:

P' «  QPQt. (4 -5 9 )

Wegen der Unitaritatseigenschaft yon Q ist die Adjungierte Q* gleich



124 IV . D ie  K in e m a tik  e ta r re r  K 6 rp e r 4 5

der Inversen Q~l . Deshalb stellt Gl. (4-59) lediglich eine Ahnlich- 
keitstransformation von P dar, wenn der wr-Raum der unitiiren 
Transformation Q unterworfen wird. Wir stellen fest, daB die Adjun- 
gierte von P mit Pidentisch ist; die Matrix nennt man dann eclbst- 
adjungiert oder hermiteisch. Weiterhin ist die Summe der Diagonal- 
elemente von P, Spur der Matrix genannt, hier Null. Nun kann gezeigt 
werden, daB sowohl die Hermitizitatseigenschaft als auch die Spur 
einer Matrix invariant gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen sind, 
vgl. die Obungen am Ende des Kapitels. Demnach muB P' ebenfalls 
selbstadjungiert sein und eine verschwindende Spur haben. Das ist 
nur dann richtig, wenn P' die Form hat:

>' =  (  z '
V  +  i y '

(4-60)

wobei x \  y ' und z' reelle GroBen sind. Die Determinante von P ist also 
auch invariant gegeniiber der Ahnlichkeitstransformation (4-59), so 
daB wir die folgende Gleichheit schreiben konnen:

|p| = -(X 2 +  y2 +  **) = -(* '*  +  y /J +  = |P'|.
Diese Feststellung erkennen ivir als die Orthogonalitatsbedingung; 
sie fordert, daB die Lange des Vektorsr =  x i  + y )  +  z k  durch die Trans
formation nicht verandert- wird. Zu jeder unitaren Matrix Q im kom- 
plexen zweidimensionalen Raum gehort deshalb eine reelle orthogo- 
nale Transformation im gewohnlichen dreidimensionalen Raum.

Einen Einblick in die N atur dieses Zusammenhanges erhalt man 
durch die folgenden Betrachtungen. Die reelle orthogonale Matrix, 
die von den Koordinaten x auf x' transformiert, werde mit B be-
zeichnet: . Λx' *  Bx.
Die zugehorige unitare Matrix bezeichnen wir mit Qj:

P' = QiPQif.

Eine zweite orthogonale Transformation von x' nach x" werde durch 
eine Matrix A ausgefiihrt:

x" =  Ax'

m it der zugehorigen Matrix Q*:

P" -  Q,P'Q,t.
Nun wird die direkte Transformation von x nach x" durch die Matrix 
C erzeugt; sie ist definiert durch

C = AB.
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Entsprechend wird die direkte Transformation von P nach P" durch 
eine Ahnlichkeitstransformation mit einer Matrix Q3 ausgefuhrt, die 
deshalb mit C zusammenhangen muB. Jedoch konnen wir die Trans
formation von P nach P" auch durch die Gleichung

P" =  Q2QiPQitQ2t
erhalten. Man kann leicht zeigen, daB

Q i ^  =  (Q2Qi)f.
Da das Produkt zweier unitarer Matrizen auch unitar ist, folgt, daB 
Qz mit dem Produkt Q2Qi identisch sein muB:

Qz = Q2Qi.
Die Korrespondenz zwischen den komplexen unitaren 2 x  2-Matrizen 
und den reellen orthogonalen 3 X 3-Matrizen ist derart, daB irgend- 
eine Beziehung zwischen den Matrizen des einen Satzes auch durch die 
entsprechenden Matrizen des anderen Satzes erfullt wird. Zwei solche 
Satze von Matrizen nennt man isomorph.

Man kann die Elemente einer orthogonalen Matrix durch die Ele- 
mente der isomorphen Matrix Q ausdriicken. Wegen (4-54) und (4-55) 
ist die Adjungierte zu Q

Um die Rechnung zu vereinfachen, wollen wir die Abkiirzungen z+ 
und x- einfiihren. Sie sind definiert durch

x+ = x +  iy ,
X -  =  x  — i y .

Die transformierte Matrix P '  laBt sich dann schreiben als

p, = (z' β ψ  χ Λ /  δ - β \
Vr+ - ζ ' /  \y  δ]\χ+ - 2  Λ  Ύ <*)

oder, indem wir die Multiplikationen ausfuhren,

p ,  _  /{ah +  fiy )z — ayz-  +  βδχ+ — 2  αβζ +  cPx- — β?Χ+ \  6 ι\
\ 2yhz — y2x~ +  &χ+ ~  +  $ί )ζ +  ayx_ — βδχ+)

Durch Gleichsetzen der Matrixelemente konnen die Transformations- 
gleichungen zwischen den gestrichenen und den ungestrichenen Koor- 
dinatensystemen folgendermaBen geschrieben werden:

£+ = 2 yhz — y2X- +  &x+
x'~ = — 2αβζ +  α*Χ- — 0*:r+
zf = (αδ -f- fiy)z — ayX- +  βδχ+.

(4-62)
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SchlieBlich konnen die Matrixelemente a,·,· als Funktionen von a, β, y 
und 5 erhalten werden, indem man die 61. (4-62) mit den gewohnlichen 
Transformationsgleichungen (4-41) vergleicht. So kann fur die letzte 
der 61. (4-62) geschrieben werden:

z' = (iβδ — ay)x +  i(ay +  fih)y +  (ah +  fiy)z.

Aus ihr folgt unmittelbar
«31 =  (βδ — ay) 032 — t(ay +  βδ) Os a = αδ + fiy.

Mit diesem Verfahren findet man leicht die vollstandige Transforma - 
tionsmatrix

( Ι ( βί _ γ1 +  {> _ /3») |  (7« _  «* +  i* -  0*) y S - α β

+  -i(a fi +  yS)

βδ — ay t(ay +  βδ) αδ +  fiy

Die 61. (4-63) liefert eine Matrix, die die Orientierung eines starren 
Korpers angibt, und die durch die 6roBen a, β, y und δ vollstandig 
beschrieben ist. Wie die ETTLEESchen Winkel bieten diese vier 6roBen 
die Moglichkeit, die Orientierung des Korpers festzulegen; sie werden 
gewohnlich als die Cayley-Kleinsc/i€ti Parameter bezeichnet.6 DaB 
die Matrixelemente reell sind, ist eine Folge der Hermitizitatseigen- 
schaft von P .  Man kann das auch direkt nachweisen, indem man die 
Matrixelemente mit Hilfe der 61. (4-54) und (4-55) untersucht.

Die Cayley-KLEiNschen Parameter lassen sich durch die ent- 
sprechenden EuLERschen Winkel ausdrucken, wenn notig durch 
direkten Vergleich der Elemente von 61. (4-63) mit den durch φ, Θ und 
ψ ausgedriickten Elementen. Jedoch besteht ein einfacheres und in- 
struktiveres Verfahren darin, zuerst die Matrizen Q entsprechend den 
einzelnen aufeinanderfolgenden Drehungen, die die EuLERSchen 
Winkel definieren, zu konstruieren, und sie dann zur vollstandigen 
Matrix zu kombinieren. So wurde der Winkel ψ als eine Drehung 
um die z-Achse definiert, wobei die Transformation, beschrieben 
durch z+, x -  und z, lautet :

5 D ie  M a tr ix  A in  Gl. (4-63) e t im m t n ic h t  m it  d e r  von  W h itta k er  S. 1 2  ge- 
g e b en e n  e n te p re c h e n d e n  F o rm  iib e re in . D as  lie g t im  w eeen tlichen  a n  d e r  an d e ren  
u rs p n in g lic h e n  W a h l d e r  M a tr ix  P. Selbstverat& ndlich  g ib t  es v iele W ege, e ine  
M a tr ix  a u fz u s te lle n , d e re n  D e te rm in a n te  —  r 1 is t , u n d  d ie  beeondere  W ah l is t 
S aohe  d e r  K o n v e n tio n . D ie  h ie r  in  ( 4 - 6 8 )  b e n u tz te  F o rm  w u rd e  gew&hlt, u m  m it  
d em  u b lic h e n  B ra u c h  in  d e r  Q u a n te n m e c h a n ik  u b e re in zu s tim m en .



x+ =  e-**x+ 
xL =  e*x_ 

z' = z.
Vergleichen wir diese Gleichungen m it (4-62), so wird klar, dafi fur 
diese einfache Drehung die Elemente von Q die Form haben miissen:
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oder
y = β = 0  o? = e** δ2 =

Q* 0 V( Γ * ιη (4-64)

Wir bemerken, dab diese Matrixelemente die Bedingungen (4-54), 
(4-55) und (4-57) automatiseh erfullen.

Die naehste Drehung erfolgt um die x-Achse im  Gegenuhrzeigersinn 
um einen Winkel 0. Die Identifizierung der entspreehenden Matrix
elemente geht in ahnlicher Weise vor sich, jedoeh werden die Rech- 
nungen ziemlieh muhsam. Es soli einfaeh angegeben werden, dab die 
entsprechende Matrix Q folgendermaben lau te t:

Oe =

Θ
cos 2 
. . Θ 

1 s in  2

. . Q* s m -

Θ
cos 2

(4-65)

Zur Prufung kann man direkt verifizieren, dab

ss | cos Θ y sin Θ χ  -  i(y COs Q +  2 sin θ)\
\x +  i{y cos Θ +  z sin Θ) —z cos Θ -f- y sin Θ )

Das fiihrt auf die gewiinsehte Transformation

z' =  x
y' = y  cos Q +  z sin Θ 
zf =  —y sin Θ +  z cos Θ.

Die letzte Drehung, die ψ definiert, erfolgt wieder um die z-Achse, 
so dab gilt

Q
1Φ! 2 

0
(4-66)
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In Abschnitt 4*4 erhielten wir die orthogonale Matrix fur die voll- 
standige Transformation als das Produkt der einzelnen Matrizen fur 
jede der drei Drehungen. Aus dem Isomorphismus der reellen orthogo- 
nalen 3 x  3-Matrizen mit den Matrizen Q folgt, daB Q fur die voll- 
standige Transformation ebenfaUs durch das Produkt der drei Dre- 
hungsmatrizen Q*, Q*, Q* gegeben ist:

Q = Q+QaQ* = 

oder

Q =

e*12 0

0  e ~ * /2

Θ . . Θcos ^ i sin ^

. . θ Θ
* sin 2 cos 2 0 e ~ * n

e ·<*+*) «cos |

e~i(*+*,ncos ^
(4-67)

Die CAYLEY-KLEiNschen Parameter als Funktionen der EuLEBschen 
Winkel lauten somit

•  -  ·

a  — e<(#,+̂ )/2cos |  β  — ie i{*~*)f*sin  ^

θ θ <4' β8)y — iV~*(*~~*)/2sin -  δ = e”*(̂ 4̂ )/scosz z
Das vervollstandigt die gewiinschte Identifizierung.

Es sei bemerkt, daB die Matrix P als Summe von drei Matrizen ge~ 
schrieben werden kann :

P —  iff* +  +  ζσ„ (4-69)

wobei σ Χ) σ „  und σ ,  die drei sogenannten Pauw s c h e n  S p i n - M a l r i z e n  
sind:

σ χ = σ*

Dieee drei bilden zusammen mit der Einheitsmatrix

(4-70)

1 =

einen Satz von vier unabhangigen Matrizen. Folglich kann jede 2 x 2- 
Matrix, die vier unabhangige GroBen enthalt, als lineare Funktion 
von ihnen ausgedruckt werden. Die Matrizen Q fur die Drehung um 
eine Koordinatenachse konnen durch die σ in besonders einfacher
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Form ausgedruckt werden. Zum Beispiel kann Q0 fur die Drehung 
um die z-Achse, Gl. (4-65), geschrieben werden:

~  i θ , · · Θ=  1 cos -  +  ι σ χ sm  - · (4-71)

Ahnlich hat die Matrix Οφ ftir die Drehung um die z-Achse die Form

0
Q* =

Φ . . φ cos -  +  x sin -

0 Φcos — — x sm -
φ 1 = 1 cos |  +  Wz sin (4-72)

Man kann direkt nachweisen, daB eine Drehung um die ?/-Achse die 
gleiche Matrixform wie in Gl. (4-72) hat, nur ist a z durch <Jy zu er- 
setzen. Alle elementaren Drehungsmatrizen sind somit durch ahnliche 
Ausdrucke gegeben. Sie enthalten nur die Einheitsmatrix und die 
entsprechende o-Matrix. Jede der PAULischen Spin-Matrizen gehort 
deshalb zu einer Drehung um eine bestimmte Achse und kann deshalb 
als der Einheitsrotator fur diese Achse aufgefaBt werden.

Charakteristisch fur die Cayley-KLEiNschen Parameter und fur die 
sie enthaltenden Matrizen sind die immer auftretenden halben Winkel. 
Diese Besonderheit fiihrt zu einigen eigentiimlichen Eigenschaften  
des iw-Raumes. Zum Beispiel reproduziert eine Drehung des gewohn- 
lichen Raumes um die ζ-Achse um den Winkel 2π lediglich das ur- 
sprungliche Koordinatensystem. Wenn in der Matrix D des vorigen 
Abschnittes φ gleich 2π gesetzt wird, dann ist cos φ =  1, sin φ =  0, 
und D reduziert sich richtig auf die Einheitsmatrix 1, die der identi- 
schen Transformation entspricht. Wird andererseits dieselbe Sub
stitution in Qφ in Gl. (4-64) gemacht, so erhalten wir

das — 1, aber nicht 1 ist. Gleichzeitig muB die 2 x  2-Matrix 1 auch 
der dreidimensionalen identischen Transformation cntsprcchen. Dem- 
nach gibt es zwei Q-Matrizen, 1 und — 1, entsprechend der 3 X 3- 
Einheitsmatrix. Wenn eine Matrix Q einer recllen orthogonalcn Matrix 
entspricht, dann entspricht im allgcmeinen auch — Q derselbcn Matrix. 
Der Isomorphism us zwischen den zwei Siitzen enthiilt somit in dicscm  
Falle eine ein-eindeutige Korrcspondcnz zwischen der einzelnen 
3 X 3-Matrix und dem Matrizenpaar (Q, — Q) nicht aber zwischen 
den individuellen Matrizen. In diesem Sinne sagt man, daB die Matrix 
Q eine zweideutige Funktion der entsprechenden dreidimensionalen 
orthogonalen Matrix ist.
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Eine solche paradoxe Situation darf uns nicht verwirren. Wie hier 
dargetan, ist der wv-Raum lediglich eine mathematische Konstruktion, 
allein dazu ersonnen, eine Korrespondenz zwischen 3 x 3 -  und 2 x 2- 
Matrizen bestimmten Typs herzustellen. Man darf naturlich nicht 
fordern oder erwarten, daB ein solcher Rauin die gleichen Eigen- 
schaften wie ein physikalischer dreidimensionaler Raum hat. Die 
Mathematiker haben sich ausfuhrlich mit den Eigenschaften des uv- 
Raumes befaBt und den zweidimensionalen komplexen Vektor in 
diesem Raum mit dem Ausdruck Spinor bezeichnet. Es zeigt sich, daB 
in der Quantenmechanik der Spinorraum der physikalischen Realitat 
etwas naher kommt, denn, um die Wirkung des ,,Spins” des Elektrons 
m it einzuschlieBen, muB die Wellenfunktion oder Teile von ihr einen 
Spinor bilden. Tatsachlich sind die halben Winkel und die sich er- 
gebende Zweideutigkeit eng mit der Tatsache verknupft, daB der 
Spin halbzahlig ist.6 Wollten wir den Gegenstand weiterverfolgen, so 
wiirde uns das aus dem Bereich der klassischen Mechanik hinausfiihren.

4-6  Das Eulersche Theorem uber die Bewegung eines starren Kdrpers

Die Diskussionen in den vorangehenden Abschnitten liefern einen 
vollstandigen mathematisehen Apparat zur Beschreibung der Bewe
gung eines starren Korpers. Zu irgendeinem Zeitpunkt laBt sich die 
Orientierung des Korpers durch eine orthogonale Transformation 
festlegen, deren Elemente durch einen geeigneten Parametersatz 
ausgedriickt werden konnen. Im Laufe der Zeit. wird sich die Orien
tierung andern, und deshalb wird die Transformationsmatrix eine 
Funktion der Zeit sein, A ( 0  geschrieben. Werden die Korper- 
achsen so gewahlt, daB sie mit den Raumachsen zur Zeit / =  0 zu- 
sammenfallen, dann ist die Transformation am Anfang die identische
Transformation: ...

A ( 0 )  =  1 .

Zu irgendeiner spateren Zeit wird sich A(t) im allgemeinen von der 
identischen Transformation unterscheiden, aber da die physikalische 
Bewegung kontinuierlich sein muB, muB A ( 0  eine stetige Funktion 
der Zeit sein. Man sagt, die Transformation entwickelt sich stetig axis 
der identischen Transformation.

Mit dieser Methode, die Bewegung zu beschreiben, und unter Ver- 
wendung allein des bereits eingefuhrten mathematisehen Apparates

• W e n n  a u c h  d ie  W e lle n fu n k tio n  b ezu g lich  D re h u n g  zw eid eu tig  se in  k a n n f eo 
b le ib e n  n a tu r l ic h  a lle  p h y s ik a lisc h  m efib a ren  E ig en sch a fte n  e in d eu tig .
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sind wir in der Lage, die wichtigen Eigenttimlichkeiten der Bewegung 
starrer Korper abzuleiten. Von grundlegender Wichtigkeit ist das so- 
genannte EuLERsc&e Theorem: Die allgemeine Auslenkung eines starren 
Korpers, von dem ein Punkt fesfgehalten wird, ist eine Drehung um eine 
Achse.

Wird der feste Punkt als Ursprung des korperfesten Achsensystems 
gewahlt, dann enthalt die Auslenkung des starren Korpers keine 
Translation der Korperachsen. Lediglich die Orientierung andert sich. 
Das Theorem stellt dann fest, daB das korperfeste Aehsensystem zu 
irgendeiner Zeit t stets dureh eine einzige Drehung des urspriing- 
lichen Achsensystems erhalten werden kann (von dem angenommen 
ist, daB es mit dem raumfesten System zusammenfallt). Mit anderen 
Worten, die durch die Matrix A dargestellte Operation, die die physi- 
kalische Bewegung des starren Korpers beschreibt, ist eine Drehung. 
Nun ist es fur eine Drehung charakteristiseh, daB eine Richtung, 
namlich die Drehachse, durch die Operation unberuhrt bleibt. So muB 
ein Vektor, der auf der Drehachse liegt, die gleichen Komponenten in 
der Anfangs- und Endlage des Achsensystems haben. Die andere not- 
wendige Bedingung fur eine Drehung, daB der Bet-rag der Vektoren 
ungeandert bleibt, wird automatisch durch die Orthogonalitatsbe- 
dingungen geliefert. Demnach ist das EuLERsche Theorem bewiesen, 
wenn man zeigen kann, daB es einen Vektor R gibt, der die gleichen 
Komponenten in beiden Systemen hat. Unter Verwendung von Matrix- 
symbolen fur den Vektor heiBt das

R' =  AR =  R. (4-73)

Gl. (4-73) ist ein spezieller Fall einer allgemeineren Gleichung

R' =  AR =  XR, (4-74)

in der λ eine Konstante ist, die komplex sein kann. Die Werte von λ, 
fur die Gl. (4-74) losbar ist, werden die charakteristischen Werte oder 
Eigenwerle der Matrix A genannt. Das Problem, die die Gl. (4-74) 
befriedigenden Vektoren zu finden, heiBt das Eigenwert problem fur die 
gegebene Matrix, und Gl. (4-74) selbst wird als Eigenwerlgleichung 
bezeichnet. Entsprechend heiBen die Losungsvektoren die Eigenvek- 
toren von A. Das EuLERsche Theorem kann nun erneut in der folgenden 
Formulierung aufgestellt werden:

Die reelle orlhogonale Matrix, die die physikalische Bewegung eines 
starren Korpers beschreibt, von dem ein Punkt festgehalten ist, hat den 
Eigenwert +  1.

Die Eigenwertgl. (4-74) konnen geschrieben werden:
(A  -  X1)R =  0 (4 -7 5 )
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oder in ausfiihrlicher Form :

(flu — X)X -f* a n Y  “h 0isZ —
a2iX +  {an -  X)F +  <h*Z =  0, (4-76)
a3lX  -f* a22Y  4" (®3j X)Z — 0.

Die Gl. (4-76) bilden einen Satz von drei homogenen simultanen
Gleichungen fiir die Komponenten X , Y , Z  des Eigenvektors R. Als 
solche konnen sie niemals bestimmte Werte fur die drei Komponenten, 
sondern nur Verhaltnisse der Komponenten liefern. Physikalisch ent- 
spricht das dem Umstand, da-B nur die Richtung des Eigenvektors 
festgelegt werden kann, der Betrag bleibt unbest immt. Das Produkt 
einer Konstanten mit einem Eigenvektor ist auch ein Eigenvektor. 
Auf jeden Fall konnen die homogenen Gl. (4-76) nur dann eine Losung 
haben, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet:

|A -  XII
dll — X dl2 di3

a2\ a n  — X djj
dji d32 d33 — X

=  0. (4-77)

Gl. (4-77) ist als charakteristxsche Gleichung oder Sakularghichung der 
Matrix bekannt, und die Werte von X, durch die die Gleichung be- 
friedigt wird, sind die gewiinschten Eigenwerte. Das EuLERsche 
Theorem reduziert sich auf die Feststellung, daB fiir die in Betracht 
kommenden reellen orthogonalen Matrizen die Sakulargleichung die 
Wurzel X =  +  1 haben muB.

Im  allgemeinen wird die Sakulargleichung drei Wurzeln und drei 
entsprechende Eigenvektoren haben. Zur bequemeren Diskussion 
wird oft die Bezeichnung X x, X 2, X z ansteile von X , Y, Z  verwendet. 
In  dieser Bezeichnungsweise werden die Komponenten der Eigen- 
vektoren durch X a  gekennzeichnet; der erste Index weist auf die 
besondere Komponente hin, der zweite gibt an, welcher der drei 
Eigenvektoren gemeint ist. Ein typisches Glied der Gruppe von 
Gleichungen (4-76) wird dann folgendermaBen geschrieben:

oder

2  ai jXjk  — \ kX ik
j

2  ai jXjk  =  2  
j j

(4-78)

Beide Seiten der Gl. (4-78) haben die Form eines Elementes einer 
Produktm atrix; die linke Seite enthalt entsprechend dem Produkt 
von A mit einer Matrix X die Elemente X ,*, die rechte Seite enthalt
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Elemente entsprechend dem Produkt von X mit einer Matrix, deren 
jk-tes Element ist. Die letzte Matrix ist diagonal, und ihre Diago-
nalelemente sind die Eigenwerte von A. Wir werden deshalb die 
Matrix mit λ bezeicbnen:

A i  0 0 \
λ = ( 0 λ2 0 )· (4-79)

\ 0  0 λ3/

Gl. (4-78) ist somit gleichbedeutend mit der Matrixgleichung
AX = XX,

oder wenn wir von links mit X-1 multiplizieren,

X“lAX = λ. (4-80)

Nun hat die linke Seite die Form einer Ahnlichkeitstransformation, 
die auf A wirkt. (Man hat lediglich X-1 durch das Symbol Y zu ersetzen, 
um sie auf die Form der Gl. (4-41) zuriickzufuhren.) Somit liefert Gl. 
(4-80) den folgenden Zugang zu dem Eigenwertproblem: Wir suehen 
eineMatrix, die A in eine Diagonalmatrix transform iert; deren Elemente 
sind dann die gewiinschten Eigenwerte.

Um das EuLERsche Theorem zu beweisen, ist es zweckmaBig, zu- 
nachst einige einfache Hilfssatze iiber die N atur der Eigenwerte her- 
zuleiten :

1 . Lie Eigenwerte haben alle den Betrag Bins. Das folgt aus der Ortho- 
gonalitat von A. Obwohl alle Elemente von A reell sind, muB man mit 
der Moglichkeit reehnen, daB die Sakulargleichung komplexe Wurzeln 
hat. In einem solchen Falle beziehen sich die entsprechenden Eigen- 
vektoren auf einen komplexen Raum und existieren nicht im wirk- 
liehen physikalisehen Raum. Der Betrag eines komplexen Vektors 
ist durch die Quadratsumme nicht der Komponenten, sondern der 
Betrage der Komponenten bestim m t:

|X |2 +  |7 |2 +  |Z |2 = R*-R = |R|2. (4-81)

Die Orthogonalitatsbedingung fordert dann, daB die Transformation 
den Betrag des Vektors R ungeandert laBt:

R*'-R' = R*.R.

Ist jedoch R ein Eigenvektor, so gilt auch
R * '.R ' =  \* X R * .R ,

und somit haben wir das gewiinschte Ergebnis:
λ*\ = 1 . (4-82)
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Natiirlich gibt dieser Hilfssatz keine Auskunft iiber den Phasen- 
winkel von λ.

2. Eine reelle orthogonah 3 X Matrix hat mindestens einen reeUen 
Eigenwert. Die Sakulargleichung (4-77) ist eine kubische Gleichung 
fur X von der iiblichen Form :

X* +  6X* +  cX +  d *  0. (4-83)
Da die Matrix A reell ist·, werden 
auch aUe Koeffizienten reell sein. 
Fur groBe negative X wird die 
linke Seite von Gl. (4-83) groB 
und negativ sein, wahrend sie fur 
groBe positive X groB und positiv 
sein wird. Demnach muB die 
Kurve des kubischen Polynoms 
die Achse mindestens einmal zwi- 
schen X= -  oo und X= -foo schneiden. 
Dam it ist der Hilfssatz bewiesen. 
Wegen Hilfssatz 1 kann diese 
reelle Wurzel nur ±  1 sein.

Die Determinante der Matrix X 
ist gleich dem Produkt der drei 
Eigenwerte XiXjXi- Da die Deter

minante einer Matrix invariant gegenuber Ahnlichkeitstransformatio- 
nen ist, folgt, daB das Produkt auch die Determinante von A ist:

XiXsXj =  |A|.
Demnach kann das Produkt der Wuraeln hochstens -f 1 oder — 1 
sein. Hilfssatz 3 stellt nun fest. daB der Wert — 1 ausgeschlossen 
werden muB.

3. FUr die moglichen Auslenkungen eines starren Korpers mufi das 
Produkt der Wurzeln der Sakuhrdeterminante +  1 sein. Betrachten wir 
eine einfache Matrix mit der Determinante — 1 :

Die Transformation S andert das Vorzeichen jeder der Komponenten 
oder Koordinatenachsen (vgl. Abb. 4-8). Eine solche Operation trans- 
formiert ein Koordinaten-Rechtssystem in ein Linkssystem und wird 
als Inversion oder Spiegelung der Koordinatenachsen bezeichnet.

Der Xatur dieser Operation nach ist es klar, daB die Inversion 
eines Rechtssystems in ein Linkssystem niemals durch irgendeine

A b b . 4 -7 . D ie  S a k u la rd e te rm in a n te  
a ls  e in e  F u n k t  ion  v o n  A.
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starve Anderung der Orientie- 
rung der Koordinatenachsen er- 
reicht werden kann. Deshalb 
entspricht eine Inversion me
nials einer physikalischen Aus- 
lenkung eines starren Korpers. 
Was fur S gilt, gilt gleicher- 
maBen fur jede Matrix, deren 
Determinante — 1 ist,dennjede 
solche Matrix kann als Produkt 

von S mit einer Matrix geschrieben werden, deren Determinante +  1 
ist, und enthalt somit die Inversionsoperation. Folglich kann sie nicht 
eine starre Orientierungsanderung beschreiben. Deshalb miissen die 
Transformationen, die die Bewegung eines starren Korpers darstellen, 
auf Matrizen mit der Determinante +  1 beschrankt werden. Eine 
andere Methode, zu diesem SchluB zu kommen, geht von der Tatsache 
aus, daB die Transformationsmatrix stetig aus der Einheitsmatrix 
hervorgehen muB, die naturlich die Determinante +  1 hat. Es ware 
mit der Stetigkeit der Bewegung unvereinbar, hatte man eine Matrix, 
deren Determinante zu irgendeiner gegebenen Zeit plotzlich von ihrem 
Anfangswert +  1 auf — 1 iiberginge.7 Ein weiterer Hilfssatz wird 
benotigt:

4. Das Komplexkonjugierte eines Eigenwertes ist auch ein Eigenwert. 
Dieser SchluB folgt unmittelbar aus der Eigenschaft der Koeffizienten 
in der Sakulargl. (4-83), reell zu sein. Ist λ eine Losung, dann zeigt das 
Konjugiertkomplexe von Gl. (4-83), daB λ* eine Losung derselben 
Gleichung ist. Somit treten komplexe Eigenwerte stets in Paaren auf, 
die zueinander komplexkonjugiert sind.

Mit diesen aufgestellten Hilfssatzen wollen wir jetzt den Beweis 
des EuLERschen Theorems fiihren. Betrachten wir die moglichen Eigen- 
werte der reellen orthogonalen Matrix mit der Determinante +  1. Alle 
drei Wurzeln konnen nicht reell und versehieden sein, denn reelle 
Wurzeln konnen nur +  1 oder — 1 sein. Sind alle Wurzeln reell, und 
zwei von ihnen gleich, dann muB die dritte Wurzel +  1 sein, sonst 
ware die Determinante nicht +  1. AuBer fiir den trivialen Fall dreier 
gleicher Wurzeln +  1 (das ist die identische Transformation) bleibt 
nur die Moglichkeit, daB eine Wurzel reell und zwei komplex sind.

Abb. 4-8. Inversion der Koordi- 
natenaehsen.

7 O rth o g o n a le  T ra n s fo rm a tio n e n  m i t  e in e r  D e te rm in a n te  —  1 w erd en  un- 
eigentliche D re h u n g e n  g e n a n n t  im  G eg en sa tz  zu  M a tr ize n  m it  d e r  D e te rm in a n te  

1, d ie , w ie  d u re h  d e n  E uL E R schen  S a tz  g ezo ig t w e rd en  w ird , e ig en tlich e  
D re h u n g e n  s in d .
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A b e r  d ie  zw ei k o m p le x e n  W u rz e ln  s in d  K o m p le x k o n ju g ie r te  u n d  ih r  
P r o d u k t  i s t  +  1 , so  d aB  d ie  e in z e ln e  re e lle  W u rz e l +  1 s e in  m uB , u m  
d ie  r ic h t ig e  D e te r m in a n te  zu  e rg e b e n . B ei e in e r  n ic h t t r iv ia le n  p h y s i-  
k a l is c h e n  T r a n s f o r m a t io n  g ib t  e s  s o m it  e in e n  u n d  n u r  e in e n  E ig e n -  
w e r t  +  1. D a s  i s t  d ie  A u ss a g e  d e s  E u L E R sch e n  T h e o re m s .

D ie  R ic h tu n g s k o s in u s  d e r  D re h a c h s e n  k a n n  m a n  n u n  d a d u r c h  e r-  
h a l t e n ,  d aB  m a n  in  d ie  E ig e n w e r tg l .  (4 -76) λ  =  1 e in s e tz t  u n d  sie  n a c h  
X ,  Y  u n d  Z  a u f lo s t.8 D e r  D re h w in k e l  Φ k a n n  e b e n f a l ls  o h n e  S c h w ie rig -  
lce it e r h a l t e n  w e rd e n . V e r m i t te l s  e in e r  A h n l ic h k e i t s t r a n s f o r m a t io n  
i s t  e s  s t e t s  m o g lic h , d ie  M a tr ix  A a u f  e in  K o o r d in a te n s y s te m  zu  
t r a n s f o r m ie r e n ,  d e s s e n  z -A c h se  k in g s  d e r  D re h a c h s e  l ie g t .  I n  e in e m  
s o lc h e n  K o o r d in a te n s y s te m  s t e l l t  A ' e in e  D r e h u n g  u m  d ie  z -A ch se  u m  
d e n  W in k e l  Φ d a r  u n d  h a t  d e s h a lb  d ie  F o r m

D a  e in e  S p u r  s t e t s  i n v a r i a n t  g e g e n i ib e r  A h n l ic h k e i t s t r a n s f o r m a t io n e n  
i s t ,  m u B  d a s  a u c l i  f u r  d e n  W e r t  d e r  S p u r  v o n  A, in  s e in e r  u rs p r i in g l ic h e n  
F o r m ,  g e l t e n :

G l. (4 -8 4 ) l ie f e r t  d e n  D re h w in k e l  in  A b h a n g ig k e i t  v o n  d e n  M a tr ix -  
e le m e n te n .  B e s c h r e ib t  m a n  z u m  B e isp ie l an durch d ie  EtTLERschen 
W in k e l ,  so  k a n n  d e r  D re h w in k e l  Φ a ls  e in e  F u n k t io n  d e r  a u fe in a n d e r -  
fo lg e n d e n  D r e h w in k e l  Φ, Θ, ψ a u s g e d r u c k t  w e rd e n .

E in e  u n m i t t e lb a r e  F o lg e  d e s  E tTLE R schen T h e o re m s  is t  d e r  S a tz  v o n  
Ch a s l e  : Die aUgcmeinste Auslenkung eincs starren Korpers setzt sick 
zusammcn aus einer Translation und einer Drehung. E in  a u s f i ih r l ic h e r  
B e w e is  i s t  k a u m  n o t ig .  W ir  s te l le n  fe s t ,  d aB  d a n n ,  w e n n  d ie  Z w a n g s -  
b e d in g u n g  d e r  B e w e g u n g  m i t  e in e m  fe s tg e h a l te n e n  P u n k t  b e s e i t ig t

8 G ib t es m ehrfache  W urzeln  d e r Sakularg leichung, dan n  k6nnen die en t- 
sp rechenden  E ig envek to ren  n ich t so einfach gefunden w erden, vgl. die A bschn itte  
6-4 u n d  10-2. T ateach lich  is t es n ic h t im raer m oglich, eine allgem eine M atrix  
v o lls tan d ig  zu d iagonalisieren , w enn die E igenw erte  n ich t ail© verschieden sind. 
D iese A usnahm en  sind  fu r  d ie  gegenw artigen  B etrach tu n g en  unw ichtig , d a  der 
EuLERsclie S a tz  zeig t, daB fu r alle n ich ttriv ia len  orthogonalen M atrizen -f  1 
e ine e in fache  W urzel is t.

D ie  S p u r  (v g l. A b s c h n i t t  4-5) v o n  A' i s t  e in fa c h

1 +  2 cos Φ.

(4 -84)
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w ird , d re i  F r e ih e i t s g r a d e  d e r  T r a n s la t io n  f u r  d e n  U r s p r u n g  d e s  k o r p e r -  
f e s te n  A c h s e n s y s te m s  h in z u k o m m e n .

4-7  I n f in i te s im a le  D r e h u n g e n

E s  i s t  v e r lo c k e n d  z u  v e r s u c h e n , d e r  d u r c h  e in e  o r th o g o n a le  T r a n s f o r 
m a t io n  d a r g e s te l l t e n  e n d l ic h e n  D r e h u n g  e in e n  V e k to r  z u z u o r d n e n .  
G ew iB  k a n n  e in e  R ic h tu n g  a n g e g e b e n  w e rd e n  -  d ie  d e r  D r e h a e h s e  -  u n d  
a u c h  e in  B e t r a g ,  z .B . d e r  D r e h w in k e l .  M a n  e r k e n n t  a b e r  b a ld ,  d aB  
e in e r  s o lc h e n  K o r r e s p o n d e n z  k e in  E r f o lg  b e s c h ie d e n  i s t .  N e h m e n  w ir  
a n , A u n d  B s e ie n  z w e i so lc h e  , ,V e k to r e n ” , d ie  d e n  T r a n s f o r m a t io n e n  
A u n d  B z u g e o r d n e t  s in d . S o lle n  e s  V e k to r e n  s e in , d a n n  m iis s e n  s ie  
b e z u g lic h  d e r  A d d i t io n  k o m m u ta t iv  s e in ,

A +  B =  B +  A.
A b e r  d ie  A d d i t io n  z w e ie r  D r e h u n g e n ,  d .h . ,  d a s  A u s f u h r e n  e in e r  D r e h u n g  
n a c h  d e r  a n d e r e n ,  e n t s p r i c h t ,  w ie  w ir  s a h e n ,  d e m  P r o d u k t  AB d e r  
zw ei M a tr iz e n .  D ie  M a t r iz e n m u l t i p l ik a t io n  i s t  je d o c h  n i e h t  k o m m u 
t a t i v ,  AB 7* BA, u n d  d e m n a c h  s in d  A u n d  B n ie h t  k o m m u t a t i v  b e 
z u g lic h  d e r  A d d i t io n  u n d  d i i r f e n  n i e h t  a ls  V e k to r e n  a n g e s e h e n  w e r 
d e n . D ie se r  S ch lu B , d aB  d ie  S u m m e  e n d l ic h e r  D r e h u n g e n  v o n  d e r  
R e ih e n fo lg e  d e r  D r e h u n g e n  a b h a n g t ,  w ir d  d u r c h  e in  e in fa e h e s  E x p e 
r im e n t  e in d r u c k s v o l l  d e m o n s t r ie r t .  S o  z e ig t  A b b . 4 -9  d ie  R e ih e n fo lg e  
d e r  S ta t io n e n ,  d ie  m a n  e r r e ic h t ,  w e n n  m a n  e in e n  Q u a d e r  e r s t  u m  90° u m  
d ie  z -A ch se  u n d  d a n n  u m  90° u m  d ie  y -A c h se  d r e h t ,  w a h r e n d  A b b .
4 -10  d ie se lb e n  D re h u n g e n  in  u m g e k e h r t e r  R e ih e n fo lg e  d a r s t e l l t .  D ie  
e n d g ii l t ig e n  L a g e n  d e s  Q u a d e r s  s in d  f i i r  d ie  b e id e n  R e ih e n f o lg e n  
w e s e n t l ic h  v e r s c h ie d e n .

O b w o h l e in e  e n d l ic h e  D r e h u n g  n i e h t  d u r c h  e in e n  e in z e ln e n  V e k to r  
d a r g e s te l l t  w e rd e n  k a n n ,  g e l te n  d ie s e lb e n  E in w a n d e  n ie h t ,  w e n n  n u r  
infinitesimale Drehungen b e t r a c h t e t  w e rd e n . E in e  in f in i te s im a le

z

um  9 0 0 um  z gedreJit um  90° um  y  gedreht

A bb. 4-9. D ie W irkung  zw eier D rehungen  in gegebener R eihenfolge.
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D r e h u n g  i s t  e in e  o r th o g o n a le  T r a n s f o r m a t io n  d e r  K o o r d in a te n a c h s e n ,  
f u r  d ie  d ie  K o m p o n e n te n  e in e s  V e k to r s  in  b e id e n  K o o r d in a te n s a tz e n  
n a h e z u  g le ic h  s in d  -  d ie  A n d e r u n g  i s t  in f in i te s im a l .  S o  w a re  d ie  
K o m p o n e n te  x[ e in e s  V e k to r s  r  p r a k t i s c h  g le ic h  xx\ d ie  D iffe re n z  is t  
a u B e r o r d e n t l i c h  k l e i n :

xi =  Xl +  €11X1 +  €ijX2 +  «13X3. (4-85)

D ie  M a t r ix e le m e n te  €n, €i2 u s w . s in d  a ls  in f in i te s im a le  G ro B en  a n z u -  
s e h e n ,  so  d aB  in  d e n  fo lg e n d e n  R e c h n u n g e n  n u r  d ie  e r s te ,  n ic h tv e r -  
s c h w in d e n d e  O r d n u n g  in  d e n  b e r i ic k s ic h t ig t  z u  w e rd e n  b r a u c h t .  F u r  
i r g e n d e in e  a l lg e m e in e  K o m p o n e n te  x\ k o n n e n  d ie  G le ic h u n g e n  d e r  in -  
f in i te s im a le n  T r a n s f o r m a t io n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

O d er

x'i =  x% +  2  e« * /
j

x'i e  +  «</)*/· 
j (4 -8 6 )

D ie  G ro B e  e r k e n n e n  w ir  a ls  d a s  E l e m e n t  d e r  E in h e i ts m & tr ix  w ie d e r . 
G l. (4 -8 6 ) l a u t e t  a ls o  in  M a tr ix s c h r e ib w e is e :

x ' =  (1 - f  c)x. (4 -87)

G l. (4 -8 7 ) s t e l l t  f e s t ,  d aB  d ie  ty p is c h e  F o r m  f u r  d ie  M a tr ix  e in e r  in fi-  
n i t e s im a le n  T r a n s f o r m a t io n  1 4 - € i s t ,  d .h . ,  s ie  i s t  n a h e z u  d ie  id e n t is c h e  
T r a n s f o r m a t io n ,  s ie  u n te r s c h e id e t  s ic h  v o n  ih r  h o c h s te n s  d u rc h  e in e n

I

in f in i te s im a le n  O p e r a to r .
M a n  k a n n  n u n  s e h e n , d aB  d ie  R e ih e n fo lg e  d e r  O p e ra t io n e n  f u r  in f in i

t e s im a le  T r a n s f o r m a t io n e n  u n w ic h t ig  i s t ,  m i t  a n d e r e n  W o r te n ,  s ie
2 2

z

Vertikale Lage um 90° um y gedreht um 900 um z gedreJu
A bb. 4-10. D ie in  A bb. 4-9 gezeigten  D rehungen , a b e r in  um gekehrter

R eihenfolge.
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s in d  kommutativ. S in d  1 +  €i u n d  1 4 - c2 z w e i in f in i te s im a le  T r a n s f o r -  
m a t io n e n ,  d a n n  l a u t e t  e in e s  d e r  m o g lic h e n  P r o d u k t e :

0  +  €χ)(1 +  €2) =  l 2 +  €il +  l €2 +  €i€2

=  1 +  €1 +  €2, <4 - 8 8 )

w e n n  m a n  in f in i te s im a le  G ro B e n  h o h e r e r  O r d n u n g  v e r n a c h la s s ig t .  
D a s  P r o d u k t  in  d e r  u m g e k e h r te n  R e ih e n fo lg e  v e r t a u s c h t  l e d ig l ic h c i  
u n d  €2. D a s  h a t  k e in e n  E in f lu B  a u f  d a s  E r g e b n is ,  d a  d ie  M a tr iz e n -  
a d d i t io n  s t e t s  k o m m u t a t i v  i s t .  D ie  k o m m u ta t iv e  E ig e n s c h a f t  in f in i te -  
s im a le r  T r a n s f o r m a t io n e n  r a u m t  d e n  E i n w a n d  g e g e n  ih r e  D a r s t e l -  
lu n g  d u r c h  V e k to r e n  a u s .

D ie  in v e r s e  M a t r ix  f u r  e in e  in f in i te s im a le  T r a n s f o r m a t io n  k a n n  m a n
le ic h t  e r h a l t e n .  1 s t  A =  1 +  c d ie  
M a t r ix  d e r  T r a n s f o r m a t io n ,  d a n n  
i s t  d ie  in v e r s e

A"1 =  1 -  €. (4-89)

Z u m  B e w e is  b e m e r k e n  w ir , d aB  
s ic h  d a s  P r o d u k t  AA_1 a u f  d ie  
E i n h e i t s m a t r i x  r e d u z ie r t ,

AA-1 =  (1 +  €)(1 -  c) =  1,

in  G b e r e in s t im m u n g  m i t  d e r  D e 
f in i t io n  (4 -3 2 ) d e r  in v e r s e n  M a tr ix .

D a s  K o n z e p t  d e r  in f in i te -  
s im a le n  T r a n s f o r m a t io n  so li  a u s -  
f i ih r l ic h  b e h a n d e l t  w e rd e n , in d e m  
w ir  e in e  b e s o n d e re  in f in i te s im a le  
D r e h u n g  u m  d ie  z -A c h se  b e -  
t r a c h t e n .  F i i r  e in e  endliche 

D r e h u n g  h a t  d ie  M a t r ix  d ie  F o r m  (v g l. G l. (4 -4 3 )) :

( cos φ s in  <f> 0 \
—sin  φ co s φ 0  )·

0  0 1 /

D ie  M a tr ix  d e r  in f in i te s im a le n  D r e h u n g  e r h a l t  m a n ,  in d e m  m a n  φ in  
d e r  e n d l ic h e n  D r e h u n g  d u r c h  d a s  D if f e r e n t ia l  άφ e r s e t z t  u n d  n u r  
in f in i te s im a le  G ro B e n  e r s t e r  O r d n u n g  b e r u c k s i c h t i g t :

A bb. 4-11. E in e  infin itesim ale 
D reh u n g  u m  die z-Achse.

/ I  άφ 0 \  
1 4 - 6  =  1 —άφ 1 0 1 ·

V o 0 1/
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E n t s p r e c h e n d  l a u t e t  d ie  in f in i te s im a le  M a tr ix  < :

/  0  άφ 0 \  /  0  1 0 \
€ =  ( - ά φ  0 0 ] =  άφ [ - 1  0 0 )· (4-90)

\  0 0  0 /  \  0  0  0 /

W ir  b e m e r k e n ,  d aB  d ie  D ia g o n a le le m e n te  v o n  € N u ll  s in d  u n d  d ie  
n ic h tv e r s e h w in d e n d e n  N ic h td ia g o n a le le m e n te  je w e ils  d ie  n e g a t iv e n  
d e r  E le m e n te  s in d ,  d ie  s y m m e tr i s c h  je n s e i t s  d e r  D ia g o n a le  a n g e o r d n e t  
s in d .  E in e  M a tr ix  m i t  d ie s e n  E ig e n s c h a f te n  n e n n t. m a n  antisymmetrisch 
o d e r  scliiefsymmetrisch. D ie se  E ig e n s c h a f te n  s in d  n ic h t  n u r  d e r  b e - 
s o n d e r e n ,  h ie r  b e t r a c h t e t e n  M a tr ix  e ig e n t i im lic h ,  d e n n  d ie  M a tr ix  c 
j e d e r  in f in i te s im a le n  D r e h u n g  i s t  a n t i s y m m e t r i s c h .  W e g e n  (4 -89) i s t  
d ie  in v e r s e  M a tr ix  A” 1 g le ic h  1 — c. F u r  e in e  o r th o g o n a le  T r a n s f o r 
m a t io n  i s t  d ie  in v e r s e  M a tr ix  a b e r  id e n t i s c h  m i t  d e r  T r a n s p o n ie r te n  
A =  1 +  €. F o lg l ic h  i s t  c g le ic h  d e r  n e g a t iv e n  t r a n s p o n ie r t e n  M a t r i x :

€ ii ~  fM*
D a s  i s t  d ie  D e f in i t io n  e in e r  a n t i s y m m e t r i s c h e n  M a t r ix .9

D a  d ie  D ia g o n a le le m e n te  e in e r  a n t i s y m m e t r i s c h e n  M a tr ix  n o tw e n d ig  
N u l l  s in d ,  k a im  e s  n u r  d re i  v e rs c h ie d e n e  E le m e n te  in  e in e r  a n t i s y m 
m e t r i s c h e n  3 x  3 -M a tr ix  g e b e n . D e m n a c h  i s t  e s  k e in e  E in s c h r a n k u n g  
d e r  A l lg e m e in h e i t ,  w e n n  c in  d e r  F o r m

€ =
0 d Q j - d a , '

- d a  j 0 d a ,
(Kit - d £ h 0 ,

(4 -91)

g e s c h r ie b e n  w ird . D ie  d r e i  G ro B en  dSl 1, s in d  s e lb s tv e r s ta n d l ic h
d e n  d re i  u n a b h t in g ig e n  P a r a m e te r n  g le ic h z u s e tz e n , d ie  d ie  D re h u n g  
f e s t le g e n . W ir  w e rd e n  n u n  z e ig e n , d aB  d ie se  d re i  G ro B en  a u c h  d ie  
K o m p o n e n te n  c in e s  V e k to r s  b i ld e n .  D ie  Anderung  d e r  K o m p o n e n te n  
e in e s  V e k to r s  u n t e r  d e m  E in flu B  d e r  in f in i te s im a le n  T r a n s f o r m a t io n  
so il  d u r c h  fo lg e n d e  M a tr ix g le ic h u n g  a u s g e d r u c k t  w e r d e n :

x' — x = dx =  cx. (4-92)

9 In  diesem  A b sc h n itt w urde implizit· angenom m en, daB eine infinitesim ale 
o rthogonale  T ran sfo rm atio n  einer D rehung  en tsp rich t. In  gcwissem Sinne ist 
d iese A nnalim e o ffensich tlich ; d e r A usdruck  „infinitesim ale Inversion” ist ein 
AViderspruch. F orm al fo lg t diese F estste llung  aus der A ntisym m etrie  von €. Alle 
D iagonale lem ente  von  1 +  e s ind  d an n  E ins, u n d  bis zu r e rsten  O rdnung in 
k leinen GroBen ist d ie D e te rm in an te  der T ransfo rm ation  ste te  +  1. D as is t ab er 
d as  K ennzeichen  einer D rehung .
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M it d e m  d u r c h  G l. (4 -9 1 ) g e g e b e n e n  € w ir d  d a s  in  a u s f i ih r l ic h e r  F o r m :

dxi =  x2 d&3 — x 3 dti2
dx2 =  x 3 dQx -  χλ (4 -93)
dx 3 =  Χχ ĉ 2  — x 2 ^ Ω χ .

D ie  r e c h te  S e ite  j e d e r  d e r  G l. (4 -9 3 ) h a t  d ie  F o r m  e in e r  K o m p o n e n te  
d e s  K r e u z p r o d u k te s  z w e ie r  V e k to r e n ,  n a m l ic h  d e s  K r e u z p r o d u k te s  v o n  
r  m i t  e in e m  V e k to r  d£l, d e r  d ie  K o m p o n e n te n  dQif dΩ2, cK23h a t .  W ir  
k o n n e n  d e s h a lb  f i i r  G l. (4 -93 ) s c h r e ib e n :

d r  =  r  x  dii. (4 -9 4 )

D ie  b lo B e  A u f s te l lu n g  d e r  G l. (4 -9 3 ) i n  V e k to r f o r m  i s t  j e d o c h  n i c h t  
a u s r e ic h e n d , u rn  d ie  V e k t o r n a t u r  v o n  d£l z u  b e w e is e n . D ie  w e s e n t l ic h e  
P r i i f u n g  e in e s  V e k to r s  b e s t e h t  d a r in ,  z u  z e ig e n , d aB  e r  d ie  r i c h t ig e n  
T r a n s f o r m a t io n s e ig e n s c h a f te n  g e g e n i ib e r  e in e r  o r th o g o n a le n  T r a n s 
fo r m a t io n  b e s i t z t .  W e n n  dCl w irk l ic h  e in  V e k to r  i s t ,  d a n n  m u s s e n  s ic h  
s e in e  K o m p o n e n te n  u n t e r  d e r  W ir k u n g  e in e r  o r th o g o n a le n  M a t r ix  
B  e n ts p r e c h e n d  d e n  G le ic h u n g e n

dal =  2  bit da, (4 -9 5 )
l

v e r h a l te n .  D ie  G ro B e n  d£li w u r d e n  a ls  d ie  E l e m e n te  e in e r  a n t i s y m m e -  
t r i s c h e n  M a tr ix  e in g e f u h r t .  N u n  i s t  e s  n i c h t  g a n z  o f f e n s ic h t l ic h ,  d aB  
s ic h  d ie  M a tr ix e le m e n te  e n t s p r e c h e n d  d e n  G l. (4 -95 ) t r a n s f o r m ie r e n .  
W ie  w ir  s e h e n  w e rd e n , i s t  d ie  f o r m a le  A b le i tu n g  d e r  w irk l ic h e n  T r a n s -  
fo r m a t io n s g le ic h u n g e n  f u r  <Kh s e h r  k o m p l iz ie r t .  A b e r  e in ig e  e in fa c h e  
B e t r a c h tu n g e n  s in d  a u s r e ic h e n d ,  u m  z u  z e ig e n , d aB  d£l d e n  H a u p t t e i l  
d ie s e r  P r i i f u n g  f u r  e in e n  V e k to r  b e s t e h t ,  o b g le ic h  e r  in  e in e r  H in s ic h t  
v e r s a g t .

U n t e r  d e r  W ir k u n g  e in e r  o r th o g o n a le n  K o o r d in a t e n a n d e r u n g  B w ird  
G l. (4 -92)

d x ' =  c 'x ',  (4 -9 2 ')

w o b e i d x ' u n d  x ' t r a n s f o r m ie r t e  S p a l t e n m a t r i z e n  s in d .  c ' i s t  d a s  E r -  
g e b n is  e in e r  T r a n s f o r m a t io n  v o n  € v e r m i t t e l s  e in e r  A h n l ic h k e i ts -  
t r a n s f o r m a t io n  m i t  d e r  M a t r ix  B :

€ '  =  B € B " 1.

I n  e in e r  d e r  U b u n g e n  w ird  b e w ie s e n , d aB  d ie  A n t is y m m e tr ie e ig e n -  
s c h a f t  g e g e n i ib e r  A h n l i c h k e i t s t r a n s f o r m a t io n e n  m i t  o r th o g o n a le n  
M a tr iz e n  e r h a l t e n  b le ib t .  D ie  M a t r ix  € ' i s t  d e s h a lb  a n t i s y m m e t r i s c h  
m i t  d e n  d re i  v e r s c h ie d e n e n  E l e m e n te n  dJ2i, d ^ ,  dQ3. F o lg l ic h  k a n n
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G l. (4*92 ') in  d e r  g le ic h e n  F o r m  w ie  (4 -9 3 ) g e s c h r ie b e n  w e rd e n , u n d  
w ir  w e rd e n  a u f  e in e  d e r  G l. (4 -9 4 ) e n ts p r e c h e n d e  V e k to rb e z ie h u n g  
g e f u h r t :

dr' =  r '  x  d a '.  (4 -9 4 ')

S o m i t  b i ld e n  d ie  E l e m e n te  e in e r  a n t i s y n im e t r i s c h e n  M a tr ix  in  a lkn
c a r te s is c h e n  K o o r d in a te n s v s te m e n  e in e n  V e k to r  u n d  m u s s e n  s ich%

d e s h a lb  w ie  d ie  K o m p o n e n te n  e in e s  V e k to r s  t r a n s f o r in ie r e n .
B e t r a c h te n  w ir  je d o c h  d a s  V e r h a l te n  d e r  G l. (4 -93 ) u n t e r  d e r  W ir-  

k u n g  e in e r  I n v e r s io n  S (v g l. A b s c h n i t t  4 -6 ). D ie  K o m p o n e n te n  v o n  r  
u n d  dr a n d e r n  i h r  V o rz e ic h e n  b e i e in e r  s o lc h e n  I n v e r s io n  d e r  K o o rd i-  
n a te n a c h s e n .  F u r  d ie  K o m p o n e n te n  v o n  d a  nu iB  d a s s e lb e  gel t e n ,  
w e n n  e s  w irk l ic h  e in  V e k to r  i s t .  D ie  G l. (4 -9 3 ) b le ib e n  a b e r  ih r e r  F o r m  
n a c h  in  a l ie n  K o o r d in a te n s y s te m e n  d ie  g le ic h e n . D a s  k a n n  n u r  r ic h t ig  
s e in ,  w e n n  d ie  K o m p o n e n te n  v o n  d a  ih r  V o rz e ic h e n  nicht a n d e r n .  
S o m i t  h a t  d a  in  j e d e r  H in s ic h t ,  a u B e r  in  b e z u g  a u f  s e in  V e rh a l te n  
b e i  u n e ig e n t l ic h e n  D r e h u n g e n ,  d ie  E ig e n s c h a f te n  e in e s  V e k to rs .

D ie se  S c h liis s e  w e rd e n  d u r c h  d ie  w irk l ic h e n  T r a n s fo rm a tio n s g le i-  
c h u n g e n  f i i r  d a  v e r if iz ie r t ,  d ie  w ir  n u n  a b le i te n  w o lle n . F o r m a l  s te h e n  
d ie  G ro B e n  dfl, m i t  d e n  E le m e n te n  v o n  c in  fo lg e n d e r  B e z ie h u n g :

1 3
da, =  5  2  «.,*/»· (4 -96 )

D ie  G ro B e  5,·,·* i s t  a ls  d ie  L e v i -C i v i t a -Dickie b e k a n n t .  I h r e r  D e f in it io n  
n a c h  i s t  s ie  N u ll ,  w e n n  i rg e n d  zw ei d e r  I n d iz e s  ijk  g le ic h  s in d , u n d  
e n tw e d e r  +  1 o d e r  —  1 , je  n a c h d e m  ijk  e in e  g e ra d e  o d e r  u n g e ra d e  
P e r m u t a t i o n  v o n  123 i s t .  I s t  z u m  B e isp ie l  t =  1 , so  v e rs c h w in d e n  d ie  
T e r m e  in  d e r  S u n n n e ,  w e n n  n ic h t  j , k  =  2 o d e r  3 s in d . G l. (4 -96) h a t  
d a n n  n u r  z w e i T e r m e  :

dill = ^  +  5l3j€«).

N a c h  D e f in i t io n  g i l t  5123 =  1, a b e r  Sl3t =  —  1* J e d o c h  i s t  =  — e« , so
d a B  s ic h  (4 -9 6 ) r e d u z ie r t  a u f :

dill =  |  («23 +  «23)  *= €23

in  G b e r e in s t im m u n g  m i t  (4 -9 1 ).
A h n l ic h  k a n n  f i i r  dill in  d e m  n e u e n  K o o r d in a te n s y s te m  g e s c h r ie b e n  

w e r d e n : -
da; =  i  2

Δ  J . t
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D a  B-1 =  B i s t ,  s t e h t  d a s  t r a n s f o r m ie r t e  M a t r ix e l e m e n t  ejk z u  e»,* in  d e r  
B e z ie h u n g  f

^  bjmGmnbkn)
m, n

so  d aB  d£l\ in  d ie  F o r m

t 1 vd£li _ ^ ijkb jmbkn̂ mn
j,k τη, n

g e b r a c h t  w e rd e n  k a n n .  V e r w e n d e t  m a n  d ie  L E V i-C iv iT A sch e  D ic h te ,  
so  la B t s ic h  €mn a u c h  d u r c h  dtii e n t s p r e c h e n d

^nn îmn d^ll
$

a u s d r i ic k e n ,  u n d  d e r  A u s d r u c k  f i i r  dti' a ls  F u n k t i o n  v o n  $ 2  w i r d  d a n n

dQ>i — q  dijk dlmnbjmbkn dQ>l, 
m.n

W ir  w o lle n  m m  d ie  B e h a u p tu n g  a u f s te l l e n ,  d aB  s ic h  d ie  S u m m a t io n  
l ib e r  j, 1c, m  u n d  n  a u f  d a s  e in fa c h e  E r g e b n is

c\ $tjk blmnbjmbkn — l |B|
J.k τη, n

(4 -9 7 )

z u r i ic k f u h r e n  la B t. D e r  B e w e is  b e r u h t  a u f  d e m  fo lg e n d e n  A u s d r u c k  
f i i r  d e n  W e r t  e in e r  D e t e r m i n a n t e :

^  $  1 τ η τ & jmfakn ~  |B|> 
l, m, n

w o b e i i , j ,  1c e in e  g e r a d e  o d e r  z y k l is c h e  P e r m u t a t i o n  v o n  123 b il-  
d e n .  I s t  je d o c h  d ie  A n o r d n u n g  v o n  i , j ,  1c e in e  u n g e r a d e  P e r m u t a t i o n  
v o n  123, e n t s p r e c h e n d  e in e r  u n g e r a d e n  A n z a h l  v o n  R e i h e n v e r ta u -  
s c h u n g e n , d a n n  w ir d  d ie  S u m m e  d a s  N e g a t iv e  d e r  D e te r m in a n t e .  E s  

f o lg t  d e s h a lb  1  J  J , ,  J , | » | .

m, n

D ie  O r th o g o n a l i t a t  v o n  B l i e f e r t  d ie  I d e n t i t a t

2 6« =  1 -

D ie se  k a n n  in  d ie  o b ig e  G le ic h u n g  e in g e f i ih r t  w e rd e n , d ie  d a n n  d ie  
F o r m  a n n i m m t :

1
2l c\ ^  &ijk filmnbjmbkn b{l(J)il |B|).

J,k  
m, n > !

.v .'R w  
· J/,

?· u t ·T »*Άν

n  ■■

V
/\

\\
 c



1 4 4 IV . D ie  K in e m a tik  s ta r r e r  K o rp e r 4-7

D a  sc h lie B lic h  d ie  G ro B en  bu E le m e n te  e in e r  b e lie b ig e n  o r th o g o n a le n  
M a t r ix  s in d ,  i s t  d ie  G u l t ig k e i t  d e r  I d e n t i t a t  (4 -9 7 ) e rw ie se n . M it 
d ie s e m  E r g e b n is  w e rd e n  d ie  T r a n s f o r m a t io n s g le ic h u n g e n  f u r  </Ω,:

d a ;  =  |B| 2  bu dill. (4 -98)
l

D ie  G l. (4 -9 8 ) s in d  n a h e z u  id e n t is c h  m i t  d e r  g e w u n s c h te n  \ 7e k to r -  
t r a n s f o r m a t io n  (4 -95 ). D e r  U n te r s c h ie d  b e s t e h t  in  d e m  F a k t o r  |B|. F u r  
e ig e n t l ic h e  D r e h u n g e n  s t im m e n  d ie  zw ei S a tz e  v o n  T r a n s f o r m a t io n s 
g le ic h u n g e n  e x ak t- ii h e re in ,  a b e r  w e n n  B e in e  I n v e r s io n  e n t h a l t ,  b r in g t  
d ie  D e te r m in a n t  e  e in  z u s a tz l ic h e s  M in u sz e ic h e n . D ic se  S c h lu s se  s in d  
in  v o l l s ta n d ig e r  ϋ h e r e in s t im m  11 n g  m it  d e n  E rg e b n is s e n  d e r  v o ra n g e -  
g a n g e n e n  w e n ig e r  s t r e n g e n  D is k u s s io n . G ro B en . d ie  s ic h  n a c h  G l. (4 -98) 
t r a n s f o r m i e r e n , w e rd e n  Pseudovektoren g e n a n n t ,  a b e r  d ie  g e b ra u c h -  
l ic h e re  B e z e ic h n u n g  is t  axiale Vektoren. E s  so il f e s tg e h a l te n  w e rd e n , 
d aB  d ie  in f in i te s im a le  N a t u r  v o n  € n ic h t  b e n u tz t  w u rd e , n u r  s e in e  
A n t i s y m m e tr ic .  D e m n a c h  b ild e n  d ie  E le m e n te  je d e r  a n t i s y m m e t r i -  
s c h e n  3 x 3 -M a tr ix  d ie  K o m p o n e n te n  e in e s  P s e u d o v e k to r s .

O b w o h l dQ  in  d ie s e m  S in n e  n ic h t  g e n a u  e in  V e k to r  is t ,  so  i s t  d o c h  
d e r  U n te r s c h ie d  f u r  d ie  m e is te n  Z w e c k e  u n w ic h t ig .  T a ts a c h l ic h  t r a g e n  
ΛΊ6 ΐβ  G ro B e n . d ie  m a n  s ic h  g e w o h n lic h  a ls  V e k to re n  v o r s te l l t ,  so zu - 
s a g e n  d ie s e n  M a k e l. S o  m u B  je d e s  K r e u z p r o d u k t  z w e ie r  V e k to re n  e in  
P s e u d o  v e k to r  s e in , d e n n  d ie  K o m p o n e n te n  v o n  C =  A x B  s in d  
d e f in ie r t  d u r c h

Ci =  AjBk — A tB f .

B e i e in e r  I n v e r s io n  a n d e r n  d ie  K o m p o n e n te n  so w o h l .v o n  A a ls  
a u c h  v o n  B  ih re  V o rz e ic h e n , d e m n a c h  d ie  v o n  C n ic h t .  D a s  z e ig t , daB  
C e in  P s e u d o v e k to r  s e in  m u B . D e r  D r e h im p u ls  L  =  r  x p  u n d  d ie  
m a g n e t is c h e  I n d u k t i o n  s in d  s o m it  B e isp ie le  v o n  P s e u d o v e k to r e n .  D a s  
P u n k t p r o d u k t  e in e s  P s e u d o v e k to r s  u n d  e in e s  V e k to r s  n e n n t  m a n  e in e n  
Pseudoskalar. W a h r e n d  e in  w irk l ic h e r  S k a la r  g e g e n iib e r  e in e r  o r th o g o 
n a le n  T r a n s f o r m a t io n  v o l l s ta n d ig  i n v a r i a n t  i s t ,  a n d e r t  e in  P s e u d o 
s k a la r  se in  V o rz e ic h e n  b e i e in e r  u n e ig e n t l ic h e n  D re h u n g .

A ls  d ie  F r a g e  d e s  Z u s a m m e n h a n g s  e in e s  V e k to r s  m i t  e in e r  D re h u n g  
z u e r s t  e ro r te r t-  w u rd e ,  w a r  e s  n a h e l ie g e n d  a n z u n e h m e n , daB  d ie  R ic h -  
t u n g  e in e s  so lc h e n  V e k to r s  o f f e n s ic h tl ic h  la n g s  d e r  D re h a c h s e  lieg en  
w iird e , u n d  daB  d e r  n a tu r l i c h e  W e r t  f i i r  d e n  B e t r a g  d e r  D re h w in k e l  
w a re .  E s  e rw ie s  s ic h  a ls  u n m o g lic h , e in e n  V e k to r  zu  k o n s t ru ie r e n ,  d e r  
e in e  e n d l ic h e  D r e h u n g  d a r s t e l l t .  DievSe S c h w ie r ig k e it  e n t s t a n d  a b e r  
n i c h t  f i i r  in f in i te s im a le  D re h u n g e n .  T a ts a c h l ic h  f i ih r te  d ie  M a tr ix -  
b e s c h r e ib u n g  e in e r  in f in i te s im a le n  D r e h u n g  a u to m a t i s c h  a u f  e in e n
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V o k to r  d£2 , d e r  d ie  D r e h u n g  f e s t le g t .  E s  k a n n  n u n  g e z e ig t  w e rd e n , d aB  
R ic h tu n g  u n d  B e t r a g  v o n  dQ m i t  d e n  u r s p r f in g l ic h e n  A n n a h m e n  f ib e r-  
e in s t im m e n , d ie  ff ir  e in e n  c n d l ic h e n  D r e h v e k to r  g e m a c h t  w u r d e n .

A u s  G l. (4 -94) fo lg t , d aB  d ie  e in z ig e n  V e k to re n ,  d e re n  K o m p o n e n te n  
d u r c h  c in e  in f in i te s im a le  T r a n s f o r m a t io n  n ic h t  b e e in f lu B t w e rd e n , 
p a ra l le l  zu  dQ  s e in  m iis s e n . A V eiterh in  w u rd e  n a c h g e w ie s e n , d aB  d ie  
d u r c h  e in e  D r e h u n g  u n v e r a n d e r t e n  V e k to r e n  la n g s  d e r  D r e h a c h s e  
lie g e n  m iis s e n , d ie  d e s h a lb  d ie  R ic h tu n g  v o n  dQ  h a t .  D e r  B e t r a g  v o n  
dQ k a n n  b e s t im m t  w e rd e n , in d e m  m a n  d ie  F o r m  d e r  € -M a tr ix  f u r  d e n  
F a l l  u n te r s u e h t ,  d aB  d ie  z -A ch se  d e s  K o o r d in a te n s y s te m s  p a r a l le l  
z u r  D re h a c h s e  g e r i c h t e t  i s t .  E in  V e rg le ic h  v o n  G l. (4 -9 1 ) m i t  G L 
(4-90) z e ig t , d aB  d e r  B e t r a g  v o n  dQ d a n n  g le ic h  άφ, d e m  D re h w in k e l ,  
is t .  N a c h  D e f in i t io n  i s t  d e r  B e t r a g  e in e s  V e k to r s  (o d e r  P s e u d o v e k to r s )  
i n v a r i a n t  g e g e n f ib e r  e in e r  o r th o g o n a le n  T r a n s f o r m a t io n ,  u n d  d e s h a lb  
m uB  d e r  B e t r a g  v o n  dQ  in  a l ie n  K o o r d in a te n s y s te m e n  d u r c h  d e n  
D re h w in k e l  g e g e b e n  s e in . T a t s a c h l ic h  k a n n  m a n  a u c h  u m g e k e h r t  v o r-  
g e h e n . W e n n  dQ so  d e f in ie r t  i s t ,  d aB  e s  la n g s  d e r  D r e h a c h s e  l ie g t ,  u n d  
daB  d e r  B e t r a g  dQ, g le ic h  d e m  D re h w in k e l  is t ,  d a n n  k a n n  G l. 
(4 -94) a u f  e le m e n ta r e m  W eg e  h e r g e le i t e t  w e rd e n . B e t r a c h t e n  w ir  d ie

A n d e r u n g  e in e s  V e k to r s  r ,  w e n n  
m a n  ih n  im  U h rz c ig e r s in n  u m  e in e n  
k le in e n  W in k e l  dQ, u m  d ie  z -A ch sc  
d r e h t  (d ie  O p e r a t io n  e n t s p r i c h t  
e in e r  D r e h u n g  d e r  K o o r d in a te n  im  
G e g c n  u h rz c ig e r s in n ) .  N a c h  A b b . 
4 -1 2  i s t  d e r  B e t r a g  v o n  dr b is  z u r  
e r s t e n  O r d n u n g  in  dSl

dr =  r s in  Θ d ti .
D a s  s t i m m t  m i t  d e m  B e t r a g  v o n  
r  x  dQ, i ib e rc in . W e i te r h in  m u B  dr 
s e n k r e c h t  zu  dQ. u n d  r  s e in . S ch licB - 
lic h  i s t  a u c h  d e r  D r e h s in n  r ic h t ig ,  
w ie  A b b . 4 -1 2  z e ig t .

U m g e k e h r t  b i ld e t  d ie  T a ts a c h e ,  
d aB  e in e  in f in i te s im a le  o r th o g o n a le  
T r a n s f o r m a t io n  in  d e r  F o r m  d o r  
G l. (4 -9 4 ) g e s c h r ie b c n  w e rd e n  k a n n ,  

e in e n  u n a b h a n g ig e n  B e w e is  d e s  E u l e r s c Ikui T h (* o rem s. E in e  e n d l ic h c  
A u s le n k u n g  e in e s  s t a r r e n  K o r p e r s  m i te in e m  f e s tg e h a l te n e n  P u n k t k a n n  
a u s  e in e r  F o lg e  in f in i te s im a lc r  A u s le n k u n g e n  a u f g e b a u t  w e rd e n . W e n n  
e in e  in f in i te s im a le  T r a n s f o r m a t io n  e in e  D r e h u n g  is t ,  d a n n  m uB  d ie  e n d -  
l ic h e  T r a n s f o r m a t io n  e b e n f a l ls  e in e r  D r e h u n g  e n ts p r e c h e n .

Abb. 4-12. D ie (lurch eine in 
finitesim ale D rehung  hervorgerufeno 
A nderung eines V ektors.
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D a s  K o n z e p t  d e r  in f in i te s im a le n  D r e h u n g  l ie f e r t  e in  w irk s a m e s  
H i l f s m i t t e l  f u r  d ie  B e s c h r e ib u n g  d e r  B e w e g u n g  e in e s  s t a r r e n  K o r p e r s  
a l s  F u n k t i o n  d e r  Z e i t .  B e t r a c h t e n  w ir  e in e n  b e lie b ig e n  V e k to r  G, d e r  
i n  e in e m  m e c h a n is c h e n  P r o b le m  a u f t r i t t ,  wie e tw a  d e n  O r t s v e k to r  
e in e s  P u n k t e s  in  d e m  K o r p e r  o d e r  d e n  G e s a m td re h im p u ls .  G e - 
w o h n l ic h  w ird  s ic h  e in  s o lc h e r  V e k to r  im  L a u fe  d e r  Z e i t  v e r a n d e r n ,  
so  w ie  s ic h  d e r  K o r p e r  b e w e g t ,  a b e r  d ie  A n d e r u n g  h a n g t  o f t  v o n  d e m  
K o o r d in a te n s y s te m  a b ,  a u f  d a s  d ie  B e o b a c h tu n g e n  b e z o g e n  s in d . W e n n  
z u m  B e is p ie l  d e r  V e k to r  d e r  R a d iu s  v e k to r  v o m  U r s p n in g  d e s  k o rp e r -  
f e s te n  A c h s e n s y s te m s  z u  e in e m  P u n k t  im  s t a r r e n  K o r p e r  i s t , d a n n  e r -  
s c h e in t  d e r  V e k to r  o f f e n b a r  a ls  k o r i s t a n te r  V e k to r ,  w e n n  e r  im  k o rp e r -  
f e s te n  K o o r d in a te n s y s te m  g e m e s s e n  w ird . J e d o c h  e in e m  B e o b a c h te r  
g e g e n i ib e r ,  d e r  im  r a u m f e s te n  K o o r d in a te n s y s te m  m h t ,  w e rd e n  s ic h  
d ie  K o m p o n e n te n  d e s  V e k to r s ,  in  seincm  A c h s e n s y s te m  g e m e s s e n , im  
L a u f e  d e r  Z e i t  v e r a n d e r n ,  w e n n  s ic h  d e r  K o r p e r  b e w e g t.

D ie  A n d e r u n g  d e r  K o m p o n e n te n  e in e s  a l lg e m e in e n  V e k to r s  G  in  
e in e m  Z e i t in t e r v a l l  dt b e z u g lic h  d e r  K o r p e r a c h s e n  w ird  s ich  v o n  d e r  
e n t s p r e c h e n d e n ,  a u f  d ie  R a u m a c h s e n  b e z o g e n e n  A n d e n m g  n u r  in fo lg e  
d e r  D r e h u n g  d e r  K o r p e r a c h s e n  u n te r s c h e id e n .  D r i ic k e n  w ir  d a s  in  
S y m b o le n  a u s ,  so  h a b e n  w ir

1 4 6  IV . D ie  K in e m a tik  s ta r r e r  K o rp e r  4*8

(rfG) K ^ ( rfG )K .u m+ ( ^ W

D ie  A n d e r u n g  d e r  V e k to r k o m p o n e n te n ,  d ie  a l le in  v o n  e in e r  in f in i te 
s im a le n  K o o r d in a te n d r e h u n g  h e r r i i h r t ,  i s t  je d o c h  g e n a u  g le ic h  d e r  
d u r c h  G l. (4 -9 4 ) g e g e b e n e n :

(d G ) ̂  =  G x  dCk.

U m g e f o r m t  s t e h t  d a s  im  r a u m f e s te n  K o o r d in a te n s y s te m  b e o b a c h te te  
D if f e r e n t ia l  dG  m i t  d e m  im  k o r p e r f e s te n  S y s te m  b e o b a c h te te n  dG n a c h  

f o lg e n d e r  G le ic h u n g  in  B e z ie h u n g :

(rfG>Rnum=  (rfG ) K6rper X  G ·

D ie  Anderungsgeschwindigkeit d e s  V e k to r s  G  e r h a l t  m a n  s o m it ,  in d e m  
m a n  G l. (4 -9 9 ) d u r c h  d a s  in  B e t r a c h t  g e z o g e n e  d if fe re n tie lle  Z e it-  
e l e m e n t  dt d iv id i e r t  :

+  ω  x G .
K o r p e r

(4 -1 0 0 )
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H ie r  i s t  ω  d ie  Winkelgeschwindigkeit d e s  K o r p e r s ,  d e f in ie r t  d u r c h

d a
d t' (4 -1 0 1 )

d ie  Z u n a h m e  d e s  D re h w in k e ls  d e s  K o r p e r s  in  d e r  k le in e n  Z e i t  dt. D e r  
V e k to r  co l ie g t  la n g s  d e r  A c h se  d e r  in f in i te s im a le n  D r e h u n g ,  d ie  z u r  
Z e i t  t e r fo lg t ,  d .h .  la n g s  d e r  R ic h tu n g ,  d ie  m a n  augenblickliche D re h -  
a e h s e  n e n n t .

G l. (4 -100 ) i s t  w e n ig e r  e in e  G le ic h u n g  f u r  d e n  s p e z ie l le n  V e k to r  G , 
v ie lm e h r  m a c h t  sie  e in e  A u ss a g e  Tiber d ie  T r a n s f o r m a t io n  d e r  z e i t -  
l ic h e n  A b le i tu n g  z w isc h e n  d e n  z w e i K o o r d in a te n s y s te m e n .  B e i d e r  
A b le i tu n g  w u rd e n  k e in e  B e d in g u n g e n  f u r  d e n  V e k to r  g e s t e l l t ;  d aB  G  
b e lie b ig  s e in  d a r f ,  k a n n  d a d u r c h  b e s o n d e r s  b e t o n t  w e rd e n , d aB  m a n  
G l. (4 -100) a ls  e in e  O p e r a to r g le ic h u n g  s c h r e ib t ,  d ie  a u f  i r g e n d e in e n  
g e g e b e n e n  V e k to r  w i r k t :

+  ω  x
Korper

(4 -102 )

W ie  in  je d e r  V e k to rg le ic h u n g  k a n n  m a n  d ie  K o m p o n e n te n  d e r  G l. 
(4 -100) in  je d e m  g e w u n s c h te n  K o o r d in a te n s y s te m  w a h le n .  S o  i s t

F  =
fdG\
> dt /  Ratim

d ie  z e i t l ic h e  A n d e r u n g  d e s  V e k to r s  G, die im  raumfesten Achsen  ̂
system beobachtet wird. H a t  m a n  a b e r  e in m a l  d e n  V e k to r  F  e r h a l t e n ,  
so  la s s e n  s ic h  s e in e  K o m p o n e n te n  b e z iig l ie h  i rg e n d w e le h e r  A c h s e n , so - 
g a r  d e r  s ic h  b e w e g e n d e n  A c h se n , a n g e b e n .  D a s  e r w e is t  s ic h  o f t  a ls  
b e q u e m . J e d o c h  m u B  m a n  v o r s ic h t ig  s e in :  W i r d Ez la n g s  d e r  s ic h  b e 
w e g e n d e n  A c h se n  b e s t im m t ,  so  i s t F * n i c h t  g le ic h

fd G Λ
\  dt /R aum .

Z u m  B e isp ie l  i s t  d ie  z e i t l ic h e  A n d e r u n g  e in e s  r o t i e r e n d e n  V e k to r s  r ,  
d ie  im  fe s te n  A c h s e n s y s te m  b e o b a c h te t  w ird , e in  d e f in ie r te r  V e k to r  v, 
d e s s e n  R ic h tu n g  u n d  G roB e d u r c h  G l. (4 -94 ) f e s tg e le g t  s in d . D ie  K o m -  
p o n e n te  v o n  v  la n g s  d e r  x -A c h se  e in e s  S y s te m s ,  d a s  s ic h  m i t  r  d r e h t ,  
w ird  im  a l lg e m e in e n  n i c h t  N u ll  s e in . A n d e r e r s e i t s  w ird  d ie  x -K o m p o -  
n e n te  v o n  r  im  g le ic h e n  S y s te m  z e i t l ic h  k o n s t a n t  s e in , u n d  ih re  z e i t 
l ic h e  A b le i tu n g  w ird  v e r s c h w in d e n , g le ic h g ii l t ig ,  in  w e lc h e m  S y s te m  
d e r  B e o b a c h te r  s ic h  b e f in d e t .  W e n n  e in e  z e i t l ic h e  A b le i tu n g  e in e s  
V e k to r s  s ic h  a u f  e in  K o o r d in a te n s y s te m  b e z ie h t ,  so  d i i r f e n  d ie  K o m 
p o n e n te n  la n g s  e in e s  a n d e r e n  S a tz e s  v o n  K o o r d in a te n a c h s e n  e r s t
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d a n n  e r m i t t e l t  w e rd e n , nathdem  d ie  D if f e r e n t ia t io n  a u s g e f u h r t  w u rd e .
E s  i s t  o f t  z w e c k m a B ig , d e n  V e k to r  d e r  W in k e lg e s c h w in d ig k e it  d u rc h  

d ie  E u L E R sc h e n  W in k e l  u n d  d c re n  z e i t l ic h e n  A b le i tu n g e n  a u sz u -  
d r i ic k e n .  D ie  z u  co g e h o r ig e  a l lg e m e in e  in f in i tc s im a le  D re h u n g  k a n n  
so  a u fg e fa B t w e rd e n , a ls  b e s t i in d e  s ie  a u s  d re i  a n fe in a n d e r fo lg e n d e n  
in f in i te s im a le n  D re h u n g e n  m i t  W in k e lg esch w in d ig k e ite n o > *  =  φ,ω, =  6, 
ωψ =  ψ. A ls  F o lg e  d e r  V e k to re ig e n s c h a f t  in f in i te s im a le r  D re h u n g e n  
k a n n  d e r  V e k to r  co a ls  S u m m e  d e r  d re i  e in z e ln e n  V e k to re n  d e r  W in k e l - 
g e s c h w in d ig k e i te n  e r h a l te n  w e rd e n . U n g H ic k lich e rw e ise  s in d  d ie  R ic h -  
tu n g e n  ωφ) coe, c o ^ n ic h t s y m m e tr is c h  a n g e o r d n e t :  co* l ie g t  la n g s  d e r  
r a u m f e s te n  z -A ch se , co* la n g s  d e r  K n o te n l in ie ,  w a h re n d  co* a lle in  
la n g s  d e r  k o r p e r f e s te n  z '-A c h se  l ie g t .  J e d o c h  k o n n e n  d ie  o r th o g o n a le n  
T r a n s f o r m a t io n e n  B ,  C ,  D  d e s  A b s c h n i t t e s  4 - 4  d a z u  v e rw e n d e t  w e rd e n , 
d ie  K o m p o n e n te n  d ie s e r  V e k to re n  la n g s  je d e s  g e w iin s c h te n  A c h se n  - 
s a tz e s  zu  b e s t im m e n .

D a s  k o r p e r f e s te  A c h s e n s y s te m  e rw e is t  s ich  a ls  a m  n i i tz l ic h s te n  fu r  
d ie  D is k u s s io n  d e r  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n . W ir  w o lle n  d e s h a lb  d ie  
K o m p o n e n te n  v o n  co f u r  e in  so lc h e s  K o o r d in a te n s y s te m  a u fs u c h e n . D a  
cύφ p a r a l le l  d e r  r a u m f e s te n  z -A ch se  l ie g t, e r h a l t  m a n  se in e  K o m p o 
n e n te n  la n g s  d e r  k o r p e r f e s te n  A c h se n , in d e m  m a n  d ie  v o lls t& n d ig e  
o r th o g o n a le  T r a n s f o r m a t io n  A  =  B C D ,  G l. ( 4 - 4 6 ) ,  a n w e n d e t :

(<·>φ) z> =  Φ s in  0 s in  ψ , (co*), =  φ  sin  0 cos ψ , (co*), =  φ  cos Θ.

D ie  K n o te n l in ie ,  d ie  d ie  R ic h tu n g  v o n  ω» h a t ,  f a l l t  m i t  d e r  £ '-A chse 
z u s a m m e n , so  d aB  d ie  K o m p o n e n te n  v o n  ωβ b e z iig lic h  d e r  k o r p e r 
f e s te n  A c h se n  d u r c h  A n w e n d u n g  n u r  d e r  l e t z t e n  o r th o g o n a le n  T r a n s 
f o r m a t i o n  B , G l. ( 4 - 4 5 ) ,  g e l ie f e r t  w e r d e n :

(ω * ), =  6 cos φ, (co*)„ =  -  0 s in  φ, (<ω, ) ,  = 0 .

F i i r  d ie  K o m p o n e n te n  v o n  ω *, d a s  la n g s  d e r  z '-A c h se  lie g t, i s t  k e in e  
T r a n s f o r m a t io n  n o t ig .  A d d ie re n  w ir  d ie se  K o m p o n e n te n  d e r  e in z e ln e n  
W in k e lg e s c h w in d ig k e i te n ,  so  w e rd e n  d ie  K o m p o n e n te n  v o n  co b e - 
z u g lic h  d e r  k o r p e r f e s te n  A c h s e n :

α ν  =  Φ s in  Θ s in  φ +  6 cos φ
α ν  =  Φ s in  Θ cos φ — 6 s in  φ (4 -103)
α ν  =  Φ cos Θ +  φ .

E in  a h n l ic h e s  V e r fa h re n  k a n n  v e r w e n d e t  w e rd e n , u m  d ie  K o m p o 
n e n te n  v o n  co la n g s  d e s  r a u m f e s te n  A c h s e n s y s te m s  d u r c h  d ie  E u l e b - 
s c h e n  W in k e l  a u s z u d r i ic k e n .
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4-9  D ie  C o r io l is k ra f t

G l. (4 -102 ) i s t  d a s  g ru n d le g e n d e  k in e m a t is c h e  G e s e tz , a u f  d e m  d ie  
d y n a m is c h e n  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  d e s  s t a r r e n  K o r p e r s  b e r u h e n .  
A b e r  ih re  G i i l t ig k e i t  i s t  n i c h t  a l le in  a u f  d ie  B e w e g u n g  s t a r r e r  K o r p e r  
b e s c h r a n k t .  S ie  k a n n  im m e r  d a n n  v e r w e n d e t  w e rd e n , w e n n  m a n  d ie  
B e w e g u n g  e in e s  T e ilc h e n s  o d e r  T e i lc h e n s y s te m s  r e l a t i v  z u  e in e m  s ic h  
d r e h e n d e n  K o o r d in a te n s y s te m  d is k u t ie r e n  m o c h te .  E in  s e h r  w ic h tig e s  
P r o b le m  d ie s e r  l e t z t e n  K a te g o r ie  i s t  d ie  B e s c h r e ib u n g  d e r  T e ile h e n -  
b e w e g u n g  r e l a t i v  zu  K o o r d in a te n a c h s e n ,  d ie  s ic h  m i t  d e r  E r d e  d r e h e n .  
I n  d e r  k la s s is c h e n  M e c h a n ik  w ird  p o s tu l i e r t ,  d a b  d a s  z w e ite  N e w t o n - 
s c h e  G e se tz  f u r  e in  B e z u g s s y s te m  g il t ,  d a s  im  Z e n t r u m  d e r  S o n n e  
f ix ie r t  i s t  u n d  Inertialsystem  g e n a n n t  w ird .

T e r r e s t r is c h e  M e s su n g e n  w e rd e n  g e w o h n lic h  m i t  B e z u g  a u f  e in  
K o o r d in a te n s y s te m  a u s g e f u h r t ,  d a s  in  d e r  E r d e  f e s tg e le g t  i s t  u n d  s ic h  
d e s h a lb  g le ic h fo rm ig  m i t  e in e r  k o n s t a n t e n  W in k e lg e s c h w in d ig k e i t  co 
r e l a t iv  z u m  I n e r t i a l s y s t e m  d r e h t .  G l. (4 -1 0 2 ) l ie f e r t  d ie  A b a n d e r u n g  
d e r  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  f u r  d ie se s  n ic h t in e r t i a l e  B e z u g s s y s te m .

Z u n a c h s t  i s t  G l. (4 -102 ) a u f  d e n  R a d i u s v e k to r  r  a n z u w e n d e n ,  d e r  
v o m  U r s p r u n g  d e s  t e r r e s t r i s c h e n  S y s te m s  z u  d e m  g e g e b e n e n  T e i lc h e n  
f i i h r t :

v , =  v r +  ω  x  r .  (4 -1 0 4 )

D a r in  s in d  v , u n d  v r d ie  T e ilc h e n g e s c h w in d ig k e i te n ,  b e z o g e n  a u f  d e n  
R a u m  b z w . a u f  d a s  s ic h  d r e h e n d e  A c h s e n s y s te m . A ls  n a c h s te s  w ird  
G l. (4 -102 ) v e r w e n d e t ,  u m  d ie  z e i t l ic h e  A n d e r u n g  v o n  v* z u  e r h a l t e n :

( f ) . - * - - ( f ) ,  +  " x v · (4.105)
=  a r +  2 (ω  x  vr) +  ω  x  (ω x  r ) .

D a b e i  w u rd e  ve a u s  G l. (4 -1 0 4 ) s u b s t i t u i e r t .  a , u n d  a r s in d  d ie  T e ilc h e n -  
b e sc h le u n ig u n g e n  in  d e n  b e id e n  S y s te m e n .  S c h lie b lic h  w ird  d ie  B e -  
w e g u n g sg le ic h u n g , d ie  im  I n e r t i a l s y s t e m  e in fa c h

F  =  m a ,

l a u t e t ,  d u r c h  d ie  s ic h  d r e h e n d e n  K o o r d in a te n  a u s g e d r i ic k t  u n d  so  in  
d ie  G le ic h u n g

F  -  2 m (ω  x  v r) -  mco χ  (ω x  r )  =  m a r (4 -1 0 6 )

i ib e r g e f u h r t .  E in e m  B e o b a c h te r  in  d e m  s ich  d r e h e n d e n  S y s te m  s c h e in t  
e s  d e s h a lb ,  a ls  o b  s ic h  d a s  T e ilc h e n  u n t e r  d e m  E in f lu b  e in e r  e f fe k tiv e n  
K r a f t  Feu b e w e g t :

F ^  =  F  — 2 m (ω X vr) — ηνω X (ω χ  r). (4 -1 0 7 )
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W ir  w o lle n  d ie  N a t u r  d e r  in  G I. (4 -107 ) a u f t r e te n d e n  T e rm e  u n te r -  
s u c h e n . D e r  l e tz te  T e r m  i s t  e in  V e k to r ,  d e r  s e n k r e c h t  z u  ω  s t e h t  u n d  
n a c h  a u B e n  z e ig t .  S e in  B e t r a g  is t  m a ^ rs in  Θ. D a r a u s  e r k e n n t  m a n , daB  
d ie s e r  T e rm  e in fa c h  d ie  g e w o h n lic h e  Z e n t r i f u g a lk r a f t  is t .  I s t  d a s  
T e ilc h e n  in  d e m  s ic h  b e w e g e n d e n  S y s te m  s t a t i o n a r ,  so  is t d ie  Z e n t r i 
f u g a lk r a f t  d e r  e in z ig e  z u s a tz l ic h e  T e rm  in  d e r  c ffe k tiv e n  K r a f t .  B e w e g t 
s ic h  d a s  T e ilc h e n  je d o c l i ,  so  k o m m t  d e r  m i t t l e r e  T e rm , C o R lO L isk ra ft 
g e n a n n t ,  in s  S p ie l. D ie  G ro B e n o rd n u n g  d ie s e r  b e id e n  K r a f t e  k a n n  fu r  
e in  T e ilc h e n  a u f  d e r  E r d o b e r f la c h e  le ic h t  b e r e c h n e t  w e rd e n . D ie  E r d e  
d r e h t  s ic h  e n tg e g e n  d e m  U lirz e ig e r s in n  u m  d e n  N o rd p o l m i t  e in e r  
W in k e lg e s c h w in d ig k e i t

"  =  24 χ ’έβΟΟ =  7  2 9  X  10_S Sec~‘·

M it  d ie s e m  W e r t  fu r w  u n d  m i t  r  g le ic h  d e m  E r d r a d iu s  is t  d ie  m a x im a le  
Z e n t r ip e ta lb e s c h le u n ig u n g

ω2Γ =  3 .38  c m /s e c l
• -

o d e r  e tw a  0 ,3 %  d e r  S c h w e re b e s c h le u n ig u n g . O b w o h l s ie  k le in  is t ,  d a r f  
m a n  d ie se  B e s c h le u n ig u n g  n ic h t  v o l l s ta n d ig  v e rn a c h la s s ig e n . D ie  
Z e n t r i f u g a l k r a f t  is t  s t e t s  a b s to B e n d , u n d  a m  A q u a to r  i s t  s ie  p a ra l le l  
d e m  R a d i u s v e k to r  r. I n  a l ie n  a n d e r e n  B r e i te n  i s t  d ie  K r a f t  je d o c h  
n i c h t  p a r a l le l  z u  r. D ie  G le ic h g e w ic h ts la g e  e in e s  S c h w e re p e n d e ls  
r e s u l t i e r t  a u s  d e r  S c h w e r k r a f t  u n d  d e r  Z e n t r i f u g a lk r a f t .  D e m n a c h  
w ird  a u B e r  a m  A q u a to r  d a s  S c h w e re p e n d e l  n ic h t  g e n a u  p a ra l le l  z u m  
R a d i u s v e k to r  s e in , w e n n  d ie se  A b w e ic h u n g  a u c h  s e h r  k le in  is t .  D ieses  
P h a n o m e n  w ird  b e i d e r  B e s t im m u n g  d e r  V e r t ik a le n  m i t te l s  e in e s  
S c h w e re lo te s  n ic h t  k o r r ig ie r t ,  w e il d ie  V e r t ik a le  ta t s a c h l ic h  d u rc h  d ie  
R ic h tu n g  d e s  S c h w e re lo te s  d e f in ie r t  w ird , n ie h t  d u rc h  d ie  R ic h tu n g  d es  
R a d i u s v e k to r s .10

D a  d ie  g e s a m te  s c h e in b a r e  S c h w e r k r a f t ,  d ie  a u f  e in  P e n d e l  w irk t ,  
d ie  S u m m e  a u s  t a t s a c h l i c h e r  S c h w e r k r a f t  u n d  d e r  Z e n tr i f u g a lk r a f t  is t, 
w ird  g m i t  d e r  g e o g ra p h is c h e n  B r e i te  v a r i ie r e n .  g i s t  a m  k le in s te n  a m  
A q u a to r  u n d  a m  g ro B te n  a n  d e n  P o le n .  D ie  A b p la t tu n g  d e r  E r d e  
v e rg ro B e r t  d ie se  T e n  d e n  z.

W ir  h a b e n  h ie r  d ie  Z e n t r i f u g a lk r a f t  v ^ e rn ach la ss ig t, d ie  v o n  d e m  
U m la u f  u m  d ie  S o n n e  h e r r i ih r t ,  d a  s ie  v e rg lic h e n  m i t  d e r  W irk u n g  d e r  
R o ta t i o n  k le in  i s t .  D ie  K re is f r e q u e n z  d e s  U m la u fe s  i s t  u m  d e n  F a k t o r

10 Dio V ertika le  k an n  genau so g u t als die N orm ale zu r O berflache einer 
F luesigkeit defin iert w erden, die im  G leichgew icht is t.

33
3
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1 /365  o d e r  e tw a  2 ,7  x  10*3 k le in e r  a ls  d ie  R o ta t io n s f r e q u e n z .  A n d e re r -  
s e i t s  i s t  r  u m  d a s  V e r h a l tn is  d e s  B a h n r a d iu s  u m  d ie  S o n n e  z u m  E r d -  
r a d iu s  g ro B e r, e tw a  J  χ  1 0 5. D e m n a c h  i s t  d a s  V e r h a l tn i s  d e r  Z e n t r i -  
f u g a lk r a f t ,  d ie  v o m  E r d u m l a u f  h e r r i i h r t ,  z u  d e r  Z e n t r i f u g a l k r a f t  
in fo lg e  d e r  E r d r o t a t i o n  a n n a h e r n d

ϊ  X  10s X  (2.7 X  ΙΟ -3)2 ~  0.2.

D a s  i s t  n i c h t  g ro B  g e n u g , u m  e in e R o l le  z u  s p ie le n .
D ie  C o R iO L isk ra f t,  d ie  a u f  e in  

b e w e g te s  T e i lc h e n  w i r k t ,  s t e h t  
s e n k r e c h t  z u  ω  u n d  zu  v .11 A u f  
d e r  n o r d l i c h e n  H e m is p h e r e ,  w o  ω  
a u s  d e m  B o d e n  h e r a u s z e ig t ,  \ re r -  
s u c h t  d ie  C o R iO L is k ra f t  2m (v  X co) 
e in  G e sc h o B , d a s  e n t l a n g  d e r  E r d -  
o b e r f la c h e  g e s c h o s s e n  w ird ,  v o n  
s e in e r  F lu g b a h n  n a c h  r e c h t s  a b -  
z u le n k e n ,  v g l. A b b .  4 -1 3 . A u f  d e r  
s i id l ic h e n  H a lb k u g e l  i s t  d ie  R ic h -  
t u n g  d e r  C o R i o u s a b le n k u n g  u m -  
g e k e h r t ,  u n d  a m  A q u a to r ,  w o  ω  
h o r iz o n ta l  h e g t ,  v e r s c h w in d e t  s ie . 
D e r  B e t r a g  d e r  C o R iO L isb e sc h le u -  
n ig u n g  i s t  im m e r  k le in e r  a ls

A bb. 4-13. D ie R ie h tu n g  der Co 
r io l is  -A blenkung a u f  d e r nord lichen  
H em isphere .

2 ω ν  c^. 1.5 X  lCMv, 

d ie s  i s t  f u r  e in e  G e s c h w in d ig k e i t
v o n  10s c m /s e c  (g le ic b  360 0  k m /h )  15 c m /s e c 2 o d e r  e tw a  0 ,0 1 5  g. 
N o rm a le rw e is e  i s t  e in e  s o lc h e  B e s c h le u n ig u n g  a u B e r o r d e n t l i c h  k le in ,  
e s  g ib t  a b e r  F a l le ,  f u r  d ie  sie  w ic h t ig  w ird . Z u r  I l l u s t r a t i o n  n e h m e n  w ir  
a n ,  e in  G esch o B  w e rd e  a m  N o r d p o l  v o n  e in e m  K r ie g s s c h if f  h o r iz o n ta l  
a b g e f e u e r t .  D ie  C o R iO L isb e sc h le u n ig u n g  h a t t e  d a n n  d e n  B e t r a g  2ων, 
so  d aB  d ie  l in e a re  A b le n k u n g  n a c h  e in e r  Z e i t  t g le ic h  ωνΡ i s t ,  u n d  d ie  
W in k e la b le n k u n g  w a re  g le ic h  d e r  l in e a r e n  A b le n k u n g  g e te i l t  d u r c h  
d ie  F lu g w e i te :

a yvl~
(4 -1 0 8 )β =  ^  =  ω<.vt

D a s  i s t  d e r  W in k e l  d e r  E r d d r e h u n g  in  d e r  Z e i t  t. P h y s ik a l i s c h  b e d e u te t  
d ie se s  E r g e b n is ,  d aB  e in e  v o m  N o r d p o l  a b g e s c h o s s e n e  G r a n a t e  k e in e

11 V on h ie r an  w ird  d e r In d e x  r  v o n  v  w eggelassen, d a  alle G eschw indigkeiten  
n u r  a u f  die d reh en d en  K o o rd in a ten ach sen  bezogen w erden  sollen.
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a n fa n g l ic h c  D re h b e w e g u n g  a u s f i ih r t .  D e m n a c h  i s t  s e in e  F lu g b a h n  im  
I n e r t i a l s y s t e m  c in e  G e ra d e .  D ie  s c h e in b a re  A b le n k u n g  b e r u h t  d a r a u f ,  
d aB  s ic h  d ie  E r d e  u n t e r  ih m  d r e h t .  E in e  V o rs te l lu n g  v o n  d e r  G oB en- 
o r d n u n g  d e s  E f f e k te s  e r h a l t  m a n , in d e m  m a n  e in e  F lu g z e i t  v o n  100 

S e k u n d e n  -  f u r  g ro B e  G e sc h o ssc  n ic h t  u n g e w o h n lic h  -  in  G l. (4 -108) 
e in s e tz t .  D ie  W in k e la b le n k u n g  h a t  d a n n  d ie  G ro B e n o rd n u n g  7 χ  lO-3 

B o g e n g r a d , a ls o  e tw a  0 ,4 ° . D a s  is t  n ic h t  u n e rh e b l ic h .  S e lb s tv e rsU in d -  
l ic h  i s t  d e r  E f f e k t  n o c h  w ic h t ig e r  f u r  f e rn g e le n k te  R a k e tc n ,  w ie e tw a  
d ie  F - 2 , d ie  e in e  v io l la n g c r e  F lu g z e i t  h a b e n .

D ie  C o R i o u s k r a f t  is t  v o n  n o c h  g ro B e re r  B e d e u tu n g  f iir  d a s  m e te o ro -  
lo g is c h e  P r o b le m  d e r  W in d z i r k u la t io n ,  d e n n  d o r t  i s t  d ie  e f fe k tiv e  
, ,F lu g z e i t ” , d ie  in  G l. (4 -1 0 8 ) a u f t r i t t ,  v io l g ro B e r a ls  f iir  G c sc h o ssc . 
W in d  i s t  e in fa c h  e in e  L u f tm a s s e ,  d ie  s ic h  in  B e w c g u n g  b e f in d e t .  B ei 
d e r  A b w e s e n h e i t  v o n  C o R iO L isk ra f te n  w iird e  d ie  B e w e g u n g s r ic h tu n g  
e n t l a n g  d e m  D r u c k g r a d ie n te n ,  v o n  h o h e n  zu  n ie d r ig e n  D ru c k c n , u n d  
d e s h a lb  s e n k r e c h t  zu  d e n  I s o b a r e n  lie g e n . J e d o c h  a u f  d e r  n o rd lie h e n  
H a lb k u g e l  le n k e n  d ie  C o R iO L isk ra f te  d e n  W in d  n a c h  r e c h ts  v o n  s e in e r  
R ic h tu n g  a b ,  w ie  e s  in  A b b . 4 -1 4  gezeigt- is t .  Im  G le ich g e w ic h t. b le ib c n

d ie  W in d p ro f i le  s t a t i o n a r .  D ie  G e- 
s c h w in d ig k c i t  n im m t  w e d e r  tn  
n o c h  a b ,  u n d  d ie  a u f  d ie  L u f tm a s s e  
w irk e n d e n  r e s u l t  ie re n d e n  K r a f t c  
m iis s e n  v e r s c h w in d e n . I n  e in e m  
s o lc h e n  F a l l  m uB  d ie  C o R iO L isk ra ft 
u m g e k e h r t  g le ic h  d e r  v o m  D r u c k 
g r a d ie n te n  h e r r l ih r e n d e n  K r a f t  se in . 
D ie s  v e r la n g t .  daB  d ie  W in d r ic h -  
t u n g  p a r a l le l  zu  d e n  I s o b a re n  v e r-  
I iiu f t. E in  G e b ie t  n ie d r ig e n  D ru c k e s  
m i t  a n n a h e r n d  k o n z e n tr is c h e n  I s o 
b a r e n  w ird  tc c h n is c h  a ls  Zi/klon 
b e z e ic h n e t .  In fo lg e  d e r  Co r io l is - 

k r a f t e  d r e h e n  s ic h  d ie  W in d e  u m  d e n  Z v k lo n  a u f  d e r  n o rd l ie h e n  H a lb -  
k u g e l im  G e g e n u h rz e ig e r s in n  u n d  a u f  d e r  s iid lic h e n  H e m is p h a re  im  
U h rz e ig e r s in n .  T a t s a c h l ic h  k o m m e n  zu  d e n  D ru e k -  u n d  Co r io l is - 
k r i i f te n  n o c h  R e ib u n g s k r a f te  h in z u , so  daB  s ic h  d ie  W in d e  im  G le ic h 
g e w ic h t  n ic h t  g e n a u  e n t  la n g  d e r  I s o b a r e n  b e w e g e n . I n  n o rd l ie h e n  B re i-  
t e n  i s t  d e r  W in k e l  z w isc h e n  d e n  I s o b a r e n  u n d  d e r  W in d r ic h tu n g  e tw a  
2 0 ° b is  30°, v g l. A b b . 4 -1 5 .

E in  a n d e r e s  k la s s is c h e s  E x p e r im e n t ,  b e i d e m  C o R iO L isk ra fte  e in e  
w ic h tig e  R o lle  s p ie le n , i s t  d ie  A b le n k u n g  e in e s  fre i f a l le n d e n  T e ilc h e n s  
v o n  d e r  V e r t ik a le n .  D a  d ie  T e i lc h e n g e s c h w in d ig k e i t  f a s t  s e n k r e c h t  i s t

A bb. 4-14. A b lenkung  des W in- 
des von d e r R ic litu n g  des D ru ck 
g rad ien ten  d u rch  die C o m oL is-K raft 
(auf der nord liehen  H em isphare).
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A bb. 4-15. Z yklon-D arste llung  fu r die nord liehe H em isphere .

u n d  ω  in  d e r  v e r t ik a le n  N o r d - S u d - E b e n e  l ie g t ,  w i r k t  d ie  A b le n k u n g s -  
k r a f t  2m(v  x  co) in  O s t - W e s t - R ic h tu n g .  S o m it  w ird  a u f  d e r  n o rd l ic h e n  
H a lb k u g e l  e in  fre i f a l le n d e r  K o r p e r  n a c h  O s te n  a b g e le n k t .  D ie  B e r e c h -  
n u n g  d e r  A b le n k u n g  w ird  s e h r  v e r e in f a c h t ,  w e n n  m a n  d ie  z -A e h se  d e s  
te r r e s t r i s c h e n  K o o r d in a te n s y s te m s  la n g s  d e r  R ic h tu n g  d e r  v o r h in  
d e f in ie r te n  V e r t ik a le n  w a h l t .  B e i d ie s e r  W a h l  e r s e h e in t  d ie  Z e n t r i f u g a l -  
k r a f t  n u r  a ls  g e r in g fu g ig e  A n d e r u n g  d e s  g-W e r te s .  N im m t  m a n  d ie  yz- 
E b e n e  a ls  d ie  v e r t ik a le  N o r d - S u d - E b e n e ,  d a n n  l a u t e t  d ie  B e w e g u n g s -  
g le ic h u n g  f u r  d ie  z - R ie h tu n g

Darin ist Θ die Polhohe. Die Wirkung der CoRiOLiskraft auf vz wurde 
nur eine kleine Korrektur der Ablenkung ausmach’en, die selbst sehr 
klein ist. Demnach kann die in Gl. (4-109) auftretende Vertikalge- 
schwindigkeit so bereehnet werden, als ob gar keine CoRiOLiskrafte 
anwesend waren:

M it d ie se n  W e r te n  k a n n  G l. (4 -109 ) l e ic h t  in t e g r i e r t  w e rd e n . M a n  e r h a l t

=  -2w(co x  v)x 

=  —2ιηωνζ sin Θ.
(4-109)

u n d
vz = gt

a ls  A b le n k u n g

oder
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D ie  G ro B e n o rd n u n g  d e r  A b le n k u n g  k a n n  m a n  e r h a l te n ,  in d e m  m a n  
Θ =  π /2  ( e n ts p r e c h e n d  d e m  A q u a to r )  u n d  z =  30 m  a n n im m t .  D ie  A b 
l e n k u n g  i s t  d a n n  e tw a

x  ~  0 .3 6  c m .

P r a k t i s c h  i s t  d a s  E x p e r im e n t  s c h w e r  a u s z u f t ih r e n ,  d a  d ie  k le in e  A b 
le n k u n g  o f t  d u r c h  d ie  W irk u n g e n  d e r  L u f t s t r o m u n g ,  d e r  Z a h ig k e i t  u n d  
a n d e r e r  s to r e n d e r  E in f lu s s e  v e r d e c k t  w ird .

E in f a c h e r  zu  b e o b a c h te n  i s t  d a s  w o h lb e k a n n te  E x p e r im e n t  m i t  d e m  
F o u cA U L T sch en  P e n d e l .  W ird  e in  P e n d e l  a m  N o rd p o l  in  e in e r  g eg e- 
b e n e n  R a u m e b e n e  in  S c h w in g u n g e n  v e r s e tz t ,  d a n n  is t  s e in  I m p u ls  
s e n k r e c h t  zu  d e r  E b e n e  N u ll ,  u n d  e s  w ird  in  d ie s e r  in v a r ia b le n  E b e n e  
w e ite r s c h w in g e n , w a h r e n d  d ie  E r d e  s ic h  u n t e r  ih m  d r e h t .  E in e m  B e- 
o b a c h te r  a u f  d e r  E r d e  e r s c h e in t  e s  so , a ls  d r e h e  s ic h  d ie  S c h w in g u n g s -  
e b e n e  e in m a l  p r o  T a g . I n  a n d e r e n  B r e i te n  i s t  d a s  E r g e b n is  k o m p li-  
z ie r te r ,  d ie  E r s c h e in u n g  is t  a b e r  q u a l i t a t i v  d ie  g le ic h e . D ie  a u s f i ih r -  
l ic h e  R e c h n u n g  w ird  e in e r  G b u n g  iib e r la s s e n .

E f f e k te .  d ie  v o n  d e n  C o R iO L is te rm e n  h e r r i ih r e n ,  t r e t e n  a u c h  in  d e r  
A to m p h y s ik  a u f .  S o  k o n n e n  in  m e h r a to m ig e n  M o le k u le n  zw ei B ew e- 
g u n g s ty p e n  g le ic h z e it ig  v o r k o m m e n : D a s  M o lek iil dreht s ic h  a ls  s tan ces  
G a n z e s , u n d  d ie  A to m e  schwingen u rn  ih re  G le ic h g e w ic h ts la g e n . In fo lg e  
d e r  S c h w in g u n g e n  s in d  d ie  A to m e  r e l a t i v  z u  d e m  s ic h  d re h e n d e n  K o -  
o r d in a te n s y s te m  d e s  M o le k iils  in  B e w e g u n g . D e r  C o R io u s te r m  w ird  
d a n n  v o ii N u ll  v e rs c h ie d e n  s e in  u n d  w ill d ie  A to m e  v e ra n la s s e n ,  s ich  in  
e in e r  R ic h tu n g  s e n k r e c h t  zu  d e n  u r s p r i in g l ic h e n  S c h w in g u n g e n  zu  
b e w e g e n . S to r u n g e n  in  M o le k i i ls p e k tre n ,  d ie  a u f  C o R iO L isk ra fte  z u ru c k -  
z u f u h r e n  s in d , e r s c h e in e n  so  a ls  W e c h s e lw irk u n g e n  z w isc h e n  R o t a 
t io n s -  u n d  S c h w in g u n g s n iv e a u s  d e s  M o lek iils .

L I T E R A T U R H I N W E I S E

H . M a r o e n a u  un d  G. M. M u r p h y , The Mathematics of Physics and Chemistry· 
t ib e r  die T heorie  der M atrizen ex istie ren  viele eorgialtig  ausgearbeite te  Ab- 
hand lungen , fiir unsere Zw ecke g ib t jedoch das K ap ite l 10 dieser Referenz 
einen ausreichenden  O berblick  iiber die vorkom m enden m athem atischen  
M ethoden. Zudem  en th a lten  die A bschn itte  15.15 und 15.16 M aterial uber die 
CAYLEY-KxEixschen P a ra m e te r u nd  die PAULischen Spin-M atrizen (wenn- 
gloich d ick  in eine furch terw eckende Bezeichnungsw eise verpack t).

H . J e f f r e y s  und B . S. J e f f r e y s , Methods of Mathematical Physics. Obgleich 
h ie r nahezu  dasselbe S toffgebiet behandelt w ird , wie bei Ma r g e k a u  und 
M u r ? h y , Iiegt die B etom m g bei d e r D iskussion d er M atrizen m ehr a u f  den 
physikalischen  A nw endungen. Vieles des im  vorliegenden K ap ite l behandelten  
Stoffes w ird  d o r t  in  den  K ap ite ln  3 u nd  4 d isk u tie rt, einschliefllich einer Be-
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h and lung  der PAULischen Spin-M atrizen  u n d  ih res Z usam m enhangs m it den 
D rehungsm atrizen  des dreid im ensionalen  R aum es. D er A b sch n itt iiber 
EuLERsche W inkel is t p rak tisch  u n v e rs tan d lich , h au p tsach lich  w egen eines 
schlechten  D iagram m es. Jed em  K a p ite l is t ein  passend  gew ahltes u n d  w itziges 
Z ita t vo rangeste llt, w odurch das B uch  eine u n e rw arte te  W iirze e r h a l t !

Μ. B o c h e r , Introduction to Higher Algebra. E in es  d e r a lte ren  S tandardw erke . 
D as B uch  is t besonders w ertvoll h in sich tlich  des d a rin  e n th a lten en  Stoffes 
iiber D e term in an ten , B edingungen  fiir die U n ab h an g ig k e it v o n  G leichungs- 
system en  u n d  die L osungen linear un ab h an g ig er G leichungen.

R . Co u r a n t  u n d  D . H il b e r t , Methoden der Mathematischen Physik, B d. I  
n ic h t zu  verw echseln  m it dem  oben  g en an n ten  W erk  d e r  J e f f r e y s ). D er 
Co u r a n t -H il b e r t  w ar lange Z eit d ie k lassische E in fu h ru n g  in  d ie m a th e 
m atischen  V erfahren  d e r th eo re tisch en  P h y sik . K a p ite l 1 h a n d e lt von  „d er 
A lgebra d e r linearen  T ran sfo rm atio n en  u n d  q u ad ra tisch en  F o rm en ” u n d  
d isk u tie rt, in m ach tvo llem  u n d  k la rem  Stil, d as E igenw ertp rob lem  fu r lineare 
T ransfo rm ationen  u n d  andere  d a m it v e rb u n d en e  T hem en. In fin itesim ale  
T ransfo rm ationen  w erden  kurz  im  A nhang  zu K a p ite l 1 e rw ah n t.

H . O . N e w b o u l t , Analytical Method in Dynamics. D ie V erw endung  der M atrix- 
algebra  zu r sy stem atisch en  D iskussion der raum lichen  D rehungen  is t selten  in 
Schriften  iiber klassische M echanik zu finden, obgleich sie in der Q uanten- 
m echanik  du rch au s iiblich ist. D ie B ehan d lu n g  der K in em atik  der Bew egung 
s ta r re r  K o rp e r in K ap ite l I I I  dieses schm alen  B andes ve rw en d e t die M atrix- 
schreibw eise in gewissem  MaBe. Insbesondere  w ird die D reh u n g sm atrix , 
ausged riick t du rch  die EuLERschen W inkel, du rch  die M ultip lika tion  d reier 
e lem en tarer D rehungen  dargeste llt. K a p ite l I I I  g ib t eine ku rze  D iskussion der 
B ew egung re la tiv  zu sich bew egenden A chsen.

L . B r il l o u in , Les Tenseurs en Mecanique et en Elaslicite. D ieses re izend ge- 
schriebene B uch e n th a lt viel In fo rm a tio n  iiber eine V ielzahl von  T hem en, von 
d er D ifferentialgeom etrie  bis zu r Q u an ten m ech an ik  d e r F es tk o rp e r. E s  is t 
eine e inzigartige  Quelle iiber PseudogroB en, d .h . solche GroBen, d ie  keine 
eigentlichen  T ransfo rm ationseigenscliaften  bei Spiegelung liaben . K ap ite l I I I  
is t aliein  solchen T hem en gew idm et.

E . T . W h it t a k e r , Analytical Dynamics. K a p ite l I  e n th a lt  den  Stoff, der fiir 
unsere  Zwecke geeignet ist. D er A b sch n itt iiber EuLERsche W inkel is t schw er 
zu verstehen , weil kein  einziges D iagram m  en th a lten  is t. W ill m an  die d o rt 
angefiih rten  E rgebnisse m it unseren G leichungen vergleichen, so beach te  
m an  unsere FuB note  in A b sch n itt 4-4. In  A b sch n itt 12 w ird  d e r  Zusam m en- 
hang  d e r Ca y l e y -KLEiNschen P a ra m e te r m it d e r sogenann ten  ,,hom ogra- 
ph ischen” T ran sfo rm atio n  d isk u tie rt.

W . F . O s g o o d , Mechanics. In  K ap ite l IX  w ird kurz  die B ew egung re la tiv  zu 
bew egten A chsen und  die W irkung  von Z entrifugal- u nd  CoRiOLis-K raften 
d isk u tie rt.

G. H e r z b e r g , Infrared and Raman Spectra. D ie W irkung  d er Co r io l is -K rafte  
a u f  die S p ek tren  m eh ra to m ig er M olekiile w ird  in  diesem  B uch , besonders in 
K ap ite l IV , A b sch n itt 1 u n d  2, sorgfiiltig  d isk u tie rt, obw ohl zum  vollen V er- 
s tan d n is  ein G rundw issen iiber d ie T heorie  k le iner Schw ingungen (siehe unser
X . K ap ite l) u n d  Q uan tenm echan ik  no tw end ig  ist. W egen e iner ku rzen  klaeei- 
schen  B ehand lung  siehe jedoch  S. 372-375.
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O b u n g e n

IV . D ie  K in c m a tik  s ta r r e r  K 6 rp e r

1. Bew eise, daB d ie  M atrizenm ultip lika tion  assoziativ  ist. Zeige, daO das 
P ro d u k t zw eier o rth o g o n a le r M atrizen ebenfalls o rthogonal ist.

2. Bew eise d ie  fo lgenden E igenschaften  d e r tran sp o n ierten  und  ad jung ierten
M a tr iz e n : ~

AB =  BA,
(AB)t =  B W .

3. Zeige, daB die S p u r e iner M atrix  in v a rian t gegeniiber jed er A hniichkeits- 
tra n sfo rm a tio n  is t. Zeige au ch , daB die A ntisym m etrieeigenschaft e iner M atrix 
bei e iner o rthogonalen  A h n lichkeitstransfo rm ation  e rh a lten  b leib t, w ahrend die 
H e rm itiz ita tse ig c n sch a ft in v a rian t gegeniiber jed er u n ita ren  Ahnlichkeite- 
tra n s fo rm a tio n  ist.

4. D riicke d ie  M atrixelem en te  d e r allgeineinen M atrix  d e r D rehung  durch  die 
EuLERschen W inkel, Gl. (4-46), aus. F iih re  dabei d ie  M ultip likationen  d er Kom* 
p o n en ten m atrizen  d er aufeinanderfo lgenden  D rehungen aus. Verifiziere d irek t, 
daB d ie  M atrixelem en te  den O rthogonalitiitsbed ingungen  geniigen.

5. Zeige, daB d ie  K o m ponen ten  d e r W inkelgeschwTindigkeit kings des raum - 
fes ten  A clisensatzes folgenderm aBen d u rch  die EuLERschen W inkel ausge- 
d r iic k t w erden  k o n n e n :

ωχ =  6 cos φ - f  φ sin Θ sin φ, 
ω„ «  6 sin φ — φ sin Θ cos φ , 
ω , =  φ cos Θ +  φ.

6. D riicke die Z w angsbedingung des „R o llens” a u f  e iner K ugel oder einer 
ebenen  F lach e  d u rch  die EuLERschen W inkel aus. Zeige, daB d ie  B edingungen 
n ieh tin teg rab e l u n d  deshalb  n ich tholonom  sind.

7. Zeige, daB die zwei kom plcxen E igenw erte  einer orthogonalen  M atrix , die 
eine e igentliche D rehung  d a rs te llt, β±,φ sind , wobei φ  der D rehw inkel ist.

8. V erifiziere, daB d e r D rehw inkel φ , d u rch  die EuLERschen W inkel ausge- 
d ru c k t, d u rch  den  A usdruck

Φ φ +  Φ Θcos ~  =  cos — - —  cos -  
Z Z Z

gegeben ist.
9. Zeige, daB d ie drei PAULischen S p inm atrizen  m ite in an d er an tikom m u 

tie ren , d .h ., daB
O&i =  -G p i, i *  j

u n d  daB
O&i — Ot<Ji =  2iCk, zyklisch in i, / ,  h

g ilt. Bew eise au ch , daB fu r  a lle  W erte  von * <7? =* 1 is t.
10. Zeige. daB Q$ sym bolisch  in  d e r F orm

Q« =  e*”**

geschrieben w erden  k an n , w obei d ie  E x p o n en tia lfu n k tio n  fu r ih re  R eihenent- 
w ick lung  s te h t , deren  e rs te r  T erm  1 is t.

11. E in  GeschoB w erde ho rizo n ta l en tlan g  d e r E rdoberflache abgeschoesen. 
Zeige, daB d ie  W inkelabw eichung  vo n  d e r A bschuB richtung, die von d e r
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C o R io u sk ra ft h e m ih r t ,  in  e rs te r  N ah eru n g  d e r Z e it p ro p o rtio n a l is t, m it  dem  
P ro p o rtio n a lita ts fak to r ω cos 0,
w obei ω d ie W inkelfrequenz d er E rd d re h u n g  u n d  0 d ie P o lhohe sind . D ie R ieh - 
tu n g  der A bw eichung w eist a u f  d e r nord lichen  H alb k u g el nach  reeh ts .

12. B eim  FoucAULTschen P endelversuch  w ird  e in  langes P en d e l a n  e inem  
P u n k t a u f  d e r O berflaehe d e r sich d rehenden  E rd e  in  B ew egung g ese tz t. D ab ei 
lieg t sein Im pu ls  urspriing lich  in  d e r v e rtik a len  E bene , d ie  d ie  Pendellinse  u n d  
den  A u fh an g ep u n k t e n th a lt. Zeige, dafi d ie darauffo lgende B ew egung d a d u rc h  
beschrieben  w erden  kann , dafi m an  sag t, d ie  Schw ingungsebene d re h t sich  
gleichform ig urn  2tt cos 0 B ogengrad  p ro  T ag, w obei 0 die P o lhohe is t. W ie is t  
die R ich tu n g  d e r D rehung? D ie N ah eru n g  k le in e r Schw ingungen d a rf, w enn  
gew iinscht, v erw endet w erden .



V . K A P I T E L

D I E  B E W E G U N G S G L E I C H U N G E N  D E S  S T A R R E N  K 0 R P E R S

I m  IV . K a p i t e l  w u rd e n  a l le  d ie  k in e m a t is c h e n  H il f s m it te l  d a rg e le g t ,  
d ie  f u r  d ie  D is k u s s io n  d e r  B e w e g im g  s t a r r e r  K o r p e r  b e n o t ig t  w e rd e n . 
I n  d e n  E u L E R sc h e n  W in k e ln  h a b e n  w ir  e in e n  S a tz  v o n  d re i  K o o rd i-  
n a t e n ,  d ie  z w a r  z ie m lic h  u n s y m m e tr i s c h  d e f in ie r t  s in d , d ie  je d o c h  fu r  
d e n  G e b r a u c h  a ls  g e n e r a l is ie r te  K o o r d in a te n ,  d ie  d ie  O r ie n t ie ru n g  d e s  
s t a r r e n  K o r p e r s  b e s c h re ib e n , g e e ig n e t  s in d . Z u d e m  lie fe rn  d ie  M e th o d e  
d e r  o r th o g o n a le n  T r a n s f o r m a t io n  u n d  d ie  z u g e h o r ig e  M a tr ix a lg c b ra  
e in e  m a c h t ig e  u n d  e le g a n te  T e c h n ik  z u r  E r f o r s c h u n g  d e r  E ig e n t i im -  
l ic h k e i te n  d e r  B e w e g u n g  s t a r r e r  K o r p e r .  W ir  h a b e n  b e re i ts  e in e  A n - 
w e n d u n g  d ie s e r  T e c h n ik  k e n n e n g e le r n t ,  a ls  w ir  G l. (4 -100 ) a b le i te te n ,  
n a m lic h  d ie  B e z ie h u n g  z w isc h e n  d e n  A n d c ru n g s g e s c h w in d ig k e ite n  
e in e s  V e k to r s  im  r a u m f e s te n  S y s te m  u n d  im  k o rp e r f e s te n  S y s te m . 
D ie se  H i l f s m i t te l  w o lle n  w ir  n u n  a n w e n d e n , u m  d ie  d y n a m is c h e n  B e- 
w e g u n g s g le ic h u n g e n  d e s  s t a r r e n  K o r p e r s  in  ih r e r  z w e c k m a B ig s te n  
F o r m  z u  e r h a l te n .  M it  H ilfe  d e r  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  k o n n e n  e in ig e  
e in fa c h e  a b e r  h o c h s t  w ic h tig e  P r o b le m e  d e r  B e w e g u n g  s t a r r e r  K o r p e r  
d i s k u t i e r t  w e rd e n .

5-1  D r e h im p u ls  u n d  k in e t is c h e  E n e r g ie  d e r  B e w e g u n g  u m  e in e n  P u n k t

D e r  S a tz  v o n  C h a s l e  s a g t ,  d aB  e in e  a l lg e m e in e  A u s le n k u n g  e in es  
s t a r r e n  K o r p e r s  d u r c h  e in e  T r a n s la t io n  u n d  e in e  D re h u n g  d a r g e s te l l t  
w e r d e n  k a n n .  D e r  S a tz  le g t  n a l ie ,  d aB  e s  m o g lic h  se in  so llte , d a s  
P r o b le m  d e r  B e w e g u n g  s t a r r e r  K o r p e r  in  zvvei g e t r e n n te  P h a s e n  a u fz u -  
s p a l t e n .  D ie  e in e  b e fa B t s ich  n u r  m it  d e r  T r a n s la t io n s b e w e g u n g  d e s  
K o r p e r s ,  d ie  a n d e r e  m i t  s e in e r  D re h b e w e g u n g . 1st e in  P u n k t  d e s  
K o r p e r s  f e s t ,  so  is t  d ie  A u f te i lu n g  le ic h t e in z u s e h e n , d e n n  d a n n  g ib t  es 
n u r  e in e  D re h b e w e g u n g  u m  d e n  fc s tc n  P u n k t  u n d  k e in e  T r a n s la t io n .  
A b e r  g e ra d e  f u r  e in e n  a l lg e m e in e n  B e w e g u n g s ty p  is t  e in e  so lc h e  A u f 
te i lu n g  o f t  m o g lic h . D ie  s e c h s  K o o r d in a te n ,  d ie  z u r  B e s c h re ib u n g  d e r  
B e w e g u n g  n o t ig  s in d , w rnrden  b e re i ts  in  D b e re in s t im m u n g  m i t  e in e r  
s o lc h e n  A u f te i lu n g  in  zw ei S a tz e  a u f g e te i l t :  d ie  d re i  c a r te s is c h e n  K o o r 
d in a te n  e in e s  im  s t a r r e n  K o r p e r  f e s tg e le g te n  P u n k te s ,  d ie  d ie  T r a n s 
la t io n s b e w e g u n g  b e s c h r e ib e n , u n d  e tw a  d ie  d re i  E u L E R sch e n  W in k e l
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f u r  d ie  B e w e g u n g  u m  d e n  P u n k t .  W ir d  w e i te r h in  d e r  U r s p r u n g  d e s  
k o r p e r f e s te n  S y s te m s  so  g e w a h l t ,  d aB  e r  m i t  d e m  M a s s e n z e n t r u m  
z u s a m m e n fa l l t ,  d a n n  s p a l t e t  w e g e n  G l. (1 -2 6 ) d e r  G e s a m td r e h im p u ls  
n a t i i r l i c h  in  A n te i le  a u f ,  d ie  v o n  d e r  T r a n s la t io n  d e s  M a s s e n z e n t r u m s  
u n d  v o n  d e r  D r e h u n g  u m  d a s  M a s s e n z e n t r u m  h e r r u h r e n .  D e r  e r s te  
T e rm  w ird  n u r  d ie  e a r te s is e h e n  K o o r d in a te n  d e s  M a s s e n z e n t ru m s ,  d e r  
l e tz te r e  n u r  d ie  W in k e lk o o r d in a te n  e n th a l t e n .  W e g e n  G l. (1 -29 ) g i l t  
e in e  a h n l ic h e  A u f te i lu n g  f u r  d ie  g e s a m te  k in e t i s c h e  E n e r g ie  T , d ie  in  
fo lg e n d e r  F o r m  g e s c h r ie b e n  w e rd e n  k a n n :

T  = \Mv> +  Τ'(φ, θ, ψ),
n a m lic h  a ls  d ie  S u m m e  d e r je n ig e n  k in e t is c h e n  E n e r g ie  d e s  g e s a m te n  
K o r p e r s ,  d ie  e r  h a t t e ,  w e n n  e r  im  M a s s e n z e n t r u m  k o n z e n t r i e r t  w a re ,  
u n d  d e r  k in e t is c h e n  E n e r g ie  d e r  B e w e g u n g  u m  d a s  M a s s e n z e n t r u m .

O ft k a n n  d ie  p o te n t ie l le  E n e rg ie  a h n l ic h  u n t e r t e i l t  w e r d e n ; j e d e r  
T e rm  e n t h a l t  n u r  e in e n  d e r  K o o r d in a te n s a tz e ,  e n tw e d e r  d e n  d e r  
T r a n s la t io n  o d e r  d e n  d e r  D re h u n g . So w ird  d ie  p o te n t ie l l e  E n e r g ie  d e r  
G r a v i ta t io n  n u r  v o n  d e r  e a r te s is e h e n  V e r t ik a lk o o r d in a te  d e s  S c h w e r-  
p u n k te s  a b h a n g e n .1 O d e r  w e n n  d ie  a u f  e in e n  K o r p e r  w irk e n d e  K r a f t  
v o n  e in e m  h o m o g e n e n  M a g n e tfe ld  B  h e r r u h r t ,  d a s  a u f  s e in  m a g n e t i -  
s c h e s  D ip o lm o m e n t  M  w ir k t ,  d a n n  i s t  d a s  P o te n t i a l  p r o p o r t io n a l  zu  
Μ  · B . E s  e n t h a l t  a lso  n u r  d ie  O r ie n t ie r u n g  d e s  K o r p e r s .  F a s t  a l le  
p r a k t i s c h  lo s b a r e n  P r o b le m e  e r la u b e n  e in e  so lc h e  S e p a r a t io n .  I n  d ie s e m  
F a l le  s p a l t e t  d a s  m e c h a n is c h e  P r o b le m  ta t s a c h l i c h  in  z w e i P r o b le m e  
a u f ,  d e n n  d ie  L A G R A N G E -F unk tion  L  =  T  —  V  z e r f a l l t  in  z w e i 
T e ile . D e r  e in e  e n t h a l t  n u r  d ie  T r a n s la t io n s k o o r d in a te n ,  d e r  a n d e r e  
n u r  d ie  W in k e lk o o r d in a te n .  D ie se  z w e i K o o r d in a te n g r u p p e n  s in d  
d a n n  v o l ls ta n d ig  s e p a r ie r t ,  u n d  d a s  T r a n s la t io n s -  u n d  d a s  R o ta -  
t io n s p ro b le m  k o n n e n  u n a b h a n g ig  v o n e in a n d e r  g e lo s t  w e rd e n . E s  i s t  
d e s h a lb  o f f e n b a r  w ic h tig , A u s d r i ic k e  f u r  d e n  D r e h im p u ls  u n d  d ie  k in e 
t is c h e  E n e rg ie  d e r  B e w e g u n g  u m  e in e n  im  K o r p e r  f e s tg e le g te n  P u n k t  
zu  e r h a l te n .

W e n n  s ich  e in  s t a r r e r  K o r p e r ,  in  d e m  e in  P u n k t  f e s tg e h a l te n  w ird , 
b e w e g t, so  i s t  d e r  g e s a m te  D r e h im p u ls  u m  d ie se n  P u n k t

L = 2  »»,(!·( X v,). (5-1)
<

D a r in  s in d  r< u n d  v» d e r  R a d iu s v e k to r  u n d  d ie  G e s c h w in d ig k e i t  d e s  
i - t e n  T e ilc h e n s  r e l a t i v  z u  d e m  g e g e b e n e n  P u n k t .  D a r<  e in  r e l a t i v  z u m  
K o r p e r  f e s te r  V e k to r  i s t ,  e n t s t e h t  d ie  G e s c h w in d ig k e i t  v* b e z u g lic h

1 D er S chw erpunkt fa llt n a tiirlich  in  einem  hom ogenen G rav ita tionsfeld  
m it dem  M assenzentrum  zusam m en.
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d e s  r a u m f e s te n  A c h s e n s a tz e s  n u r  d u r c h  d ie  D re h b e w e g u n g  d e s  s ta r r e n  
K o r p e r s  u m  d e n  f e s te n  P u n k t .  M it G l. (4 -1 0 0 ) fo lg t d a n n  f u r y ,

v< =  ω  X r». (5 -2)

D e m n a c h  k a n n  GL (5 -1 ) g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

L  =  2  "i*(r ·· X (ω  X r<))
t

o d e r , w e n n  m a n  d a s  d re if a c h e  I v r e u z p r o d u k t  a u s f u h r t ,

L  = 2 -  r .( r .· · ω ) ) .  (5 -3)
<

R e c h n e t  m a n  w e i te r ,  so  w ire! d ie  x - K o m p o n e n te  d e s  D re h im p u ls e s :

L x =  co* 2  -  *?) -  ω„ 2  -  ω, 2  m & ti·  (5-4)I i i
A h n lic h e  G le ic h u n g e n  g e l te n  f u r  d ie  a n d e r e n  K o m p o n e n te n  v o n  L. 
S o m it  i s t  je d e  K o m p o n e n te  d e s  D re h im p u ls e s  c in e  l in e a re  F u n k t io n  
a l le r  K o m p o n e n te n  d e r  W in k e lg e s c h w in d ig k e i t .  Der Drehimpidsvcktor 
hangt m it der Winkelgeschwindigkeit durcli eine lineare Transformation 
zusammen . U m  d ie  A h n l ic h k e i t  v o n  (5 -4 ) m i t  d e n  G le ic h u n g e n  e in e r  
l in e a re n  T r a n s f o r m a t io n  (4 -1 2 ) h e r v o r z u h e b e n ,  s c h re ib e n  w ir  f iir  L x ;

Lx — I «ο)* ~f" Ixv^y “f” ^ x&**

A n a lo g  h a b e n  w ir  f u r  L y u n d  L*:

Ly =  IyxWz +  *+*
L z  — I bjO)x +  /fy W y  +  / « « # ·

D ie  n e u n  K o e f f iz ie n te n  /**, Ixy u sw . s in d  d ie  n e u n  E le m e n te  d e r  T r a n s -  
f o r m a t io n s m a t r ix .  D ie  D ia g o n a le le m e n te  s in d  a ls  KoeffizienXzn des 
Tragheitsmoments b e k a n n t  u n d  h a b e n  d ie  F o r m

= 2  <5 -6 ><
w a h r e n d  d ie  N ic h td ia g o n a le le m e n te  a ls  Trdgheitsprodukte b e z e ic h n e t  
w e rd e n . S ie  s in d  v o m  T y p

(5^5)

(5 -5 )

7 ^  =  miXty*. (5-7)
<

I n  d e n  G L (5 -6 ) u n d  (5 -7 ) e r s c h e in e n  d ie  M a tr ix e le m e n te  in  e in e r  F o r m , 
d ie  d a n n  z w e c k m a O ig  i s t ,  w e n n  d e r  s t a r r e  K o r p e r  a u s  d is k r e te n  T e ilc h e n  
z u s a m m e n g e s e tz t  i s t .  F u r  k o n t in u ie r l i c h e  K o r p e r  i s t  d ie  S u m m a tio n  
d u r c h  e in e  V o lu m e n in te g r a t io n  zu  e r s e tz e n .  D a b e i w ird  a u s  d e r  T e il-  
c h e n m a s s e  e in e  M a s s e n d ic h te .  D a s  D ia g o n a le le m e n t  l a u t e t  d a n n :

/ «  =  J p ( r ) ( r *  -  x * )  d V . (5 -6 ')
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B is h e r  w u rd e  d a s  K o o r d in a te n s y s te m ,  d a s  z u r  A u f te i lu n g  v o n  L  
in  K o m p o n e n te n  v e r w e n d e t  w u rd e ,  n i c h t  f e s tg e le g t .  V o n  n u n  a n  w ird  
e s  z w e c k m a B ig  s e in , e in  S y s te m  z u  w a h le n ,  d a s  k o r p e r f e s t  i s t .2 D ie  
v e r s c h ie d e n e n  A b s ta n d e x » , Vi, 2» s in d  d a n n  z e i t l ie h  k o n s t a n t ,  so  d a b  d ie  
M a tr ix e le m e n te  e b e n f a l ls  K o n s t a n t e n  s in d . S ie  s in d  d e m  K o r p e r  
e ig e n tu m lic h  u n d  v o m  U r s p r u n g  u n d  d e r  O r ie n t ie r u n g  d e s  b e s o n d e r e n  
k o r p e r f e s te n  A c h s e n s a tz e s  a b h a n g ig ,  in  d e m  sie  a u s g e d r u c k t  s in d .

D ie  G le ic h u n g e n  (5 -5 ), d ie  d ie  K o m p o n e n te n  v o n  L  u n d  ω  in  B e -  
z ie h u n g  s e tz e n ,  k o n n e n  d u r c h  e in e  e in z ig e  O p e r a to r g le ie h u n g  z u s a m -  
m e n g e fa B t w e r d e n :

L =  Ico. (5-8)

D a r in  s t e h t  d a s  S y m b o l I f u r  d e n  O p e r a to r ,  d e s s e n  M a t r ix e l e m e n te  d ie  
in  (5-5) a u f t r e t e n d e n  T r a g h e i ts k o e f f iz ie n te n  s in d .  I n  A b s c h n i t t  4 -2  
w u rd e n  zw ei I n t e r p r e t a t i o n e n  d e s  O p e r a to r s  e in e r  l in e a r e n  T r a n s f o r 
m a t io n  g e g e b e n . E s  i s t  k la r ,  d a b  m a n  s ic h  I h ie r  a ls  e in e n  O p e r a to r  
v o r s te l le n  m u B , d e r  a u f  d e n  V e k to r  co u n d  n i c h t  a u f  d a s  K o o r d i n a t e n 
s y s te m  w ir k t .  D ie  V e k to r e n  L  u n d  co s in d  zw e i p h y s ik a l i s c h  v e rs c h ie -  
d e n e  V e k to re n .  S ie  h a  b e n  v e r s c h ie d e n e  D im e n s io n e n  u n d  s in d  nicht 
d e rs e lb e  V e k to r ,  d e r  n u r  in  zw ei v e r s c h ie d e n e n  K o o r d in a te n s y s te m e n  
a u s g e d r u c k t  i s t .  A n d e rs  a ls  d e r  D r e h o p e r a to r  b e s i t z t  I e in e  D im e n s io n  -  
M asse  m a l  L a n g e n q u a d r a t  -  u n d  i s t  n i c h t  d u r c h  i rg e n d w e lc h e  O r th o -  
g o n a l i ta t s b e d in g u n g e n  e in g e s c h r a n k t .  G l. (5 -8 ) la B t s ic h  fo lg e n d e r -  
m aB en  a u f f a s s e n : W ir k t  d e r  O p e r a to r  I a u f  d e n  V e k to r  co, so  e r g ib t  
s ic h  d e r  p h y s ik a l is c h  n e u e  V e k to r  L . O b w o h l w ir  v o n  d e r  T e c h n ik  d e r  
M a tr ix a lg e b r a ,  d ie  b e i d e r  D is k u s s io n  d e s  D r e h o p e r a to r s  e n tw ic k e l t  
w u rd e , a u sg ie b ig  G e b ra u c h  m a c h e n  w e rd e n , m u s s e n  w ir  h ie r  d e r  N a t u r  
u n d  d e m  p h y s ik a l is c h e n  C h a r a k te r  d e s  O p e r a to r s  a ls  so lc h e m  m e h r  
A u fm e r k s a m k e i t  w id m e n .

5-2  T e n s o r e n  u n d  D y a d e n

D ie  G roB e I k a n n  a ls  D e f in it io n s g ro B e  d e s  Q u o t ie n te n  v o n  L  u n d  co
a n g e s e h e n  w e r d e n : T

I =  -  
1 co’

d e n n  d a s  P r o d u k t  v o n  I u n d  co e r g ib t  L. N u n  i s t  d e r  Q u o t ie n t  z w e ie r  
G ro B en  o f t  n i c h t  e in  M itg l ie d  d e r s e lb e n  K la s s e  w ie  D iv id e n d  u n d  D iv i 

2 Im  IV . K a p ite l w urde  ein  solches S ystem  d u rch  S triche  gekennzeichnet. D a 
K om ponen ten  langs d e r R au m ach sen  h ie r k au m  verw endet w erden, wollen w ir 
von  m m  an  zu r V ereinfachung d er B ezeichnung diese V ereinbarung  fallen lassen.
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s o r ,  s o n d e r n  d ie s e r  k a n n  z u  e in e r  k o m p liz ie r te r e n  K la s s e  g e h o re n . S o  is t 
d e r  Q u o t ie n t  z w e ie r  g a n z e r  Z a h le n  im  a l lg e m e in e n  n ic h t  e in e  g a n z e  
Z a h l ,  s o n d e r n  v ie lm e h r  e in e  r a t io n a le  Z a h l .  A h n lic h  k a n n  d e r  Q u o t ie n t  
z w e ie r  V e k to r e n ,  w ie  w o h l b e k a n n t  i s t ,  n i c h t  k o n s i s te n t  in n e r h a lb  d e r  
K la s s e  d e r  V e k to re n  d e f in ie r t  w e rd e n . E s  is t  d e s h a lb  n ic h t  iib e r-  
r a s e h e n d ,  z u  f in d e n , d a B  I e in  n e u c r  T v p u s  v o n  G ro B en  is t ,  e in  Tensor 
ziveitcr Stufc.

I m  d re id im e n s io n a le n  R a u m  k a n n  e in  T e n s o r  T A M e r S t life  fu r  
u n s e r e  Z w e c k e  a ls  G ro B e  d e f in ie r t  w e rd e n , d ie  3 *  K o m |K )n e n te n  
Tijk . . . ( n i i t -Λ7 I n d iz e s )  b e s i t z t ,  d ie  s ic h  u n t e r  d e r  W irk u n g  e in e r  o r th o -  
g o n a le n  T r a n s f o r m a t io n  A  d e r  K o o r d in a te n  n a c h  d e m  fo lg e n d e n  S c h e 
m a  t r a n s f o r m i e r e n :3

^  OilOimQkn · · » Tlmn,%,. (**’9)
I, w, n , . . .

N a c h  d ie s e r  D e f in i t io n  h a t  e in  T e n s o r  n u l l t e r  S tu f e  e in e  K o m p o n e n te ,  
d ie  i n v a r i a n t  g e g e n u b e r  o r th o g o n a le r  T r a n s f o r m a t io n  i s t .  E in  SkaJar 
ist d e m n a e h  cin Tetisor nuUter Stufe. E in  T e n s o r  e r s t e r  S tu f e  h a t  d re i  
K o m p o n e n te n ,  d ie  s ic h  g e m a B

τ ι  = 2
J

t r a n s f o r m ie r e n .  D e r  V e rg le ic h  m it  d e n  T r a n s fo rm a tio n s g le ic h u n g e n  
(4 -1 4 ) f u r  e in e n  V e k to r  z e ig t ,  d aB  e in  Tensor erster Stufe votistandig 
einem Vektor dquiintent ist.

S c h lie B lic h  t r a n s f o r m ie r e n  s ic h  d ie  n e u n  K o m p o n e n te n  e in e s  T e n s o rs  
z w e i te r  S tu f e  w ie

Tu =  ^  OikOiiTki. (5 -10)
jm

D ie  T r a n s f o r m a t  io n s e ig e n s c h a f te n  d e r  K o m p o n e n te n  v o n  I s in d  d u r c h  
d ie  T a t s a c h e  b e s t im m t ,  d aB  s ic h  d ie  M a tr ix  v o n  I u n t e r  d e r  W irk u n g  
v o n  A  g e m a B  e in e r  A h n l ic h k e i t s t r a n s f o r m a t io n  t r a n s f o r m i e r t :

Γ  =  A | A - >

o d e r ,  d a  A  o r th o g o n a l  i s t ,
Γ  =  AIA.

D a s  i / - t e  E l e m e n t  d e r  t r a n s f o r m ie r te n  M a tr ix  is t  d a n n

* D er U n tersch ied  zwiechen k o v a rian ten  u n d  k o n trav a rian ten  Ind izes w ird 
h ie r auB er a c h t  gelaesen, d a  e r  fu r  cartesische K oord inatensystem e ohne Be-
d e u tu n g  is t.
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lij — 2  a'kIklCLlj O'ikdjllkl. (5-11)
k, l k,l

D a s  s t im m t  d e r  F o r m  n a c h  m i t  (5 -10 ) u b e r e in  u n d  b e s t a t i g t  d ie  
I d e n t i f ik a t io n  v o n  I m i t  e in e m  T e n s o r  z w e i te r  S tu f e .

G e n a u  g e n o m m e n  m u B  m a n  z w isc h e n  d e m  T e n s o r  I u n d  d e r  q u a d r a -  
t i s c h e n  M a tr ix ,  d ie  a u s  s e in e n  K o m p o n e n te n  g e b i ld e t  w ird ,  u n t e r -  
s c h e id e n . E in  T e n s o r  i s t  n u r  d e f in ie r t  d u r c h  s e in e  T r a n s f o r m a t io n s -  
e ig e n s c h a f te n  b e i o r th o g o n a le n  K o o r d in a te n t r a n s f o r m a t io n e n .  A n d e -  
r e r s e i ts  i s t  e in e  M a tr ix  in  k e in e r  W e ise  a u f  d ie  T y p e n  v o n  T r a n s f o r -  
m a t io n e n  b e s c h r a n k t ,  d e n e n  m a n  s ie  u n te r w i r f t ,  u n d  s ie  k a n n  t a t s a c h -  
lie h  v o l l s ta n d ig  u n a b h a n g ig  v o n  ih r e n  E ig e n s c h a f te n  g e g e n i ib e r  e in e r  
b e s o n d e re n  K la s s e  v o n  T r a n s f o r m a t io n e n  b e t r a e h t e t  w e rd e n . N ic h ts -  
d e s to w e n ig e r  s o l l te  d ie se  U n te r s c h e id u n g  n ic h t  u b e rm a B ig  b e t o n t  w e r 
d e n . I n n e r h a lb  d e s  b e s c h r a n k te n  B e re ic h e s  d e r  o r th o g o n a le n  T r a n s f o r 
m a tio n e n  l ie g t  e in e  p r a k t i s c h e  I d e n t i t a t  v o r .  D ie  T e n s o r k o m p o n e n te n  
u n d  d ie  M a tr ix e le m e n te  w e rd e n  in  g le ic h e r  W e ise  b e h a n d e l t ;  z u  j e d e r  
T e n s o rg le ic h u n g  g ib t  e s  e in e  e n ts p r e e h e n d e  M a tr ix g le ic h u n g  u n d  u m -  
g e k e h r t .  D ie  A q u iv a le n z  z w isc h e n  d e m  T e n s o r  u n d  d e r  M a tr ix  i s t  
n ic h t  a u f  T e n s o re n  z w e ite r  S tu fe  b e s c h r a n k t .  Z u m  B e isp ie l  w is se n  w ir  
b e re i ts ,  d aB  d ie  K o m p o n e n te n  e in e s  V e k to r s ,  d e r  e in  T e n s o r  e r s t e r  
S tu fe  is t ,  e in e  S p a l t e n m a t r ix  b i ld e n , u n d  d ie  V e k to r r e c h n u n g  k a n n  
v o l ls ta n d ig  d u r c h  d ie  R e c h n u n g  m i t  d ie s e n  e n t s p r e c h e n d e n  M a tr iz e n  
e r s e tz t  w e rd e n .

E in e  w e ite re  n u tz l ic h e  D a r s te l lu n g  d e s  O p e r a to r s  I i s t  e in e  D y a d e .  
E in e  lineare Dyade i s t  e in fa c h  e in  P a a r  v o n  V e k to r e n ,  d ie  in  e in e r  
b e s t im m te n  R e ih e n fo lg e  AB g e s c h r ie b e n  s in d . A n e n n t  m a n  d ie  A n te - 
zedente u n d  B d ie  Konsequente. D a s  s k a la r e  P u n k t p r o d u k t  e in e r  l in e a r e n  
D y a d e  m i t  e in e m  V e k to r  C k a n n  a u f  zw ei W e g e n  a u s g e f i ih r t  w e rd e n , 
e n tw e d e r

AB · C =  A(B · C)
o d e r

C · AB =  B(A · C).

I m  e r s te n  F a l l  w ird  C d e r  Nachfaktor, im  z w e i te n  F a l l  Vorfalctor g e n a n n t .  
D ie  zw ei P r o d u k te  w e rd e n  im  a l lg e m e in e n  n ic h t  g le ic h  se in  -  d ie  d y a -  
d is c h e  S k a la r m u l t ip l ik a t io n  i s t  n i c h t  k o m m u ta t iv .  E s  so il d a r a u f  h in -  
g e w ie se n  w e rd e n , d aB  in  b e id e n  F a l le n  d a s  E r g e b n is  d e s  P u n k tp r o d u k -  
t e s  e in  V e k to r  i s t ,  d e r  e in e  R ic h tu n g  u n d  e in e n  B e t r a g  h a t ,  d ie  im  
a llg e m e in e n  v o n  d e n e n  v o n  C v e rs c h ie d e n  s in d . M a n  k a n n  a u c h  d a s  
D o p p e lp u n k tp r o d u k t  z w e ie r  l in e a r e r  D y a d e n  a ls  d a s  S k a la r  d e f in ie re n , 
d a s  g e g e b e n  i s t  d u r c h :  a b  . C D  =  (A . C )(B  . D ).
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E in e  b e q u e m e r e  S c h re ib w e ise  f u r  d a s  D o p p e lp u n k tp r o d u k t  i s t
AB : C D  =  C · AB · D .

E in e  Dyade i s t  d e f in ie r t  a ls  e in e  S u m m e  v o n  l in e a re n  D v a d e n :
AB +  C D  +  · · ·.

J e d e  l in e a r e  D y a d e  A B  k a n n  a ls  D y a d e  a u s g e d r u c k t  w e rd e n , in d e m  m a n  
d ie  V e k to r e n  A  u n d  B  in  K o m p o n e n te n f o r m  m i t  d e n  E in h e i t s v e k to r e n  
i, j  u n d  k  s c h r e ib t .  E n t w i c k e l t  m a n  a u f  d ie se  W e ise , so  e r s c h e in t  d ie  
l in e a r e  D y a d e  a ls

A B  =  A XB X ii +  A xByij +  A xB t ik
+  A yBxj i +  A vByj j  +  AyB.jk (5 -12 )
+  A tB M  +  A tB yk j +  A ,£ Jc k .

G l. (5 -1 2 ) i s t  d ie  Neunerform  d e r  l in e a re n  D y a d e , so  g e n a n n t  w eg en  d e r  
n e u n  d a r in  e n th a l t e n e n  K o e f f iz ie n te n . O ffe n s ic h tl ic h  k o n n e n  D y a d e n  
in  g le ic h e r  W e ise  s t e t s  a u f  d ie  N e u n e r f o rm  r e d u z ie r t  w e rd e n . D a  d ie  
K o e f f iz ie n te n  in  d e r  N e u n e r d a r s te l lu n g  e in e r  D y a d e  h o m o g e n e  q u a -  
d r a t i s c h e  F u n k t io n e n  d e r  V e k to r k o m p o n e n te n  s in d , w e rd e n  sie  s e lb s t-  
v e r s ta n d l i c h  d ie  T r a n s f o r m a t io n s e ig e n s c h a f te n  h a b e n , d ie  f i i r  K o m -  
p o n e n te n  v o n  T e n s o re n  z w e ite r  S tu fe  c h a ra k t-e r is t is c h  s in d , v g l. G l. 
(5 -1 0 ). U in g e k e h r t  k a n n  e in e  D v a d e  s t e t s  a u s  e in e m  T e n s o r  zw eitjer 
S tu f e  g e b i ld e t  w e rd e n , in d e m  m a n  d ie  T e n s o rk o m p o n e n te n  a ls  N e u n e r-  
k o e ff iz ie n te n  v e r w e n d e t .  Som it- b e s te h t  e in e  v o l ls ta n d ig c  fo rm a le  Id e n -  
t i t a t  z w isc h e n  e in e r  D y a d e  u n d  e in e m  T e n s o r  z w e ite r  S tu fe . S ie s in d  
a u c h  a q u iv a l e n t  h in s ic h t l ic h  d e r  W irk u n g , d ie  s ie  a ls  O p e ra to re n  h e r -  
v o r r u f e n ,  w e n n  s ie  a u f  V e k to re n  w irk e n , d e n n  w ir  h a b e n  g e se h e n , daB  
d a s  P u n k t p r o d u k t  e in e r  D y a d e  o d e r  l in e a re n  D y a d e  m i t  e in e m  V e k to r  
e in e n  n e u e n  V e k to r  e r g ib t .  T a ts a c h l ic h  k a n n  m a n  d e n  O p e r a to r  I so  
s c h r e ib e n , d aB  m a n  s e in e  D y a d e n f o r m  e x p l iz i t  e r k e n n t ,  in d e m  m a n  d ie  
E in h e i t s - D y a d e  1 e in f i ih r t :

1 =  ii +  j j  +  k k . (5 -1 3 )

D ie  B e z e ic h n u n g  i s t  s ic h e r  z w e c k m a B ig , d e n n  d ie  M a tr ix  v o n  1 i s t  
g e n a u  d ie  E i n h e i t s m a t r ix .  D ir e k te  M u lt ip l ik a t io n  z e ig t :

1 · A  =  A ·  1 =  A.

I n  d e r  D y a d e n s c h r e ib w e is e  k a n n  f i i r  I g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

d e n n  e s  g i l t
I = X  — T{Ci),

i

I ·ω  = 2 m4(r?co -  r 4(r<· « ))
i

in  U b e r e in s t im m u n g  m i t  (5 -3 ).

L (5 -14)
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5-3  D e r  T r a g h e i t s t e n s o r  u n d  d a s  T r a g h e i t s m o m e n t

D ie  G ro B e  I k a n n  d e s h a lb  s o w o h l a ls  T e n s o r  z w e i te r  S tu f e  o d e r  
a ls  D y a d e  b e z e ic h n e t  w e r d e n ; sie  w ir d  g e w o h n lic h  Tensor (o d e r  Dyade) 
des Tragheitsmomentes o d e r  k i i r z e r  Tragheitstensor g e n a n n t .  D e r  V o r te i l  
d e r  V e rw e n d u n g  d e r  d y a d is c h e n  F o r m  v o n  I b e s t e h t  d a r in ,  d aB  d ie  
b e k a n n te n  M e th o d e n  d e r  V e k to r r e c h n u n g  n o e h  a n g e w e n d e t  w e r d e n  
k o n n e n .  So  w ird  m a n  a u f  g a n z  n a t i i r l i c h e  W e ise  d a r a u f  g e f u h r t ,  d ie  
k in e t is c h e  E n e rg ie  d e r  R o t a t i o n  m i t  H ilfe  d e r  D y a d e  I a u s z u d r i ic k e n .  
D ie  k in e t is c h e  E n e rg ie  d e r  B e w e g u n g  11m  e in e n  P u n k t  i s t

τ  = 12  m < v *·

D a r in  i s t  v* d ie  G e s c h w in d ig k e i t  r e l a t i v  zu  d e m  f e s te n  P u n k t .  W e g e n  
G l. (5 -2) k a n n  T  a u c h  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

τ  = I  X m<v*·· (ω x r<)·
N a c h  P e r m u t a t io n  d e r  V e k to r e n  in  d e m  g e m is c h te n  P r o d u k t  w ird

τ  =  ^  · 2  m ^ Ti χ  v<)·

D ie  S u m m e  e r k e n n t  m a n  a ls  d e n  D r e h im p u ls  d e s  K o r p e r s  u m  d e n  
K o o r d in a te n u r s p r u n g .  F o lg l ic h  k a n n  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  in  d e r  
F o r m

co · L  ω  · I · co
2  2 (5-15)

g e s c h r ie b e n  w e rd e n . E s  se i n  e in  E i n h e i t s v e k t o r  in  d e r  R ic h tu n g  v o n  
co, so  d aB  g i l t  co =  ωη. D a m i t  k a n n  m a n  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  a u c h  in  
e in e r  a n d e r e n  F o r m  s c h r e i b e n :

_  Gu 
T ~ 2 n I ' 11 =  2

w o b e i I  e in  S k a la r  i s t ,  d a s  d e f in ie r t  i s t  d u r c h

(5-16)

7 =  η · I · n  = 2  TO<(r‘ — (r < * n )*)· (5-17)
l

I  w ird  d a s  Tragheitsmoment um  die Rotationsachse g e n a n n t .
I n  d e n  i ib l ic h e n  e le m e n ta r e n  D is k u s s io n e n  w ird  d a s  T r a g h e i t s 

m o m e n t  u m  e in e  A c h se  d e f in ie r t  a ls  d ie  S u m m e  d e r  P r o d u k t e  a u s  
d e n  T e i lc h e n m a s s e n  u n d  d e m  Q u a d r a t  d e s  s e n k r e c h te n  A b s ta n d e s  d e r
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T e ilc h e n  v o n  d e r  A c h se . E s  is t  zu  z e ig e n , d aB  diexSe D e f in it io n  m it  d e m  
in  Gl. (5 -1 7 ) g e g e b e n e n  A u s d r u c k  i ib e r e in s t im m t .  D e r  s e n k r e c h te  
A b s t a n d  i s t  g le ic h  d e m  B e t r a g  d e s  V e k to r s  r, x n  (v g l. A b b . 5*1). 
D e s h a lb  k a n n  d ie  g e b r a u c h l ic h e  D e f in i t io n  v o n  I  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

I  = 2  m *(r '  X n ) * (r< X  n )·
I

F a B t  m a n  d a s  e r s te  K r e u z p r o d u k t  a ls  e in e n  V e k to r  a u f ,  so  k a n n  m a n  
d ie  V e k to r e n  d e s  d r e i f a c h e n  P r o d u k te s  p e r m u t ie r e n  a n d  f u r  I  s c h r e ib e n :

I  = 2  m 'Ti ’ n X (Γ« x o)·
<

E n t w i c k e l t  m a n  d a s  d re i f a c h e  P r o d u k t ,  so  w ird  d e r  A u s d r u c k  f u r  /  
sc h lie B Iic h

I  = 2  m<r< * (r * ~  n (r < · * ) )t
=  2  ~  ( r .  · n ) 1)·f

D a s  i s t  in  G b e r e in s t im m u n g  m i t  G l. (5 -1 7 ).

A bb . 5*1. I llu s tra tio n  d e r D efini- A bb . 5-2. D ie V ektoren , die in der 
tio n  des T ragheitem om en tes. B eziehung zwischen den Tragheita-

m om enten  a m  parallele Achsen auf- 
t  re  ten .

D e r  W e r t  d e s  T r a g h e i t s m o m e n te s  h a n g t  v o n  d e r  R ic h tu n g  d e r  
D r e h a c h s e  a b .  G b lic h e rw e is e  a n d e r t  ω  s e in e  R ic h tu n g  in  b e z u g  a u f  
d e n  K o r p e r  im  L a u fe  d e r  Z e it .  D e s h a lb  m u B  a u c h  d a s  T r a g h e i t s m o m e n t  
a l s  e in e  F u n k t i o n  d e r  Z e i t  a n g e s e h e n  w e rd e n . W e n n  d e r  K o r p e r  ge- 
z w u n g e n  w ird , s ic h  u m  e in e  f e s te  A c h se  z u  d r e h e n ,  d a n n  is t  d a s  T r a g 
h e i t s m o m e n t  k o n s t a n t .  I n  d ie se m  F a i le  h a t  d ie  k in e t is c h e  E n e rg ie  in  
(5 -1 6 ) b e r e i t s  d ie  F o r m ,  d ie  z u m  A u fs te l le n  d e r  LAORANGEschen F u n k -
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t i o n  u n d  d e r  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  e r f o r d e r l i c h  is t .  D e r  n a c h s te  n o t -  
w e n d ig e  S c h r i t t  b e s te h t  d a r in ,  ω a ls  z e i t l ic h e  A b le i tu n g  e in e s  W in k e ls  
a u s z u d r i ie k e n . D a s  la B t s ic h  m e is t  o h n e  S e h w ie r ig k e i t  e r r e ic h e n .

So w ie  d e r  T r a g h e i t s te n s o r  h a n g t  a u c h  d a s  T r a g h e i t s m o m e n t  v o n  
d e r  W a h l  d e s  U rs p ru n g e s  d e s  k o r p e r f e s te n  A c h s e n s a tz e s  a b .  J e d o e h  
s t e h t  d a s  T r a g h e i t s m o m e n t  u m  e in e  g e g e b e n e  A c h se  in  e in e m  e in fa c h e n  
Z u s a m m e n h a n g  m i t  d e m  M o m e n t  u m  e in e  p a r a l le l e  A c h se , d ie  d u r c h  
d a s  M a s s e n z e n t ru m  g e h t .  R  se i d e r  V e k to r  v o m  g e g e b e n e n  U r s p r u n g  0  
z u m  M a s s e n z e n tru m , u n d  r* u n d  r<' s e ie n  d ie  R a d i u s v e k to r e n  v o n  0  
b z w . v o m  M a s s e n z e n t ru m  z u m  i - t e n  T e i lc h e n . D ie  d r e i  so  d e f in ie r te n  
V e k to re n  s in d  v e r k n u p f t  d u r c h  d ie  B e z ie h u n g  (v g l. A b b . 5 -2)

r» =  R  +  r[.

D a s  T r a g h e i t s m o m e n t  u m  d ie  A c h se  a  i s t  d e s h a lb  

la = 2  m i(Ti X  n ) 2 = 2  +  R )  X el]2
i  t

o d e r

J a iW((R x  n )2 m <(ri x n ) ‘ +  2 | R  X η )  · (τ', χ  η ) .

D e r  l e t z t e  T e rm  in  d ie se m  A u s d r u c k  k a n n  u m g e f o r m t  w e r d e n :

—2(R χ η ) · ( η  x ] £  rf').
i

W e g e n  d e r  D e f in i t io n  d e s  M a s s e n z e n t r u m s  v e r s c h w in d e t  d ie  S u m m e  

2  m #i' D e m n a c h  k a n n  I a d u r c h  d a s  M o m e n t  u m  d ie  p a r a l le l e  A c h se  b
i
in  fo lg e n d e r  W e ise  a u s g e d r i ic k t  w e r d e n :

la =  h  +  M (R x  n)2. (5-18)

D e r  B e t r a g  v o n  R  χ  n  i s t  d e r  s e n k r e c h te  A b s t a n d  d e s  M a s s e n z e n t r u m s  
v o n  d e r  A c h se , d ie  d u r c h  0  g e h t .

F o lg l ic h  i s t  d a s  T r a g h e i t s m o m e n t  u m  e in e  g e g e b e n e  A c h se  g le ic h  
d e m  T r a g h e i t s m o m e n t  u m  e in e  p a r a l le l e  A c h se  d u r c h  d a s  M a s s e n 
z e n t r u m  p lu s  d e m  T r a g h e i t s m o m e n t  b e z iig l ic h  d e r  u r s p r u n g l ic h e n  
A c h se , d a s  d e r  K o r p e r  h a t t e ,  w e n n  e r  im  M a s s e n z e n t r u m  k o n z e n -  
t r i e r t  w a re . D a s  i s t  d e r  S a tz  v o n  St e in e r . M a n  w ird  s o m i t  a u f  e in e n  
T y p  d e r  Z e r le g u n g  d e s  T r a g h e i t s m o m e n te s  g e f u h r t ,  d e r  d e m  s e h r  a h n -  
l ic h  is t ,  d e r  f u r  d e n  l in e a r e n  I m p u ls ,  d e n  D r e h im p u ls  u n d  d ie  k in e t i s c h e  
E n e r g ie  in  A b s c h n i t t  1-2  g e f u n d e n  w u rd e .
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5 -4  D ie  E ig e n w e r te  d e s  T r a g h e i t s t e n s o r s  u n d  d ie  H a u p ta c h s e n -  
t r a n s f o r m a t io n

Die vorangegangene Diskussion diente dazu, die wichtige Rolle des 
Tragheitstensors hervorzuheben, die er bei der Diskussion der Bewe- 
gung starrcr Korper spielt. Eine Untersuchung der Eigenschaften 
dieses Tensors und der ihm zugeordneten Matrix wird deshalb an dieser 
Stelle von besonderem Interesse sein. Aus der Definitionsgleichung (5-7) 
sieht man, daB die Komponenten des Tensors symmetrisch sind, das 
heiBt,

7 = 7zy — ■» yz·

Da die Komponenten reell sind, folgt. daraus, daB der Tensor gleich 
seinem adjungierten ist (vgl. Gl. (4-38)). Man sagt in diesem Falle, I ist 
selbstadjungiert oder hermiteisch. Da der Tragheitstensor im allgemeinen 
neun Komponenten hat, sind deshalb nur sechs von diesen unabhangig 
-  die drei Diagonalelemente und drei der Nichtdiagonalelemente.

Die Koeffizienten des Tragheitstensors hangen ab von der Lage des 
Ursprunges des korperfesten Achsensatzes und von der Orientierung 
dieser Achsen relativ zum Korper. Es ware natiirlich sehr bequem, 
wenn man fur einen gegebenen Ursprung eine besondere Orientierung 
der Korperachsen finden konnte, fur die der Tragheitstensor diagonal 
ist, so daB die Dyade gesclirieben werden konnte :

Γ = /iii +  /zjj +  hkk. (5-19)

Bezuglich eines solchen Achsensatzes enthielte jede Komponente 
von L nur die entsprechende Komponente von co:

L x = 7ιωχ, Ly -  I 2ων, L, = I juj, (5-20)

Eine ahnliche Vereinfachung erhielte man dann auch fur die kineti- 
sche Energie:

τ  =  ~ 2—  =  |  /.ω ϊ +  \  I**2,  +  \  I * Z .  (5 -21)

Man kann zeigen, daB es immer moglich ist, solche Achsen zu finden. 
Der Beweis beruht im wesentlichen auf der hermiteischen Natur des 
Tragheitstensors.

In Abschnitt 4-6 wurde festgestellt, daB die Eigenwertgleichung 
einer Matrix dadurch gelost werden kann, daB man die Matrix auf 
eine Diagonalform transformiert. Deren Elemente sind dann die 
gesuchten Eigenwerte. Demnach ist das Problem, einen Achsensatz 
zu finden, in dem I diagonal ist, dem Eigenwertproblem fur die 
Matrix I gleichwertig. / , ,  / 2 und / 3 sind die Eigenwerte. Es folgt auch,
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daB fur das Koordinatensystem, in dem I diagonal ist, die Riehtung 
der Achsen mit der Riehtung der Eigenvektoren zusammenfallt. 
Nehmen wir zum Beispiel an, ω liege langs einer der Achsen, etwa der 
x-Achse. AVegen (5-20) liegt dann der Drehimpuls L = | · co auch langs 
der x-Achse. Die Wirkung von I auf einen Vektor, der parallel zu einer 
der drei Koordinatenachsen ist, fiihrt auf einen anderen Vektor mit 
derselben Riehtung. DefinitionsgemaB muB deshalb ein solcher Vektor 
einer der Eigenvektoren von I sein.

In Abschnitt 4-6 wurde das Verfahren ausgefuhrt, nach dem man 
eine Matrix diagonalisiert und deren Eigenwerte findet. Dieses Ver
fahren selbst ist aber noch kein Beweis fur die Existenz eines reellen 
cartesischen Koordinatensystems, in dem I diagonal ist. Es sei daran 
erinnert, daB eine orthogonale Matrix auBer in trivialen Fallen nur 
einen reellen Eigenwert und deshalb nur eine reelle Riehtung (namlieh 
die Drehachse) hat, die einem Eigen vektor entsprieht. Hier mochten 
wir dagegen beweisen, daB alle Eigenwerte von I reell sind, und daB 
die drei reellen Richtungen der Eigenvektoren orthogonal zueinander 
sind.4

Xfc/sei die lc-te Komponente des j -ten Eigenvektors von I. Wir ver- 
wenden dabei die Bezeichnungsweise von Abschnitt 4-6. Die Eigen- 
wertgleichung lautet dann:

2  7 .Ά ,· = liXii- (5-22)k
Multipliziert man Gl. (5-22) mit Xfi und summiert uber den Index i f 
so erhalt man

2  W ;  =  7; 2  (5-23)
i , k  i

Die Summe auf der rechten Seite ist gleich Rf  · R/, dem Punktprodukt 
des Komplexkonjugierten des Z-ten Eigen vektors mit dem 7-ten Eigen- 
vektor. Das Komplexkonjugierte der entsprechenden Eigenwert- 
gleichung fur 7 * ist

2  r«x u = irx t,.

Multipliziert man dieses Mai m itXkj und summiert uber k , so erhalt man

2  X t lU k i  = I t  2  X *‘ X*i· (5-24)____________  Uk k

4 In  A nsdriicken d er M atrix  X ,die I m itte ls  e iner A hn lichkeitstransfo rm ation  
d iagonalisiert, b ed eu ten  diese B edingungen , daB X eine reelle orthogonale M atrix  
sein muB.



wenn man explizit von der Symmetric von I Gebrauch macht. Es ist 
zweckmaBig, einen Vektor p durch die folgende Gleichung zu definieren:
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Der Betrag von P ist also auf das Tragheitsmoinent um die Achse 
bezogen, deren Richtung durch n gegeben ist. Mit Hilfe der Kompo- 
nenten des neuen Vektors nimmt Gl. (5-27) die Form an:

1 = /xxPi +  iyvP2 +  f«p3 +  ÎryPlPl +  %IVMp2p3 +  2/fxpapi. (5-28)

FaBt man (5-28) als eine Funktion der drei Variablen Pi, p j , pa auf, 
so ist sie die Gleichung einer Flache im p-Raum. Im besonderen ist Gl. 
(5-28) die Gleichung eines Ellipsoids, das als Tragheitsellipsoid be- 
zeichnet wird. Es ist bekannt. daB man immer auf einen Satz carte- 
sischer Koordinaten transformieren kann, in dem die Gleichung eines 
Ellipsoids seine Normalform annimmt:

1 =  I i P ?  +  I 2P ?  +  f s P a 2 · ( 3 - 2 9 )

Hier liegen die Hauptachsen des Ellipsoids langs der neuen Koordi- 
natenachsen. (5-29) hat aber gerade die Form, die Gl. (5-28) in einem 
Koordinatensystem hat, in dem der Tragheitstensor I diagonal ist. 
Demnach ist die Koordinatentransforination, die die Gleichung des 
Ellipsoids in seine Normalform uberfuhrt, genau die friiher diskutierte 
Hauptachsentransformation. Die Haupttragheitsmomente bestimmen 
die Liingen der Achsen des Tragheitsellipsoids: Wenn zwei der Wurzeln 
der Sakulargleichung gleich sind, dann hat das Tragheitsellipsoid zwei 
gleiche Achsen und ist ein Rotationsellipsoid. Wenn alle drei Haupt
tragheitsmomente gleich sind, ist das Tragheitsellipsoid eine Kugel.

Eine GroBe, die in engem Zusammenhang mit dem Tragheits
moment steht, ist der Tragheitsradius /?0, der durch die Gleichung

I  = MR% (5-30)

definiert ist. Mit Hilfe des Tragheitsradius kann der Vektor p folgen- 
dermaBen gesclirieben werden:

p « — B _ .
R o V M

Der Radiusvektor zu einem Punkfc auf dem Tragheitsellipsoid ist 
somit umgekehrt proportional dem Tragheitsradius um die Richtung 
des Vektors.
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5 -5  Methoden zur Losung der Probleme der Bewegung starrer Korper 
und die Eulerschen Bewegungsgleichungen

Praktisch alle Regeln, die zur Formulierung und Losung der Pro
bleme der Dynamik starrer Korper notwendig sind, haben wir nun 
aufgestellt. Wenn nichtholonome Zwangsbedingungen vorliegen, so 
muB man besondere Beachtung darauf verwenden, die Wirkungen die- 
ser Zwangsbedingungen in den Bewegungsgleichungen zu beriick- 
sichtigen. Wenn zum Beispiel ,,Rc>llbedingungen” vorliegen, dann 
miissen diese nach der Methode der LAGRANGEschen Multiplikatoren 
in die Bewegungsgleichungen eingefuhrt werden (vgl. Abschn. 2-4). 
Mit Ausnahme solcher ungewohnlicher Falle enthalten die meisten 
Probleme, die sich mit der Bewegung starrer Korper befassen, nur 
holonome Zwangsbedingungen und konservative Krafte. Die La- 
GRANGE-Funktion allein ist dann ausreichend, die Verhaltnisse zu 
beschreiben. Wenn die Bewegung des Korpers vollig ohne Zwang 
verlauft, wird der vollstandige Satz von sechs generalisierten Koordi- 
naten benotigt: drei cartesische Koordinaten, um die Translations- 
bewegung zu beschreiben, und die drei EuLERschen Winkel, um die 
Rotationsbewegung zu beschreiben. Im besonderen kann die kineti- 
sche Energie T  immer als die Summe aus der Translationsenergie des 
Massenzentrums, \M v2, plus der Rotationsenergie um das Massen- 
zentrum, ^/ω2, geschrieben werden. Um diesen letzten Term zweck- 
maBig auszudriicken, verwendet man fast immer eine Darstellung 
mit Hilfe der Hauptachsen, so daB die Rotationsenergie die einfache in 
Gl. (5-21) angegebene Form hat, wobei die Komponenten von ω durch 
die EuLERschen Winkel ausgedruckt sind. Wenn natiirlich ein Punkt 
in dem Korper durch Zwangsbedingungen des Problems festge- 
halten wird, dann enthalt die kinetische Energie nur die Rotations- 
terme und das Problem ist wesentlich vereinfacht. Oftmals verlauft die 
Bewegung praktisch nur in zwei Dimensionen, wie etwa die Bewegung 
einer starren Platte in einer Ebene. Die Rotationsachse ist dann in der 
Richtung senkrecht zu der Ebene festgelegt; damit ist nur ein Dreh- 
winkel notwendig, und man ist von der etwas muhsamen Arbeit mit 
den EuLERschen Winkeln befreit.

Obwohl die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen fur die Losung 
des Problems formal ausreichend sind, ist es in dem Fall der Bewegung 
mit einem festgehaltenen Punkt oft bequem, einen anderen Satz zu 
verwenden, den man die E ulerschen Bewegungsgleichungen nennt. 
Fiir konservative Krafte kann die LAGRANGE-Funktion in einem sol- 
chen Falle geschrieben werden:

L  =  T  -  V  = h (IM  +  I*>1 +  -  V(0, φ, φ). (5-31)
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wenn man explizit von der Symmetric von I Gebrauch macht. Es iat 
zweckmaBig, einen Vektor p durch die folgende Gleichiing zu definieren:

Der Betrag von P ist also auf das Tragheitsmoment urn die Achse 
bezogen, deren Richtung durch n gegeben ist. Mit Hilfe der Kompo- 
nenten des neuen Vektors nimmt Gl. (5-27) die Form an:

1 = Ixxp\ +  JyvA +  Ittf% 2 /rypip2 +  27yfp2p3 +  2/,xpapi. (5-28)

FaBt man (5-28) als einc Funktion der drei Variablen Pi, P2, pj auf, 
so ist sie die Gleichung einer Fliiche im p-Raum. Im besonderen ist Gl. 
(5-28) die Gleichung eines Ellipsoids, das als Tragheit<8clli})soid be- 
zeichnet wird. Es ist bekannt, daB man immer auf einen Satz carte- 
sischer Koordinaten transformieren kann, in dem die Gleichung eines 
Ellipsoids seine Normalform annimmt:

1 = hp? + l2p? +  I>p?. (5-29)

Hier liegen die Hauptachsen des Ellipsoids langs der neuen Koordi- 
natenachsen. (5-29) hat aber gerade die Form, die Gl. (5-28) in eincm 
Koordinatensystem hat, in dem der Tragheitstensor I diagonal ist. 
Demnach ist die Koordinatentransformation, die die Gleichung des 
Ellipsoids in seine Normalform uborfiihrt, genau die friiher diskutierte 
Hauptachsentransformation. Die Haupttragheitsmomente bestimmen 
die Langen der Achsen des Tragheitsellipsoids: Wenn zwei der Wurzeln 
der Siikulargleichung gleich sind, dann hat das Tragheitsellipsoid zwei 
gleiche Achsen und ist ein Rotationsellipsoid. Wenn alle drei Haupt
tragheitsmomente gleich sind, ist das Tragheitsellipsoid eine Kugel.

Eine GroBe, die in engem Zusammenhang mit dem Tragheits
moment steht, ist der Tragheitsradius /?0, der durch die Gleichung

I  = MRZ (5-30)

definiert ist. Mit Hilfe des Tragheitsradius kann der Vektor p folgen- 
dermaBen gesclirieben werden:

p =  — n_ .
P RoV M

Der Radiusvektor zu einem Punkt auf dem Tragheitsellipsoid ist 
somit umgekehrt proportional dem Tragheitsradius um die Richtung 
des Vektors.
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5 -5  M e th o d e n  z u r  L o s u n g  d e r  P r o b le m e  d e r  B e w e g u n g  s t a r r e r  K o r p e r  
u n d  d ie  E u le r s c h e n  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n

Praktisch alle Regeln, die zur Formulierung und Losung der Pro
bleme der Dynamik starrer Korper notwendig sind, haben wir nun 
aufgestellt. Wenn nichtholonome Zwangsbedingungen vorliegen, so 
muB man besondere Beaehtung darauf verwenden, die Wirkungen die- 
ser Zwangsbedingungen in den Bewegungsgleichungen zu beruck- 
sichtigen. Wenn zum Beispiel ,,Rollbedingungen” vorliegen, dann 
miissen diese nach der Methode der LAGRANGEsehen Multiplikatoren 
in die Bewegungsgleichungen eingefuhrt werden (vgl. Abschn. 2-4). 
Mit Ausnahme solcher ungewohnlicher Falle enthalten die meisten 
Probleme, die sich mit der Bewegung starrer Korper befassen, nur 
holonome Zwangsbedingungen und konservative Krafte. Die La- 
GRANGE-Funktion allein ist dann ausreichend, die Verhaltnisse zu 
beschreiben. Wenn die Bewegung des Korpers vollig ohne Zwang 
verlauft, wird der vollstandige Satz von sechs generalisierten Koordi- 
naten benotigt: drei cartesische Koordinaten, um die Translations- 
bewegung zu beschreiben, und die drei EuLERschen Winkel, um die 
Rotationsbewegung zu beschreiben. Im besonderen kann die kineti- 
sche Energie T  immer als die Summe aus der Translationsenergie des 
Massenzentrums, \ M v 2, plus der Rotationsenergie um das Massen- 
zentrum, 5/ω2, geschrieben werden. Um diesen letzten Term zweck- 
maBig auszudrucken, verwendet man fast immer eine Darstellung 
mit Hilfe der Hauptachsen, so daB die Rotationsenergie die einfache in 
Gl. (5-21) angegebene Form hat, wobei die Komponenten von ω durch 
die EuLERschen Winkel ausgedriickt sind. Wenn natiirlich ein Punkt 
in dem Korper durch Zwangsbedingungen des Problems festge- 
halten wird, dann enthalt die kinetische Energie nur die Rotations- 
terme und das Problem ist wesentlich vereinfacht. Oftmals verlauft die 
Bewegung praktisch nur in zwei Dimensionen, wie etwa die Bewegung 
einer starren Platte in einer Ebene. Die Rotationsachse ist dann in der 
Richtung senkrecht zu der Ebene festgelegt; damit ist nur ein Dreh- 
winkel notwendig, und man ist von der etwas muhsamen Arbeit mit 
den EuLERschen Winkeln befrcit.

Obwohl die LAGRANGEsehen Bewegungsgleichungen fur die Losung 
des Problems formal ausreichend sind, ist es in dem Fall der Bewegung 
mit einem festgehaltenen Punkt oft bequern, einen anderen Satz zu 
verwenden, den man die KuLKRschen Bewegungsgleichungen nennt. 
Fur konservative Krafte kann die LAGRANGE-Funktion in einem sol- 
chen Falle geschrieben werden:

L = T — V = +  7*0* +  Ι 3ω!) -  V(0, φ, φ). (5-31)
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Darin sind I v I 2, / 3 die Haupttragheitsmomente fur den festge- 
haltenen Punkt. Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit langs 
der Hauptachsen, ω„ ων, ω„ konnen vermoge der Gl. (4-103) durch 
die EuLERschen Winkel ausgedriickt werden. die das Hauptachsen- 
system zu einem raumfesten Achsensystem in Beziehung setzen. In 
diesem Sinne kann die vollstandige LAGRAXGE-Funktion als Funktion 
der drei Drehwinkel θ,φ,ψ  geschrieben werden. Es sei daran erinnert, 
daB die generalisierte Kraft, die einer generalisierten Rotationskoor- 
dinate entspricht, die Komponente des eingepragten Drehmomentes 
langs der Drehachse ist (vgl. Abschn. 2-6). Die generalisierten Krftfte, 
die 0, Φ, ψ entsprechen, sind deshalb die Komponenten des Dreh
momentes, und zwar nicht langs der Hauptachsen, sondern vielmehr 
langs der Knotenlinie, der z-Achse des Raumes und der korperfesten 
z-Achse. Demnach liefert nur eine dieser drei generalisierten Krafte,
und zwar — — , die Ψ entspricht, direkt eine Komponente des ge-

θψ

samten Drehmomentes langs einer Hauptachse, in diesem Falle langs 
der z-Achse. Die LAGRANGEsche Gleichung fur ψ kann deshalb ge
schrieben werden:

Eine Untersuchung der Gl. (4-103) zeigt, daB nur ω, die zeitliche Ab- 
leitung φ enthalt, wahrend ψ selbst nur in ω* und ων auftritt; in der 
Tat gelten die Beziehungen:

Mit diesen Formeln und mit der in Gl. (5-21) gegebenen Form der 
kinetischen Energie konnen die in (5-32) auftretenden partiellen Ab- 
leitungen geschrieben werden:

(5-32)

dip 1 θψ yt θψ

Die LAGRANGEsche Gleichimg fur die Koordinate φ hat deshalb die 
Form!

/ιώ , — ω«ω„(/ι — I t )  b  N t . (5-33)

D ie  I d e n t i f iz ie r u n g  e in e r  d e r  H a u p ta c h s e n  m i t  d e r  z -A ch se  i s t  v o llig
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willkiirlich. Selbstverstandlich kann man die Indizes permutieren und 
eine der Gl. (5-33) ahnliche Gleiehung fur die Komponente des ge- 
samten Drehmomentes langs einer der anderen Hauptachsen schreiben. 
Muhelos findet man den vollstandigen Gleichungssatz fur alle Aehsen :

Ιιώχ — ωνωζ(Ι2 — 13) = N x
h&y — ωζωχ(13 — 7ι) = N y (5-34)
ΙζώΖ — OdxCOyC/l — I 2) =  N z.

Diese sind die sogenannten ExJLERschen Bewegungsgleichungen fiir 
einen starren Korper mit einem festgehaltenen Punkt. Obwohl sich 
die dritte der Gl. (5-34) als die LAGRANGEsche Gleiehung fiir φ erweist, 
muB darauf hingewiesen werden, daB die anderen zwei nicht die 
LAGRANGEschen Gleichungen sind, die den Koordinaten Θ und φ
entsprechen. So entspricht — wederN v noch iVx5sondern es ist viel-
mehr die Komponente von N langs der Knotenlinie.

Eine andere Ableitung der EuLERschen Gleichungen geht auf die 
fundamentale Bewegungsgleichung fiir den gesamten Drehimpuls, 
Gl. (1-24), zuriick:

Hier bezieht sich die zeitliche Ableitung eindeutig auf das Raum- 
system, denn die Gleiehung gilt nur in einem Inertialsystem. Anderer- 
seits enthalten die Gleichungen (5-34) die zeitlichen Ableitungen der 
Komponenten beziiglich der sich bewegenden Aehsen. Wegen Gl. 
(4-100) sind die beiden zeitlichen Ableitungen jedoch verkniipft durch

4- ω x
K o rp o r

L ,

und die Komponente der Bewegungsgleichung entlang der Haupt- 
achse in #-Richtung ist

d U
dt +  OJyLz — (jizLy =  Ν χ. (5-35)

Die Komponenten des Drehimpulses entlang der Hauptachsen sind 
jedoch proportional den entsprechenden Komponenten der Winkel- 
geschwindigkeit; die Proportionalitatsfaktoren sind die Haupttrag- 
heitsmomente. Demnach fuhrt Gl. (5-35) auf

Ιιώχ — ωυωζ(Ι2 — / 3) = Νχ.
Das ist in Gbereinstimmung mit der ersten der Gl. (5-35). Die anderen 
Gleichungen folgen daraus durch zyklische Permutation der Indizes.
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5-6  Die kraftefreie Bewegung eines starren Korpers

Ein Problem der Dynamik starrer Korper, auf das die E tJL E R schen  
Gleichungen an wend bar sind, ist die Bewegung eines starren Korpers, 
der keinen auBeren Kraften oder Drehmomenten unterworfen ist. 
Das Massenzentrum ist dann entweder in Ruhe oder bewcgt sich 
gleichformig. Es bedeutet dann keine Einschrankung der Allgemein- 
heit der Losung, wenn man die Rotationsbewegung in einem Bezugs- 
system diskutiert, in dem das Massenzentrum stationar ist. In diesem 
Falle ruhrt der Drehimpuls nur von der Drehung um das Massen
zentrum her, und die EuLERschen Gleichungen sind die Bewegungs
gleichungen fur das System. Bei Abwesenheit irgendwelcher auBerer 
Drehmomente reduzieren sich diese auf

Ιιώ χ =  ω*ω,(/2 — 7j)
v ~  — Λ ) (5 -36)

=  ωχων( / ι  — J2).

Dieselben Gleichungen beschreiben natiirlich auch die Bewegung 
eines starren Korpers, wenn ein Punkt festgelegt. ist und keine auBeren 
Drehmomente wirken. AVir konnen sofort zwei Integrale der Bewegung 
angeben, denn sowohl die kinetische Energie als auch der Vektor des 
Gesaintdrehimpulses miissen zeitlich konstant sein. Mit diesen zwei 
Integralen ist es moglich, (5-36) mit Hilfe elliptischer Funktionen voll- 
standig zu integrieren, jedoch ist eine solche Behandlung nicht sehr 
durchsichtig. Es ist aber moglich, eine elegante geometrische Be- 
schreibung der Bewegung zu geben. Sie heiBt PoixsoTsche Konstmk- 
tion. Fur sie ist eine vollstandige Losung des Problems nicht erforder- 
lich.

Betrachtcn wir ein Koordinatensystem, das langs der Hauptachsen 
des Korpers orientiert ist, dessen Achsen jedoch ein MaB fur die 
Komponenten des in Abschnitt 5-4 definierten Vektors p, nicht aber 
ein MaB fur die Komponenten des Ortsvektors r sind. In diesem Raum 
definieren wir eine Funktion

F(p) = p · I · P,

wobei die Flachen zu konstantem F  Ellipsoide sind. Insbesondere ist 
die Flache F — 1 das Tragheitsellipsoid. Enksprechend der Richtung 
der Drehachse andert sich im Laufe der Zeit auch der zu ihr parallele 
Vektor p. Die Spitze des Vektors definiert- iminer einen Punkt auf dem 
Tragheitsellipsoid. Der Gradient von F , der fiir diesen Punkt bestimmt 
wird, liefert die Richtung der entsprechenden Normalen zum Trag
heitsellipsoid. Wir erinnern uns daran, daB I in den Hauptachsen
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in Diagonalform vorliegt. Daraus und aus der Definition der Funktion 
F  folgt fiir die partielle Ableitung von F  beziiglich P i

dFT - = m ,  =  271P1.

Da der Vektor p auch folgendermaBen definiert werden kann :
co

P =
ω v r

laBt sich diese Komponente des Gradienten von F  beziiglich psehreiben:

(VF) i =  - ^ =  h<ax
£d V /

oder
(VF)x = - 7 = Lz.

ω ν /

Ahnlich folgt fur die anderen Komponenten von VF

Demnach bewegt sich der Vektor co immer so, daB die entsprechende 
Normale zum Tragheitsellipsoid die Richtung des Drehimpulses hat. 
In dem besonderen hier vorliegenden Fall ist zwar die Richtung von L 
im Raum fest, aber das Tragheitsellipsoid (das beziiglich des Korpers 
fest ist) muB sich im Raum bewegen, damit die Beziehung zwisehenco 
und L erfiillt ist (vgl. Abb. 5-3).

Man kann auch zeigen, daB der Abstand zwischen dem Mittelpunkt 
des Ellipsoids und der Tangentialebene im Punkte p ebenfalls kon- 
stant sein muB. Dieser Abstand ist gleich der Projektion von p auf L. 
Er ist gegeben durch

p « L _  co * L_______2 T
L  ~  o ,L V i  “  L V T r f

P · L _  V 2 T
L  ~ ~ ( 5 - 3 7 )

Sowohl die kinetische Energie T  als auch der Drehimpuls L  sind Kon- 
stanten der Bewegung. Deshalb muB die Tangentialebene immer einen

'Vi'·

/y
Ί

. . A . * , .

1
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A bb. 5-3. D ie B ew egung des T ragheitsellipso ids re la tiv  zu r invariablen Ebene.

festen Abstand vom Mittelpunkt des Ellipsoids haben. Da die langs L 
liegende Norniale zu der Ebene auch eine feste Richtung hat, wird die 
Tangent ialebege die invariable Ebene genannt. Wir konnen die krafte- 
freie Bewegung des starren Korpers folgendermaben beschreiben: Das 
Tragheitsellipsoid rollt ohne zu gleiten auf der invariablen Ebene, 
wobei das Zentrum des Ellipsoids imrner in ciner konstanten Hohe 
liber der Ebene ist. Das Rollen verlauft oline Gleitung, weil der Be- 
ruhrungspunkt durch die Lage von p bestimmt. ist. p liegt aber langs 
der augenblicklichen Dreliachse und gibt somit diejenige Richtung an, 
fiir die der Korper moment an in Ruhe ist. Die Kurve, die durch den 
Beriihrungspunkt auf dem Tragheitsellipsoid beschrieben wird, heiBt 
Polhodie. Die entsprechende Kurve auf der invariablen Ebene nennt. 
man Her polhodie*

Die geometrische Diskussion von P o in s o t  ist der vollstandigen 
Beschreibung der kriiftefreien Bewegung des Korpers vollig gleich- 
wertig. Die Richtung der invariablen Ebene und die Hohe des Trag- 
heitsellipsoids iiber ihr sind durch die Werte von T  und L bestimmt, 
die wiederum zu den Anfangsbedingungen des Problems gehoren. Es ist 
damit- ein geometrisches Problem, die Polhodie und die Herpolhodie 
zu bestimmen. Die Richtung der Winkelgeschwindigkeit im Raum ist 
durch die Richtung von pgegeben, wahrend die augenblickliche Orien· 
tierung des Korpers durch die Orientierung des Tragheitsellipsoides 
geliefert wird, welches im Korper festgelegt ist. Ausfuhrliche Be- 
schreibungen der kraftefreien Bewegung, die man auf diese Art ge-

6 D eshalb  g ilt d e r  e tw as zungenbrecherische S a tz : D ie Polhodie ro llt ohne 
S ch lu p f a u f  d e r  H erp o lh o d ie ; Jetztere lieg t a u f  d er invariab len  E bene.
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winnt, sind haufig in der Literatur zu finden.7 In  dem besonderen 
Falle eines symmetrischen Korpers ist das Tragheitsellipsoid ein 
Rotationsellipsoid, so daB die Polhodie auf dem Ellipsoid offensichtlich 
ein Kreis um die Symmetrieachse ist. Entspreehend bewegt sich der 
Vektor der Winkelgesehwindigkeit auf der Flache eines Kegels. Physi- 
kalisch bedeutet das, daB die Richtung von coim Laufe der Zeit um die 
Symmetrieachse des Korpers prazessiert.

Fur einen symmetrischen starren Korper ist es nicht schwierig, die 
analytische Losung fur die kraftefreie Bewegung zu erhalten, und man 
kann direkt die Prazessionsbewegung bestatigen, die durch die P oin- 
soTsche Konstruktion vorausgesagt wird. Die Symmetrieachse sei als 
Hauptachse z gewahlt, so daB Ι λ =  I 2. Die EcjLBRschen Gleichungen 
(5-36) reduzieren sich dann auf

I  ΐώχ =  ( 1 1 —  I z j c O z W y

I \ 6 ) y  =  —  (7i —  I ^ ) o ) z ! U z  (5-38)

Ιζώζ =  0.

Die letzte Gleichung ergibt, daB codeine Konstante ist. ωζ kann deshalb 
als eine der bekannten Anfangsbedingungen des Problems behandelt 
werden. Entweder ωζ oder ων kann aus den iibrigen zwei Gleichungen 
eliminiert werden. Um nach o>z aufzulosen, bilden wir die zeitliche 
Ableitung der ersten Gleichung (5-38) :

Λώχ = (Zi — I z j u & y

und substituieren fur ώυ den Ausdruck, der durch die zweite Gleichung 
gegeben ist. Man erhalt schlieBlich

Gl. (5-39) beschreibt eine einfache harmonische Bewegung mit einer 
Kreisfrequenz

so daB eine typische Losung fura>zlautet:
ωζ = A sin Sit.

(5-40)

(5-41)
A  ist eine Konstante. Die entsprechende Losung fur ω„.findet man.

7 Siehe besonders W e b s t e r , Dynamics of Particles and Rigid Bodies, den  
A rtike l von  W i n k e l m a n n  u nd  G r a m m e l  in  B d . V des Handbuches der PhysilcS' 
u n d  die A bhand lung  von  F . K l e i n  u n d  A. S o m m e r f e l d , Theorie des Kreisels?
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indem man (5-41) in die erste der Gl. 
(5-38) substituiert und nach ω* auf- 
lost:

— A  cos Qt. (5-42)

D ie  L o s u n g e n  (5-41) u n d  (5-42) 
z e ig e n , d a B  d e r  V e k to r  a>j +  
e in e n  k o n s t a n te n  B e t r a g  h a t  u n d  
g le ic h fo rm ig  m it  d e r  K re is f re q u e n z  
Ω u m  d ie  z -A ch se  d e s  K o r p e r s  r o t ie r t  
(v g l. A b b . 5-4). D e m n a c h  is t  d ie  
g e s a m te  W in k e lg e s c h w in d ig k e it  ω  =  
ωχί  +  ω„j  +  ωΜ d e m  B e tr a g e  n a c h  
k o n s t a n t  u n d  prazessiert m it  d e r  
g le ic h e n  F r e q u e n z  u m  d ie  s -A ch se , 
g e n a u  so  w ie  e s  d u r c h  d ie  P o in s o t - 
s c h e  K o n s t r u k t  io n  v o ra u s g e s a g t  w u r-  
d e .8 E s  se i d a r a n  e r in n e r t ,  daB  d ie  
h ie r  b e s c h r ie b e n e  P ra z e s s io n  r e la t iv  
z u  d e n  K o r p e r a c h s e n  e r fo lg t ,  d ie  
s ic h  s e lb s t  m it  d e rg ro B e re n  F re q u e n z  
ω  im  R a u m  d r e h e n .  A u s  Gl. (5-40) 
s ie h t  m a n , d aB  d ie  P ra z e s s io n s -  

f r e q u e n z  Ω u m  so  k le in e r  im  V e rg le ic h  z u r  R o ta t io n s f r e q u e n z  ω i s t ,  je  
k le in e r  d ie  D if fe re n z  z w isc h e n  / ,  u n d  f s i s t .  D ie  K o n s ta n te n  A  (d ie  
A m p l i tu d e  d e r  P ra z e s s io n )  u n d  ω, k o n n e n  d u r c h  d ie  g e b ra u c h l ic h e re n  
K o n s ta n t e n  d e r  B e w e g u n g . n a m l ic h  d u r c h  d ie  k in e t is c h e  E n e rg ie  u n d  
d e n  B e t r a g  d e s  D re h im p u ls e s  a u s g e d r u c k t  w e rd e n . S o w o h l T  a ls  a u c h  
L 2 k o n n e n  a ls  F u n k t io n e n  v o n  A  u n d  ω» g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

v  -  j m * + n s .,

u n d  d ie s e  B e z ie h u n g e n  k o n n e n  w ie d e ru m  n a c h  A  u n d  a>«als F u n k t io n e n  
v o n  T  u n d  L  a u fg e lo s t  w e rd e n .

A bb. 5-4. Prazession der W in 
kelgeschw indigkeit um  die Sym m e- 
trieaohse bei d e r k raftefre ien  Be- 
w egung eines s5̂ m m etrischen s ta r- 
ren  K orpers.

8 D ie P razession  k an n  auch  a u f  eine andere  A rt d em o n strie rt w erd en : Man 
d efin ie rt e inen  V ek to r Q , d e r l&ngs d e r  z-Achse liegt u n d  den  durch  (5-40) ge- 
gebenen B e trag  h a t. D ie Gl. (5-38) eind d an n  im  w esentlichen eq u iv alen t der 
V ek to rg le ichung

ώ  =  ω  x  Ο .
A us dieeer e rk e n n t m an  so fo rt die P razession  von  (ύ m it d e r F requenz Ω.
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Man sollte erwarten, daB die Drehachse der Erde diese Prazession 
ausfuhrt, denn die auBeren auf die Erde wirkenden Drehmomente sind 
so schwach, daB die Rotationsbewegung als kraftefrei angesehen werden 
kann. Die Erde ist symmetrisch um die Polachse und an den Polen 
leicht abgeplattet, so daB / x kleiner als I 3 ist. Das numerische Verhalt- 
nis der Momente ist so, daB

7—7 —· = -0,0033 
1 1

ist. Der Betrag der Winkelfrequenz der Prazession sollte deshalb sein:
Ω =  — .300

Da ωζ praktisch gleich dem Betrag von co ist, fuhrt dieses Ergebnis 
auf eine Prazessionsperiode von 300 Tagen oder etwa 10 Monaten. 
Ein Beobachter auf der Erde sollte deshalb feststellen, daB die Rota- 
tionsachse im Laufe von 10 Monaten einen Kreis um den Nordpol 
besehreibt. Etwas, das einem solchen Phanomen ungefahr ahnelt, ist 
tatsachlich beobachtet worden. Die Amplitude der Prazession ist sehr 
klein, die Drehachse wandert niemals mehr als etwa 4,5 m vom Nord
pol weg. Die Bahn ist aber vollig unregelmaBig, und die Grundperiode 
scheint annahernd 427 Tage und nicht 300 Tage, wie vorausgesagt, zu 
sein. Die Fluktuationen werden kleinen Verschiebungen der Masse- 
verteilung auf der Erde zugeschrieben, wie sie etwa durch atmosphari- 
sche Bewegung hervorgerufen werden, wahrend der Unterschied in der 
Periode von der Tatsache herriihrt, daB die Erde nicht vollstandig 
starr ist, sondern die elastischen Eigenschaften eines Materials wie 
Stahl ha t .9

5 -7  D e r  in  e in e m  P u n k t  g e la g e r te  s c h w e r e  s y r n m e tr i s c h e  K r e is e l

Als ein weiteres und komplizierteres Beispiel der Anwendung der 
Methoden der Dynamik starrer Korper wollen wir die Bewegung eines 
symmetrischen Korpers betrachten, der sich in einem Gravitationsfcld 
befindet und von dem ein Punkt auf der Symmetrieachse im Raum

B D ie k rafte fre ie  P razession  d er E rd ach se  d a r f  n ic h t m it  ih re r langsam en 
P razession  um  die N orm ale zu r E k lip tik  verw cchselt w erden. D iese astronomieche 
Prazession  der A qu inok tien  r iih r t von  den  G rav ita tio n sk ra f ten  d e r Sonne u n d  
des M ondes her, d ie  in  d e r obigen D iskussion  als vernach lassigbar angesehen 
w urden. DaO diese A nnahm e b e rech tig t is t, w ird du rch  die P eriode  d e r P r a 
zession der A qu inok tien  (26 000 Ja h re )  gezeigt, d ie grofl is t  im  V ergleich zu 
e iner P eriode  von  e tw a  einem  J a h r  fu r  d ie  k ra fte fre ie  P razession . D ie astrono- 
m ische P razession  w ird  genauer im  A b sch n itt 5-7 u n d  den  D bungen  d isk u tie rt.



182 V . D ie  B ew eg u n g sg le ich u n g en  dee s ta r re n  K d rp ere 5-7

f ix ie r t  i s t .  E in e  g ro B e  M a n n ig f a l t ig k e i t  p h y s ik a l i s c h e r  S y s te m e , v o m  
K in d e r k r e i s e l  b is  z u  k o m p liz ie r te n  g y ro s k o p is c h e n  N a v ig a t io n s -  
i n s t r u m e n t e n ,  w e r d e n  d u r c h  e in e n  so lc h e n  echw eren  s y m m d r is c h s n  
K r e te e l  n a h e r u n g s w e is e  b e s c h r ie b e n .  S o w o h l w e g en  s e in e r  p r a k t i s c h e n  
A n w e n d u n g e n  a ls  a u c h  a ls  I l l u s t r a t i o n  f u r  v ie le  d e r  f r u h e r  e n tw ic k e l te n  
V e r f a h r e n  v e r d i e n t  d ie  B e w e g u n g  d e s  s c h w e re n  s y m m e tr i s c h e n  K r e i-  
s e ls  e in e  a u s f i ih r l ic l ie  E r o r t e r u n g .

D ie  S y m m e tr ie a c h s e  i s t  n a t i i r l i c h  e in e  d e r  H a u p ta c h s e n  u n d  so li  
a l s  d ie  z -A c h se  d e s  k o r p e r f e s te n  K o o r d in a te n s y s te n i s  g e w a h l t  w e rd e n .

D a  e in  P u n k t  s t a t i o n a r  i s t ,  w ird  d ie  
K o n f ig u r a t io n  d e s  K re is e ls  d u r c h  d ie  
d r e i  E u L E R sc h e n  W in k e l  v o l l s ta n d ig  
l i e s c h r ie b e n : Θ g ib t  d ie  N e ig u n g  d e r  
z -A c h se  g e g e n  d ie  V e r t ik a le  a n ,  φ  
in iB t d e n  A z im u t  d e s  K re is e ls  u m  d ie  
V e r t ik a le ,  ψ i s t  d e r  D re h w in k e l  d e s  
K r e is e ls  u m  se in e  e ig e n e  z -A ch se  (v g l. 
A b b .  5 -5 ). D e r  A b s ta n d  d e s  S c h w e re -  
z e n t r u m s  (d a s  a u f  d e r  S y m m e tr ip -  
a c h s e  l ie g t )  v o n  d e m  fe s te n  P u n k t  so il  
m i t  l  b e z e ic h n e t. w e rd e n .

D a s  LAGRANGEsche V e r f a h r e n ,  n i c h t  
d ie  E rL E R s c h e n  G le ic h u n g e n , so il  
<lazu v e r w e n d e t  w e rd e n , e in e  L o s u n g  
f u r  d ie  B e w e g u n g  d e s  K re is e ls  zu  g e -  
w in n e n . D a  d e r  K o r p e r  s y m m e tr i s c h  
i s t ,  k a n n  d ie  k in e t is c h e  E n e rg ie  g e - 
s c h r ie b e n  w e r d e n :

o d e r  m i t  H ilf e  d e r  EuLERschen W in k e l  u n d  u n t e r  V e rw e n d u n g  d e r  
G l .  (4 -1 0 3 ) :  T T

T  =  ^  (0» +  #  sin» θ) +  I*  (φ +  φ  coe Θ)', (5 -4 3 )

w o b e i  d ie  g e m is c h te n  T e r m e  in  u n d  v e rs c h w in d e n . D ie  p o te n t ie l le  
E n e r g i e  i s t  e in f a c h

V  =  M gl cos Θ, (5 -4 4 )

s o  daB  d ie  LA G R AN G E-Funktion la u t e t :

L  =  |  (*= +  Φ* sin* 0) +  £  (φ  +  Φ cos (9)* -  M g l  coe Θ.

Vertikale

Knotcnlinu
A bb. 5-5. D ie EuLERschen 

W inkel, d ie  d ie  O rien tie rung  eines 
sy m m etrischen  K reisels beschrei-

(5 -4 5 )
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Es sei darauf hingewiesen, daB φ und φ nicht explizit in der La- 
G R A N G E -F unk tion  auftreten; sie sind deshalb zyklische Koordinaten 
und zeigen damit an, daB die entsprechenden generalisierten Impulse 
zeitlich konstant sind. Nun haben wir gesehen, daB der zu einem Dreh- 
winkel konjugierte Impuls die Komponente des totalen Drehimpulses 
langs der Drehachse ist. Fiir φ ist das die vertikale Achse und fur φ 
die z-Achse im Korper. Man kann tatsachlich auf elementare Weise 
zeigen, daB diese Komponenten des Drehimpulses unveranderlich 
sein miissen. Da das Gravitationsmoment langs der Knotenlinie liegt, 
gibt es keine Komponente des Momentes in der Vertikalen und keine 
in der korperfesten z-Achse, denn nach Definition sind diese beiden 
Achsen senkrecht zur Knotenlinie. Demnach miissen die Kompo
nenten des Drehimpulses entlang dieser zwei Achsen zeitlich konstant 
sein.

Wir haben deshalb zwei erste Integrate der Bewegung:

und

Ρψ — = Ιζ(φ +  Φ cos 0) =  Ι ζωζ =  Ιγα

dL
Ρφ = = (/ι sin2 0 +  Ιζ cos2 Θ)φ Ι ζψ cos θ — Ιφ .

(5-46)

(5-47)

Hier sind die zwei Konstanten der Bewegung durch neue Konstanten a 
und 6 ausgedriickt. Man findet leicht noch ein weiteres erstes In tegral; 
da das System konservativ ist, so ist die Gesamtenergie E  zeitlich 
konstant: j  r

Ε = Τ + ν  = ^ ( Ρ + φ *  sin2 θ) + ^ o > l  +  Mgl  cos Θ. (5-48)

Es sind nur drei weitere Quadraturen notig, um das Problem zu 
losen, und man kann sie aus diesen drei ersten Integralen leicht er- 
halten, ohne die LAGRANGEschen Gleichungen direkt zu verwenden. 
Nach Gl. (5-46) ist φ in folgender Weise durch φ gegeben:

ΙζΦ = I\d — Ι ζφ cos 0. (5 -49)

Dieses Ergebnis kann in (5-47) eingesetzt werden, um φ zu eliminieren:

oder
Ιιφ sin2 0 +  Jia cos 0 = IJ)

b — a cos 0 
sin2 0

(5-50)

Wenn 0 als Funktion der Zeit bekannt ware, konnte Gl. (5-50) inte- 
griert werden und wiirde die Zeitabhangigkeit von φ liefern. Substi- 
tuiert man Gl. (5-50) zuriick in Gl. (5-49), so ergibt sich ein ent-
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s p r e c h e n d e r  A u s d r u c k  f u r  φ:

h  a
/»

— cos # b — a  co s # 
sin* # (5 -51)

D a s  l ie f e r t  φ , w e n n  # b e k a n n t  i s t .  S c h lie B lie h  k o n n e n  d ie  G l. (5 -50) 
u n d  (5*51) d a z u  v e r w e n d e t  w e rd e n , φ u n d  φ  a u s  d e r  E n e rg ie g le ic h u n g  
z u  e l im in ie r e n .  D a s  f u h r t  a u f  e in e  D if fe re n t  ia lg le ic h u n g , d ie  a lle in  Θ 
e n t h a l t .  Z u n a c h s t  s t e l l t  m a n  fe s t ,  d aB  a u s  G l. (5 -46) folgt·, daB  ω,

z e i t l ic h  k o n s t  a n t ,  u n d  z w a r  g le ic h  ~  a i s t .  D e s h a lb  is t  E  —  -  /m *2 e in e
/»  2

K o n s ta n t e  d e r  B e w e g u n g , d ie  w ir  m it  E ' b e z e ic h n e n  w o ile n . D ie  E n e r 
g ie g le ic h u n g  k a n n  d e s h a lb  in  d e r  F o r m

/ iE* =  ^ ( t f ’ + ^ s i n 2 #) +  M g lo o se (5 -52)

g e s c h r ie b e n  w e rd e n , o d e r  n a c h d e m  m a n  G l. (5 -5 0 ) s u b s t i t u i e r t  u n d  
d ie  T e r m e  u m g e o r d n e t  h a t ,

s in 2# #* =  s in 2# (α  -  β  co s #) -  (6 -  a  c o s# )2. (5 -53 )
♦  «

D a r in  s in d  a  u n d  β  z w e i K o n s ta n t e n ,

* 2E’ a 2Mgla  = -jr-, β  = (5-54)

G e h t  m a n  z u  e in e r  n e u e n  V a r ia b le n  u  =  c o s #  u b e r ,  so  l& u te t d ie
G l. (5 -5 3 ) :

#  = (1 -  u*)(e — >9u) — (6 — ati)2. (5-55)
D a s  k a n n  m a n  s o f o r t  a u f  e in e  Q u a d r a t u r  z u r u c k f i ih r e n :

t «
________________ du________________

V (1 -  u 2)(cr -  fiu) -  (6 -  o n ) 2
(5 -56)

M it  d ie s e m  E r g e b n is  u n d  d e n  G l. (5 -5 0 ) u n d  (5 -5 1 ) k o n n e n  φ u n d  φ 
a u c h  a u f  Q u a d r a tu r e n  z u r i i c k g e f u h r t  w e rd e n . D a s  P o lv n o m  in  d e r  
W u rz e l  i s t  je d o c h  3 . G ra d e s ,  so  d a B  w ir  u n s  m i t  e ll ip t is c h e n  I n te g r a le n  
z u  b e fa s s e n  h a  b e n . A u s fu h r l ic h e  D is k u s s io n e n  d ie s e r  L o su n g e n , d ie  
e l l ip t is c h e  F u n k t io n e n  e n th a l t e n ,  f in d e t  m a n  in  d e r  L i t e r a t u r ,10 a b e r  
w ie  im  F a l le  d e r  k r a f te f r e ie n  B e w e g u n g  b e s te h t  d ie  G e fa h r , daB  d ie  
P h y s ik  d u r c h  d ie  F i i l le  d e r  M a th e m a t ik  v e r d u n k e l t  w ird . G ltic k lic h e r-  10

10Siehe zum  B eisp iel d ie  A bhand iung  vo n  F . K l e in  u n d  A . Sohm khteld , 
W h it t a k e r , loc. c it., oder d ie  s e h r  ausfuhrliche  U n te rsu ch u n g  in  Macm illan , 
Dynamics of Rigid Bodies.
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weise kann die allgemeine N atur 
der Bewegung entdeckt werden, 
ohne die Integrate wirklich aus- 
zufuhren.

Wir wollen die rechte Seite 
der Gl. (5-55) mit f(u) bezeieh- 
nen. Die Wurzeln dieses kubi- 
schen Polynoms liefern die Win- 
kel, fiir die 6 sein Vorzeichen 
andert, d.h. die ,,Umkehrwinker’ 
von Θ. Fur groBe u ist /3w3 der 
vorherrschende Term in f(u). Da 
β (vgl. Gl. (5-54)) immer groBer 
als Null ist, ist f(u) positiv fur 
groBe positive u und negativ fiir 

groBe negative n. An den Punkten u =  ±  1 wird f(u) gleich — (b ^  a)2 
und ist deshalb immer negativ auBer fiir den ungewohnliehen Fall, 
in dem u = ±  1 eine Wurzel ist (das entsprieht einem vertikalen 
Kreisel). Demnaeh muB mindestens eine der Wurzeln in dem Gebiet 
u >  1 liegen; dieses Gebiet entsprieht keinen reellen Winkeln. Tat- 
sachlich kann eine physikalische Bewegung des Kreisels nur dann ein- 
treten, wenn v? irgendwo in dem Interval zwisehen u  =  — 1 und 
u =  +  1 positiv ist, d.h., wenn Θ zwisehen-π und+?rliegt. Wir miissen 
daraus schlieBen, daB f(u) fiir einen wirklichen Kreisel zwei Wurzeln 
u x und u2 hat, die zwisehen — 1 und +  1 liegen (vgl. Abb. 5-2), und 
daB sich der Kreisel so bewegt, daB cos Θ immer zwisehen diesen zwei 
Wurzeln bleibt. Die Lage dieser Wurzeln und das Verhalten von <j> und 
φ fur 0 -Werte zwisehen diesen Wurzeln liefern eine erhebliche quali
tative Information iiber die Bewegung des Kreisels. 11

Es ist iiblich, die Bewegung des Kreisels dadurch zu beschreiben, 
daB man die Schnittkurve der Figurenachse auf einer Kugel mit Ein- 
heitsradius um den festgehaltenen Punkt auftragt. Diese Kurve wird 
der Locus der Figurenachse genannt. Die Polarkoordinaten eines 
Punktes auf dem Locus sind identisch mit den EuLERschen Winkeln

D e r in  e in em  P u n k t  g e lag e rte  sch w ere  sy m m e tr isc h e  K re ise l

m

u=-l 
1 Y

u=+l /
1 /  / u \

A bb. 5-6. I llu s tra tio n  d er Lage der 
U m kehrw inkel v on  Θ bei d e r B ew e
gung eines sehw eren sym m etrischen  
K reisels.

11 E s b e s te h t eine offensichtliche A hn lichkeit zw isehen d ieser M ethode, die 
K reiselbew egung zu d isk u tie ren , u n d  d er M ethode des ,,effektiven P o te n tia ls” , 
die im  I I I .  K ap ite l fu r  Z en tra lk ra fte  v erw endet w urde. T a tsach lich  k an n  m an  
die m odifizierte E nerg ie  Gl. (5-52) so auffassen, als rep rasen tie re  sie die ein- 
d im ensionale B ew egung eines Teilchens d e r M asse I x m it e iner aq u iv a len ten  
p o ten tie llen  E nerg ie

„  , Λ , 7ι Φ — a cos Θ)7 Mgl cos 0 +  g·---- ^ -----
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Θ, φ  fu r  d a s  k o r p e r fe s te  S y s te m . A u s d en  o b en  g e fu h rten  D isk u ssio n en  
s ie h t  m a n , daB  d er  L o cu s  zw isch en  d en  zw ei b eg ren zen d en  K o la t itu -  
d e n k r e is e n  Θ\ =  arc cos u\ u n d  02 =  arc cos U2 l ie g t ,w o b e i  6 a u fb e id e n  
K r e ise n  v e r sc h w in d e t . D ie  G e s ta lt  d er  L o cu sk u rv e  is t  in groB em  M aBe 
d u rch  d en  W e r t d er  W u rzel v o n  b —  a u  b e s t im m t, d en  w ir m it u' 
b e z e ic h n e n  w o l le n :

, bu  =  —
«  (5 -57)

A bb. 5-7. D ie m 6glichen G esta lten  des Locus d e r F igurenachse  a u f  der
E in h e itsk u g e l.

N e h m e n  w ir  zu m  B e isp ie l a n , daB  d ie  A n fa n g sb ed in g u n g e n  so  s in d , 
daB  u ' groB er a ls  u 2 is t .  D a n n  w ird  φ  w eg en  G l. (5 -50 ) im m er  d a s  g le ich e  
V o r ze ic h e n  fu r  d ie  e r la u b te n  N e ig u n g sw in k e l zw isch en  θ χ  u n d  Q 2 

h a b en . D e sh a lb  m uB  d er  L o cu s  d er  F ig u r en a ch se  d ie  b eg ren zen d en  
K r e ise  so  b er iih ren , daB  φ  d ie  g le ic h e  R ic h tu n g  fu r θχ un d  6% h a t  
(s ie h e  A b b . 5 -7a). D a  φ  d e sh a lb  in d er  e in en  o d er  a n d eren  R ic h tu n g  
anw achst·, s a g t  m a n , d ie  A c h se  d e s  K r e ise ls  p rd ze ss ie r t  urn d ie  v erti-  
k a le  A c h se . E s  h a n d e lt  s ich  h ier  ab er  n ic h t  u m  d ie  regu lare  P ra zess io n , 
d ie  m a n  b e i d er  k ra fte fre ien  B e w e g u n g  a n tr ifft , d en n  w en n  d ie  F ig u ren 
a c h se  u m la u ft , s c h w a n k t s ie  z w isc h e n  d en  G ren zw in k e ln  Θχ un d  Bt a u f  
u n d  n ied er  -  d er  K re ise l fiih r t w a h ren d  d er  P ra zess io n  N u ta tio n e n  au s.

H a t  b /a  e in e n  so lch en  W ert, daB u ' zw isch en  ?/j u n d  m2 lie g t , so  
is t  d ie  R ic h tu n g  d er  P ra zess io n  an  d en  zw ei B eg ren zu n g sk re isen  ver- 
s c h ie d e n , u n d  d er  L o cu s  d er  F ig u r en a ch se  z e ig t  S ch le ifen , w ie  m an in  
A b b . 5 -7 b  s ie h t . Im  M itte l φ  jed o ch  n ic h t  v ersch w in d en , so  daB  
s t e t s  e in e  re in e  P ra z ess io n  in d er  e in en  o d er  an d eren  R ic h tu n g  b le ib t. 
E s  k a n n  a u ch  v o r k o m m e n , daB  w' m it  e in er  d er W u rzeln  v o n  f (u)  
z u sa m m e n fa llt .  A n  d en  e n tsp r e c h e n d e n  B in d u n g sk re isen  m uB d a n n
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sowohlfials auch <j> verschwinden. Das bedeutet, daB der Locus Spitzen 
hat, die den Kreis beruhren (vgl. Abb. 5-7c). Dieser letzte Fall ist nicht 
so selten, wie man meinen mochte; er entspricht namlich tatsachlich 
den Anfangsbedingungen, die man gemeinhin bei elementaren Diskus- 
sionen der Kreisel ansetzt: man nimmt an, daB sich der symmetrische 
Kreisel anfangs um seine Figurenachse dreht, die in einer Richtung 
0O festgelegt ist. Zur Zeit t =  0 wird die Figurenachse freigelassen. Das 
Problem ist nun, die nachfolgende Bewegung zu beschreiben. Explizit 
lauten diese Anfangsbedingungen: fur t =  0 sei 0 = 0O und 6 = φ =  0. 
Der Winkel 0O muB deshalb eine der Wurzeln von f(u) sein; tatsachlich 
entspricht er dem oberen Kreis. Zum Beweis stellen wir fest, daB E ' 
am Anfang gleich Mgl cos 0O ist, und daB die Terme, die 6 und <f> ent- 
halten, stets positiv sind. Sobald nun 0 und φ anfangen, sich von ihren 
anfanglichen Nullwerten zu unterscheiden, kann die Energie nur 
dadurch erhalten bleiben, daB die potentielle Energie anwachst, d.h., 
daB 0 anwachst. Der Anfangswert 0o ist deshalb gleich 02, also gleich 
dem kleinsten Wert, den 0 annehmen kann. Wenn der Kreisel auf diese 
Weise freigelassen wird, beginnt der Kreisel immer zu fallen und fallt 
weiter, bis der andere Grenzwinkel Θχ erreicht ist. Zwischendurch 
prazessiert er. Die Figurenachse beginnt dann wieder gegen 02 anzu- 
steigen. Die vollstandige Bewegung ist so, wie sie in Abb. 5-7c gezeigt 
ist.

Einige quantitative Voraussagen liber die Bewegung des Kreisels 
fiir die Anfangsbedingungen φ =  0 =  0 kann man machen, voraus- 
gesetzt, daB anfangs die kinetische Energie der Rotation groB im Ver- 
gleich zur maximalen Anderung der potentiellen Energie is t :

| / 3ω? »  2Mgl. (5-58)

Die Wirkungen der Gravitationsmomente, namlich die Prazession und 
die sie begleitende Nutation, sind dann nur kleine Storungen dervor- 
herrschenden Rotation des Kreisels um seine Figurenachse. In diesem 
Falle spricht man \^on einem ,,schnellen Kreisel” . Mit dieser Annahme 
kann man Ausdrucke fiir die GroBe der Nutation, der Nutations- 
frequenz und der mittleren Prazessionsfrequenz erhalten.

Unter den gegebenen Anfangsbedingungen entspricht 0O dem oberen 
Begrenzungskreis, so daB u2 mit u0 identisch ist. Das AusmaB der 
Nutation hangt deshalb von der Lage des anderen reellen Winkels ab, 
der eine Wurzel von f(u) ist. Aus der Forderung φ =  0 fiir u =  uQ 
folgt, daB die zwei Konstanten der Bewegung a und b mit u0 durch

b =  auo.
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v e r k n i i p f t  s in d .  D a  f(u0) v e r s c h w in d e t ,  h a t  m a n  a u s  G l. (5 -55) a u c h  
n o c h  d ie  B e z ie h u n g

a =  /3m0.

D ie se  s t e l l t  le d ig l ic h  fe s t ,  d aB  E ' d u r c h  Mgl co s  S0 g e g e b e n  is t .  M it d ie -  
s e n  B e z ie h u n g e n  k a n n  f(u) r e c h t  e in fa c h  g c s c h r ie b e n  w e r d e n :

f(u )  =  (u0 — w ){ 0 (l — u2) — a2(u0 — w )). (5 -59)

D ie  W u rz e ln  v o n  f(u), d ie  v o n  u0 v e rs c h ie d e n  s in d , w e rd e n  d u r c h  d ie  
W u rz e ln  d e s  q u a d r a t i s c h e n  A u s d ru c k e s  in  d e r  g e s c h w e if te n  K la m m e r  
g e g e b e n . D ie  g e s u c h te  W u rz e l  u t e r f u l l t  d e s h a lb  d ie  G le ic h u n g

(1 -  uf) -  J  («* -  « ,)  =  o . (5 -60 )

B e z e ic h n e t  m a n  u0 —  u  m i t  x  u n d  u0 —  u x m i t  x v  so  k a n n  f u r  G l. (5 -60) 
g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

w o b e i

t f + p x i — q =  0, (5 -61)

a2
p  =  — — 2  cos 0o, Q — sin* θ0.

P

D e r  T e r m  2 c o s  θ0 in  p  k a n n  v e r n a c h la s s ig t  w e rd e n , u n d  d a s  V e r h a l tn is  
α2/β  la B t  s ic h  in  fo lg e n d e r  F o r m  s c h r e ib e n :

a 2 =  / / 3\ j W
, β \ I J  2M gi

W e n n  / 3 n i c h t  v ie l  k le in e r  a ls  I x i s t  (d a s  e n ts p r a c h e  e in e m  K re is e l  v o n  
d e r  u n g e w o h n l ic h e n  G e s t a l t  e in e r  Z ig a r re ) ,  so  fo lg t  a u s  d e r  A n n a h m c  
e in e s  „ s c h n e l le n ”  K re is e ls  (5 -5 8 ), d aB  d ie se s  V e rh a l tn is  v ie l g ro B e r 
a ls  2  i s t .  A u s  d e n s e lb e n  G r i in d e n  i s t  p 2 v ie l  g ro B e r  a ls  4q, so  d aB  d ie  
L o s u n g e n  v o n  (5 -6 1 ) n a h e r u n g s w e is e  l a u t e n :

x i - p - l
P

D ie  z w e ite  L o s u n g  e n t s p r i c h t  u  >  1. D e m n a c h  l a u t e t  d ie  g e s u c h te  
W u rz e l

X \

β  s in 5 S0 / j  2M gl 
a2 ~  / ,  / jojJ

sin5 So. (5 -62)

S o m i t  n im m t  d a s  M aB  d e r  N u ta t i o n ,  g e m e ss e n  d u r c h  x x =  u0 —  u v  a b  
w ie  1 /ω ?; je  s c h n e l le r  d e r  K re is e l  i s t ,  d e s to  k le in e r  i s t  d ie  N u ta t io n .

i‘f

■·
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Die Frequenz der Nutation kann ahnlich leicht fur den ,,schnel]en,, 
Kreisel gefunden werden. Da das MaB der Nutation klein ist, kann der 
Term (1 — u2) in Gl. (5-59) dureh seinen Anfangswert sin2 0O ersetzt 
werden. Gl. (5-59) lautet dann

f(u) = x2 = ζ(β sin2 0O — a2x). (5-63)

Gl. (5-63) ist eine Differentialgleiehung fiir die Variation von x  m it 
der Zeit. Sie kann ohne Schwierigkeit direkt integriert werden. Die 
Losung fiir die Anfangsbedingung x =  0 fiir t =  0 lautet

X =  f  (1 -  c o s a i) .  (5 -64 )

Darin ist x1 durch (5-62) gegeben. Die Winkelfrequenz der Nutation 
der Figurenachse zwischen 0O und 02 ist deshalb

(5-65)

a wdchst um so starker, je schneller der Kreisel sich anfangs dreht.
SchlieBlieh ist die Winkelgeschwindigkeit der Prazession wegen 

(5-50) gegeben durch
. _  a(u0 — u) _  ax 

sin2 0 ~  sin2 0O’

oder wenn man die Gl. (5-64) und (5-62) substituiert:

0  =  ~  (1 — cos at). (5-66)

Die Prazessionsgeschwindigkeit ist deshalb nicht gleichformig, sondern 
sie andert sich harmonisch mit der Zeit, und zwar mit der gleichen 
Frequenz wie die Nutation. Die miitlere Prazessionsfrequenz ist jedoch

I  = ±  = Mgl 
9 2 a 1W

(5-67)

Damit ist gezeigt, daB die Prazessionsgeschwindigkeit abnimmt, wenn 
die anfangliche Rotationsgeschwindigkeit groBer wird.

Wir sind nun in der Lage, uns ein vollstandiges Bild von der Be- 
wegung des schnellen Kreisels zu machen, wenn die Figurenachse 
am Anfang die Geschwindigkeit Null hat. Unmittelbar nachdem die 
Figurenachse freigelassen ist, besteht die Anfangsbewegung des 
Kreisels immer darin, daB er unter dem EinfluB der Schwere fallt. 
Aber indem er fallt, erfahrt der Kreisel eine Prazessionsgeschwindig
keit, die direkt proportional dem MaB seines Falles ist. Damit beginnt 
die Figurenachse sich seitlich um die Vertikale zu be wegen. Das an
fangliche Fallen flihrt auf eine periodische Nutation der Figurenachse,
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z u s a tz l ic h  zu  d e r  P r a z e s s io n .  J e  r a s c h e r  s ic h  d e r  K re is c l  a m  A n fa n g  
d r e h t ,  u m  so  s t a r k e r  n im m t  d ie  N u ta t io n  a b ,  u m  so  g ro B e r w ird  jc d o c h  
d ie  N u ta t io n s f r e q u e n z ,  w a h r e n d  d ie  P r a z e s s io n  u m  d ie  V e r t ik a lc  
g le ic h z e i t ig  la n g s a m e r  w ird .  I n  d e r  P r a x i s  w ird  d ie  N u ta t io n  e in c s  
h in r e ic h e n d  s c h n e l le n  K r e is e ls  d u r c h  d ie  R e ib u n g  im  L a g e r  g e d a m p f t ,  
u n d  m a n  k a n n  s ie  n ic h t  b e o b a c h te n .  D e r  K re is e l  scheint d a n n  g le ic h - 
fo r m ig  u m  d ie  v e r t ik a le  A c lise  z u  p ra z e s s ie r e n .  W e il d ie  P ra z e s s io n  
n u r  s c h e in b a r  r e g u la r  i s t ,  h a b e n  s ie  K l e i n  u n d  S o m m e r f e l d  e in e  
psendoregulare P razession  g e n a n n t .  I n  d e n  m e is te n  d e r  e le m e n ta r e n  
D is k u s s io n e n  d e r  P ra z e s s io n  w ird  d ie  E r s c h e in u n g  d e r  N u ta t io n  v e r-  
n a c h la s s ig t .  D e m z u fo lg e  s c h e in e n  so lc h e  A b le i tu n g e n  zu  d e m  p a ra -  
d o x e n  S c h lu B  z u  f u h r e n ,  d aB  d e r  K re is e l ,  n a c h d e m  m a n  ih n  fre ig e - 
la s s e n  h a t ,  sofori g le ic h fo rm ig  zu  p ra z e s s ie r e n  b e g i n n t ; d a s  is t e in e  
B e w e g u n g , d ie  norm al z u  d e n  G r a v i t a t i o n s k r a f t e n  is t ,  d ie  d ie  e ig e n t-  
l ic h e  U r s a c h e  d e r  P ra z e s s io n  s in d . U n s e re  D isk u s s io n  d e r  p s e u d o -  
r e g u la r e n  P r a z e s s io n  d i e n t  d a z u ,  d ie s e s  P a r a d o x o n  a u f z u k la r e n ;  d ie  
P r a z e s s io n  e n ts te h t .  k o n t in u ie r l i c h  a u s  d e m  R u h e z u s ta n d  o h n e  i rg e n d -  
w e lc h e  u n e n d lic h e  B e s c h le u n ig u n g e n , u n d  d ie  a n fa n g l ic h e  T e n d e n z  d e s  
K r e is e ls  ist, s ic h  in  d e r  R ic h tu n g  d e r  G r a v i t a t i o n s k r a f t e  z u  b e w e g e n .

E s  i s t  i n te r e s s a n t ,  g e n a u  zu  b e s t im m e n , w e lc h e  A n fa n g s b e d in g u n g e n  
zu  e in e r  w irk l ic h  r e g u la r e n  P ra z e s s io n  f u h r e n .  I n  e in e m  so lc h e n  F a l le  
b l e ib t  d e r  W in k e l  Θ k o n s t a n t  g le ic h  se in e m  A n fa n g s w e r t  0O; d a s  b e - 
d e u t e t ,  Θι =  θ2 =  Θ0, o d e r  m i t  a n d e r e n  W o r te n ,  /(w) m uB  e in e  D o p p e l-  
w u rz e l  b e i u 0 h a b e n  (v g l. A b b . 5 -8 ). E b e n s o g u t  k o n n e n  w ir  v e r la n g e n , 
d a B  ί  u n d  S a n  d e r  S te lle  0oN u ll  s e in  s o l le n .12 D ie  m o d if iz ie r te  E n e rg ie -  
g le ic h u n g  (5 -5 3 ) k a n n  a u c h  g e s c l ir ie b e n  w e r d e n :

ί» =  (a  -  β  cos Θ) -  (5 -6 8 )

u n d  ih r e  A b le i tu n g  n a c h  d e r  Z e i t  i s t

200 =  β  s in  g 0 +  2 co s Θ 6 -  °  ™  <>) 6.
sm s Θ s in d

d h a t  a u f  b e id e n  S e i te n  d e r  G le ic h u n g  d e n s e lb e n  F a k to r .  D e s h a lb

18 D ie B edingung , daO 6 verscliw indet, is t ta teach lich  der F orderung  gleich 
w ertig , daO f(u) bei Θ =  0o eine D oppelw urzel haben  soil, denn  die le tz tere  Be 
d in g u n g  k an n  au sg ed riick t w erden du rch

d a d6
άθ

6/6. D er h ie r e rh a lten e  A usdruck  fu r $ is t  na tiirlich  dassolbe wie d ie

LAORANOEsche G leichung fu r  d ie  K o o rd in a te  Θ.

/



1915-7 D er in  einem  P u n k t gelagerte  schw ere sym m etrische  K reisel 

kann die Bedingung, daB Θ =  0 fiir Θ = θ0 sein soli, geschrieben werden:

|  = (αφ — φ2 cos0), (5-69)

wenn man die Gl. (5-50) fur φ verwendet. Mit den Definitionen (5-54), 
(5-46) fiir β und a wird diese Bedingung:

Mgl = φ(Ι3ψ -  (Jj -  Ι ζ)φ cos θ). (5-70)

Die Anfangsbedingungen fiir das Problem des sehweren Kreisels er- 
fordern die Festlegung von θ, φ, ψ, Θ, φ, φ fiir die Zeit t =  0. Da sie

zyklisch sind, sind die Anfangs- 
werte von φ und ψ weitgehend 
unerheblich. Fiir jeden der vier 
anderen konnen wir im allge- 
meinen irgendeinen gewiinsch- 
ten W ert wahlen. Wenn wir 
aber zusatzlich verlangen, daB die 
Bewegung der Figurenachse eine 
gleichformige Prazession ohne Nu
tation sein soil, dann ist die Wahl 
dieser vier Anfangswerte nicht 
mehr vollig beliebig, vielmehr 
miissen sie Gl. (5-70) erfiillen. 
Man kann zwar noch Anfangs
werte fur 6 und etwa Θ und φ 
nahezu beliebig wahlen, aber der 
Wert von φ ist dann festgelegt. 

Der Ausdruck ,,nahezu beliebig” wurde verwendet, weil Gl. (5-70) 
quadratisch ist. Damit φ reell ist, muB die Diskriminante der Gleichung 
positiv sein:

ΙζΦ2 — 4M(jl(Ii — I 3) cos 0 > 0 .

Dadurch ist das erlaubte Gebiet der Anfangswerte von Θ und φ be- 
sehrankt. Als Ergebnis der Tatsache, daB Gl. (5-70) quadratisch ist, 
gibt es im allgemeinen zwei Losungen fiir φ, die man die ,,schnelle” 
und die ,,langsame” Prazession nennt. Es sei auch bemerkt, daB (5-70) 
niemals durch φ =  0 fiir endliche φ erfiillt werden kann; um eine 
gleichformige Prazession zu erhalten, miissen wir stets dem Kreisel 
einen StoB geben, damit er auf seine Bahn kommt. Ohne diese richtige 
anfangliche Prazessionsgeschwindigkeit kann man bestenfalls nur eine 
pseudoregulare Prazession erhalten.

A bb. 5-8. D arste llung  von f(u) fiir 
eine regulare Prazession.
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W e n n  d ie  P r a z e s s io n  la n g s a m  is t ,  so  daB  <j> co s Q im  V e rg le ic h  z u  a 
v e m a c h la s s ig t  w e r d e n  k a n n ,  d a n n  i s t  e in e  N a h e r u n g s lo s u n g  f u r  <j>:

A
2a*

S ie  s t i m m t  i ib e re in  m i t  d e r  m i t t l e r e n  G e s c h w in d ig k e i t  d e r  p s e u d o -  
r e g u la r e n  P r a z e s s io n  f i ir  e in e n  s c h n e l le n  K re is e l .  D ie ses  E rg e b n is  w a r  
n a t i i r l i c h  z u  e r w a r t e n ; w e n n  d ie  P ra z e s s io n s g e s c h w in d ig k e i t  k le in  is t ,  
so  b e s t e h t  n u r  e in  k le in e r  U n te r s c h ie d  d a r in ,  o b  d ie  K re is e lb e w e g u n g  
m i t  e in e m  k le in e n  S to B  o d e r  g a n z  o h n e  S to B  b e g in n t .

E in  w e i te r e r  F a l l  v e r d ie n t  u n s e re  A u f m e r k s a m k e i t ,  n a m lic h  f u r  d e n  
u  == 1 e in e  d e r  W u rz e ln  v o n  f(u)  i s t .  N e h m e n  w ir  z u m  B e isp ie l a n ,  d e r  
s ic h  d r e h e n d e  K r e is e l  se i a m  A n fa n g  so  g e s te l l t ,  d aB  se in e  F ig u re n a c h s e  
v e r t i k a l  i s t .  D a n n  i s t  n a t i i r l i c h  b — a, d e n n  I xb u n d  Ι γα s in d  d ie  k o n -  
s t a n t e n  K o m p o n e n te n  d e s  D r e h im p u ls e s  u n i  d ie  v e r t ik a le  A c h se  b zw . 
u m  d ie  F ig u r e n a c h s e ,  u n d  d ie s e  A c h se n  fa l le n  a m  A n fa n g  z u s a m m e n . 
D a  n u r  d ie  a n fa n g l ic h e  W in k e lg e s c h w in d ig k e i t  u m  d ie  F ig u re n a c h s e  
v o n  N u l l  v e r s c h ie d e n  is t ,  so  fo lg t  f i i r  d ie  E n e rg ie g le ic h u n g  (5 -52) f u r  
t  =  0 :

E' =  E - \  1 * 4  =  Mgl.

N a c h  d e n  D e f in i t io n e n  v o n  a  u n d  β  (G l .(6 -5 4 ) ) fo lg t  d a r a u s ,  d aB  a  =■ β  
i s t .

D ie  E n e r g ie g le ic h u n g  f u r  i rg e n d e in e n  W in k e l  k a n n  d e s h a lb  g e - 
s c h r ie b e n  w e r d e n :

♦

o d e r
ti2 =  (1 — u 2)0 (  1 -  u) -  a 2( l  -  u ) s 

u 2 =  (1 — u ) 2{j8(l +  u ) — a 2}.

D ie  F o r m  d e r  G le ic h u n g  z e ig t ,  d aB  u — 1 im m e r  e in e  D o p p e lw u rz e l 
i s t .  D ie  d r i t t e  W u rz e l  i s t  g e g e b e n  d u r c h

F i i r  a2113 >  2 (d a s  e n t s p r i c h t  d e r  B e d in g u n g  f i i r  e in e n  >fs c h n e l le n "  
K r e is e l )  i s t  >  1, u n d  d ie  e in z ig  m o g lic h e  B e w e g u n g  i s t  d ie  f i ir  u — 1 ; 
d e r  K re is e l  d r e h t  s ic h  le d ig l ic h  w e i te r  u m  d ie  V e r t ik a le .  F i i r  d ie se n  
F a l l  h a t  d ie  K u r v e  f(u)  d ie  in  A b b . 5 -9 a  g e z e ig te  G e s ta l t .  W e n n  a n d e -  
r e r s e i t s  α2/ β  <  2 i s t ,  d a n n  is t  Ug <  1 u n d  f(u)  h a t  d ie  in  A b b . 5 -9 b  
g e z e ig te  G e s ta l t .  D e r  K re is e l  n u t i e r t  d a n n  z w isc h e n  0 =  0  u n d  Θ =  0*. 
E s  g ib t  s o m i t  e in e  k r i t i s c h e  W in k e lg e s c h w in d ig k e i t  o '  o b e rh a lb  d e r  
n u r  e in e  v e r t ik a le  B e w e g u n g  m o g lic h  is t .  D e r  W e r t  v o n  ω'  i s t  g e g e b e n
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(a) ωζ >  ω' ( b )  ω ζ <  ω '

A bb. 5-9. D arste llung  von  j(u) fu r  den  F a ll, dafi d ie  F ig u renachse
anfangs vertikal steht.

durch
a* ( I 3\  Ι ζω'*
§ \ l j  2Mgl

oder
ω,2 = 4 Mglh

(5 -7 1 )

Wenn die Drehachse des rotierenden Kreisels anfangs vertikal steht 
und er sich mit der Winkelgeschwindigkeit ωζ dreht, die groBer als die 
kritische Winkelgeschwindigkeit ist, so wird er sich in der Praxis fur 
eine Weile weiter um die Vertikale drehen (deshalb die Bezeichnung 
,,schlafender” Kreisel). Durch die Reibung wird die Frequenz der 
Rotation jedoch allmahlich unter den kritischen Wert gebracht, und 
der Kreisel beginnt dann in immer groBerem MaBe zu taumeln, 
so wie er langsamer wird.

Es wurde bereits friiher darauf hingewiesen, daB die Erde ein 
Kreisel ist, dessen Figurenachse um die Normale zur Ekliptik pra- 
zessiert. Diese Bewegung nennt man in der Astronomic die Prazession 
der Aquinoktien. Ware die Erde vollstandig spharisch, konnte keines 
der anderen Mitglieder des Sonnensystems ein Gravitationsmoment auf 
sie ausiiben. Die Erde ist aber an den Polen leicht abgeflacht und des
halb am Aquator geringfuhig ,,ausgebaueht” . Es ist gerade das auf 
diese Ausweitungen am Aquator wirkende Moment, das von der Gravi- 
tationsanziehung, und zwar hauptsachlich durch die Sonne und den 
Mond herriihrt, das die Erdachse zum Prazessieren im Raum bringt.
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D a s  M o m e n t  i s t  s e h r  k le in ,  so  daB  d ie  P ra z e s s io n  a u B e ro rd e n tl ic h  la n g -  
s a m  i s t  -  d ie  P e r io d e  b e t r a g t  26 000  J a h r e ,  d ie  R o ta t io n s p e r io d e  d a -  
g e g e n  e in e n  T a g . D a s  g e s a m te  a n g e w e n d e te  D r e h m o m e n t  i s t  z e itl ic h  
n ic h t  k o n s t a n t ,  d a  d ie  M o m e n te  d e r  S o n n e  u n d  d e s  M o n d es  e tw a s  
v e rs c h ie d e n e  R ic h tu n g e n  z u r  E k l ip t ik  h a b e n  u n d  s ic h  in  d e m  M aBe 
v e r a n d e r n ,  w ie  s ic h  d ie  d re i  K o r p e r  u m e in a n d e r  b e w e g e n . E s  e rg e b e n  
s ic h  d e s h a lb  U n re g e lm a B ig k e i te n  in  d e r  P ra z e s s io n , d ie  o f t  a ls  astro - 
nomische N u ta tion  b e z e ic h n e t  w e rd e n . M a n  d a r f  d ie se  a b e r  n ic h t  m it  
d e r  o b e n  d i s k u t i e r t e n  w a h re n  N u ta t io n  v e rw e c h s e ln , d ie  d a n n  a u f t r i t t ,  
w e n n  d e r  U r s p r u n g  d e r  D r e h m o m e n te  u n v e ra n d e r l ic h  is t .  K l e i n  u n d  
S o m m e r f e l d  h a b e n  d a r a u f  h in g e w ie se n , daB  d ie  w a h re  N u ta t io n  a ls  
d ie  k r a f te f r e ie  P ra z e s s io n  d e r  R o ta t io n s a c h s e  d e r  E r d e  u m  ih re  F ig u -  
r e n a c h s e  e r s c h e in t ,  w ie  e s  im  v o r ig e n  A b s c h n i t t  a b g e le i te t  w u rd e . D ie  
E r d e  w u rd e  w a h r s c h e in l ic h  m i t  e in e m  A n fa n g s w e r t  v o n  4> in  D re h u n g  
v e r s e t z t ,  d e r  w e i t  g ro B e r w a r , a ls  e s  f u r  e in e  g le ic h fo rm ig e  P ra z e s s io n  
n o t ig  i s t ,  so  d aB  d ie  N u t a t i o n  im  R a u m  e tw a  so  w ie  in  A b b . 5 -7b  e r 
s c h e in t .  M a n  k a n n  z e ig e n , d aB  d ie  P e r io d e  d e r  N u ta t io n ,  d ie  m a n  a u f  
d e m  r o t ie r e n d e n  K o r p e r  b e o b a c h te t ,  u n t e r  d ie s e n  B e d in g u n g e n  d ie  
d u r c h  G l. (5 -4 0 ) g e g e b e n e  P e r io d e  d e r  k r a f te f r e ie n  P ra z e s s io n  e r r e ic h t .

Eine kurze Bemerkung soil auch uber die vielen technischen An- 
wendungen dor Kreisel gemacht wrerden, jedoch verbieten raumliche 
Griinde eine ausgedehnte Diskussion. Unter dem Ausdruck,, Gyroskop” 
versteht man gewohnlich einen symmetrischen Kreisel, der in carda- 
nischen Ringen so aufgehangt ist, daB die Bewegung der Figurenachse 
nicht gehemmt wird, wahrend das Schwerezentrum stationar bleibt. 
Um das Schwerezentrum wird kein resultierendes Gravitationsmoment 
ausgeubt. Der Drehimpulsvektor ist deshalb konstant. Wenn das 
Gyroskop um seine Figurenachse in Drehung versetzt wird (die Figu
renachse fallt dann also mit der Richtungdes Drehimpulses zusammen), 
so wird die Figurenachse immer ihr urspriingliche Richtimg beibe- 
halten. Man kann sie deshalb als Richtungsgyroskop verwenden. Sie 
dient als eine Bezugsrichtung und ist unabhangig von der Bewegung 
des Fahrzeuges, das das Gyroskop tragt.

Die Wirkung des Kreiselkompasses ist wesentlich feiner. In diesem 
Instrum ent wird die Achse des Kreisels gezwmngen, sich nur in der 
horizontalen Ebene zu bewegen. Aber wegen der Rotation der Erde 
andert die horizontale Ebene ihre Richtung relativ zum Inertialraum, 
so daB der Zwrang das Gyroskop zum Prazessieren um die Erdachse 
bringt, und zwar mit einer Periode von einem Tag. Die Gyroskopachse 
versucht stationar zu bleiben, die Befestigung ist so, daB sie zum 
Prazessieren gezwungen ist; demzufolge uben die Zapfenlager Krafte 
auf das Gyroskop aus. Es laBt sich zeigen, daB diese Krafte immer so
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w irk e n , d a b  sie  d ie  G y ro s k o p a c h s e  a u f  d ie  P r a z e s s io n s a c h s e  b r in g e n  
w o lle n , h ie r  d ie  R o ta t i o n s r i c h tu n g  d e r  E r d e .  E in e  so le h e  A n o r d n u n g  
d i e n t  d e s h a lb  d a z u , d ie  R ic h tu n g  d e s  M e r id ia n s  a n z u z e ig e n , s ie  i s t  e in  
, ,K r e is e lk o m p a b  ’ ’.

5 -8  D ie  P r a z e s s io n  g e la d e n e r  K o r p e r  in  e in e m  M a g n e t f e ld

D ie  D is k u s s io n e n  im  v o r ig e n  A b s c h n i t t  z e ig e n , d a b  d ie  B e w e g u n g  
e in e s  s y m m e tr i s c h e n  K re is e ls  im  G r a v i t a t io n s f e ld  r e e h t  k o m p l iz ie r t  
s e in  k a n n .  D a g e g e n  i s t  d ie  B e w e g u n g  e in e s  g e la d e n e n  r o t ie r e n d e n  K o r -  
p e r s  in  e in e m  h o m o g e n e n  M agnetfeld  v e r h a l tn i s m a b ig  e in fa c h , i s t  
a b e r  v o n  g r o b te r  W ic h t ig k e i t  f i i r  d ie  A to m p h y s ik .  A n s t a t t  d ie  L a - 
GRANGEsehe F o r m u l ie r u n g  z u  v e rw e n d e n ,  e rw e is t  e s  s ie h  a ls  e in f a e h e r ,  
a u f  d ie  u r s p r i in g l ic h e n  P r in z ip ie n  z u r i ie k z u g e h e n  u n d  m i t  d e r  F e s t -  
s te l lu n g  zu  b e g in n e n , d a b  d ie  z e i t l ic h e  A n d e r u n g s g e s e h w in d ig k e i t  d e s  
t o ta l e n  D re h im p u ls e s  g le ie h  d e m  g e s a m te n  a u f g e p r a g te n  D r e h m o m e n t  
i s t :

f  -  H. (1-24)

E s  so li a n g e n o m m e n  w e rd e n , d a b  d e r  K o r p e r  a u s  T e i lc h e n  a u f g e b a u t  
i s t ,  d ie  a lle  d a s  g le ic h e  e /r a - V e r h a l tn is  h a b e n .  D ie  B e w e g u n g  d e r  
L a d u n g e n  in fo lg e  d e r  R o t a t i o n  d e s  K o r p e r s  e r z e u g t  e in e  e le k tr i -  
s c h e  S t r o m v e r te i lu n g ,  d ie  m i t  e in e m  M a g n e tf e ld  w e c h s e lw irk e n  
k a n n .  W e n n  d a s  F e ld  h o m o g e n  is t ,  g ib t  e s  k e in e  r e s u l t i e r e n d e  K r a f t  a u f  
d e n  K o r p e r ,13 a b e r  e s  w i r k t  e in  r e s u l t i e r e n d e s  D r e h m o m e n t ,  d a s  
n a h e ru n g s w e is e  g e g e b e n  i s t  d u r c h  :14

N  =  Μ  x  B . (5 -7 2 )

D a r in  i s t  M  d a s  m a g n e t is c h e  M o m e n t  d e r  S t r o m v e r te i lu n g  u n d  B  d ie  
m a g n e t is c h e  I n d u k t io n .  D ie  B e w e g u n g s g le ic h u n g  b e i  W ir k u n g  e in e s  
s o lc h e n  D r e h m o m e n te s  i s t  d e s h a lb

dL
- jr  =  Μ  X B . (5 -7 3 )

18 In  einem  solchen F a lle  k an n  d as M assenzentrum  als s ta tio n a r  angesohen 
w erden, u nd  w ir b e tra ch te n  d ie  B ew egung um  einen  festen  P u n k t. E s  is t dan n  
n ic h t notw endig , den  B ezugspunk t fu r  d as  D reh m o m en t oder don D rohim puls 
festzulegen (vgl. A bschn. 1-2).

14 Siehe zum  Beispiel J .  A. S t r a t t o n , Electromagnetic Theory, New Y ork  
1941, S. 176, 242.
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F i i r  e in e  V o lu m e n v e r te i lu n g  d e s  S t r o m e s  i s t  d a s  m & g n e tisch e  M o 
m e n t  in  G A U SSschen E in h e i t e n  d e f in ie r t  d u r c h

M  =  ^  f r x j d V .  (δ -7 4 )

D a r in  i s t  j  d ie  S t r o m d ic h te .15 Z u r  V e r a n s c h a u l ic h u n g  d ie s e r  D e f in i t io n  
w o lle n  w i r  e in e  e b e n e  S c h le ife  a u s  d i in n e m  D r a h t  b e t r a c h te n ,  in  d e r  e in  
S t r o m  » flieB t. F u r  j d V  k o n n e n  w ir  d a n n  s c h re ib e n

j  d V  =  j  d S d l  =  t d l ,

w o b e i  d S  d e r  Q u e r s c h n i t t  d e s  D r a h te s  u n d  d l e in  L a n g e n e le m e n t  la n g s  
d e r  S t r o m r ic h tu n g  is t .  M it  d ie s e r  U m f o r m u n g  k a n n  d a s  m a g n e tis c h e  
M o m e n t  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

“ - i s / ' * * .

\τ X d l i s t  a b e r  e in  F la c h e n e le m e n t ,  d a s  v o m  R a d iu s v e k to r  iib e r-  
s t r i c h e n  w ird  (v g l. d ie  D is k u s s io n  d e r  F la c h e n g e s c h w in d ig k e i t  in  
A b s c h n . 3 -2 ), u n d  d a s  I n t e g r a l  i s t  p r o p o r t io n a l  d e r  F la c h e  d e r  S c h le ife , 
d ie  w ir  m i t  A  b e z e ic h n e n . W e n n  n  e in e n  E in h e i t s v e k to r  se n k re c fc t 
z u r  S c h le ife n e b e n e  b e d e u te t  t d a n n  i s t  d a s  m a g n e tis c h e  M o m e n t  e in fa c h

D a s  i s t  v ie l le ic h t  e in e  v e r t r a u t e r e  F o r m .
K e h r e n  w ir  z u  d e r  D e f in i t io n  G l. (5 -74 ) z u r i ic k . M a n  k a n n  in  ih r  

f u r  j  d a s  P r o d u k t  a u s  d e r  L a d u n g s d ic h te  u n d  d e r  G e sc h w in d ig k e it  
s u b s t i t u i e r e n .  D ie  L a d u n g s d ic h te  i s t  a b e r  a u c h  d a s  P r o d u k t  a u s  d e m  
e /m - V e r h a l tn is  u n d  d e r  M a s s e n d ic h te  p . M a n  k a n n  d e s h a lb  s c h re ib e n

D ie s e r  B e z ie h u n g  z u fo lg e  k a n n  f i i r  d a s  m a g n e tis c h e  M o m e n t  g e 
s c h r ie b e n  w e r d e n :

M - €
2  me f

Γ x  pv d V . (5 -75 )

D a s  I n t e g r a l  e r k e n n e n  w ir  \% ieder a ls  d e n  G e s a m td r e h im p u ls  d e s  K o r-  
p e r s ;  e s  g i b t  s o m i t ,  z u m in d e s t  in  d e r  k la s s is c h e n  P h y s ik ,  e in e  e in -  14

14 Siehe R . B e c k e r , Theorie der ElektriziUU, B and  Π , 6. Aufl., S* 98, oder 
J .  A . Str a tto n , op . c it., S. 235 (h ier w erden M K S -E inheiten  verw endet).
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deutige Beziehung zwischen dem Drehimpuls eines Korpers und seinem 
magnetischen Moment:16

M = (5-76)

Die Bewegungsgleichung (5-73) kann nun geschrieben werden:

dL T eB
dt X 2me

(5-77)

Das ist aber genau die Bewegungsgleichung fur einen Vektor kon- 
stanten Betrages, der im Raum um die Richtung von B mit einer 
Winkelgeschwindigkeit

eB
0 )1  2mc (5-78)

rotiert. Es muB deshalb geschlossen werden, daB die Wirkung eines 
homogenen magnetischen Feldes auf einen geladenen Korper, wobei 
Gl. (5-72) erfullt wird, darin besteht, daB der Drehimpulsvektor gleich- 
formig mit der Winkelgeschwindigkeit (5-78), die La r m o r - Frequenz 
genannt wird, prazessiert. Fur Elektronen, fur die e negativ ist, erfolgt 
die Prazession entgegen dem Uhrzeigersinn um die Richtung von B.

Die gleichformige Prazession eines geladenen Korpers in einem 
Magnetfeld trifft man standig in dcr Atomphysik an, und sie wird 
gewohnlich als L a r m o r -Prazession bezeichnet. Es sei darauf hinge- 
wiesen, daB wir durchaus nicht gefordert haben, daB der Korper starr 
sein soil. Die grundlegende Bewegungsgleichung (1-24) bleibt unab- 
hangig von der Natur des Systems gultig, und das Integral in (5-75) 
ist der Drehimpuls um irgendeinen Punkt fur jedes System, vorausge- 
setzt, daB das Massenzentrum in Ruhe ist. Fur ein System geladener 
Teilchen wird deshalb der Drehimpuls in einem Magnetfeld eine 
LARMOR-Prazession ausfiihren, die durch (5-78) gegeben ist; die einzige 
Forderung besteht darin, daB alle Teilchen das gleiche e/m-Verhaltnis 
haben.

Das Drehmoment-Gesetz in Gl. (5-72) ist nur fur einen permanenten 
magnetischen Dipol streng gultig, dessen Betrag unabhangig von der 
Orienticrung des Korpers ist. Wenn namlieh der magnetische Dipol 
von der Rotation eines geladenen Korpers herruhrt, so hangt der Be
trag von M vom Drehimpuls ab, und dieser ist nicht notwendig unab-

16 E s is t ch arak te ris tisch  fu r die Q u an ten -N a tu r des ,,*Spin,,-D rehim pulses des 
E lek trons, dafi (5-76) in diesem  F alle  n ic h t e rfu llt w ird. D er K oeffizient is t viel- 
m ehr e/mc.
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h a n g ig  v o n  d e r  O r ie n t ie r u n g .  M a n  k a n n  z e ig e n , daB  m a n  d a n n  zu G l. 
(5 -7 2 ) e in e n  k le in e n  T e r m  a d d ie r e n  η η ιβ , d e r  p r o p o r t io n a l  zu  ωί i s t  
u n d  e in e  k le in e  N u ta t io n  v o n  L  h e r v o r r u f t .  S o la n g e  ωι k le in  im  V er- 
g le ic h  z u r  R o ta t io n s f r e q u e n z  d e s  K o r p e r s  i s t ,  i s t  d ie  m i t t le r e  P ra z e s -  
s io n s f r e q u e n z  n o c h  d u r c h  d ie  L A R M O R -F requenz g e g e b e n .17
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m eisten  d ieser Quellen s tam m en  ent-weder vom  E n d e  des 19. J a h rh u n d e rts  
oder folgen d e r trad itio n e llen  D arste llung  d er D ynam ik  s ta rre r  K orper, die zu 
d ieser Z eit en tw icke lt w urde. E ines dor besten  tilteren  W erke ist die allgem eine 
A bhand lung  von W e b s t e r  (1. Auflage 1904). V erglichen m it W h i t t a k e r s  
B uch is t das W erk  von W e b s t e r  vielseitiger (es schlieOt P o ten t ialtheorie, 
E la s tiz ita ts th e o rie  u nd  H y d ro d y n am ik  ein), ab er es ist e lem entarer. Viele der 
w eitergehenden  T hem en w erden  n u r an g eriih rt. D er S til ist angenehm  ab- 
w echslungsreich .und  d e r Inhalt· is t  w eniger form al und  m ehr physikalisch als 
bei W h i t t a k e r  un d  folglich verstand licher. D ie V ektorschreibw eise w ird n ich t 
verw endet, denn  sie w ar p rak tisch  zu d e r Zeit·, als d as Buch geschrioben w urdc, 
in ih re r E n ts te h u n g . Teil I I  h an d e lt von d e r D ynam ik  s ta rre r  K flrper und e n t
h a lt  eine besonders au sg ea rb e ite te  D iskussion d er kraftefre ien  Bewegung des 
eym m etrischen  K reisels. D ie B ehand lung  des scliweren K reisels is t ahnlich 
d e r  h ie r gegebenen, jedoch  um fassender.

E . A. M i l n e , Vectorial Mechanics. Im  G egensatz zu dem  WEBSTERsehen Buch 
w ird  h ie r d ie V ektor- u n d  Tensorschreibw eiso durchgehend  verw endet, jedoch 
in e iner W eise, d ie den physikalischen  In h a lt  ehcr verdeekt als erhellt. K ap ite l 
X IV  e n th a lt  eine k n ap p e  D iskussion des T ragheitstensors und dcssen Eigen- 
echaften . D er einzige A nhang  zu diesem  K ap ite l befaB t sich m it der Berech- 
n u n g  des T rag h e its ten so rs  se lb st (weniger m it den  individuellen Kom po- 
n en ten ) fiir eine V ielzahl von K orpern . K ap ite l X V II , iiber gyrostatischo 
P rob lem e, is t auch  von  In te resse .

W . D . M a c m i l l a n , Dynamics of Rigid Bodies. Obwohl dieses W erk  n ic h t fiir 
e in  eystem atisches S tu d iu m  der D jm am ik s ta rre r  K orper zu em pfohlen ist, 
e n th a lt  es doch viol Stoff, d e r anders\vo n ich t le ich t zu finden ist. Insbesondero 
is t  in K ap ite l V II  eine lange un d  sorgfaltig  ausgearbeite te  D iskussion der 
PoiNSOTschen B ew egung u nd  d er Bew egung des schw eren eym m etrischen

17 W egen w e ite re r E in ze lhe iten  siehe H e r b e r t  Go l d st e in , Amer. J . Physics 
19 (1951) 100.
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K reisels zu finden, einschliefilich d e r exp liz iten  Losungen m it H ilfe  e llip tischer 
F u n k tio n en . D as K ap ite l u b e r die kom pliz ierten  P roblem e des ro llenden s ta r-  
ren  K orpers  is t auch  bem erkensw ert.

M. W in k elm a n n  u n d  R . Gram m el , Kinetik der starren Korper, B d. V des 
Handbuches der Physik. D ieser A rtike l is t in e rs te r  L inie in te re ssan t w egen der 
ansfuhrlichen , doch k la ren  D iskussionen des k ra fte fre ien  K reisels, des schwe- 
ren  sym m etrischen  K reisels m it einem  festen  P u n k t, der B ew egung von  
B illardkugeln , d e r sich d rehenden  Miinze u n d  ahn licher P rob lem e. D er um - 
fangreiche A bsch n itt iiber die gyroskopische B ew egung in ro tie ren d en  K oor- 
d inatenachsen  (wie a u f  der E rdoberflache) w ird le ider den  m eisten  Lesern  
unzuganglich  sein, weil die A u to ren  den  ungebrauch lichen  V ektorbegriff 
„M oto r” verw enden.

J .  L . Synge  u n d  B . A . Gr if f it h , Principles of Mechanics. O bwohl dieses B uch  
von e lem en taren  P rinzip ien  au sg eh t, e n th a lt  es eine beach tlich  vollstand ige 
D iskussion der PoiNSOTschen B ew egung u n d  des schw eren sym m etrischen  
K reisels, w’obei auch  einiges iiber die expliz ite  B eschreibung  d er B ew egung 
m it H ilfe ellip tischer F u n k tio n en  m it eingeschlossen is t. M an findet auch  
einige kurze A b sch n itte  iiber die R ollbew egung u n d  iiber d ie techn ischen  An- 
w endungen der G yroskope (hauptsach lich  des K reiselkom passes).

F . K l e in  u n d  A. So m m erfeld , Theorie des Kreisels. D ieses m onum en ta le , vier- 
bandige W erk  iiber d ie Theorie  des K reisels h a t  alle aufieren  A nzeichen des 
typ ischen  schw erfalligen u nd  schw iilstigen d eu tschen  ,,H an d b u ch es” . D ie 
A nzeichen tauschen  jedoch, denn  es is t bem erkensw ert lesbar. D er angenehm e, 
n ich t form ale Stil ist flussig u n d  b each te t padagogische E inze lhe iten , was fiir 
alle sp ate ren  SoMMERFELDschen S chriften  ch arak te ris tisch  ist. O bwohl die 
A bhand lung  m itu n te r  h o chm athem atisch  w ird, w ird  die physikalische W elt 
n ie  au8 den A ugen verloren , u nd  m an  v erlie rt sich n ich t in einem  W u st von 
Form eln . Obgleich durch  den T ite l a u f  K reisel und  G yroskope b esch rank t, 
v e rm itte lt die A bhand lung  in W irk lichkeit eine re ichhaltige  A usb ildung  in der 
gesam ten  M echanik s ta rre r  K o rp er, m it E x k u rsio n en  in andere  G ebiete der 
P hysik  und M athem atik . So w erden in K ap ite l I u n te r  anderem  die E u l e r - 
schen W inkel, infin itesim ale D rehungen , die CAYLEY-KLEiNschen P a ra m e te r 
u nd  ihre Zusam m enhange m it der hom ographischen  T ran sfo rm atio n  u nd  m it 
der Theorie der Q uatern ionen  d isk u tie rt. D ie sp a te ren  B em erkungen  zu die- 
sem  K ap ite l (in B d. IV ) behandeln  auch  die Z usam m enhange m it der E lek tro - 
dy n am ik  und  der speziellen R ela tiv itiits th eo rie  (die Q uan tenm echan ik  lag 
noch in w eiter F em e). Im  groBen und ganzen legt B d. I das no tw endige F u n 
d am en t fu r  die D ynam ik  s ta r re r  K o rp er und g ib t eine physikalische B eschrei
bung  der K reiselbew egung m it w enig M athem atik .

B and  I I  is t d e r ausfiih rlichen  E rk la ru n g  des schw eren sym m etrischen  
K reisels gew idm et, obwohl d a rin  auch  viel u ber die P oinsotscIic Bew egung 
zu finden ist, u nd  e r e n th a lt  eine Z usam m enfassung von dem , was dam als 
fiber den  asym m etrischen  K reisel b e k an n t w ar. D ie U n tersche idung  zw isehen 
regu larer u nd  pseudoregu larer Prazession w urde h ier zu erst e ingefiih rt, und  
die A uto ren  verw enden viel M uhe a u f  die U n te rsu ch u n g  d er beiden Bewe- 
gungen und  der A nnaherung  der regu laren  Prazession. Viele Seiten  gelten der 
volligen V ern ich tung  d e r sogenann ten  p o pu laren  oder e lem en taren  ,,Ablei- 
tu n g e n ” der gyroskopischen Prazession. (Die A utoren  m achen die B em erkung, 
daO es die U nzu lang lichkeit d ieser A bloitungen gewesen sei, die sie dazu  ver- 
an lafit habe, diese A bhand lung  zu schreiben!) E s w ird auch  eine lange D is
kussion u ber F ragen  d e r S ta b ilita t  d e r  B ew egung gefiih rt. D ie B ehand lung
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b e ru h t vorw iegend a u f  der Losung m it H ilfe ellip tischer In teg ra te  und n ich t 
n u r  a u f  d e r N aherung  k le iner N u ta tio n en , wie es h ier getan  w urde.

B d . I l l  befaBt sich vorw iegend m it S to rungskraften  (hauptsachlich  Rei- 
bung) un d  astronom ischen  A nw endungen (N u ta tion  der E rde , Prazession der 
A qu inok tien , usw .). D ie D iskussion der W anderung  der E rd-Pole  ist besonders 
vo llstand ig , einschlieBlich einer A bschatzung  der W irkungen der E las tiz ita t der 

* E rd e  u n d  des T ra n sp o se s  a thm ospharischer Massen durch  die L uftzirku lation . 
B d . ΙΛ7 h an d e lt von technischen  A nw endungen und  ist heu te  etw as vera lte t.

F . K l e in , The Mathematical Theory of the Top. 1896 hielt F e l ix  K l e in  eine Reihe 
vo n  V orlesungen in P rinceton . Die A usarbe it ungen dafiir bilden diesen diinnen 
B an d . D as B uck befaBt sich vorw iegend m it seh r a b s trak te n  m athem atischen 
E inze lhe iten  d e r Theorie, ab er die erste  Vorlesung g ib t eine lesbare E rklarung  
d e r Ca y l e y -KLEiNschen P aram eter. E s is t in teressant festzustellen, daO so- 
w ohl in diesem  B uch als auch  in der groBeren A bhandlung  m it Som m erfeld  
ein  v ierd im ensionaler n ich teuk lid ischer R aum  V erw endung fand, in dem  die 
Z eit die v ie rte  D im ension ist -  die V erw endung in der speziellen R elativ ite ts- 
th eo rie  um  viele J a h re  vorw egnehm end (siehe nachstes K ap ite l). D ieser R aum  
w urde  jedoch atlein der m athem atischen  ZweckmaBigkeit wegen eingefikhrt, 
u n d  ihm  w urde keine physikalisehe B edeu tung  beigem essen.

A. S o m m e r fe l d , Meehanik. D as W erk m it K l e in  iiber den Kreisel w ar eine 
d e r e rsten  V eroffentlichungen So m m er feld s , w ahrend dieses B uch, m ehr als 
40 J a h re  sp a te r pub liz iert, eine seiner le tz ten  Schriften  ist. Sein In teresse am  
K reisel h a t  sich in d ieser Zeit offensichtlich n ich t verm indert, und  er w idm et 
d e r q u a lita tiv en  D iskussion eines w eiten  Bereiches der gvroskopischen und  
K reiselerscheinungen beachtlichen R aum  -  selbst ein bis zwei Seiten dem  
asym m etrischen  K reisel. D ie e tw a dreiBig Seiten iiber das gesam te G ebiet 
b ilden  beinahe das ganze K ap ite l iiber s ta rre  K orper u nd  geben p rak tisch  einen 
A uszug des groBcren W erkes! Die B ehandlung ist w eniger in tensiv  als aus- 
fiihrlich , un d  m an findet wenige d e ta ilie rte  D iskussionen.

A. Gr a y , Treatise on Gyrostatics and Rotational Motion. Das ist eine andere aus- 
fiihrliche A bhand lung , e tw a in d e r A rt des W erkes von K l e in  und Som m er
f e l d . D ie B ehandlung  ist jedoch w eit w eniger system atisch  und n ich t so les- 
b a r  und  in fo rm ativ . B esonders in te ressan t sind die A bschnitte  iiber kompli- 
z iertere  gyroskopisehe System e -  Schiffsstabilisatoren, K e tten  von Kreiseln, 
auch  B um erangs!

M. D a v id so n , The Gyroscope and Its Applications. Dieses B uch w ird h ier m it 
e rw ah n t. weil es eine m oderne (1947) D arstellung  vdeler technischer A n
w endungen des K reisels a u f  N av igationsin strum en te , au tom atische Steue- 
ru n g sv o rrich tungen  u nd  P ilo ts g ib t. Die Theorie ist e lem entar und unzu- 
langlich.

S. T im o sh e n k o  und D. H . Y o u n g , Advanced Dynamics. Das letzte K apitel 
dieses neueren  B uches fiir Ingenieure  ist der Theorie einiger techniecher A n
w endungen  der K reisel gew idm et, einschlieBlich des m odem en Kreisel- 
kom passes (der sich von dem  im Text beschriebenen einfachen FoucAULTschen 
K reiselkom paB  erheblich un terscheidet).

tJB U N G E N

1. B erechne die A nderung des T ragheitetensore, w enn d er B ezugspunkt im 
s ta rre n  K o rp er um  den  V ek to r r0 verschoben w ird . Zeige, daB der neue Trag-
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heite tensor denselben H au p tach sen sa tz  w ie d e r a lte  h a t, w enn  d e r urspriing liche 
B ezugspunk t das M assenzentrum  is t und r0 langs e iner d e r H au p tach sen  lieg t. W ie 
groB is t d ie  A nderung  d er H au p ttrag h e itsm o m en te , d ie d u rch  eine solche V er- 
sch iebung hervorgerufen  w ird  ?

2. B estim m e die H au p ttrag h e itsm o m en te  u m  das M assenzentrum  eines flaehen 
s ta rre n  K orpers, d e r die G esta lt eines rech tw ink ligen  gleichschenkligen D reiecks 
m it  hom ogener M assendiehte h a t. W elches sind  die H au p tach sen ?

3. D rei gleiche M assenpunkte m ogen sich in  den  R au m p u n k ten  (a, 0, 0), 
(0, a , 2a) u n d  (0, 2a, a) befinden. B estim m e die H a u p ttra g h e itsm o m e n te  u m  den  
U rsp ru n g  u nd  einen H au p tach sen sa tz .

4. E in  physikalisches P endel b e s teh t a  us einem  s ta r re n  K o rp e r von  G esta lt 
eines P la tteh en s, das in  der vertik a len  E ben e  in  einem  P u n k t au fg eh an g t is t, 
d e r n ich t d e r S chw erpunkt is t. B erechne die Periode  fu r kleine Schw ingungen. 
V erw ende dazu  den T ragheitsrad ius um  den  S chw erpunk t u n d  den  A b stan d  des 
A ufhangepunk tes vom  S chw erpunkt. Zeige, daB d an n , w enn das P endel dieselbe 
Periode fiir zwei A ufhangepunk te  h a t, d eren  A b stan d  zu m  S chw erpunk t ver- 
schieden ist, die Sum m e dieser A b stan d e  gleich d e r L ange des aq u iv a len ten  
m ath em atisch en  Pendels ist.

5. E ine hom ogene S tange d er M asse M  u n d  d e r L ange 21 sei a n  einem  E n d e  
an  einer F ed er m it der K ra ft kons ta n  ten  k au fg eh an g t. D ie S tange k an n  n u r  in  
e iner vertika len  E bene frei schw ingen, u n d  die F ed e r w ird  gezw ungen, sich n u r  in  
d e r vertika len  R ich tu n g  zu bew egen. Stelle d ie B ew egungsgleichungen in  der 
LAGKANGEschen F orm ulie rung  au f.

6. E in  hom ogener S tab  gleite m it seinen E n d e n  a u f  einem  g la tte n  v e rtik a len  
K reis. D ie S tabenden  sollen m it dem  K re iszen tru m  einen  M itte lpunk tsw inke l 
von  120° bilden. Zeige, daB die L ange des aq u iv a len ten  m a th em atisch en  Pendels 
gleich dem  R ad ius des K reises ist. *

7. E in  A utom obil s ta r t  e au s  dem  S tan d . D abei sei eine seiner T iiren  anfangs 
senkrech t zu r F a h rtr ic h tu n g  geoffnet. W enn  die S charn iere  d e r T iir v o m  liegen, 
w ird  die T u r, sobald  das A utom obil G eschw indigkeit gew inn t, zuschlagen. Stelle 
eine Form el fiir die zum  SchlieBen d e r T iir no tw endige Z eit au f, w enn die Be- 
schleunigung /  k o n stan t is t, d e r T rag h e itsrad iu s  d e r T u r  um  die D rehachse r 0 is t 
u nd  der S chw erpunkt im  A b stan d  a  vom  S charn ier liegt. Zeige, daB d an n , w enn /  
gleich 30,48 cm /sec2 und  die T iir eine hom ogene rech tw ink lige F lache m it d e r 
Seitenlange 121,92 cm  is t, d ie  Z eit a n n ah e m d  3.04 Sekunden  b e tra g t.

8. E in  R ad  rolle eine schiefe E bene  h in ab , d ie  m it der H orizon ta len  einen  
W inkel a  b ilde t. D as R ad  w erde gezw ungen, seine E bene  im m er sen k rech t zu r 
schiefen E bene zu stellen , es d a r f  sich ab er u m  die zu r Auflageflache normal© 
Achse d rehen . B estim m e die Losung fiir die zw eidim ensionale B ew egung des 
R ades. V en\rende dabei die LAGRANGEschen G leichungen u n d  die Method© d er 
u nbestim m ten  M ultip likato ren .

9. a) Zeige, daB der D rehim puls des k ra fte fre ien  sym m etrischen  K reisels im  
korperfesten  K oord ina tensystem  um  die S ym m etrieachse m it einer K reis- 
frequenz Ω ro tie rt . Zeige auch , daB die Sym m etrieachse im  R au m  um  die feste 
R ich tu n g  des D rehim pulses m it d e r K reisfrequenz

. =  I& z
^  11 cos Θ

ro tie rt , w obei φ d e r EuLERsche W inkel zw ischen d e r Knotenlini©  u n d  dem  
D rehim puls ale die raum feste  z-Achse is t. - ■
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b) V erw ende die Ergebni&se von t^bung  5, IV . K ap ite l, u n d  zeige, daB 0) im 
R au m  um  den D reh im puls m it d e r gleichen F requenz φ ro tie rt, daO ab er der 
W inkel 0' zw ischen CO u nd  L gegeben is t du rch

sin Θ' =  j  sin 0",
Φ

w obei 0" die N eigung von CO gegen die Sym m etrieachse is t. Zeige u n te r  Ver- 
w endung  d e r in A bschnitt. 5-6 gegebenen A bbildungen. daO deshalb  die R ota- 
tionsachse  d e r E rd e  und  die Achse des D rehim pulses niem als m ehr als 1,5 cm 
a u f  d e r E rdoberflache  voneinander entfernt. sind.

c) Zeige m it den  E rgebnissen  der Teile (a) und  (b), daB die Bcwegung dee 
k ra fte fre ien  sym m etrischen  K reisels d u rch  die R o ta tio n  eines K egels beschrie- 
ben  w erden  k an n , der beziiglich des K orpers  fest is t u nd  dessen Achse m it der 
Sym m etrieachse  zusam m enfallt, u n d  d er a u f  einem  raum festen  Kegel abro llt, 
dessen  A chse kings des D rehim pulses liegt. D er V ektor der W inkelgeschwindig- 
k e it  lieg t langs der B eriihrungslin ie  der zwei Kegel. Zeige, daB dieselbe Beschrei* 
bung  u n m itte lb a r  aus der PoiNSOTschen K o n stru k tio n  folgt, wenn m an das 
T riigheitsellipsoid  zu H ilfe n im m t.

10. W enn d er s ta r re  K o rp er n ich t sym m etrisch  ist, laBt sich keine analy tische 
L osung  der EuLERschen G leichung fu r d ie k raftefre ie  Bew egung m it elem entaren 
F u n k tio n en  angeben. Zeige, daB jedoch die E rh a ltu n g  der Energie und des 
D reh im pulses dazu  verw endet w erden kann , einen A usdruck fiir die kOrperfesten 
K om p o n en ten  von (0 m it H ilfe ellip tischcr In teg ra le  zu erha lten .

11. B estim m e aus den ErLER schen Bew egungsgleichungen die B edingdng 
(5-70) fiir die gleichform ige Prazession eines sym m etrischen  Kreisels in einem  
G rav ita tionsfe ld . S telle dabei die F o rderung , daB die Bew egung eine gleichfor
m ige P razession  ohne N u ta tio n  sei.

12. Zeige, daB d e r B e trag  des D rehim pulses fiir einen schw eren sym m etri
schen K reisel als eine F u n k tio n  von Θ un d  den K o n stan ten  der Bewegung allein 
ausgedriick t w erden  k an n . Beweise, daB dem nach  der D rehim pulsvektor nur 
d an n  gleichform ig  p razessiert, w enn es eine gleichform ige Prazession der 
S ym m etrieachse  g ib t.

13. Im  T e x t w urde  festgeste llt, daB die Prazession der A quinoktien  a u f  dem  
D rehm om en t b e ru h t, das Sonne un d  M ond a u f  die E rde  ausiiben. Dieses Dreh- 
m om ent r iih r t  allein  von d e r A bflachung der E rd e  her, denn a u f  eine K ugel kann 
kein  G rav ita tio n sd reh m o m en t ausgeubt w erden. In  e rstcr N aherung  kann m an 
deshalb  die E rd e  durch  eine K ugel m it einem  ,,G iirte l” am  A quato r darstellen , 
wobei die Masse des G iirtels und  das T ragheitsm om ent der K ugel so zu wahlen 
sind , daB diese K om bina tion  dieselben H au p ttrag h e itsm o m en te  wie die E rde 
h a t. D as gesam te D rehm om ent riih rt dann  allein von dem  A quatorialg iirtel her. 
D a die Prazession seh r Iangsam  ist im  Vergleich m it den U m laufen des Mondes 
um  die E rd e  und  der E rd e  um  die Sonne, konnen w ir die Sonne und  den Mond 
d u rch  a u f  K reisen  verte ilte  M assen darste llen , in deren Z entren  die E rde liegt. 
W ill m an  die G roB enordnung abschiitzen , so w ird es ausreichend sein, anzu- 
nehm en , daB die B ahnen  von Sonne un d  M ond in e iner E bene, der sogenannten 
E k lip tik -E b en e  verlaufen . B erechne das G rav ita tio n sp o ten tia l

V = dm<dmt
r

zw ischen dem  E rd g u rte l u n d  dem  Sonnenring durch  E n tw ick lung  dee A bstandes 
r zw ischen zwei E lem en ten  d er R inge in P o tenzen  von wobei a der R adius

R .
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des G iirtels u n d  Rs der m ittle re  A b stan d  zu r Sonne ist. N im m  d e r E in fach h e it 
h a lber fu r die E k lip tik -E b en e  die ary-Ebene u n d  vefw ende spharische  P o la r - 
koo rd ina ten . B estim m e d u rch  eine ahn liche R ech n u n g  das P o te n tia l zw isehen 
E rd - u n d  M ondring. D as sich ergebende G esam tp o ten tia l is t eine F u n k tio n  des 
N eigungsw inkels Θ zw isehen E rd achse  u n d  E k lip tik -E b en e . D ie n egative  
A ble itung  von V nach  Θ lie fert das d u rch  Sonne u n d  M ond a u f  die E rd e  aus- 
ge iib te  D rehm om en t. Zeige a u f  diese W eise, daB d e r e rs te  n ich tverschw indende  
T erm  des D rehm om entes gegeben is t du rch

^  =  | ( ? ( 7 3 - / ι )8 ί η 2 β [ ^  +  ^ ]

w obei G d ie universelle G rav ita tio n sk o n stan te  is t. D ie  In d izes  8 u n d  l beziehen  
sich a u f  d ie  Sonne bzw. a u f  den  M ond. B estim m e die  F req u e n z  d e r reg u laren  
P razession  fiir dieses D rehm om en t (verw ende zum  B eispiel die M ethode der 
tlb u n g  11) u n d  nim m  dabei an , daB die P razession  im  V ergleich zu r R o ta tio n s- 
frequenz sehr langsam  ist. V ergleiche dieses E rg eb n is  m it d e r gem essenen 
Prazessionsperiode von 25 800 J a h re n .

14. I n  A b sch n itt 5-6 w urde die P razession  d e r A chse d e r E rd ro ta tio n  u m  die 
Pole u n te r  d e r A nnahm e berechnet, daB a u f  die E rd e  keine D reh m o m en te  wir- 
ken. In  der vorigen U bung  w urde  an d ererse its  gezeigt, daB die E rd e  eine er- 
zw ungene Prazession au sfiih rt, d ie von  den  D reh m o m en ten  der Sonne u n d  des 
M ondes herruh ren . T atsach lich  sind  beide E rgebnisse  r ic h t ig ; die B ew egung d er 
R o ta tionsachse  um  die Sym m etrieachse e rsche in t als d ie N u ta tio n  d e r E rd e  im  
V erlaufe ih re r erzw ungenen P razession . U m  diese B eh a u p tu n g  zu bew eisen, 
berechne Θ u n d  φ als F u n k tio n en  d e r Z e it fu r  e inen  schw eren sym m etrischen  
K reisel, d e r eine A nfangsgeschw indigkeit φο h a t ,  d ie groB im  V ergleich zu r re inen  
P razessionsgeschw indigkeit β /2a, a b e r k le in  im  V ergleich zu  ωζ is t. U n te r  d iesen  
B edingungen liegen die B egrenzungskreise fiir d ie F ig u ren ach se  noch  eng  bei- 
e inander, ab er d ie  B ahn  d e r F igurenachse  e rsch e in t wie in A bb . 5-7b, d .h ., sie 
zeig t groBe Schleifen, d ie  sich n u r  langsam  um  d ie  V ertika le  bew egen. Zeige fu r  
d iesen F a ll, daB (5-64) noch g ilt, daB a b e r je tz t

is t. B estim m e m it diesen W erten  von  Θ u n d  φ ωχ u n d  ων u n d  zeige, daB d an n , 
w enn β/2a k lein  gegen iiber φο is t, d e r V ektorco  m it e iner W inkelgeschw indigkeit

u m  die F igurenachse p razessiert, in D bere in stim m ung  m it Gl. (5-40). B esta tige  
m it H ilfe d e r in A b sch n itt 5-6 gegebenen Z ahlenw erte, daB φο e iner P eriode  
von  e tw a  1600 J a h re n  e n tsp rich t, so daB φο sicher k lein  im  V ergleich zu r tag - 
lichen R o ta tio n  u n d  h in re ichend  groB verglichen m it β/2 a is t, d as d e r P raze s
sionsperiode von  26 000 J a h re n  en tsp rich t.

15. (FoucAULTscher K reiselkom paB .) E in  G yroskop sei m it seinem  Schw er- 
p u n k t im  Z en tru m  CARDANischer R inge b efestig t, so daB d a ra u f  kein  G rav ita - 
tionsm om en t w irk t. D ie F igurenachse  sei jedoch gezw ungen, sich n u r  in d e r hori- 
zon ta len  E bene  zu bew egen. W enn  das G yroskop a u f  d e r E rdoberflache  in
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D reh u n g  v e rse tz t w ird , e x is tie r t eine zusatzliche R otationsbew egung , die von 
d e r E rd d re h u n g  h e rriih r t. Zeige m it den  EuEERschen G leichungen, daB dann , 
w enn  die K reisfrequenz des G yroskops groB im  Vergleich zu  d e r d e r E rdd reh u n g  
ie t, d ie  F igurenachse  sym m etrisch  u m  den  M eridian schw ingt u n d  som it ale 
K om paB  v erw en d e t w erden  k a n n .

16. E in  S ystem  bestehe  au s  geladenen  Teilchen, d ie alle dasselbe e/m-Vcr- 
h a ltn is  h ab en . D ie p o ten tie lle  E nerg ie  hange n u r  von  d e r re la tiven  Lage d e r 
T eilchen  a b . E in  hom ogenes M agnetfeld B w irke n u n  a u f  d as  S y s tem ; das Vek- 
to rp o te n tia l A is t  gegeben  durcli

A =  ~ ( B  X r) .

B estim m e d ie LAGRANOE-Funktion fu r das S ystem  u n d  zeige, daB eich die 
LAORANOE-Funktion, w enn sie d u rch  die K oord inatenachsen , die um  B m it 
d e r  W inkelgeschw indigkeit COi ro tieren , ausg ed ru ck t w ird , a u f  die feldfreie 
F o rm  red u z ie rt, w enn die T erm e in B* klein sind und  vem ach lassig t w erden 
ko n n en . D as b ild e t einen u nabhang igen  Beweis des LARMORschen Satzes, der in 
d ieser F o rm  folgendes a u s s a g t: Die cwzigc W irkung  eines schw achen magneti* 
schen  Feldes b e steh t da rin , dafi es eine Prazession d er G esam tbew egung um  B 
h e rv o rru ft. W ie im  T ex t angegeben w urde, bezieht sich d e r LaRMORsche S atz  
lediglich a u f  die W irkung , die a u f  den D rehim puls ausgeiib t w ird.

17. Zeige, dafl d ie HAMiLTON-Funktion fiir e inen geladenen sym m etrischen 
K reisel in einem  hom ogenen M agnetfeld identisch ist m it d e r kinetisclien E n e r
gie, u n d  daB sie eine K o n stan te  d e r  B ew egung ist. D as Feld  leistet deshalb  keine* 
A rb e it an  dem  System , wie m an  auch  au s  d e r LoRENTZ-Kraft (1-56) sehen kann . 
D as is t an d ers  beim  K reisel im Schw erefeld, wo die zusatzliche kinetische Energie 
d e r P razession  aus dem  G rav ita tionsfeld  s tam m t. Zeige, daB beim  m agnetischen 
K reisel die Prazessionsenergie von e iner V erm inderung  d e r R otationsgeschw in- 
d ig k e it um  die  F igurenachse  h e rriih rt, u nd  daB dad u rch  eine N u ta tio n  der 
F ig u ren ach se  hervorgerufen  w ird .

*



V I .  K A P I T E L

D I E  S P E Z I E L L E  R E L A T I V I T A T S T H E O R I E  I N  D E R  
K L A S S I S C H E N  M E C H A N I K

Unsere Entwicklung der klassischen Mechanik beruhte auf einer 
Anzahl von Definitionen und Postulaten, die im ersten Kapitel dar- 
gelegt wurden. Wenn jedoch die auftretenden Geschwindigkeiten der 
Lichtgeschwindigkeit nahekommen, so reprasentieren diese Postulate 
die experimentellen Tatsachen bekanntlich nicht mehr, und sie mussen 
dann in Gbereinstimmung mit der sogenannten speziellen Relativitdts- 
theorie abgeandert werden. Das ist eine Modifikation der Struktur der 
Mechanik, die nicht mit der durch die Quan ten theorie geforderten weit 
erheblicheren Umbildung verwechselt werden darf. Es gibt viele physi- 
kalische Gebiete, fur die Quanteneffekte wichtig sind, aber relativisti- 
sche Korrekturen vernachlassigbar sind. Umgekehrt treten haufig 
Phanomene auf, die relativistische Geschwindigkeiten enthalten, fur 
die aber die Verfeinerungen der Quantenmechanik ohne EinfluB sind. 
Es gibt keinen eigentlichen Zusammenhang zwischen spezieller Rela
tivitatstheorie und Quantenmechanik. Die Auswirkungen der einen 
konnen ohne die der anderen diskutiert werden. Es ist deshalb von 
betrachtlieher praktischer Wichtigkeit, die Anderungen in der For- 
mulierung der klassischen Mechanik zu untersuchen. die durch die 
spezielle Relativitatstheorie gefordert werden.

Es ist jedoch nicht beabsichtigt, eine umfassende Diskussion der 
speziellen Relativitatstheorie und ihrer Konsequenzen darzulegen. 
Wir wollen uns nicht allzusehr fiir die Ereignisse und Experimente 
interessieren, die zur Konstruktion der Theorie fuhrten, noch weniger 
fur ihren philosophischen Gehalt, ihre scheinbaren Paradoxa, ,,die 
dem gesunden Menschenverstand spotten” . Die Betonung wird viel- 
mehr auf der Frage liegen, wie die spezielle Relativitatstheorie in das 
Gebaude der klassischen Mechanik einzufugen ist, und es soil von der 
Theorie nur so viel gebracht werden, wie zur Beantwortung dieser 
Frage notwendig ist.

6 - i  D a s  g r u n d le g e n d e  P r o g r a m m  d e r  s p e z ie l le n  R e la t iv i t a t s th e o r ie

I n  d e n  D is k u s s io n e n  d e s  v o r h e r g e h e n d e n  K a p i t e l s  w u r d e  h a u f ig  v o n

B e g r i f f e n  w ie  , , r a u m l i c h e s  S y s t e m ”  o d e r  , , r a u m f e s t e s  S y s t e m ”  G e -
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brauch gemacht. Unter diesen Begriffen haben wir nicht mehr als cin 
Inertialsystem verstanden, in dem das NEWTONsche Bewegungsgesetz

F = ma (6-1)

giiltig ist. Ein System, das in einem Korper fixiert ist, der sich bezlig- 
lich eines Inertialsystems dreht, hat nicht diese Eigenschaft. Man ηιυβ 
zu (6-1) Terme addieren, die die Wirkung der Drehung beschreiben. 
Andererseits scheint ein System, das sich gleichformig beziiglich eines 
,,Raumsystems” bewegt, selbst ein Inertialsystem zu sein. Wenn r7 
einen Radiusvektor vom Ursprung des zweiten Systems zu einem ge- 
gebenen Punkt und r den entsprechenden Vektor im ersten System 
darstellen, vgl. Abb. 6-1, dann scheint es offenbar so zu sein, daB diese 
zwei Vektoren durch die Beziehung

r' = r -  vt (6-2)
miteinander verkniipft sind. Da die Relativgeschwindigkeit konstant

ist, lautet die zeitliche Ableitung der 
Gl. (6-2)

r  «  t  -  v. (6-3)

Eine weitere Differentiation ergibt
a' = a. (6-4)

so  d aB  d ie  B e s c h le u n ig u n g  in  b e id e n  
S y s te m e n  g le ic h  i s t .  W e n n  d a s  N e w - 
TO N sche G e s e tz  G l. (6-1) in  e in e m  
S y s te m  g i l t ,  s o l l te  e s  a u c h  in  d e m  
a n d e r e n  g e l t e n .

A bb. 6-1. I llu s tra tio n  d e r Ga- Andererseits sagt die durch die Gl. 
LiLEischen T ran sfo rm atio n . (6-2) und (6-4) dargestellte Transfor
mation, die GALiLEisc/ie Transformation genannt wird, daB die Licht- 
geschwindigkeit in den zwei Systemen verschieden sein sollte. Nehmen 
wir an, im Ursprung des ungestrichenen Systems befinde sich eine 
Lichtquelle, die spharische Wellen aussendet, die sich mit der Ge- 
schwindJgkeit c fortpflanzen. Der Radiusvektor r sei der Ortsvektor 
eines Punktes auf einer gegebenen Wellenflache. Dann ist die Ge- 
schwindigkeit des Punktes auf der Wellenflache im ungestrichenen 
System t  = cn. n ist ein Einheitsvektor langs r- Nach (6-2) ist jedoch 
die entsprechende Wellengeschwindigkeit im gestrichenen System 
t* = cn — v. In dem System, das sich beziiglich der Lichtquelle be
wegt, wird der Betrag der Wellengeschwindigkeit im allgemeinen 
nicht gleich c sein; wegen der Richtungsabhangigkeit der Wellen
geschwindigkeit werden die Wellen nicht mehr spharisch sein.
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E in e  g roB e A n z a h l  v o n  U n te r s u c h u n g e n ,  b e s o n d e r s  d ie  b e r i i h m te n  
E x p e r im e n te  v o n  M i c h e l s o n  u n d  M o r l e y , h a b e n  g e z e ig t ,  d aB  d ie  
L ic h tg e s c h w in d ig k e i t  in  a l ie n  R ic h tu n g e n  im m e r  g le ic h  i s t ,  u n d  d aB  
sie  u n a b h a n g ig  v o n  d e n  r e l a t i v e n  g le ic h fo rm ig e n  B e w e g u n g e n  d e s  
B e o b a c h te r s ,  d e s  u b e r t r a g e n d e n  M e d iu m s  u n d  d e r  L ic h tq u e l le  i s t .  D ie  
G A L iL E ische T r a n s f o r m a t io n  k a n n  d e s h a lb  n i c h t  r i c h t ig  s e in  u n d  m u B  
d u r c h  e in e  a n d e r e ,  d ie  L o r e n t z -Transform ation, e r s e t z t  w e rd e n , d ie  d ie  
L ic h tg e s c h w in d ig k e i t  in  a l ie n  S y s te m e n  e r h a l t .  E i n s t e i n  z e ig te ,  d aB  
e in e  so lc h e  T r a n s f o r m a t io n  d ie  R e v is io n  d e r  g e w o h n te n  B e g rif fe  v o n  
Z e i t  u n d  G le ic h z e i t ig k e i t  e r f o r d e r t .  E r  g in g  n o c h  w e i te r ;  a u s  d e r  e x p e r i -  
m e n te l le n  T a ts a c h e ,  d aB  d ie  L ic h tg e s c h w in d ig k e i t  in  a l i e n  S y s te m e n  
k o n s t a n t  i s t ,  v e ra l lg e m e in e r te  e r  a ls  g r u n d le g e n d e s  P o s t u l a t ,  d a B  alle 
k o n s t a n t  is t ,  v e ra l lg e m e in e r t  e r  a ls  g r u n d le g e n d e s  P o s t u l a t ,  d a B  alle 
E r s c h e in u n g e n  d e r  P h y s ik  in  a l ie n  g le ic h fo rm ig  b e w e g te n  S y s te m e n  
g le ic h  e rs c h e in e n . D ie se s  so g . A quivalenzpostu lat b e h a u p t e t ,  d aB  e s  im  
S in n e  e in e r  p h y s ik a l i s c h e n  M e ss u n g  u n m o g lic h  i s t ,  e in  K o o r d in a t e n -  
s y s te m  a ls  w irk l ic h  , , s t a t i o n a r ”  o d e r  ,,g le ic h f o r m ig  b e w e g t”  z u  k e n n -  
z e ic h n e n ;  m a n  k a n n  n u r  sc h lie B e n , d aB  s ic h  z w e i S y s te m e  relativ  
z u e in a n d e r  b e w e g e n . S o m it  m iis s e n  M e s s u n g e n , d ie  v o l l s t a n d ig  inner- 
halb e in e s  g e g e b e n e n  S y s te m s  g e m a c h t  w e rd e n , u n g e e ig n e t  s e in , d a s  
S y s te m  v o n  a l ie n  a n d e r e n  z u  u n te r s c h e id e n ,  d ie  s ic h  ih m  g e g e n u b e r  
g le ic h fo rm ig  b e w e g e n . D a s  A q u iv a le n z p o s tu la t  f o r d e r t ,  d aB  a l le  p h y s i 
k a lis c h e n  G e se tz e  f u r  a lle  g le ic h fo rm ig  b e w e g te n  S y s te m e  in  id e n t i s c h e r  
W e ise  a u s g e d r i ic k t  w e rd e n  m iis s e n . D ie  B e h a u p t u n g  z u m  B e is p ie l ,  d a B  
d ie  L ic h tg e s c h w in d ig k e i t  i ib e r a l l  c i s t ,  b e d e u t e t ,  d aB  e in e  W e lle n -  
g le ic h u n g  d e r  F o r m

V2E  — I  —  =  o 
c2 dP  υ

d ie  L ic h tf o r tp f la n z u n g  in  a l ie n  S y s te m e n  b e s c h r e ib t .
Wir haben gesehen, daB die NEWTONschen Bewegungsgleichungen 

nur gegenuber einer G A L iL E ischen  Transformation forminvariant sind, 
von der wir aber wissen, daB sie nicht richtig ist. Es ist deshalb a priori 
auBerordentlich wahrscheinlich, daB die NEWTONschen Bewegungs
gleichungen und vielleicht andere gemeinhin akzeptierte Gesetze der 
Physik gegenuber einer korrekten LoRENTz-Transformation ihre Form 
nicht beibehalten. Das Aquivalenzpostulat behauptet, daB solche 
Gesetze ungenaue Darstellungen der experimentellen Erscheinungen 
sind und auf geeignete Weise ihrer Form nach so verallgemeinert 
werden miissen, daB sie die richtigen Transformationseigenschaften 
haben. Natiirlich mussen die Verallgemeinerungen so sein, daB sie sich 
fur Geschwindigkeiten, die viel kleiner als die des Lichtes sind, fur die



also die GALiLEische Transformation naherungsweise richtig ist, auf die 
gewohnten Formen zuriickfuhren lassen.

D a s  P r o g r a m m  d e r  sp e z ie lle n  R e la t i v i t a t s th e o r i e  i s t  d e s h a lb  e in  
z w e ifa c h e s . Z u e r s t  m uB  e in e  T r a n s f o r m a t io n  z w isc h e n  zw ei g le ic h -  
f o r m ig  b e w e g te n  S y s te m e n  g e w o n n e n  w e rd e n , d ie  d ie  L ic h tg e sc h w in -  
d ig k e i t  e r h a l t .  Z w e ite n s  m u s s e n  d ie  G e se tz e  d e r  P h y s ik  b e z u g lic h  ih re r  
T r a n s f o r m a t io n s e ig e n s c h a f te n  g e g e n i ib e r  d ie s e r  L oR E N T Z -T ransfo r- 
m a t io n  x ib e rp ru f t  w e rd e n . D ie  G e se tz e , d e re n  F o rm  n ic h t  in v a r ia n t  
i s t ,  s in d  so  zu  v e ra l lg e m e in e r n ,  daB  sie  d e m  A q u iv a le n z p o s tu la t  ge- 
n i ig e n .  E in  r e i c h h a l t ig e r  e x p e r im e n te l le r  N a c h w e is  w u rd e  b is h e r  fu r  
d a s  p h y s ik a l i s c h e  B ild  e r h a l t e n ,  d a s  s ic h  a u s  d ie s e m  P r o g r a m m  e rg ib t ,  
u n d  l e t z t e n  E n d e s  i s t  d a s  d ie  e in z ig e  R e c h t f e r t ig u n g ,  d ie  f u r  E in s t e in s  
g r u n d le g e n d e  A n n a h m e n  n o tw e n d ig  is t .
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6 -2  D ie  L o r e n tz t r a n s f o r m a t io n

B e t r a c h t e n  w ir  z w e i g le ic h fo rm ig  b e w e g te  S y s te m e , d e re n  U r-  
s p r i in g e  z u r  Z e i t  t =  0  z u s a m m e n fa l le n .  Z u  d ie se m  Z e i tp u n k t  s t r a h le  
e in e  im  U r s p r u n g  d e s  u n g e s t r ic h e n e n  S y s te m s  b e fe s t ig te  L ic h tq u e l le  
e in e n  L ic h tb l i t z  a u s .  E in  B e o b a c h te r ,  d e r  s ic h  b e z u g lic h  d ie se s  S y s te m s  
in  R u h e  b e f in d e t ,  w ird  n a tu r l i c h  e in e  s ic h  a u s b r e i te n d e  K u g e lw e lle  
s e h e n , d ie  m i t  d e r  G e s c h w in d ig k e i t  c f o r t s c h r e i te t .  D ie  G le ic h u n g  d e r  
b e o b a c h te te n  W e l le n f r o n t  l a u t e t :

x 2 +  y2 +  r2 =  c*^. (6»5)

A b e r  d a s  e x p e r im e n te l le  F a k t u m  d e r  I n v a r i a n z  d e r  L ic h tg e sc h w in d ig -  
k e i t  b e d e u te t ,  d aB  e in  B e o b a c h te r  in  d e m  S y s te m , d a s  s ich  b e z u g lic h  
d e r  L ic h tq u e l le  b e w e g t ,  d a s  L ic h t  a u c h  so  s ie h t ,  a ls  b r e i te  e s  s ic h  a ls  
s p h a r is c h e  W e lle  u n i  seinen  U r s p r u n g  a u s . D ie  e n ts p r e c h e n d e  G le ic h u n g  
d e r  W e l le n f ro n t  l a u t e t :

* '2 +  y'2 +  2'2 =  c2/ '2. (6 -6 )

I n d e m  m a n  e in e n  S t r ic h  a n  d a s  s e tz t ,  e r k e n n t  m a n  a u s d ru c k l ic h  d ie  
M o g lich k e it- a n ,  d aB  s ic h  d ie  Z e i ts k a la  a u c h  t r a n s f o r m ie r t ,  w e n n  m a n  
v o n  e in e m  S y s te m  z u m  a n d e r e n  u b e rg e h t  A u s fu h r l ic h e r  g e s a g t ,  d ie  
g e w iin s c h te  T r a n s f o r m a t io n ,  d ie  G l. (6-5) in  G l. (6 -6 ) u b e r f u h r t ,  k a n n  
e s  e r f o r d e r l ic h  m a c h e n , daB  d e r  Z e i ta b s c h n i t t  z w isc h e n  zw ei E re ig -  
n is s e n  v o m  B e z u g s s y s te in  d e s  B e o b a c h te r s  a b h a n g t .  W e g e n  d e r  G l. 
(6 -5 ) u n d  (6 -6 ) m uB  d ie  g e w iin s c h te  T r a n s f o r m a t io n  d e r a r t  se in , d aB

x2 +  y 2 +  z2 -  c2*2 =  x '2 +  y '2 +  z'2 -  c2/'2. (6-7)

D ie se  B e d in g u n g  e r in n e r t  a n  d ie  D e f in i t io n  e in e r  o r th o g o n a le n  T r a n s 
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f o r m a t io n  G l. (4 -13 ), in s b e s o n d e re  w e n n  m a n  x xx^cz f u r  x yz  s c h r e ib t ,  
so  d aB  G l. (6 -7 ) fo lg e n d e rm a B e n  l a u t e t :

2 * ?  -  οΨ =  ^ c ' ,2 -  <?t'2 (6 -7 ')
<=1 i= l

D e r  V e rg le ic h  d e r  F o r m  v o n  G l. (6 -7 ')  m i t  d e r  v o n  G l. (4 -1 3 ) l e g t  
n a h e ,  f o r m a l  e in e  v ie r te ,  im a g in a r e  K o o r d in a t e  i d  =  x4 e in z u f u h r e n ,  
u m  e in e  n o c h  d e u t l ic h e r e  A h n l ic h k e i t  m i t  r a u m l ic h e n  o r th o g o n a le n  
T r a n s f o r m a t io n e n  z u  e r h a l t e n :

(6 -8 )
M=1

Gl. (6-8) zeigt, daB die gesuchte Transformation einer Drehung in 
in einem vierdimensionalen Raume entspricht, der aus den drei Dimen- 
sionen des gewohnlichen Raumes und einer vierten, imaginaren D i
mension besteht, die proportional der Zeit ist. Dieser Raum wird 
W elt-Raum  oder MniKowsKi-ita^m genannt. Die LoRENTZ-Transfor- 
mationen sind deshalb einfaeh die orthogonalen Transformationen des 
MiNKOwsKi-Raumes. Die im IV. Kapitel fur raumliche, orthogonale 
Transformationen entwickelten mathematischen Verfahren sind auto- 
matisch auch bei der Diskussion der LoRENTZ-Transformation anwend- 
bar.

Selbstverstandlieh ist eine raumliche Drehung zwischen zwei 
Systemen, die zueinander in Ruhe sind, als eine Unterklasse der 
LoRENTZ-Transformation mit eingeschlossen. Wir werden von einer 
reinen LoRENTZ-Transformation sprechen, wenn sie keine raumliche 
Drehung enthalt, sondern sich nur mit gleichformig bewegten Syste
men befaBt, deren Achsen parallel sind. Es ist auch ohne ausfiihrlichen 
Beweis1 einzusehen, daB eine allgemeine LoRENTZ-Transformation das 
Produkt aus einer Raumdrehung und einer reinen LoRENTZ-Transfor- 
mation ist. Weiterhin bedeutet es keine Einschrankung der Allgemein- 
heit, die Richtung der Geschwindigkeit v zwischen den beiden Syste
men langs einer der Achsen, etwa der ar3-Achse zu legen. Unabhangig 
von der Richtung von v kann man eine gewohnliche Raumdrehung 
der Koordinatenachsen stets so ausfuhren, daB die ayAchse mit der 
Richtxmg von v zusammenfallt. Es wird deshalb ausreichend sein, die 
Matrixelemente der Transformation zwischen x  und x  zu bestim- 
men:

χ'μ =  (6 -9 )
_______________  1

1 Siehe R . Becker, Theorie der Elektrizitat, B d . I I ,  6. A ufl., L eipzig  1933, 
S .287 .
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u n d  z w a r  n u r  f u r  e in e  r e in e  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  m i t  d e r  G e sc h w in -  
d ig k e i t  v  la n g s  d e r  R ic h tu n g  v o n  X3 .1 D ie  M a tr ix e le m e n te  m xissen 
n a t i i r l i c h  d e r  g le ic h e n  A r t  v o n  O r th o g o n a l i ta t s b e d in g u n g e n  g e n u g e n , 
d ie  f u r  r a u m l ic h e  D r e h u n g e n  (v g l. G l. (4 -37 )) g e l te n :

=  δΜλ. (6 - 10 )

J e d o c h  a n d e r s  a ls  b e i d e r  r a u m l ic h e n  o r th o g o n a le n  T r a n s f o r m a t io n  
s in d  d ie  M a t r ix e le m e n te  j e t z t  n i c h t  a lle  r e e l l .  D a  d ie  K o o r d in a te n  
x'xX̂ Xz r e e l l  b le ib e n  m iis s e n , i s t  e s  e r fo rd e r l ic h ,  daB  d ie  E le m e n te  0*4 
f u r  i  — 1, 2 , 3 im a g in a r  s in d .  A h n lic h  v e rla n g t. d ie  im a g in a re  N a t u r  
v o n  x£, d a B  d ie  E le m e n te  an  im a g in a r  s in d , w a h r e n d a ^ r e e l l  se in  m uB .

D ie  R ic h tu n g e n  s e n k r e c h t  z u r  B e w e g u n g  b le ib e n  o f fe n s ic h tlic h  
d u r c h  d ie  T r a n s f o r m a t io n  u n b e e in f lu B t,

= Xu ύ = x»9
d e n n  sie  n e h m e n  n i c h t  a n  d e r  B e w e g u n g  te i l  u n d  s in d  w irk lic h  in  
R u h e .  N u r  d ie  K o o r d in a te n  x 3 u n d  x 4 e r fo rd e rn  e in e  A n d e ru n g  b e i d e r  
T r a n s f o r m a t io n  v o n  e in e m  S y s te m  a u f  d a s  a n d e r e .  M a n  k a n n  a u c h  a u s  
q u a l i t a t iv e n  A r g u m e n te n  e rk e n n e n ,  daB  w e d e r  x£ n o c h  x\ d ie  W e r te  
v o n  Xj o d e r  x 2 e n t h a l t e n  w e rd e n . K e in  O r t  in  d e r  x ^ j - E b e n e  k a n n  
a u s  p h y s ik a l i s c h e n  G r i in d e n  n o tw e n d ig  a ls  U r s p r u n g  d e s  K o o rd i-  
n a te n s y s te m s  b e v o rz u g t  w e rd e n . M a n  k a n n  o f fe n s ic h tl ic h  d e n  U r-  
s p r u n g  z u  je d e m  P u n k t  in  d e r  x 1x 2-E b e n e  v e rs c h ie b e n , o h n e  d ie  t r a n s -  
f o r m ie r te n  W e r te  v o n  x j u n d  x j z u  b e e in f lu s se n . E in e  so lc h e  V e rsc h ie -  
b u n g  w ird  a b e r  d ie  W e r te  v o n  x x u n d  x 2 b e e in f lu s se n , u n d  d e s h a lb  
d i ir f e n  d ie s e  K o o r d in a t e n  n i c h t  in  d e n  T ra n s fo rm a t io n s g le ic h u n g e n  
f u r  X3 u n d  x j a u f t r e t e n .  In f o lg e  d ie s e r  V e re in fa c h u n g e n  k a n n  d ie  
M a t r ix  f i i r  d ie  r e in e  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

1 0  0  0
0  1 0  0
0  0  α «  a»4
0  0  a «

D ie  O r th o g o n a l i t& ts b e d in g u n g e n  l ie fe rn  d r e i  B e d in g u n g e n , d ie  d ie  v ie r  
M a t r ix e le m e n te  v e r k n i ip f e n :

ajj +  aL
«43 +  4̂4

d itd i i  +  aua**

1,
1,
0.

(6 -11)

* Es ist gebrauchlich geworden, griechische Buchstaben μ, pt X usw. fQr In- 
dizee zu verwenden, die von 1 bis 4 laufen, und lateiniachet, j ,  k  usw., wenn der
Bereich von 1 bis 3 geht. Diesem Brauoh soil von jetzt an gefolgt werden.
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E in e  v ie r t e  B e d in g u n g  i s t  n o c h  n o t ig ,  u m  d ie  i ib r ig e n  E le m e n te  e in -  
d e u t ig  z u  b e s t im m e n . S ie  k a n n  a u s  d e r  B e o b a c h tu n g  g e w o n n e n  w e rd e n , 
d aB  s ic h  d e r  U r s p r u n g  d e s  g e s t r ie h e n e n  S y s te m s  (xf3 — 0 ) g le ie h fo rm ig  
la n g s  d e r  a;3-A e h se  b e w e g t ,  so  d aB  z u r  Z e i t  t s e in e  a;3- K o o r d in a te  
g le ic h  vi i s t :

Xz =  vt =  —ζβχ 4,
w o b e i

β  =  v/c. (6 -12 )

M it H ilfe  d e r  M a t r ix e le m e n te  k a n n  d ie s e  B e d in g u n g  g e s e h r ie b e n  w e r 
d e n , in d e m  m a n  s a g t ,  d aB  d e r  U r s p r u n g  d e s  g e s t r ie h e n e n  S y s te m s  
g e g e b e n  i s t  d u r c h :

x'z =  ζ 4(α34 — ίβα33) =  0

o d e r
«34 “  ίβ&ΖΖ·

D ie  e r s te  d e r  O r th o g o n a l i ta t s b e d in g u n g e n  (6 - 11 ) la B t  s ic h  d a n n  v e r -  
e in f a c h e n :

a U  1 “  β2) =  1
o d e r

u n d  fo lg lic h

a>zz
1

V i  -  p

«34
ίβ

V l  -  /32

(6-13)

(6-14)

W ir  b e m e rk e n , d a b  a33 r e e l l  u n d  a34 im a g in a r  i s t ,  w ie  d u r c h  d ie  R e a l i -  
t a t s b e d in g u n g  f u r  d ie  M a t r ix e le m e n te  g e f o r d e r t  w ird .

D ie  v e rb le ib e n d e n  zw e i E le m e n te  k a n n  m a n  d a d u r c h  e r h a l te n ,  d a b  
m a n  d ie  l e t z t e  d e r  G l. (6 - 11 ) n a c h  a 43 a u f l o s t :

dZ4 · λ
«43 = — « 4 4 ------ip(Z44,

«33

d a s  E r g e b n is  in  d ie  z w e ite  O r th o g o n a l i t a t s b e d in g u n g  e in s e t z t  u n d  
n a c h  a 44 a u f l o s t :

a “  =  ν τ = ϊ ?

D a s  v ie r te  M a t r ix e le m e n t  i s t  d a n n

- t f l
043 -  v r r j ;

M it  d ie s e n  W e r te n  f i i r  d ie  v ie r  E le m e n te  h a t  d ie  M a t r ix  d e r  L orentz-
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T r a n s f o r m a t io n  d ie  F o r m  :3

0

0 0

0 0

0
0
1

0
0
ιβ

ν Γ - 0 2 V i  -  β 2
- ι β  1

(6 -15)

V i  -  β2 V \  -  β2,

W ir  s te l le n  f e s t ,  d aB  d ie  v o l ls ta n d ig e  M a tr ix  c in e  U n te r m a t r ix  e n t-  
h a l t ,  d ie  d ie s e lb e  F o r m  h a t  w ie  d ie  M a tr ix  f u r  c in e  D re h u n g  in  d e r

® ^ e n e :  /  cos φ s in  φ\
\ — sin  Φ cos Φ)

T a ts a c h l ic h  s t e l l t  d ie  M a tr ix  (6 -15) e in e  D r e h u n g  in  d e r  a ^ - E b e n e  
d a r ,  d e r  D re h w in k e l  i s t  a b e r  im a g in a r ,  d e n n  hier ist

00δψ  =  7 Γ ^ ·  (6 ' 16)
D a s  i s t  g ro B e r  a ls  E in s .

D ie  G le ic h u n g e n  d e r  LoRENTZ-Transformation konnen auch folgen- 
d e rm a B e n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

x f =  x ,

y ' = y,
, _  z — vt

* “  V l  -  (6 -17)

V l  -  β2
D ie  in v e r s e  T r a n s f o r m a t io n  v o n  x ' z u r i ic k  n a c h  χμ k a n n  d a d u r c h  e rh a l-  
t e n  w e rd e n , d aB  m a n  e in fa c h  d ie  M a tr ix  (6 -15) t r a n s p o n ie r t .  A u s  d e r  
F o r m  d e r  M a tr ix  is t  zu  s e h e n , d aB  s ic h  d ie  in v e rs e n  G le ic h u n g e n  v o n  
(6 -1 7 ) n u r  d u r c h  e in e  A n d e r u n g  im  V o rz e ic h e n  v o n  v u n te r s c h e id e n . 
D ie se s  E r g e b n is  is t  a u s  r e in  p h y s ik a l is c h e n  G r iin d e n  zu  e r w a r te n ,  d a  
s ic h  d a s  u n g e s t r ic h e n e  S y s te m  r e la t iv  z u m  g e s tr ic h e n e n  m it  d e r  G e- 
s c h w in d ig k e i t  — v b e w e g t.

D e r  f l i r  d ie  g e w o h n te n  V o rs te l lu n g e n  a m  p a r a d o x e s te n  e rs c h e in e n d e  
A s p e k t  i s t  in  d e r  B e z ie h u n g  z w isc h e n  t  u n d  t ’ e n th a l t e n .  Z w ei E re ig -  
n is s e , d ie  s ic h  z u r  g le ic h e n  Z e i t  a n  zw ei v e rs c h ie d e n e n  R a u m p u n k te n

8 F iir a 44 u n d  a „  w urdo die positive Q uadratw urzel gew ahlt, d am it sich d ie 
M atrix  a u f  d ie  E in h e itsm a trix  fu r β  —► 0 reduziert. W ir sind n u r an  eigentlichen 
L o r en tz-Transform ationon , m it d e r D eterm inan te  -f 1, in teressiert.
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im  u n g e s t r ic h e n e n  S y s te m  e re ig n e n , w e r d e n  B e o b a e h te r n  im  g e -  
s t r ic h e n e n  S y s te m  n ic h t  a ls  g le ic h z e i t ig  e r s c h e in e n . D a s  i s t  e in e  F o lg e  
d e s  T e rm s  vz/c2 in  d e r  G le ic h u n g  f u r  V. E s  i s t  n i c h t  u n s e re  A b s ic h t ,  h ie r  
e in e  p h y s ik a lis c h e  D is k u s s io n  d ie s e r  u n d  a h n l ic h e r  s c h e in b a r e r  P a r a -  
d o x a 4 z u  f u h r e n ,  a b e r  e r w a h n t  w e rd e n  m iis s e n  zw ei b e r i ih m te  K o n s e -  
q u e n z e n  d e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n e n  -  d ie  L o r e n t z - F i t z g e r a l d - 
s e h e  L a n g e n k o n t r a k t io n  u n d  d ie  D i l a t a t i o n  d e r  Z e i ts k a le n .

B e t r a c h te n  w ir  e in e n  s t a r r e n  S ta b ,  d e r  b e z iig l ic h  d e s  u n g e s t r ic h e n e n  
S y s te m s  in  R u h e  i s t  u n d  la n g s  d e r  z -A eh se  l ie g t .  E r  h a b e  d ie  L a n g e  
l =  z2 —  z v  E in  b e w e g te r  B e o b a c h te r  m iB t d ie  L a n g e  d e s  S ta b e s ,  in -  
d e m  e r  d ie  L a g e  d e r  b e id e n  E n d p u n k t e  z[ u n d  z2 in  s e in e m  S y s te m  z u  
e in e m  Z e i tp u n k t  V lo k a l is ie r t .  A u s  d e n  in v e r s e n  G le ic h u n g e n  f in d e n  w ir

z\ +  vt
V l -  β2
zi +  vt

V l  -  β2
so  d aB  d ie  s c h e in b a r e  L a n g e

z'2 -  ζ'ι =  W l  -  β* (6 -1 8 )

is t ,  D e r  S ta b  e r s c h e in t  d e m  b e w e g te n  B e o b a c h te r  u m  d e n  F a k t o r  
V l  — β 2 v e r k i i r z t .  D ie se s  E r g e b n is  i s t  d ie  G r u n d la g e  f u r  d ie  b e r i ih m te  
LoRENTZ-FiTZGERALDsche K o n t r a k t io n s h y p o th e s c .  M a n  b e a c h te :  e s  
i s t  n i c h t  z w e c k m a B ig , h ie r  d ie  d i r e k te n  G L  (6 -1 7 ) zu  v e rw e n d e n ,  d e n n  
o b w o h l b e id e  E n d e n  z u r  g le ic h e n  Z e i t  t f g e m e s s e n  w e r d e n ,  s i n d d a s k e i n e  
g le ic h z e it ig e n  E re ig n is s e  im  u n g e s t r ic h e n e n  S y s te m , d a  s ie  a n  v e r -  
s c h ie d e n e n  P u n k t e n  z 1 u n d  z2 e r fo lg e n .

N e h m e n  w ir  a n ,  e in e  U h r  w e rd e  im  u n g e s t r ic h e n e n  S y s te m  a n  e in e n  
P u n k t  z 1 g e s e tz t .  Z u r  Z e i t  t v  n a c h  d ie s e r  U h r ,  b e m c r k t  e in  B e o b a c h te r ,  
d e r  s ic h  in  d ie s e m  P u n k t ,  je d o c h  im  b e w e g te n  S y s te m  b e f in d e t ,  e in e  Z e i t

t[ =

VZ\
h ------ r______ c2

V l  -  β2*

Z u r  Z e i t  t2 f in d e t  e in  a h n l ic h e r  B e o b a c h te r  in  s e in e m  S y s te m  d ie  Z e i t

ti =

4 VZi
h .------ r______
V l -  /32’

so  d a 6  d a s  s c h e in b a r e  Z e i t in te r v a l l

4 Solche D iskussionen sind  zu  finden bei P . B e r g m a n n , An Introduction to the 
Theory of Relativity, N ew  Y o rk  1942, u n d  R . B e c k e r , op. e it.
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u. — u
V i -  p (6-19)

i s t .  W e n n  n a c h  d e r  s t a t i o n a r e n  U h r  e in e  S tu n d e  v e rg a n g e n  i s t ,  f in d e t  

d e r  b e w e g te  B e o b a c h te r ,  daB  a u f  s e in e r  U h r  ■ — S tu n d e n  v e r 

g a n g e n  s in d .  E r  w ird  s a g e n , d ie  s t a t i o n a r e  U h r  g e h e  la n g s a m e r ,  sic 
g e h e  n a c h  ; d e s h a lb  h a t  m a n  d ie s e m  P h a n o m e n  d e n  N a m e n  ,,Z e it-  
d i l a t a t i o n ”  g e g e b e n . E s  so il a b e r  n a c h d r u c k l ic h  b e  to n  t  w e rd e n , daB  
B e o b a c h te r  im  u n g e s t r ic h e n e n  S y s te m , d ie  d ie  G e s c h w in d ig k e it  e in e r  
U h r  p r i if e n ,  d ie  f e s t  im  g e s t r ic h e n e n  S y s te m  is t ,  c b c n fa l ls  zu  d e m  
S c h lu B  k o m m e n , d aB  d ie  U h r  im  V e rg le ic h  zn  ih r e r  la n g s a m e r  la u f t .  
D ie  g le ic h e  F e s t s t e l lu n g  g i l t  f u r  d ie  L o R E N T Z -K o n tra k tio n ; e in  B e 
o b a c h te r  im  u n g e s t r ic h e n e n  S y s te m  b e o b a c h te t  d ie  g le ic h e  K o n -  
t r a k t i o n  (6 -18) v o n  O b je k te n ,  d ie  fe s t im  g e s t r ic h e n e n  S y s te m  s in d . 
S o m it  i s t  k e in  S y s te m  a ls  s t a t i o n a r e s  u n d  d a s  a n d e r e  a ls  bew eg t.es 
a u s g e z e ic h n e t  -  d ie  B e w e g u n g  is t  n u r  r e l a t i v ;  a l le  (g le ic h fo rm ig  b e- 
w e g te n )  S y s te m e  s in d  v o llig  g le ic h w e r t ig .

D ie  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  z e ig t  a u c h , daB  es k e in e  R e la t iv g e -  
s c h w in d ig k e i t  g ib t ,  d ie  g ro B e r  a ls  c i s t .  H a t t e  e in  K o r p e r  b e z iig lic h  
e in e s  g e g e b e n e n  S y s te m s  e in e  so lc h e  G e s c h w in d ig k e i t ,  d a n n  s o ll te  e s  
m o g lic h  s e in , v o m  B e z u g s s y s te m  a u f  d a s  S y s te m , in  d e m  d e r  K o r p e r  
in  R u h e  i s t ,  im  S in n e  e in e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  z u  t r a n s fo r m ie r e n .  
A b e r  e in e  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  a u f  re e lle  K o o r d in a te n s y s te m e  i s t  
n ic h t  m o g lic h , w e n n  β > 1  is t .  D a s  z e ig t, daB  G e s c h w in d ig k e ite n  g ro B er 
a ls  d ie  L ic h tg e s c h w in d ig k e i t  n ic h t  a u f t r e t e n  k o n n e n .

M a n  k o n n te  m e in e n , d aB  e s  m o g lic h  is t ,  e in e  G e s c h w in d ig k e it  g ro B er 
a ls  c d u r c h  e in e  F o lg e  v o n  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n e n  z u  e r h a l te n .  S o  
k o n n te  m a n  v e r s u c h e n , v o n  e in e m  S y s te m  a u f  e in  z w e ite s  zu  t r a n s f o r 
m ie re n , d a s  s ic h  m i t  e in e r  R e la t iv g e s c h w in d ig k e i t  v x >  c /2  bew egt·, 
u n d  d a n n  v o n  d ie s e m  a u f  e in  d r i t t e s  S y s te m  zu  t r a n s fo r m ie r e n ,  d a s  s ich  
p a r a l le l  zu  v , m i t  e in e r  G e s c h w in d ig k e it  v2, e b e n fa l ls  g ro B er a ls  c /2 , 
r e l a t i v  z u m  z w e ite n  b e w e g t .  U n g li ic k lic h e rw e is e  is t  d ie  G e sc h w in d ig 
k e i t  d e s  d r i t t e n  S y s te m s  r e l a t i v  z u m  e r s te n  n ic h t  e in fa c h  d u rc h  vx - f  v2 
g e g e b e n . M a n  k a n n  d ie  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n e n  v o m  e r s te n  z u m  
d r i t t e n  S y s te m  d i r c k t  f in d e n , in d e m  m a n  d ie  M a tr iz e n  d e r  b e id e n  e in -  
z e ln e n  T r a n s f o r m a t io n e n  m u l t ip l iz ie r t .  M a n  f in d e t  d a n n ,  daB  d ie  
g e s a m te  T r a n s f o r m a t io n  e in e r  G e s c h w in d ig k e i t  v3 e n ts p r ic h t ,  d ie  
d u r c h  d a s  s o g e n a n n te  E iN S T E iN sche A d d i t io n s th e o r e m  d e r  G e sc h w in 
d ig k e i te n  g e g e b e n  i s t : Vl ^
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o d e r
=  f t  "f" f t

1 +  ftjft
(6 -20)

M a n  s ie h t ,  d a B f t  s t e t s  k le in e r  a ls  E in s  b le ib t .  D e r  B e w e is  v o n  (6 -2 0 ) 
w ird  a ls  tT b u n g  g e g e b e n .

6 -3  K o v a r ia n te  v ie rd im e n s io n a le  F o r m u l ie r u n g e n

N a c h d e m  w ir  d ie  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  e r h a l t e n  h a b e n ,  u m  d ie  
in k o r r e k te  G A LiL Eische T r a n s f o r m a t io n  z u  e r s e tz e n ,  k o n n e n  w ir  n u n  
z u m  z w e ite n  S c h r i t t  u b e r g e h e n  u n d  f o r d e r n ,  d aB  d ie  G e s e tz e  d e r  M e- 
c h a n ik ,  w ie  d ie  d e r  g e s a m te n  P h y s ik ,  in  a l ie n  g le ic h fo rm ig  b e w e g te n  
S y s te m e n  d ie  g le ie h e  F o r m  h a b e n  s o lle n . D ie  P r i i f u n g  d e r  G e s e tz e  
d e r  P h y s ik  a u f  F o r m in v a r ia n z  g e g e n i ib e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  
w ird  s e h r  e r l e ic h te r t ,  w e n n  m a n  sie  in  A u s d r i ic k e n  d e s  v ie rd im e n s io -  
n a le n  R a u m e s  s c h r e ib t ,  d e r  im  v o r ig e n  A b s e h n i t t  e in g e f i ih r t  w u r d e .  
W ir  w e rd e n  z e ig e n , d aB  es d a n n  t a t s a e h l i c h  m o g lie h  i s t ,  d ie  L o r e n t z - 
I n v a r i a n z  e in e r  g e g e b e n e n  G le ic h u n g  l e ic h t  z u  e r k e n n e n .

D ie  F o r m in v a r ia n z  g e g e n i ib e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  i s t  n i c h t  d ie  
e in z ig e  in v a r i a n t e  E ig e n s c h a f t ,  d ie  v o n  p h y s ik a l i s c h e n  G e s e tz e n  g e - 
f o r d e r t  w ird . S e lb s tv e r s ta n d l ic h  k a n n  d e r  p h y s ik a l i s c h e  I n h a l t  e in e r  
g e g e b e n e n  B e z ie h u n g  n i c h t  d u r c h  d ie  s p e z ie l le  O r ie n t ie r u n g  b e e in -  
flu B t w e rd e n , d ie  m a n  f u r  d ie  R a u m a c h s e n  g e w a h l t  h a t  ; d ie  G e s e tz e  
d e r  P h y s ik  m u s s e n  a u c h  f o r m in v a r ia n t  g e g e n i ib e r  D r e h u n g e n ,  d .h .  
r a u m lic h e n  o r th o g o n a le n  T r a n s f o r m a t io n e n  s e in . E in e  U n te r s u c h u n g  
d ie s e r  g e la u f ig e re n  I n v a r i a n z f o r d e r u n g  w ir d  d a s  V e r f a h r e n  k la r -  
m a c h e n , d e m  w ir  b e i d e r  E i n f i i h r u n g d e r  I n v a r i a n z  g e g e n i ib e r  L o r e n t z - 
T r a n s f o r m a t io n  z u  fo lg e n  h a b e n .

N o rm a le rw e is e  h e g e n  w ir  k e in e n  Z w e ife l a n  d e r  I n v a r i a n z  u n s e r e r  
T h e o r ie n  g e g e n iib e r  R a u m d r e h u n g e n .  B e i d e r  A u f s te l lu n g  e in e r  G le i
c h u n g  i s t  es s t e t s  e r f o r d e r l ic h ,  d aB  d ie  T e r m e  d e r  G le ic h u n g  alle S k a la r e  
o d e r  alle V e k to re n  s i n d ; a l lg e m e in  m u s s e n  a l le  T e r m e  T e n s o re n  g le ic h e r  
S tu fe  s e in . D ie se  F o r d e r u n g  s i c h e r t  a u to m a t i s c h  d ie  g e w u n s c h te  I n 
v a r ia n z  g e g e n i ib e r  D r e h u n g .  S o  h a t  e in e  s k a la r e  B e z ie h u n g  im  a llg e -
m e in e n  d ie  F o r m  ,a  =  b.

D a  b e id e  S e i te n  d e r  G le ic h u n g , d ie  j a  S k a la r e  s in d ,  i n v a r i a n t  g e g e n -  
i ib e r  r a u m lic h e n  D r e h u n g e n  s in d ,  g i l t  d ie  B e z ie h u n g  o f f e n s ic h t l ie h  
in  a l ie n  K o o r d in a te n s y s te m e n .  E in e  V e k to r b e z ie h u n g  d e r  F o r m

F = G



s t e h t  in  W ir k l ic h k e i t  f u r  d re i  e in z e ln e  B e z ie h u n g e n  z w isch e n  d e n  K o m - 
p o n e n te n  d e r  V e k t o r e n :

γ ϊ  =  Gi.

D ie  W e r te  d ie s e r  K o m p o n e n te n  s in d  n a tu r l ic h  n ic h t  in v a r ia n t  
g e g e n t ib e r  r a u m lic h e n  D r e h u n g e n ;  v ie lm e h r  w e rd e n  sie  a u f  n e u e  
W e r te  F[ u n d  G[ t r a n s f o r m ie r t ,  d ie  d ie  K o m p o n e n te n  d e r  t r a n s fo r -  
m ie r te n  V e k to re n  F ',  G 's i n d .  A b e r  w eil s ic h  b e id e  S e ite n  d e r  K o m p o -  
n e n te n b e z ie h u n g e n  a u f  id e n t is c h e  W eise  t r a n s fo r m ie r e n ,  m uB  d ie  
g le ic h e  B e z ie h u n g  z w isc h e n  d e n  t r a n s f o r m ic r t^ n  K o m p o n e n te n  g e l t e n :

K  =  G't.

D ie  B e z ie h u n g  z w isc h e n  d e n  zw ei V e k to re n  w ird  d e m n a c h  d u rc h  e in e  
r a u m lic h e  D r e h u n g  n i c h t  v e r a n d e r t .  I n  d e m  n e u e n  S ystem  w ird  im m e r  

n o c h  g e l t e n :  F ' =  G '

M e rk e n  w ir  u n s ,  d aB  d ie  F o r m in v a r ia n z  d e r  B e z ie h u n g  e in e  F o lg e  d e r  
T a t s a c h e  is t ,  d aB  s ic h  b e id e  S e i te n  w ie  V e k to re n  t r a n s fo r m ie r e n .  W ir  
s a g e n , daB  d ie  T e rm e  d e r  G le ic h u n g  kovariant s in d . A h n lic h  sch lieB t 
e in e  G le ic h h e i t  z w isc h e n  zw ei T e n s o re n  z w e ite r  S tu fe

C  =  D

n o tw e n d ig  d ie s e lb e  G le ic h h e i t  z w isc h e n  d e n  zw ei t r a n s f o r m ie r te n  
T e n s o re n  q * =  p '

e in , w e il s ic h  d ie  zw ei T e n s o re n  k o v a r ia n t  g e g e n u b e r  e in e r  R a u m -  
d r e h u n g  t r a n s f o r m ie r e n .  A n d e r e r s e i ts  k a n n  e in e  G le ic h u n g , d ie  e in e  
K o m p o n e n te  e in e s  V e k to rs  u n d  d a  v o n  g e t r e n n t  e tw a  e in e  K o m p o n e n te  
e in e s  T e n s o rs  e n t-h a lt , o f fe n s ic h tl ic h  n ic h t  f o r m in v a r ia n t  g e g e n iib e r  
e in e r  d re id im e n s io n a le n  o r th o g o n a le n  T r a n s f o r m a t io n  se in . Die I n 
varian t eines phtfsikalischcn Gesctzes gegeniiber Drehung des raumlichen 
Koordinatensystem s erjordert die K ovarian t der Terme der Gleichung 
gegeniiber dreidim ejisionaler orthogonaler Transform ation.

N u n  w u rd e  o b e n  d ie  L o R E N T Z -T ra n sfo rm a tio n  m i t  d e n  o r th o g o n a le n  
T r a n s f o r m a t io n c n  im  M iN K O W SK i-R aum  id e n t i f iz ie r t .  M an  k a n n  S k a - 
la r e ,  V e k to re n .  im  a llg e m e in e n  T e n s o re n  i rg e n d e in e r  S tu fe  in d ie sem  
\d e rd im e n s io n a le n  R a u m  m it  T ra n s fo rm a t io n s e ig e n s c h a f te n  a u fs te l le n , 
d ie  o f fe n s ic h tl ic h e  V e ra l lg e m e in e ru n g e n  d e r  T ra n s fo rm a t io n s e ig e n 
s c h a f te n  d e r  a n a lo g e n  r a u m lic h e n  G ro B en  s in d . D e sh a lb  w o llen  w ir  v o n  
W eltskalarenu n d  Welt vektoren (o d e r  Vierervektoren) s p re c h e n . D ie  F o rm -  
in v a r i a n z  e in e s  p h }rs ik a l is c h e n  G e se tz e s  g e g e n u b e r  L oR E N T Z -T ransfo r- 
m a t io n  w ird  d a n n  u n m i t t e l b a r  e v id e n t  s e in . w e n n  e s  in  e in e r  kovarian - 
ten vierdim ensionalen Form  a u s g e d r i ic k t  is t ,  w e n n  a ls o  a lle  T e rm e  
W e l t- T e n s o r e n  g le ic h e r  S tu fe  s in d . E in  G e se tz , d a s  d ie  F o rd e ru n g e n
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d e s  A q u iv a le n z p r in z ip e s  v e r l e tz t ,  k a n n  n i c h t  in  e in e  k o v a r i a n t e  F o r m  
g e b r a c h t  w e rd e n . D ie  v ie r d im e n s io n a le n  T r a n s f o r m a t io n s e ig e n s c h a f te n  
d e r  T e rm e  e in e s  p h y s ik a l i s c h e n G e s e tz e s  d ie n e n  s o m i t  a ls  P r u f s t e i n  f u r  
s e in e  r e la t iv is t i s c h e  G ii l t ig k e i t .

E in  w ic h tig e s  B e is p ie l  e in e s  V ie r e r v e k to r s  i s t  d e r  O r t s v e k to r  e in e s  
P u n k te s  im  M iN K O W S K i-R aum  m i t  d e n  K o m p o n e n te n  U m
V e rw e c h s e lu n g  m i t  r a u m l ic h e n  V e k to r e n  z u  v e r h in d e r n ,  w i r d  e in  
V ie re r v e k to r  d u r c h  e in e  f u r  ih n  ty p is c h e  K o m p o n e n te  b e z e ic h n e t ;  
so  m o g e  χμ f u r  d e n  V ie r e r - O r t s v e k to r  s t e h e n .  E s  i s t  o f t  b e q u e m , d ie  
E iN S T E iN sehe A b k i i r z u n g  f u r  S u m m a t io n e n  z u  b e n u tz e n .  W e n n  in  
e in e m  T e rm  n a c h e in a n d e r  g le ic h e  I n d iz e s  a u f t r e t e n ,  so  i s t  d a r u n t e r  z u  
v e r s te h e n ,  d a b  d e r  A u s d r u c k  i ib e r  d e n  I n d e x  z u  s u m m ie r e n  i s t ,  a u c h  
w e n n  d a s  S u m m a tio n s z e ie h e n  n i c h t  g e s c h r ie b e n  i s t .  Z u m  B e is p ie l  
w iird e  χμχμ f u r  4

μ-1
s te h e n .

B e w e g t  s ic h  e in  T e ilc h e n  im  g e w o h n l ic h e n  R a u m ,  so  b e s c h r e ib t  s e in  
e n ts p r e c h e n d e r  P u n k t  im  v ie r d im e n s io n a le n  R a u m  e in e  B a h n ,  d ie  
Weltlinie g e n a n n t  w ird . D e r  V ie r e r v e k to r  άχμ s t e l l t  d ie  A n d e r u n g  d e s  
V ie re r - O r ts v e k to r s  f u r  e in e  d if f e r e n t ie l le  B e w e g u n g  la n g s  d e r  W e l t 
l in ie  d a r .  A u s  d e m  P u n k t p r o d u k t  v o n  άχμ m it  s ic h  s e lb s t  k o n n e n  w ir  
e in e n  W e l ts k a la r  ( u n d  d a m i t  e in e  L o R E N T Z -In v a r ia n te )  b i ld e n ,  d e r  m i t  
dr b e z e ic h n e t  w ird  u n d  d u r c h  d ie  G le ic h u n g

(dr)* = -  (6-21)
C μ

d e f in ie r t  i s t .  D ie  B e d e u tu n g  v o n  d r  k a n n  m a n  s ic h  k la r m a c h e n ,  in d e m  
m a n  G ). (6 -21 ) f i i r  e in  S y s te m  lo s t ,  in  d e m  d a s  T e i lc h e n  m o m e n ta n  in  
R u h e  is t .  I n  e in e m  so lc h e n  S y s te m  s in d  d ie  K o m p o n e n te n  d e s  t r a n s -  
f o r m ie r te n  V e k to r s  άχμ (0 , 0, 0 , icdt') , u n d  d ie  I n v a r i a n t e  dr i s t  g e g e b e n  
d u r c h

(.dry = - 1-  'X id x iy  =  {dt'y.
c μ

S o m it  i s t  dr d a s  Z e i t in te r v a l l ,  d a s  a u f  e in e r  U h r  g e m e s s e n  w ird , d ie  
s ic h  m i t  d e m  T e i lc h e n  b e w e g t .5 dr w ird  d e s h a lb  a ls  e in  I n t e r v a l l  d e r  
Eigenzeit o d e r  d e r  Weltzeit d e s  T e i lc h e n s  b e z e ic h n e t .

D ie  B e z ie h u n g  z w is c h e n  dr u n d  e in e m  Z e i t in te r v a l l ,  d a s  in  e in e m  
gegebenen LoRENTZ-System gemessen w ird ,  kann unmittelbar her-

6 N ach D efinition is t d r  gleich d er p ositiven  Q uadra tw urzel aus dem  in  Gl. 
(6-21) gegebenen A usdruck .
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g e le i t e t  w e rd e n , in d e m  m a n  d ie  D e f in i t io n s g le ic h im g  (6 -21) e n tw ic k e l t :

( d r y  =  -  ^  ( ( d x y  +  ( d y Y  +  (<fe)* -  c W )

o d e r

h W h W )

D a s  i s t  d e r  B e z ie h u n g

dr  .

V T = 7  ’  *  <«-2 2 >

a q u iv a le n t .  G l. (6 -2 2 ) f o lg t  a u c h  a u s  d e r  F o r m e l  f i i r  d ie  Z e i td i la ta t io n ,  
u n d  z w a r  a ls  F o lg e  d e r  I n t e r p r e t a t i o n  v o n  dr  a ls  d a s  Z e i t in te r v a l l  a u f  
e in e r  U h r ,  d ie  a n  d e m  T e ilc h e n  f ix ie r t  is t ,  u n d  v o n  dt a ls  d a s  e n t-  
s p r e c h e n d e  Z e i t in te r v a l l ,  d a s  d u r c h  B e o b a c h te r  g e m e ss e n  w ird , d ie  
s ic h  r e l a t i v  z u m  T e ilc h e n  b e w e g e n .

I s t  e in e  d e r  K o m p o n e n te n  e in e s  V ie re r v e k to r s  im a g in a r ,  so  i s t  
d a s  Q u a d r a t  e in e s  so lc h e n  V e k to r s  n ic h t  n o tw e n d ig  p o s i t iv  d e f in i t .  
V ie r e r v e k to r e n ,  d e re n  B e t r a g s q u a d r a t  g ro B e r o d e r  g le ic h  N u ll  s in d , 
w e rd e n  raum ahnlich  g e n a n n t ;  w e n n  d ie  B e tr a g e  n e g a t iv  s in d , w e rd e n  
s ie  zeitahnlich  g e n a n n t .  D a  d ie se  E ig e n tu m l ic h k e i te n  in  d e n  B e tr a g e n  
v o n  V e k to re n ,  d ie  j a  W e l ts k a la r e  s in d , ih r e n  U r s p r u n g  h a b e n ,  w e rd e n  
d ie  B e z e ic h n u n g e n  d u r c h  e in e  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  o f fe n s ic h tlic h  
n i c h t  b e e in f lu B t. D ie  N a in e n  r i ih r e n  v o n  d e r  T a ts a c h e  h e r ,  daQ  d a s  
Q u a d r a t  e in e s  R a u m v e k to r s  s t e t s  p o s i t iv  d e f in i t  i s t  u n d  e in  r a u m a h n -  
l ic h e r  V ie r e r v e k to r  s t e t s  so  t r a n s f o r m ie r t  w e rd e n  k a n n ,  daB  se in e  
v ie r t e  K o m p o n e n te  v e r s c h w in d e t .  E in  z e i t i ih n lic h e r  V ie re rv e k to r  m uB  
je d o c h  s t e t s  e in e  v ie r te  K o m p o n e n te  h a b e n ,  e r  k a n n  a b e r  so  t r a n s f o r -  
m ie r t  w e rd e n , d aB  d ie  e r s t e n  d re i  K o m p o n e n te n  v e rs c h w in d e n . A ls  
B e is p ie l  d ie s e r  B e g r if fe  m a g  b e m e r k t  w e rd e n , d aB  d e r  D if fe re n z v e k to r  
z w isc h e n  zw ei W e l tp u n k te n  e n tw e d e r  r a u m -  o d e r  z e i ta h n l ic h  se in  
k a n n .  Χ μ s e i d e r  D if f e r e n z v e k to r ,  d e f in ie r t  d u r c h

D ie  I n d iz e s  1 u n d  2 b e z e ic h n e n  d ie  zw e i P u n k t e .  D e r  B e t r a g  v o n  Χ β 
i s t  g e g e b e n  d u r c h

t t  -  |ri -  r ,| *  -

S o m i t  i s t  Χ μ r a u m a h n l i c h ,  w e n n  d ie  z w e i W e l tp u n k te  so  w e i t  v o n -  
e in a n d e r  e n t f e m t  s in d ,  d aB

|n  -  n |* ^  c*(ii -  #*)*,
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w a h r e n d  e r  z e i ta h n l ic h  i s t ,  w e n n

| r i  -  r 2| 1 2 <  c ? (ti -  h ) 2.

D ie  B e d in g u n g  f u r  e in e n  z e i ta h n l ic h e n  D if f e r e n z v e k to r  i s t  d e r  A u s s a g e  
g le ic h w e r t ig , d aB  e s  m o g lic h  i s t ,  d e n  A b s ta n d  z w isc h e n  d e n  b e id e n  
W e l tp u n k te n  d u r c h  e in  L ic h ts ig n a l  z u  i ib e r b r i ie k e n ,  w a h r e n d  d a n n ,  
w e n n  d ie  P u n k t e  d u r c h  e in e n  r a u m a h n l i c h e n  D if f e r e n z v e k to r  g e t r e n n t  
s in d , d ie se  P u n k t e  n i c h t  d u r c h  i rg e n d e in e  AVelle v e r b u n d e n  w e r d e n  
k o n n e n ,  d ie  s ic h  m i t  d e r  G e s c h w in d ig k e i t  c f o r tp f l a n z t .

D ie  R a u m a c h s e n  k o n n e n  s t e t s  so  o r i e n t i e r t  w e rd e n , d aB  d e r  r a u m -  
lic h e  D if f e r e n z v e k to r  r x — r 2 la n g s  d e r  a?3-A c h se  l ie g t .  D e s h a lb  i s t  
|r x — r 2| g le ic h  zx —  z2. U n t e r  e in e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  m i t  d e r  
G e s c h w in d ig k e i t  v  p a r a l le l  z u r  z -A c h se  t r a n s f o r m i e r t  s ic h  d ie  v i e r t e  
K o m p o n e n te  v o n  Χ μ d a n n  g e m a B  G l. (6 -1 7 ):

c(ti — k) — " (zi — Zi)
c

ν ϊ  -  tf2 '
I s t  Χ μ r a u m a h n l ic h ,  d a n n  g i l t

C(h — k )  <  Zi — Z2,

u n d  e s  i s t  d e s h a lb  m o g lic h , e in e  so lc h e  G e s c h w in d ig k e i t  v <  c z u  
f in d e n , d aB  ic(trt!2) Ξ  X a v e r s c h w in d e t ,  w ie  o b e n  b e h a u p t e t  w u r d e .  N u n  
e n t s p r i c h t  e in e m  P u n k t  im  M iN K O W S K i-R aum  i r g e n d  e tw a s ,  d a s  sich 
in  e in e m  g e g e b e n e n  P u n k t  r  im  R a u m  u n d  z u  e in e r  g e g e b e n e n  Z e i t  t 
e r e ig n e t ;  m i t  e in e m  W o r t ,  e r  b e s c h r e ib t  e in  E reignis. P h y s ik a l i s c h  
b e d e u te t  d a s  V e rs c h w in d e n  v o n X ^ , d aB  m a n  d a n n ,  w e n n  d e r  A b s ta n d  
zwischen zw ei E r e ig n is s e n  r a u m a h n l i c h  ist, stets ein LoRENTZ-System 
f in d e n  k a n n ,  in  d e m  d ie  zw ei E r e ig n is s e  g lc ic h z e i t ig  s in d .

M a n  k a n n  le ic h t  n o c h  a n d e r e  B e is p ie le  f i i r  V ie r e r v e k to r e n  a n g e b e n .  
S o  i s t  d ie  V ie re rg e s c h w in d ig k e it  uv a ls  d a s  M aB  d e r  A n d e r u n g  d e s  
O r t s v e k to r s  e in e s  T e i lc h e n s  in  b e z u g  a u f  s e in e  E ig e n z e i t  d e f in ie r t :

u, =  ^  (6 -2 3 )

m i t  d e n  R a u m -  u n d  Z e i tk o m p o n e n te n

U i  =
V i

u n d  ua =
tc (6 -24 )

V l  — β2 U1AVA V l  — β2

D ie  W e l tg e s c h w in d ig k e i t  h a t  e in e n  k o n s t a n t e n  B e t r a g ,  d e n n  d ie  
S u m m e  iirUr i s t  g e g e b e n  d u r c h

UyUy =
1 -  β2 1 -  β2

Sie ist somit auch zeitahnlich.

=  — c\ (6 -25 )
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U rn  d a s  V e r f a h r e n  z u  i l lu s t r ic r c n ,  e in  p h y s ik a lis c h c s  G e s e tz  in  c in e r  
k o v a r i a n te n  v ie r d in ic n s io n a le n  F o r n u i l ie r u n g  a u fz u s te l le n ,  b e t r a c h te n  
w ir  d ie  s k a la r e  W e l le n g le ic h u n g  d e s  T v p s

1 dhl·
v t + - ? w  =  0 · <6 -2 6 )

I n  A n a lo g ie  zu  d e n i  d r e id im e n s io n a le n  G r a d ie n te n  k o n n e n  w ir  e in e n  
Vierergradienten  e in f u h r e n ,  d e r  d u r c h  d a s  S y m b o l □  b e z e ic h n e t  w ird  
u n d  d ie  fo lg e n d e n  K o m p o n e n te n  b e s i tz t :

d d d d
d x i d x 2’ d x j  δ χ Α

E s  k a n n  le i c h t  g e z e ig t  w e rd e n , d aB  s ic h  d e r  V ie re r g r a d ie n t  w ie  e in  
V ie r e r v e k to r  t r a n s f o r m  ie r t .  N a c h  d e n  G e s e tz e n  d e r  p a r t ie l le n  D iffe- 
r e n t i a t i o n  i s t  d ie  p a r t i e l l e  A b le i tu n g  n a c h  d e r  t r a n s f o r m ie r te n  K o o r-  
d i n a t e  χ'μ g e g e b e n  d u r c h

d _^  dxw d
όχ'μ d x ' dx,

x ^ h a n g t  a b e r  m i t  x£ u b e r  d ie  in v e r s e  T r a n s f o r m a t io n

Χψ — ^^(ΙμρΧμ
Μ

(6 -27)

z u s a m m e n , so  d aB  d ie  p a r t i e l l e  A b le i tu n g  v o n  Χψ b e z u g lic h  χ'β e in fa c h  
α,μ,i s t .  G l. (6 -2 7 ) n im m t. d a h e r  d ie  F o r m  a n :

d
θχ'μ

_d_
d x ;

D a s  i s t  d ie  T r a n s f o r m a t io n s g le ic h u n g  f u r  d ie  K o m p o n e n te n  e in e s  
V ie re r v e k to r s .  Das P u n k t p r o d u k t  v o n  □  m it  s ic h  s e lb s t ,  □ *  g e - 
s c h r ie b e n  u n d  D ’ALEMBEimc/H’r Operator g e n a n n t ,  i s t  d e s h a lb  e in  
W e l t s k a la r - D i f f e r e n t i a lo p e r a to r :

□ * - 2 dx* +  dy* +  dz* c* dP

D e r  V e rg le ic h  m i t  (6 -2 6 ) z e ig t ,  d aB  □ *  g e n a u  d e r  D if f e r e n t ia lo p e r a to r  
i s t ,  d e r  in  d e r  s k a la r e n  W e l le n g le ic h u n g  s t e h t .  D ie se  k a n n  s o m it  g e - 
s c h r ie b e n  w e r d e n :

□ V  =  0. (6 -28)

V o r a u s g e s e tz t ,  d a B  ψ w irk l ic h  e in  W e l ts k a la r  i s t ,  z e ig t  d ie se  k o v a r ia n te  
F o r m u l ie r u n g  u n m i t t e l b a r  d ie  I n v a r i a n z  d e r  W e lle n g le ic h u n g  (6 -26) 
g e g e n u b e r  L o R E N T z -T ra n s fo rm a tio n e n .
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6 -4  D ie  K r a f t -  u n d  E n e r g ie g le ic h u n g e n  in  d e r  r e la t iv i s t i s c h e n  
M e c h a n ik

Wir haben gesehen, daB die NEWTONschen Bewegungsgleichungen, 
die invariant gegeniiber einer GALiLEi-Transformation sind, nicht 
invariant gegenuber einer LoRENTZ-Transformation sein konnen; sie 
miissen geeignet verallgemeinert werden, urn ein Kraftgesetz zu liefern, 
das das Aquivalenzprinzip erfiillt. Natiirlich muB die Verallgemeine- 
rung so sein, daB sich die neuen Gleichungen fiir Geschwindigkeiten, 
die klein gegen c sind, auf die bekannte Form

dj t (mvi) = Ft (6-29)
reduzieren.

Nun bilden die Raumkomponenten eines Vierervektors fur sicb 
einen Raumvektor, denn eine LoRENTZ-Transformation m ita4t =ai4 =»o 
und a44 =  1 ist lediglich eine gewohnliche Raumdrehung und beein- 
fluBt nur die Raumkomponenten eines Vierervektors. Die Umkehrung 
ist jedoch nicht richtig; die Komponenten eines Raumvektors trans- 
formieren sich nicht notwendig wie die Raumkomponenten eines 
Vierervektors. Man darf die Komponenten eines gewohnliehen Vek- 
tors mit irgendeiner Funktion von β multiplizieren, obne ibre raum- 
lichen Dreheigenschaften zu verandern. Aber eine solche Multiplikation 
beeinfiuBt wesentlich die Art, in der sie sich gegenuber einer L o r e n t z - 
Transformation andern. So bilden die Raumkomponenten der Welt- 
geschwindigkeit uv einen Vektor v /V l  — β2, aber v selbst ist nicht Teil 
eines Vierervektors, es muB erst durch V l  — β2 dividiert werden.

Gl. (6-29) selbst ist zwar nicht L o r e n t z - in variant, wir konnen aber 
dennoch erwarten, daB ihre relativistische Verallgemeinerung eine 
Vierervektor-Gleichung sein wird, deren Raumkomponenten sich in der 
Grenze β —> 0 auf (6-29) reduzieren. Es ist nicht schwierig, eine Vierer- 
vektor-Verallgemeinerung der linken Seite der Gleichung zu finden. 
Der einzige Vierervektor, dcssen Raumanteil sich fiir kleine Geschwin
digkeiten auf v reduziert, ist die Weltgeschwindigkeit uv. Wahrend m 
als eine invariante Eigenschaft des Teilchcns angenommen werden 
kann, wissen wir weiterhin, daB die Zeit t keine LoRENTZ-Invariante ist, 
daB sie aber offensichtlich durch die skalare Eigenzeit τ ersetzt werden 
kann, die mit β —> 0 gegen t gcht. Die gewiinschtc Verallgemeinerung 
der NEWTONschen Bewegungsgleichungen muB deshalb die Form
haben: ^

— (mu,) = K y. (6-30)

Darin ist K, ein Vierervektor, M iN K O W SK i-/ifm /i genannt.
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M a n  d a r f  n i c h t  d e n k e n ,  d a B  d ie  R a u m k o m p o n e n te n  v o n  K 9 m i t  d e n  
K o m p o n e n te n  d e r  K r a f t  z u  id c n t i f iz ie re n  s in d . A lle s , w a s  G l. (6 -29) 
v e r l a n g t ,  i s t ,  d aB  s ic h  K% in  d e r  G re n z e  k le in e r  G e s c h w in d ig k e i te n  
a u f  Fi r e d u z ie r t .  S o m it  d a r f  K i  g le ic h  se in  d e n i  P r o d u k t  a u s  F% n n d  
e in e r  F u n k t i o n  v o n  β, d ie  m i t  β  —> O g e g e n  1 g e h t ; d ie  e x a k te  B e z ie h u n g  
h a n g t  s e lb s tv e r s ta n d l i c h  v o n  d e n  E ig e n s c h a f te n  d e r  K r a f te k o m p o -  
n e n te n  b e i e in e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  a b .  I n  d e r  V e r g a n g e n h e i t  
w u r d e n  zw e i V e r f a h r e n  b e n u tz t ,  u m  d a s  V e r h a l te n  v o n  F g e g e n u b e r  
e in e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  z u  b e s t im m e n .

E in  V e r f a h r e n  b e g in n t  d a m i t ,  z u  z e ig e n , daB  K r a f t e  g r u n d s a tz l ic h  
n u r  v o n  e in ig e n  w e n ig e n  p h y s ik a l i s c h e n  Q u e lle n  h e r r i ih r e n  -  e s  s in d  
e n tw e d e r  G r a v i t a t io n s - ,  e le k t r o m a g n e t i s c h e  o d e r  m o g lic h e rw e ise  
K e r n k r a f t e .  M a n  m uB  v o n  e in e r  k o r r e k te n  T h e o r ie  d ie s e r  p h y s ik a l i 
s c h e n  E r s c h e in u n g e n  v e r la n g e n ,  d aB  s ie  A u s d r iic k e  f u r  d ie  a u f t r e te n -  
d e n  K r a f t e  l ie f e r t ,  u n d  d aB  d ie se  A u s d r i ic k e , w e n n  s ie  in  k o v a r ia n te r  
F o r m  a u f g e s te l l t  w o rd e n  s in d ,  a u to m a t i s c h  A u ssa g e n  u b e r  d ie  T r a n s -  
f o r m a t io n s e ig e n s c h a f te n  d e r  K r a f tk o m p o n e n te n  g e s t a t t e n .  L e id e r  
h a b e n  w ir  k e in e  k o v a r i a n te n  T h e o r ie n  a H er m o g lic h e n  K r a f tq u e l le n .  
T a t s a c h l i c h  h a b e n  w ir  f u r  K e r n k r a f t e  k e in e  T h e o r ie ,  u b e r  d ie  zu  
s p re c h e n  s ic h  l o h n t .  N u r  v o n  d e r  k la s s is c h e n  e le k tro m a g n e tis c h e n *  
T h e o r ie  k a n n  e r w a r t e t  w e rd e n , d aB  s ie  e in e  k o v a r ia n te  K r a f tg le ic h u n g  
l ie f e r t ,  d a  d ie  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  a u s d r i ic k l ic h  so  k o n s t r u i e r t  
w u rd e ,  d aB  s ie  d ie  I n v a r i a n z  d e r  T h e o r ie  g e w i ih r le is te t . D a s  i s t  a b e r  f u r  
u n s e r e  Z w e c k e  a u s r e ic h e n d ;  d ie  T r a n s f o r m a t io n s e ig e n s c h a f te n  m u sse n  
f u r  a l le  K r a f t e  d ie s e lb e n  se in , u n a b h a n g ig  d a v o n , w a s  ih r  U rs p ru tig  is t .  
D e r  S a tz ,  ,,e in  T e i lc h e n  i s t  u n t e r  d e m  E in flu B  z w e ie r  K r a f t e  im  G le ic h -  
g e w ic h t ,>, m u B  in  a l ie n  L o R E N T Z -S y stem en  g e lte n .  D a s  i s t  a b e r  n u r  d a n n  
d e r  F a l l ,  w e n n  s ic h  a l le  K r a f t e  in  g le ic h e r  W e ise  t r a n s fo r m ie r e n .

I n  A b s c h n i t t  1-5 w u r d e  g e z e ig t ,  d aB  d ie  a u f  e in  T e ilc h e n  w irk e n d e  
e le k t r o m a g n e t i s c h e  K r a f t  g e g e b e n  i s t  d u r c h

D a r in  s in d  φ u n d  A d a s  e le k tr o m a g n e t is c h e  S k a la r -  u n d  V e k to r-  
p o t e n t i a l .  M a n  k a n n  a u c h  z e ig e n , d aB  d ie  I n v a r i a n z  d e r  L ic h tg e s c h w in -  
d ig k e i t  e r f o r d e r t ,  d aB  s ic h  A u n d  i Φ w ie  R a u m -  b z w . Z e i tk o m p o n e n te  
e in e s  V ie re rv e k to rs ^  m i t  Α μ b e z e ic h n e t ,  t r a n s f o r m ie r e n .  F o lg lic h  k a n n

d e r  A u s d r u c k  φ ------v · A k o v a r i a n t  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :
c

Φ -  ; T - A = — J v i  — 0h U ' ,  
c  c

(6-32)
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u n d  d ie  K r a f tk o m p o n e n te n  F t w e r d e n

r , — c  ' / r r *  ( -  έ  < « -* ·> + Ψ }  <β ·3 3 >

D e r  A u s d r u c k  in  d e r  K la m m e r  t r a n s f o r m ie r t  s ic h  w ie  d ie  R a u m k o m p o -  
n e n te  e in e s  V ie re r v e k to r s ,  so  d aB  F% g le ic h  d e m  P r o d u k t  a u s  V l  — β? 
u n d  d e r  R a u m k o m p o n e n te  e in e s  V ie r e r v e k to r s  i s t ,  d e r  a ls  d ie  M n r-  
K O W S K i-K raft K * z u  id e n t i f iz ie r e n  i s t .  D e m n a c h  m u B  d e r  Z u s a m m e n -  
h a n g  z w is c h e n  d e n  g e w o h n lic h e n  u n d  d e n  M n r c o w s K i - K r a f t e n  l a u t e n :

Fi =  K i V  1 -  β2, (6 -3 4 )

u n a b h a n g ig  v o m  U r s p r u n g  d ie s e r  K r a f t e .  E in  N e b e n p r o d u k t  d ie s e r  
A b le i tu n g  i s t  d ie  b e s o n d e re  F o r m  d e r  M n r e o w s K i - K r a f t  a u f  g e la d e n e  
T e i lc h e n :

D a s  a n d e r e  V e r f a h r e n  v e r s u c h t  z u  v e rm e id e n ,  e in e  p h y s ik a l i s c h e  
T h e o r ie  a u B e r  d e r  M e c h a n ik  s e lb s t  z u  v e r w e n d e n ; m a n  definiert e in f a c h  
d ie  K r a f t  a ls  z e i t l ic h e  A n d e r u n g  d e s  I m p u ls e s  in  a l i e n  L o r e n t z - 
S y s te m e n :

4e s
dt =  F {. (6 -3 5 )

D e r  in  (6 -35) a n g e g e b e n e  I m p u ls  i s t  j e d o c h  n i c h t  mvi s o n d e m  v ie lm e h r  
e in e  r e la t iv i s t i s c h e  V e ra l lg e m e in e ru n g , d ie  s ic h  in  d e r  G re n z e  k le in e r  
G e s c h w in d ig k e i te n  a u f w r i r e d u z i e r t .  L e w i s  u n d  T o l m a n 6 h a b e n  u n a b 
h a n g ig  v o n  d e r  F o r m  (6 -3 0 ) d e s  K r a f tg e s e tz e s  e in e n  A u s d r u c k  f u r  d e n  
r e la t iv i s t i s c h e n  I m p u ls  e r h a l t e n ,  in d e m  s ie  f e s t s t e l l t e n ,  d a B  e in e  
L o R E N T Z -In v a r ia n te  F o lg e r u n g  a u s  d e r  D e f in i t io n  (6 -3 5 ) d ie  E r h a l t u n g  
d e s  I m p u ls e s  b e i  d e r  A b w e s e n h e i t  a u B e re r  K r a f t e  i s t .  S ie  u n t e r s u c h t e n  
e in e n  e la s t is c h e n  S to B  z w is c h e n  zw e i T e i lc h e n  u n d  f a n d e n  f u r  p< e in e  
so lc h e  F o r m , d ie  b e i e in e m  d e r a r t ig e n  S to B  f i i r  a l le  L o R E N T Z -S y s tem e  
e r h a l t e n  b le ib t .  H a t  m a n  a b e r  (6 -3 0 ) a ls  d ie  F o r m  d e s  K r a f tg e s e tz e s  
a k z e p t i e r t ,  so  i s t  e s  m o g lic h , d e n  r e la t iv i s t i s c h e n  I m p u ls  u n d  d ie  
B e d e u tu n g  v o n  K i  s o g le ic h  z u  f in d e n , in d e m  m a n  (6 -3 0 ) in  e in e  F o r m  
b r in g t ,  d ie  d e r  v o n  (6 -3 5 ) m o g lic h s t  g le ic h t .  M it d e r  B e z ie h u n g  z w i
s c h e n  r  u n d  t u n d  d e r  D e f in i t io n  d e r  W e l tg e s c h w in d ig k e i t  k o n n e n  w ir  
d ie  R a u m k o m p o n e n te n  v o n  G l. (6 -3 0 ) s c h r e ib e n :

• Siehe P . B ebohank, op. c it., S. 87f.
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d
di f e )  -  « * = 9 .

D e r  V e rg le ic h  m i t  (6 -3 5 ) z e ig t ,  d a B  d e r  I m p u ls e r h a l tu n g s s a tz  in v a r i a n t  
i s t ,  v o r a u s g e s e tz t ,  d aB  d e r  I m p u ls  d e f in ie r t  i s t  d u r c h

Vi =
mvj

V T = ^ ’
(6 -36)

u n d  daB  F ,  u n d  K i  g e m a B  G l. (6 -3 4 ) z u s a m m e n h a n g e n . E s  se i b e - 
m e r k t ,  d aB  s ic h  G l. (6 -3 6 ) m i t  β —>0 a u f  mvi r e d u z ie r t .  D ie  zw ei 
M e th o d e n  f i ih r e n  s o m it  zu  d e n is e lb e n  S ch lu B .

S o la n g e  n u r  d e r  R a n m te i l  d e r  V ie re rv e k to rg le ic h u n g  (6 -30) d is k u -  
t i e r t  w u rd e ,  w u rd e  n ic h t s  i ib e r  d ie  p h y s ik a lis c h e  B e d e u tu n g  d e r  v ie r te n  
G le ic h u n g  g e s a g t .  D e r  z e i ta h n l ic h e  T e il d e s  V ie re rv e k to r s  Κ β k a n n  
d i r e k t  a u s  d e m  P u n k t p r o d u k t  v o n  (6 -3 0 ) m it  d e r  W e ltg e s c h w in d ig k e i t  
e r h a l t e n  w e r d e n :

ur —  (mur) (6 -3 7 )

D a  d a s  B e t r a g s q u a d r a t  v o n  Ur e in e  K o n s ta n t e  —  c1 (v g l. G l. (6 -2 5 »  
u n d  m  h ie r  e b e n f a l ls  e in e  K o n s ta n t e  i s t ,  v e r s c h w in d e t  d ie  l in k e  S e i te  
v o n  G l. (6 -3 7 ). E s  b l e ib t

KrUr = F -  V
l  — β2

+
icK<

V i  - >
=  0 .

Die vierte Komponente der MiNKOWSKi-Kraft ist deshalb

t  F  · v
A \  =  -  —f = = ,  (6 -3 8 )

c V l  -  &  '  '

u n d  d ie  e n ts p r e c h e n d e  v ie r te  K o m p o n e n te  v o n  G l. (6 -3 0 ) l a u t e t :

-~y====== =  F  · v. (6 -39)d tV  \ -  β*
N u n  i s t  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  T  a l lg e m e in  fo lg e n d e rm a B e n  d e f in ie r t :  
D ie  z e i t l ic h e  A n d e r u n g  v o n  T  i s t  g le ic h  F  · v ; d a b e i  i s t  F  · v  e in  M aB f u r  
d ie  A r b e i t ,  d ie  d ie  K r a f t  a n  d e m  T e i lc h e n  p r o  Z e i te in h e i t  l e i s t e t :

d T _  _
Έ  ~ F v · (6 -40)

D a s  i s t  e in e  D e f in i t io n  d e r  k in e t is c h e n  E n e r g ie ,  d ie  m i t  d e r  g e w o h n -  
l ic h e n  n i c h t r e la t iv i s t i s c h e n  F o r m  Jm v 1 ( ib e r e in s t im m t ; d u r c h  V e r 
g le ic h  m i t  (6 -39 ) e r h a l t  m a n  d e n  r e la t iv is t i s c h e n  A u s d ru c k . M a n  s ie h t
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s o m it ,  d aB  (6 -3 9 ) d ie  E n e r g ie g le ic h u n g  i s t  m i t

T  =
me2

V i  -  β2'
(6 -4 1 )

W e n n  β2 w e s e n t l ic h  k le in e r  a ls  1 w ird ,  k a n n  G l. (6 -4 1 ) fo lg e n d e rm a B e n  
e n tw ic k e l t  w e r d e n :

T  —> m e2 =  me2 +
mv2 (6 -4 2 )

D ie s e r  G r e n z w e r t  s t i m m t  n i c h t  m i t  d e r  e r w a r t e t e n  n i c h t r e l a t i v i s t i -  
s e h e n  F o r m  i ib e re in . E r  e n t h a l t  e in e n  z u s a tz l i c h e n  T e r m  me2. E s  
s c h e in t  je d o c h  z u n a c h s t  so , a ls  s e i  d ie s e r  T e r m  u n w ic h t ig ,  d e n n  s e lb s t -  
v e r s t a n d l ic h  k a n n  e in e  I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e  a u f  d e r  r e c h t e n  S e i te  
v o n  G l. (6 -41) h in z u a d d ie r t  w e rd e n , o h n e  d ie  G f i l t ig k e i t  v o n  G l. (6 -4 0 ) 
z u  v e r le tz e n .  I m  b e s o n d e re n  k o n n te  d ie  K o n s t a n t e  —  m e2 s e in , d ie  T  
in  t jb e r e in s t im m u n g  m i t  d e m  n ic h t r e l a t i v i s t i s c h e n  W e r t  b r a c h t e .

E s  is t  je d o c h  v o rz u z ie h e n , T  w ie  in  (6 -4 1 ) z u  d e f in ie r e n ,  d e n n  d a n n  
b i ld e n  d e r  I m p u ls  p , d e f in ie r t  d u r c h  (6 -3 6 ), u n d  iT /c  e in e n  V ie re r -  
v e k to r ,  d e n  W eltim jm ls p„} d e f in ie r t  d u r c h

p„ =  muv. (6 -4 3 )

E s  fo lg t ,  d aB  d a n n ,  w e n n  d e r  I m p u ls  p t· e r h a l t e n  b l e ib t ,  d .h . ,  w e n n  e r  
z e i tu n a b h a n g ig  is t ,  d ie  E n e r g ie  T , d e f in ie r t  d u r c h  G l. (6 -4 1 ), e b e n f a l l s  
k o n s t a n t  i s t .  A n d e r e n f a l ls  k o n n te  m a n  a u f  e in  a n d e r e s  S y s te m  t r a n s -  
fo rm ie re n , in  d e m  d ie  t r a n s f o r m ie r t e n  K o m p o n e n te n  p[ d u r c h  d ie  p» 
u n d  T  f ib e r  d ie  G le ic h u n g e n  d e r  L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  g e g e b e n  s in d , 
u n d  d e r  I m p u ls  b l ie b e  n i c h t  m e h r  e r h a l te n .  S o m it  s in d  d ie  E r h a l tu n g s -  
s a tz e  ff ir  I m p u ls  u n d  k in e t i s c h e  E n e r g ie  n i c h t  la n g e r  g e t r e n n t ; s ie  e r -  
s c h e in e n  in  d e r  s p e z ie lle n  R e la t i v i t a t s t h e o r i e  a ls  v e r s c h ie d e n e  A s p e k te  
d e s  E r h a i tu n g s s a tz e s  ff ir  e in e n  e in z ig e n  V ie r e r v e k to r .  D e r  T e r m  m e2, 
Ruheenergie g e n a n n t ,  h a t  d e s h a lb  e in e  w ic h t ig e  p h y s ik a l i s c h e  B e d e u -  
t u n g .  I n  d e r  n ic h t r e la t iv i s t i s c h e n  F o r m u l ie r u n g  d e r  M e c h a n ik , d ie  im  
I .  K a p i t e l  g e g e b e n  w u rd e ,  i s t  d ie  E r h a l t u n g  d e s  I m p u ls e s  m o g lic h , 
o h n e  d aB  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  e r h a l t e n  b le ib t .  I n  so lc h e n  F a l le n  
m u B  d ie  d u r c h  (6 -4 1 ) d e f in ie r te  r e l a t iv i s t i s c h e  k in e t i s c h e  E n e r g ie  n o c h  
e r h a l t e n  b le ib e n . D a s  k a n n  a b e r  n u r  d u r c h  A n d e r u n g  d e r  R u h e e n e r g ie ,  
d .h .  d e r  R u h e m a s s e ,  e r r e i c h t  w e rd e n . D ie  A n d e r u n g  d e r  E n e r g ie ,  d ie  
d u r c h  e in e  g e g e b e n e  A n d e r u n g  d e r  R u h e m a s s e  h e r v o r g e r u f e n  w ird , 
w ir d  d u r c h  d ie  b e r f ih m te  E iN S T E iN sch e  B e z ie h u n g

g e l i e f e r t .

AE  =  A ttic2
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I n  d e r  L i t e r a t u r  l ib e r  R e la t i v i t a t s th e o r i e  s in d  v ie le  B e isp ie le  d e r  E r -  
h a l t u n g  d e r  S u m m e  a u s  k in e t i s c h e r  B e w e g u n g s e n e rg ie  u n d  R u h e -  
e n e rg ie  a n g e g e b e n . E in e  d e r  e r s t e n  v o rg e s c h la g e n e n  I l lu s t r a t io n c n  w a r  
d e r  u n e la s t is c h e  S to B  z w e ie r  K o r p e r ,  d ie  s ic h  m i t  n ic h t r e la t iv i s t i s c h e n  
G e s c h w in d ig k e i te n  b e w e g e n . H ie r  b le ib t  d e r  I m p u ls  e r h a l te n ,  n ic h t  
a b e r  d ie  k in e t i s c h e  E n e rg ie ,  w e n n  s ie  d u r c h  2  2mv2 d e f in ie r t  i s t .  G e- 
w o h n l ic h  s a g e n  w ir , daB  d ie  w a h r e n d  d e s  S to B es v e r lo re n e  E n e rg ie  in  
W a r m e  u m g e w a n d e l t  w ird . D a m i t  d ie  r e la t iv is t i s c h e  k in e t is c h e  E n e rg ie  
d e n n o c h  e r h a l te n  b le ib t ,  m nB  e in  A n w a c h s e n  d e r  R u h e m a s s e  o d e r  
T r a g h e i t  d e s  S y s te m s  im  V e rh f il tn is  z u r  e rz e u g te n  W a rm e m e n g e  s t a t t -  
f in d e n . D ie  b e i e in e m  so lc h e n  S to B  a u f t r e te n d e n  M a s s e n a n d e ru n g e n  
s in d  n a t l i r l i c h  s e h r  k le in , d a  e in e m  J o u le  e in e  M asse  v o n  m i r l . M 0 - u g  
e n t s p r i c h t .  D ie  m o d e r n e  P h y s ik  l ie f e r t  e in e  A n z a h l  v o n  E rs c h e i-  
n u n g e n ,  b e i d e n e n  d ie  M a s s e n a n d e ru n g e n  v ie l g ro B ere  F o lg e n  halx*n, 
so  b e i d e r  P a a r - E r z e u g u n g ,  b e i d e r  zw ei T e ilc h e n  e n d lic h e r  M asse  a u s  
d e r  E n e rg ie  e in e s  m a s s e lo s e n  P h o to n s  g e b ild e t  w e rd e n . D e r  w o h l 
e in d r u c k s v o l ls te  B e w e is  d e r  U m w a n d lu n g  v o n  M asse  in  E n e rg ie  w ird  
d u r c h  d ie  E x p lo s io n  e in e r  A to m b o m b e  g e lie fe r t .  D e r  I m p u ls  b le ib t  be i 
e in e r  s o lc h e n  E x p lo s io n  e r h a l te n ,  a b e r  es  w ird  a u B e ro rd e n t l ic h  v ie l 
k in e t i s c h e  B e w e g u n g s e n e rg ie  e r z e u g t .  D ie  g e s a m te  E n e rg ie  T  b le ib t  
k o n s t a n t ,  a b e r  n u r  v e rm o g e  e in e r  A b n a h m e  d e r  R u h e m a s s e  d e s  B o m - 
b e n in h a l t s .  T r o tz  d e r  e r z e u g te n  p h a n ta s t i s c h e n  E n e rg ie n  k a n n  d e r  
M a s s e n v e r lu s t  h o c h s te n s  0 ,1 %  d e r  u r s p r i in g l ic h e n  M asse  b e tr a g e n .

F o r m a l  w ird  d e r  Z u s a m m e n h a n g  z w isc h e n  d e r  E n e rg ie  T  u n d  d e m  
I m p u ls  d u r c h  d ie  F e s t- s te llu n g  a u s g e d r i ic k t ,  d aB  d e r  B e tr a g  d e s  Im p u ls -  
V ie r e r v e k to r s  k o n s t a n t  i s t :

G l. (6 -4 4 ) i s t  d a s  r e la t iv i s t i s c h e  A n a lo g o n  z u  d e r  B e z ie h u n g  T  =  p* /2m  
in  d e r  n ic h t r e la t iv i s t i s c h e n  M e c h a n ik , a u f ie r  d aB  T  h ie r  d ie  R u h e -  
e n e rg ie  e in s c h lie B t.

I n  d e r  v o r l ie g e n d e n  D is k u s s io n  w u rd e  d ie  M asse  m  a ls  e in e  s k a la r e  
i n v a r i a n t s  E ig e n s c h a f t  d e s  T e i lc h e n s  b e h a n d e l t ,  d ie  d u r c h  e in e  
L o R E N T Z -T ra n s fo rm a tio n  n i c h t  b e e in f lu B t w ird , u n d  a ls  so lc h e  i s t  s ie  
j a  a ls  R u h e m a s s e  b e k a n n t .  G e le g e n tl ic h  w ird  e in  a n d e r e r  T y p  d e r  
M a sse  e in g e f i ih r t ,  d e n  w ir  d ie  relativistische M asse mT n e n n e n  w o lle n . 
S ie  i s t  d e f in ie r t  d u r c h

o d e r
ΡμΡμ = - m 2c2 =  p a -  —  

T 2 =  p W  -(- fn2c*. (6 -44)

m
(6-45)



D e r  e in z ig e  A n laB , e in e  so lc h e  G roB e  e in z u f i ih r e n ,  b e s t e h t  d a r in ,  
d e n  I m p u ls  in  d e r  g le ic h e n  F o r m  w ie  in  d e r  n ic h t r e la t iv i s t i s c h e n  M e 
c h a n ik  s c h re ib e n  z u  w o l le n :
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p  =  m rv.

A n d e r s  a ls  d ie  R u h e m a s s e ,  a n d e r t  s ic h  d ie  r e la t iv i s t i s c h e  M a sse  m i t  d e r  
G e s c h w in d ig k e i t .  S ie  w ir d  u n e n d l ic h ,  w e n n  β  g e g e n  E in s  g e h t .  M a n  
f in d e t  n o c h  a n d e r e  A r te n  v o n  ,,M a s s e n ”  in  d e r  L i t e r a t u r ,  g e w o h n lic h  
im  Z u s a m m e n h a n g  m i t  d e r  F o r m  d e r  r e la t iv i s t i s c h e n  B e w e g u n g s -  
g le ic h u n g

trj a  m v i
(6 -46)dt V l  — β2

D ie  K r a f t  s t e h t  n i c h t  m e h r  u n m i t t e l b a r  im  Z u s a m m e n h a n g  m i t  d e r  
B e s e h le u n ig u n g . B e id e  G ro B e n  h a b e n  im  a l lg e m e in e n  v e r s c h ie d e n e  
R ic h tu n g e n .  N u r  w e n n  d ie  B e s e h le u n ig u n g  p a r a l le l  o d e r  s e n k r e c h t  zu  
d e r  a u g e n b lic k l ie h e n  R ic h tu n g  v o n  v  i s t ,  z e ig t  e s  s ic h , d aB  F  p r o p o r 
t io n a l  z u r  B e s e h le u n ig u n g  i s t  (v g l. d ie  G b u n g e n  a m  E n d e  d e s  K a p i te ls ) .  
D ie  K o e f f iz ie n te n  d e r  B e s e h le u n ig u n g  f u r  d ie s e  zw ei s p e z ie lle n  F a l le  
s in d  a ls  d ie  lo n g i tu d in a le n  b z w . t r a n s v e r s a l e n  M a s s e n  b e k a n n t :

_______ m
m ‘ ~  (1 -  β2)*'2’

(6 -4 7 )
_______m

m t -  (1 -  β2) '12'

A llg e m e in  w ir d  d ie  V e r w e n d u n g  d ie s e r  v e r s c h ie d e n e n  ,,M a s s e n ”  m n 
mi u n d  w ( im m e r  s e l te n e r ;  s ie  v e rb e r g e n  d ie  K o v a r ia n z  d e r  F o r m u 
l ie r u n g  u n d  v e r d u n k e ln  d ie  p h y s ik a l i s c h e n  Z u s a m m e n h a n g e  m e h r  a ls  
s ie  s ie  e rh e l le n .

6 -5  D ie  L a g r a n g e s c h e  F o r m u l ie r u n g  d e r  r e la t iv is t i s c h e n  M e c h a n ik

Nachdem wir die fur die spezielle Relativitatstheorie geeignete Ver- 
allgemeinerung der NEWTONschen Bewegungsgleichung vorgenommen 
haben, konnen wir nun die LAGRANGEsche Formulierung der relativisti- 
sehen Mechanik untersuehen. In gewissem Sinne ist es nicht schwierig, 
eine LAGRANGE-Funktion aufzustellen, die die richtigen relativistischen . 
Bewegungsgleichungen liefert. Es ware allerdings schwer, die LA
GRANGE-Funktion allein aus dem D ’ALEMBERTschen Prinzip zu be- 
stimmen, wie wir es im I. Kapitel getan haben. Obwohl das Prinzip
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s e lb s t ,

2  (H *  “  P*) * to ‘ =  °» (1 -42 )

noch giiltig ist, kann man die dort verwendete anschlieBende Ableitung 
nicht mehr iibemehmen, da p *  jetzt nicht durch m v *  gegeben ist. Man 
kann aber die LAGRANGEsche Formulierung auch auf dem Weg uber 
das HAMiLTONsche Prinzip (Abschnitt 2 - 1 ) gewinnen und einfach ver- 
suchen, eine Funktion L  zu finden, fur die die ErLER-LAGRANGEschen 
Gleichungen, die man aus dem Variationsprinzip

61 =
u f
6 1 L d i  -  0 (6-48)

erhalt, mit den bekannten relativistischen Bewegungsgleichungen 
iibereinst immen.

Es ist gewohnlich nicht schwierig, eine Funktion zu linden, die diese 
Forderungen erfiillt. Zum Beispiel ware eine geeignete relativistische 
LAGRANGE-Funktion fur ein einzelnes Teilchen, auf das konservative, 
geschwindigkeitsunabhangige Krafte wirken,

L  =  — m c V l  — β 1 — V. (6 -4 9 )

Darin ist V  das Potential, das nur vom Ort abhangt. DaB (6-49) die 
richtige LAGRANGE-Funktion ist, kann dadurch gezeigt werden, daB 
die sich ergebenden LAGRANGEschen Gleichungen

d ( S L \  
di \ d v j

dL
dXi

=  0

m i t  d e n  G l .  (6 -4 6 ) i ib e r e in s t  im m e n . D a  d a s  P o te n t i a l  g e s c h w in d ig k e its -  
u n a b h a n g ig  i s t ,  t r i t t  v* n u r  im  e r s t e n  T e r m  v o n  (6 -4 9 ) a u f ,  u n d  d e s h a lb  
i s t

dL  _  mvj
t o*  ~~ V l  — (P

(6 -5 0 )

Die von der LAGRANGE-Funktion (6-49) abgeleiteten Bewegungsglei
chungen lauten dann:

d  mvj________d V  __ p
d i V T ^ ~ jp  ~  dXi ~

S ie  s t im m e n  m i t  (6 -4 6 ) u b e re in .  W ir  b e m e r k e n , d aB  d ie  LAGRANGE- 
F u n k t i o n  n ic h t  m e h r  L  =  T  —  V i s t ,  d a B  a b e r  d ie  p a r t i e l l e  A b le i tu n g  
v o n  L  n a c h  d e r  G e s c h w in d ig k e i t  n o c h  im m e r  d e r  I m p u ls  i s t .  G e ra d e  
d ie s e  T a t s a c h e  i s t  e s , d ie  d ie  R ic h td g k e i t  d e r  LAGRANGEschen G le i
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chungen sicherstellt. Man hatte auch von Gl. (6-50) aus ruckwarts 
gehen konnen, um am Ende die Geschwindigkeitsabhangigkeit der 
LAGRANGE-Funktion zu erganzen.

Man kann die LAGRANGE-Funktion (6-49) leicht auf Systeme mit 
vielen Teilchen erweitern und von cartesischen Koordinaten auf 
irgendeinen gewunschten Satz generalisierter Koordinaten q,· uber- 
gehen. Der kanonische Impuls wird auch dann noch definiert durch

dL
Vi λ · idqj

so  d aB  d e r  Z u s a m m e n h a n g  z w is c h e n  z y k l is c h e n  K o o r d in a t e n  u n d  E r -  
h a l t u n g  d e r  e n ts p r e c h e n d e n  I m p u ls e  g e n a u  w ie  in  d e r  n i c h t r e l a t i v i s t i -  
s c h e n  T h e o r ie  e r h a l t e n  b le ib t .  J e t z t  e r f o r d e r t  n u r  d ie  A b le i tu n g  d e s  
E n e r g ie e r h a l tu n g s s a tz e s  e in e  A n d e r u n g .  W ir  e r in n e r n  u n s  (v g l. 
A b s c h n i t t  2 -6), d aB  d a n n ,  w e n n  L  d ie  Z e i t  n i c h t  e x p l i z i t  e n t h a l t ,  e in e  
K o n s t a n t e  d e r  B e w e g u n g  e x i s t i e r t :

H  = ^ q ,V i  -  L.

D ie se  T a ts a c h e  b le ib t  a u c h  h ie r  g i i l t ig ,  d e n n  u n s e r e  A b le i tu n g  e n t h i e l t  
n u r  d ie  a llg e m e in e  F o r m  d e r  LAG RA N G Eschen G le ic h u n g e n  u n d  d ie  
D e f in i t io n  d e s  k a n o n is c h e n  I m p u ls e s .  D e r  B e w e is  f u r  d e n  R e s t  d e s  
S a tz e s  -  d aB  H  d ie  g e s a m te  E n e r g ie  i s t  -  m u B  g e a n d e r t  w e rd e n , d e n n  L  
i s t  n i c h t  m e h r  T  —  F ,  a u c h  i s t  ^ q tp j  n i c h t  g le ic h  2T .  D ie  S c h lu B - 
fo lg e ru n g  b le ib t  je d o c h  d ie s e lb e , d e n n  in  d e m  B e is p ie l  f u r  e in  e in z e ln e s  
T e i lc h e n  i s t  H  g e g e b e n  d u r c h

F a B t  m a n  d a r in  T e r m e  z u s a m m e n , so  w ir d

H  =  +  V  =  T + V  =  E.
V i  -  β2

M a n  s ie h t ,  d aB  d ie  G ro B e  H  w ie d e r  d ie  g e s a m te  E n e r g ie  E  u n d  d e s h a lb  
u n t e r  d ie s e n  B e d in g u n g e n  e in e  K o n s t a n t e  d e r  B e w e g u n g  is t .

Die Einfuhrung geschwindigkeitsabhangiger Potentiale bringt hier 
keine besondere Schwierigkeit mit sich und kann in genau der gleichen 
Weise wie in Abschnitt 1-5 fur die nichtrelativistische Mechanik be- 
handelt werden. So ist die LAGRANGE-Funktion fur ein einzelnes Teil
chen in einem elektromagnetischen Feld

L  =  —me2V l  — β 2 — q<f> +  ^ A  · v.
c

(6 -5 1 )
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W ir  b e m e r k e n ,  d aB  d e r  kanonische I m p u ls  n ic h t  m e h r  mu{ i s t ;  e s  
s in d  n o c h  z u s a tz l ic h e  T e r m e  v o r h a n d e n ,  d ie  v o n  d e m  g e sc h w in d ig -  
k e i t s a b h a n g ig e n  T e il d e s  P o te n t i a l s  h e r r u h r e n :

P i  =  TOUi - f  2 A i .  (6 -52)
c

D a s  i s t  n a tu r l i c h  k e in  r e la t iv is t i s c h e s  P h a n o m e n ;  g e n a u  d e r  g le ic h e  
z u s a tz l ic h e  T e r m  w u r d e  in  d e r  f r u h e r e n  U n te r s u c h u n g  (v g l. G l. (2 -44)) 
g e fu n d e n .

B e in a h e  a l le  V e r f a h r e n ,  d ie  f r u h e r  f u r  d ie  L o s u n g  sp e z ie lle r  m e c h a -  
n is c h e r  P r o b le m e  e n tw ie k e l t  w u rd e n , k o n n e n  in  d e r  r e la t iv is t is c h e n  
M e c h a n ik  i ib e r n o m m e n  w e rd e n . Z u m  B e isp ie l b e s te h t  in i P r in z ip  k e in e  
S c h w ie r ig k e it ,  d ie  r e la t iv i s t i s c h e  F o r m  d e r  Z e n tr a lk r i i f te b e w e g u n g  zu  
e r h a l t e n .  D ie  a llg e m e in e n  p h v s ik a l is c h e n  E ig e n t i im lic h k e i te n  d e r  
T e i lc h e n b a h n e n  b le ib e n  d ie s e lb e n  w ie  im  I I I .  K a p i te l ,  a l le rd in g s  
w e rd e n  n a tu r l i c h  E in z e lh e i te n  d u r c h  d ie  n e u e  F o r m  d e r  L a g r a x g e - 
F u n k t i o n  b e e in f lu B t.

6 -6  D ie  k o v a r ia n te  L a g r a n g e s c h e  F o r m u l ie r u n g
v>

D a s  o b e n  g e g e b e n e  L a g r a n g e s c Iic  V e r fa l i re n  l ie f e r t  s ic h e r  d ie  r ic h -  
t ig e n  r e la t iv i s t i s c h e n  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n . J e d o c h  h a n d e l t  e s  s ic h  
n u r  „ in  g e w is se m  S in n e ”  u m  e in e  re la tin n s t is c h e  F o r m u l ie r u n g .  W ir  
h a b e n  u n s  n ic h t  d ie  M iih e  g e m a c h t ,  a l le  G c s e tz e  d e r  M e c h a n ik  in  e in e  
k o v a r i a n te  v ie rd i in e n s io n a le  F o r m  z u  b r in g e n . S o  w u rd e  d ie  Z e i t  t a ls  
e in  P a r a m e te r  b e h a n d e l t ,  d e r  v o ll ig  v e rs c h ie d e n  v o n  d e n  R a u m k o o r -  
d in a t e n  is t ,  o b w o h l e in e  k o v a r ia n te  F o r m u l ie r u n g  f o r d e r t ,  daB  R a u m  
u n d  Z e i t  a ls  v o ll ig  g le ic h w e r t ig e  K o o r d in a te n  im  W e lt- R a u m  a n z u -  
s e h e n  s in d . N a tu r l i c h  s o l l te  d e r  in y a r i a n t e  P a r a m e te r ,  d e r  z u r  K e n n -  
z e ic h n u n g  d e r  W a n  d e r u n g  d e s  S v s te m p u n k te s  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m  
v e rw e n d e t  ΛriΓd, v ie lm e h r  d ie  i n v a r i a n t e  E ig e n z e i t  r  a ls  t s e in . W e ite r -  
h in  h a b e n  d ie  im  v o r ig e n  A b s c h n i t t  d i s k i i t i e r te n  LA G R A X G E-Funktio- 
n e n  k e in e  b e s o n d e r e n  E ig e n s c h a f te n  b e z u g lic h  d e r  L oR E X T Z -T ransfo r- 
m a t io n .  D a  d ie  L A G R A N G E -F unk tion  s e lb s t  s c h o n  e in e  in v a r i a n te  
E ig e n s c h a f t  d e s  S y s te m s , a ls o  u n a b h a n g ig  v o n  d e m  b e s o n d e re n  v e r -  
w e n d e te n  K o o r d in a te n s y s te m  se in  so il, m iis s e n  w ir  v o n  ih r  e rw a r te n ,  
d aB  s ie  e in  W e l ts k a la r  i s t ,  a ls o  i n v a r i a n t  g e g e n u b e r  a l ie n  L o r e k t z - 
T r a n s f o r m a t io n e n  i s t .  A n s t a t t  d a B  s ie  e in e  F u n k t io n  v o n . x , u n d  

r,·) m i t  t a ls  P a r a m e t e r  i s t ,  s o l l te  e in e  L a g r a x g E -F u n k t io n , d ie  
r i c h t ig  in  d e r  v ie r d im e n s io n a le n  S p r a c h e  f o r m u l ie r t  i s t ,  e in e  F u n k t io n

d e r  K o m p o n e n te n  v o n  x, u n d  - 1 (s= u ,)  m i t  r  a ls  P a r a m e te r  s e in .
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E in e  k o v a r i a n te  F o r m u l ie r u n g  d e s  ΗΑΜ Π/ro N s c h e n  P r in z ip s  s o l l te  
d e s h a lb  d ie  F o r m  h a b e n :

L ' f a ,  u , ,  t )  d r  =  0 .  ( 6 - 5 3 )

I  u n d  L ' , d ie  k o v a r i a n te  I/A G R A N G E -F unk tion , s in d  d a r in  W e l ts k a la r e .
E s  i s t  n i c h t  im m e r  m o g lic h , e in e  v o l l s ta n d ig  k o v a r i a n t e  F o r m u l ie -  

r u n g  e in e s  g e g e b e n e n  P r o b le m s  a u f  d ie s e  W e ise  z u  e r h a l t e n .  D ie  e x -  
p l iz i te  F o r m  d e s  P o t e n t i a l s  i s t  d u r c h  d ie  N a t u r  d e r  a u f t r e t e n d e n  
K r a f t e  b e s t im m t ,  d ie  d u r c h  th e o r e t i s c h e  B e t r a c h t u n g e n  g e l ie f e r t  
w e rd e n  m u s s e n , d ie  a u B e rh a lb  d e s  B e re ic h e s  d e r  M e c h a n ik  l ie g e n . 
N ut  w e n n  d ie se  n ic h tm e c h a n is c h e n  T h e o r ie n  s e lb s t  in  e in e r  k o v a r i a n te n  
F o r m u l ie r u n g  a u f g e s te l l t  w o rd e n  s in d ,  so  d aB  d ie  K r a f t e  d ie  r i c h t ig e n  
T r a n s f o r m a t io n s e ig e n s c h a f te n  h a b e n ,  k a n n  m a n  e in  k o v a r i a n te s  L ' 
f in d e n , d a s  G l. (6 -53 ) b e f r ie d ig t .  E s  w u r d e  b e r e i t s  b e m e r k t ,  d aB  n i c h t  
a l le  T y p e n  v o n  K r a f t e n  in  e in e r  k o v a r i a n te n  F o r m  z u r  V e r f u g u n g  
s te h e n .  S ic h e r  e r f u l l t  d ie  g e w o h n lic h e  G r a v i t a t i o n s k r a f t ,  d ie  U r s a c h e  
d e r  m e is te n  m e c h a n is c h e n  P r o b le m e , d ie s e  F o r d e r u n g  n i c h t .  A u c h  i s t  
e s  n ic h t  s c h w e r , d e n  p h y s ik a l i s c h e n  G r u n d  d a f u r  z u  s e h e n . G e w o h n l ic h  
w ird  b e h a u p t e t ,  d ie  G r a v i t a t i o n s k r a f t  se i e in e  s t a t i s c h e  K r a f t ,  e in  
B e is p ie l  e in e r  , ,F e m w i r k u n g ” . M a n  s e t z t  d a b e i  e in e  u n e n d l ic h e  A u s -  
b re i tu n g s g e s c h w in d ig k e i t  v o r a u s .  A b e r  d e r  B e g r if f  d e r  F e r n w i r k u n g  
h a t  k e in e n  S in n  in  d e r  R e la t i v i t a t s t h e o r i e ,  w o  v e r l a n g t  w ird ,  d a B  K r a f t e  
n u r  m i t  G e s c h w in d ig k e i te n  k le in e r  o d e r  g le ic h  c l ib e r t r a g e n  w e r d e n . 
A n d e r e r s e i ts  w u r d e  b e r e i ts  f e s tg e s te l l t ,  d aB  d ie  e le k t r o m a g n e t i s c h e n  
K r a f t e  d ie  R e la t i v i t a t s f o r d e r u n g  a u to m a t i s c h  e r f l i l le n .  W ir  w o lle n  u n s  
d e s h a lb  d a m i t  b e g n u g e n , U  f u r  e in  T e i lc h e n  z u  b e s t im m e n ,  d a s  s ic h  in  
d e n  fo lg e n d e n  zw e i S i tu a t io n e n  b e f i n d e t :

1. D a s  T e ilc h e n  se i v o llig  f re i.
2. D a s  T e ilc h e n  b e w e g e  s ic h  u n t e r  d e m  E in f lu B  a u B e re r  e le k t r o -  

m a g n e t i s c h e r  K r a f t e .
D ie  aus dem k o v a r i a n te n  V a r ia t io n s p r in z ip  h e r g e le i t e t e n  E uler- 

LAGRANGEschen Gleichungen fiir ein einzelnes Teilchen sind offenbar

d _ b V _ _  dJJ
ά τ  diL, dxp

(6-54)

Die linken Seiten dieser vier Gleichungen transformieren sich wie die 
Komponenten eines Vierervektors. Die LAGRANGE-Funktion L ' fur 
ein freies Teilchen muB so sein, daB sich die G l. (6-54) auf

d  n—  mu* =  0
a r (6 -5 5 )
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reduzieren. Nun sind die Gl. (6-55) der F o r m  nach den nichtrelativisti 
schen Gleichungen

d
A

0

a h n l i c h .  D a s  l e g t  n a h e ,  L ' d a d u r c h  z u  e r h a l t e n ,  d a B  m a n  in  d e r  n ic h t -  
r e l a t i v i s t i s c h e n  B e z ie h u n g  L  — \m v 2 v2 d u r c h  d a s  Q u a d r a t  d e r  W e l t-  
g e s c h w in d ig k e i t  e r s e t z t :

L ' - \  mujir. (6-56)

D ie s e  W a h l  i s t  t a t s a c h l i c h  r i c h t ig ,  d e n n  w i r  h a b e n

d V
^  =  m u , =

so daB die LAGRANOEschen Gl. (6-54) mit (6-55) ubereinstimmen.* 7
W e n n  d ie  a u f  d a s  T e i lc h e n  w irk e n d e n  K r a f t e  ih r e m  U r s p r u n g  n a c h  

e le k t r o m a g n e t i s c h  s in d ,  i s t  e in e  g e e ig n e te  i n v a r i a n t e  Lagrange- 
F u n k t i o n

L ' =  |  tnUfUr +  *  « λ/1λ. (6-57)

D ie  k a n o n is c h e n  I m p u ls e  s in d  h ie r

V, =  '+ !  A ,  (6-58)OUr C

so daB aus den LAGRANOEschen Gleichungen (6-54) folgt:

_  m .
7 Es soil bemerkt werden, daO L' in (6-56) eine Konstante nnd gleich 2  ~ 

ist. Das hat keine Konsequenzen, denn alles, was von Lf verlangt wird, ist die 
richtige fu t ik l io n a le  Abhangigkeit von tip, 11m die richtigenGleichungen zu erhal
ten. Aber das bedeutet. dafl der in (6-56) gegebene Ausdruck keinesfalls der ein* 
zig mogliche ist. Tatsachlich kann />' die Form mf(UwU9) haben, wobei^x)irgend- 
eine Funktion ist, fur die, wenn / '  df/dx bedeutet, gilt

/ ' ( - * )  =  +  i ·

In Gl, (6-56) haben wir f(UrU9) — \uwU9 verwendet. Eine andere mOgliche Wahl ist

f(urU9) = —c V —UrUr.
Man erhalt sie direkt, wenn in (6-48) die Integrationsvariable t in τ umgeandert 
wird.
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oder
d-7- muv 

ατ
q dA p
_ _  — —  ·

c dr

Das ist aber genau die Form der generalisierten NEWTONsehen Be- 
wegungsgleichungen (6-30) mit der MiNKOWSKi-Kraft

q dAp  
c d r ’

in Ubereinstimmung mit der fruher abgeleiteten Beziehung (6-33).
Der kanonische Viererimpuls, Gl. (6-58), unterscheidet sieh wieder 

von dem gewohnlichen kinetischen Impuls durch den zusatzlichen 
Term, der das elektromagnetisehe Potential enthalt. Wir stellen fest, 
daB hier p4 nicht einfach %T\c wie im kraftefreien Fall (vgl. Gl. (6-43)) 
ist, sondern hier

iq Φ 
c

wird, wobei E  die Gesamtenergie T  +  q</> ist. Somit ist der zur Zeit- 
koordinate kanonische Impuls proportional der Gesamtenergie. Ein 
ahnlicher Zusammenhang zwischen diesen beiden GroBen wird spater 
in der nichtrelativistischen Theorie wiederkehren. Der Zusammenhang 
zwischen den Raumkomponenten des Impulses und der kinetischen 
Energie T  kann hier auf demselben Wege abgeleitet werden, der auf 
Gl. (6-44) fiihrte. Die Raumkomponenten von Gl. (6-58) konnen ge- 
schrieben werden:

q A i
m u i  =  p i  —

so daB
m h u u . =  -  m V  =  ( p  “  ~

gilt. Das liefert den gewunschten Zusammenhang

T 2 — ( p  ~~ q ~ ^ j  c ‘l  +  ^ 2c4. (6-59)

Man darf aus diesen Betrachtungen nicht schlieBen, daB alle Aspekte 
der nichtrelativistischen Mechanik eindeutige Entsprechungen in 
einer relativistischen Theorie haben. Wir haben bereits die Schwierig- 
keiten erwahnt, die durch Gravitations- und andere ,,Fcrnwirkungs,,- 
Kjafte hervorgerufen werden. Die LoRENTZ-Transformation befaBt



s ic h  n u r  m i t  g le ic h fo rm ig  b e w e g te n  K o o r d in a tc n s y s tc m e n ,  u n d  
T r a n s f o r m a t io n e n  a u f  b e s c h lc u n ig te  S y s te m e , w ie  e tw a  r o t ie r e n d c  
A c h s e n , k o n n e n  in  d a s  G e b a u d e  d e r  s p e z ie lle n  R e la t i v i t a t s th e o r i e  n u r  
m i t  S c h w ie r ig k e i t  e in g e b a u t  w e rd e n . D e r  B e g rif f  d e r  Z w a n g s k r a f te  is t  
e b e n f a l l s  s to r e n d ,  d e n n  je d e  Z w a n g s k ra f t .  m uB  in  LoRENTZ-invarianter 
F o r m  a u s g e d r u c k t  w e rd e n . I m  b e s o n d e re n  e r fu l le n  d ie  Z w a n g sb e -  
d in g u n g e n  d e s  s t a r r e n  K o r p e r s  d ie s e  F o r d e r u n g  n ic h t ,  d a  s ie  n u r  d ie  
R a u m a n te i l e  d e s  V ie r e r v e k to r s  d e r  L a g e  e n th a l t e n .  D e s h a lb  h a t  d a s  
g e s a m te  G e b ie t  d e r  D y n a m ik  s t a r r e r  K o r p e r  k e in  r e la t iv is t is c h e s  
A n a lo g o n .
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L IT E R  A T U R H IN W E IS E

P. Beromann, An Introduction to the Theory of Relativity. Zwcifellos die beste 
englischsprachige Abhandlung der Verfahren der Relativitatstheorie. Die 
Tensorformulierung wird im Hinblick auf die allgemeine RelativiUitetheorie 
entwickelt (die in der zweiten Hiilfte des Buches enthalten ist). fiihrt aber 
leider auf eine Schreibweise, die fur die spezielle Relativitatstheorie unnotig 
kompliziert. ist.

R. B. Lindsay und H. Margenau, Foundations of Physics. Kapitel 7 befaOt 
sich hauptsachlich mit der speziellen Relativitatstheorie, besonders werden die 
Ereignisse, die zur Schaffung der Theorie fiihrten, und die physikalischen 
Interpretationen einiger ihrer unmittelbaren Konsequenzen diskutiert. Dio 
vierdimensionale Darstellung wird nicht ausfithrlich entwickelt.

Albert E instein, The Meaning of Relativity. Dies ist keine populiire Darstellung. 
Et-was mehr als ein Drittel dieses diinnen Buches befaOt sich mit spezieller 
Relativitatstheorie, enthalt· aber sehr viele Informationen. Erhebliche 
Konntnisse der Elektrodynamik werden vorausgesetzt.

R. Becker, Theorie der Elektrizitat, Bd. II. Viele deutsche Abhandlungen uber 
Elektrodynamik enthalten auch eine ausfiihrliche Diskussion der speziellen 
Relativitatstheorie. Die vielleieht beste von ihnen ist in diesem zweiten Band 
des beriihmten Abraham und Becker zu finden. Der Stil ist fhiasig und leicht 
lesbar. Obwohl hier die Betonung auf den elektromagnetischcn Erscheinungen 
liegt, ist die Diskussion der Mechanik doch recht vollstandig. Auf den mehr als 
hundert Seiten, die der speziellen Relativitatstheorie gewidmet sind, werden 
eowohl die physikalischen als auch die mathematischen Grundlagen ein* 
gehend behandelt.

G b u n g e n

1. V erifiziere das EiNSTEixsche A dditionstheorem  (Gl. (6-20)) fu r die A ddition 
zweier para lle ler Geschwindigkeiten. D er Beweis laflfc sich am  einfachsten  fuliren, 
indem  m an  die zwei LoRENTZ-Transform ationen als aufeinanderfolgende 
Drehungen in d e r xpr4-Ebene auffaC t.
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2. Bestiimne die LoBENTZ-Transformation, bei der die Geschwindigkeit einen 
infinitesimalen Winkel dB (im Gegenuhrzeigersinn) mit der z-Achse bildet, mittels 
einer Ahnlichkeitstransformation, die auf Gl. (6-15) angewendet wird. Zeige 
direkt, daB die resultierende Matrix orthogonal ist, und daB man die inverse 
Matrix erhalt, wenn man v durch — v ersetzt.

3. Dae EiNSTEiNsche Additionstheorem kann man auch erhalten, indem man 
sich daran erinnert, daB die zweite Geschwindigkeit direkt auf die Raumkom· 
ponenten einer Vierergeschwindigkeit bezogen ist, die man somit auf das An- 
fangssystem mittels einer LoBENTZ-Transformation zurucktransformieren kann. 
Zeige: Wenn sich das zweite System mit einer Geschwindigkeit v relativ zum 
ersten in der Richtung ihrer z-Achsen bewegt, wahrend sich ein drittes System 
relativ zum zweiten mit einer beliebig gerichteten Geschwindigkeit v" bewegt, 
so ist der Betrag der Geschwindigkeit v zwischen dem ersten und dem dritten 
System gegeben durch

V l  — p  =
V i  -  p W i  -  β"ΐ 

i  +  β'βί' ’

und die Komponenten von v sind

Λ & V 1  -  p *  0
1 +  β'βί' ’ P v~ 1 +  β'βί' ’

e  . β' +  βί'
1 +  β'βί'

Hier ist βχ = Vx/cusw. Es sei darauf hingewiesen, daB sich die Gleichung fur 
βζ genau auf Gl. (6-20) reduziert, wennv"langs der z-Achse liegt.

4. Betrachte die in tibung 3 beschriebene Situation fiir den speziellen Fall, 
daB v" in der zx-Ebene liegt und einen im Vergleich zu v' infinitesimalen Betrag 
hat. Zeige, daB die z- und ζ''-Achse nicht parallel sind (trotz der Tatsache, daB 
beide parallel zur z'-Achse gewahlt sind), indem man darlegt, daB die Relativ- 
geschwindigkeit zwischen den zwei Systemen dem Beobachter so erscheint, als 
bilde sie mit der z- und z"-Achse verschiedene Winkel. Zeige insbesondere, daB 
der Winkel zwischen den zwei Achsen

sein wird. Wenn die Geschwindigkeit v" wirklich eine Anderung der Geschwin
digkeit v' wahrend einer infinitesimalen Zeit infolge einer Besohleunigung a 
darstellt, dann kann dieser SchluB so interpretiert werden, daB man sagt, die 
Achsen scheinen mit einer Winkelfrequenz

0)t ν' X a
2c2

zu rotieren. Dieses Phanomen ist in der Atomphysik wichtig. Es wird die 
Thomas-Prazession genannt.

6. Zeige durch Entwicklung der Bewegungsgleichung (6-46), daB die Kraft nur 
dann parallel zur Beschleunigung ist, wenn die Geschwindigkeit entweder 
parallel oder senkrecht zur Beschleunigung ist, und verifiziere Gl. (6-47) fiir die 
Koeffizienten der Beschleunigung in diesen beiden Fallen.
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6. Zeige mit den Transformationseigenschaften der Weltbeschleunigung, daB 
die Komponenten der Beschleunigung a, wenn sio durch die transformierte 
Beschleunigung a' in einem System ausgedruckt sind, das bezuglich des Teil- 
chens momentan in Ruhe ist, durch die Formeln gegeben sind:

at
1 -  β1'

ay
1 -  β 2'

ra . = at
(l -  p ) 3'*’

wobei die ^-Achse in Richtung der Relativgeschwindigkeit gewahlt wurdo.
7. Beim 0-Zerfall, der in der tabling 1, I. Kapitel, betrachtet wtirde, hat das 

Elektron eine Masse, die einer Ruheenergie von 0,511 Mev aquivalent ist, wah- 
rend das Neutrino keine Masse hat. Wie groB sind die Gesamtenergien, die durch 
das Elektron und das Neutrino weggetragen werden? Der wicvielte Teil der 
Kernmasse wird in kinetische Energie (einschlieBlich der Ruheenergie des Elek- 
trons) umgesetzt?

8. Ein Meson der Masseirkomme zur Ruhe und zerfalle in ein Meson der Masse 
μ und in ein Neutrino der Masse Null. Zeige, daB die kinetische Energie dor Be- 
wegung desg-Mesons (d.h. ohne die Energie der Ruhemasse)

T . I J L Z J # *
ist.

9. Ein Photon kann klassisch als ein Teilchen bcschrieben werden, das die 
Masse Null hat, aber dennoch einon Impuls Λ/Χ = hv/c und deshalb eine kine
tische Energie hv besitzt. Wenn das Photon mit einem ruhenden Elektron der 
Masse m zusammenstoBt, wird es um einen Winkel Θ gestreut und hat die neue ’ 
Energie hv'. Zeigo, daB die Energieanderung mit dem Streuwinkel durch die 
Beziehung * λ

λ' — X = 2XC sin* -
Δ

verkniipft ist, wobei \ c — h/mc die CoMrroN-WeUenl&nge ist. Zeige auch, dafl 
die kinetische Energie der Ruckstofibewegung des Elektrons

!T =  hv
sin5 Θ/2

1 + 2
f t ) -

sin5 0/2
ist.

10. Die in tibung 3 ,1. Kapitel, entwickelte Theorie der Raketenbewegung ist 
in relativistischen Bereichen nicht· mehr anwendbar, zum Teil deswegen, weil es 
dort keine Erhaltung der Masse mehr gibt. Dalur sind alio Erhaltungsgesetzo 
in der Erhaltung des Welt impulses zusammengcfaBt; die Anderung jcdcr Korn- 
ponente des Weltimpulses der Rakete in oiner infinitesimalen Zeit dt muB durch 
den Wert derselben Komponente von pr fur die durch die Rakete ausgestoBenen 
Gase im gleichen Zeitintervall ausgeglichen werden. Zeige, daB dann, wenn keine 
auBeren Krafte auf die Rakete wirken, die Differentialgleichung fur ihro Ge· 
schwindigkeit als Funktion der Masse gegeben ist durch
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wobei a die konstante Geschwindigkeit der ausgestoBenen Gase relativ zur Rakete 
ist. Bestatige, daB die Losung in die Form

1 -

β - ------
1 +

gebracht werden kann. m0 ist darin die Anfangsmasse der Rakete. Die Masse 
bleibt nicht erhalten. Was geschieht mit der Masse, die verlorengeht ?

11. Zeige, daB aus Gl. (6-40) unmittelbar folgt, daB die Geschwindigkeit eines 
geladenen Teilchens in einem statischen Magnetfeld konstant ist. Zeige, daB als 
Folge dieser Tatsache ein geladenes Teilchen in einem homogenen Magnetfeld 
eine HeJix beschreibt, wobei der Radius der Helix fur einen gegebenen Teilchen- 
typ umgekehrt proportional dem Betrag der magnetischen Intensity t B und 
direkt proportional der Komponente des mechanischen Impulses senkrecht zum 
Magnetfeld ist. Das Produkt aus Feldstarke und Kriimmungsradius, Bp, ist 
somit ein direktes MaB fur den Teilchenimpuls und wird oft als magnetisehe 
Steifheit des Teilchens bezeichnet.

12. Ein Teilchen der Ruhmasse m, der Ladung q und der Anfangsgeschwindig- 
keit Vo komme in ein homogenes elektrisches Feld E, das senkrecht zu Vo ist. 
Bestimme die sich ergebende Trajektorie des Teilchens und zeige, daB sie sich 
auf eine Parabel reduziert, wenn c gegen Unendlich geht.

13. Zeige, daB die relativistische Bewegung eines Teilchens unter der Wirkung 
einer anziehenden Kraft, die mit dem Reziproken des Abstands-Quadrates geht, 
eine prazessierende Ellipse ist. Berechne die Prazession des Perihels des Merkur, 
die von diesem Effekt herriihrt. (Das Ergebnis, etwa 7" pro Jahrhundert, ist 
viel kleiner als die tatsachliche Prazession von 40" pro Jahrhundert. Diese kann 
genau nur mit der allgemeinen Relativitatstheorie berechnet werden.)

14. Gehe von der Bewegungsgleichung (6-46) aus und leite das relativistische 
Analogon des Virialsatzes her, das besagt, daB fur Bewegungen, die im Raum 
gebunden sind und deren Geschwindigkeiten der Lichtgeschwindigkeit c nicht 
beliebig nahekommen, gilt:

Lq +  T = —F · r,
wobei L0 die Form der Lagrange-Funktion ist, die bei der Abwesenheit auBerer 
Krafte auftritt. Beachte, daB jedoch weder L0 noch T genau der kinetischen 
Energie in der nichtrelativistischen Mechanik entsprechen. Ihre Summe L -\- T 
spielt die gleiche Rolle wie die doppelte kinetische Energie im nichtrelativisti
schen Virialsatz, Gl. (3-26).
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6. Zeige mit den Transformationseigenschaften der Weltbeschleunigung, daB 
die Komponenten der Beschleunigung a, wenn sie durch die trangformierte 
Beschleunigung a' in einem System ausgednickt sind, das bezuglich dee Teil- 
chens momentan in Ruhe ist, durch die Formeln gegeben sind:

βχ
1 -  β*'

a ta, =
(1 -  0*)*'*’

wobei die z-Achse in Richtung der Relativgeschwindigkeit gewahlt wurde.
7. Beim /3-Zerfall, der in der Ubung 1, I. Kapitel, betrachtet wurde, hat das 

Elektron eine Masse, die einer Ruheenergie von 0,511 Mev equivalent ist, wah- 
rend das Neutrino keine Masse hat. Wie groB sind die Gesamtenergien, die durch 
das Elektron und das Neutrino weggetragen werden? Der wievielte Teil der 
Kemmasse wird in kinetische Energie (einschlieBlich der Ruheenergie des Elek* 
trons) umgesetzt?

8. Ein Meson der MasseTkomme zur Ruhe und zerfalle in ein Meson der Masse 
μ und in ein Neutrino der Masse Null. Zeige, daB die kinetische Energie der Be* 
wegung desg-Mesons (d.h. ohne die Energie der Ruhemasse)

τ  =  m)’ c»
ist.

9. Ein Photon kann klassisch als ein Teilchen bcschrieben werden, das die 
Masse Null hat, aber dennoch einen Impuls Λ/Χ =  hv/c und deshalb eine kine* 
tische Energie hv besitzt. Wenn das Photon mit einem ruhenden Elektron der 
Masse m  zusammenstoBt·, wird es um einen Winkel Θ gestreut und hat die neue 
Energie hv'· Zeige, daB die Energieanderung mit dem Streuwinkel durch die 
Beziehung *

V  -  λ  =  2X csin* |
&

verkniipft ist, wobei = h/mc die Compton-Wellenlange ist. Zeige auch, daB 
die kinetische Energie der RuckstoBbewegung des Elektrons

2 sin* 0/2
T  — hv-------

1 +  2

ist.
10. Die in Obung 3 ,1. Kapitel, entwiekelte Theorie der Raketenbewegung ist 

in relativistischen Bereichen nicht mehr an wend bar, zum Teil deswegen, weil es 
dort keine Erhaltung der Masse mehr gibt. Dafur sind alle Erhaltungsgesetze 
in der Erhalt ung des Welt impulses zusammengefaBt; die Anderung jedcr Korn- 
ponente des Welt impulses der Rakete in einer infinitesimalen Zeit dt muB durch 
den Wert derselben Komponente von p, fur die durch die Rakete ausgestoBenen 
Gase im gleichen Zeitinter\Tall ausgeglichen werden. Zeige, daB dann, wenn keine 
ftuBeren Krafte auf die Rakete wirken, die Differentialgleichung fur ihre Ge- 
echwindigkeit als Funktion der Masse gegeben ist durch

f i f l -
sin* 0/2

Μέ + α (1 - ? ) 0,
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wobei a die konstante Geschwindigkeit der ausgestoBenen Gase rdativ zur Rakete 
ist. Bestatige, daB die Losung in die Form

1 -

0 - ------
1 +

gebracht werden kann. m0 ist darin die Anfangsmasse der Rakete. Die Masse 
bleibt nicht erhalten. Was geschieht mit der Masse, die verlorengeht ?

11. Zeige, daB aus Gl. (6-40) unmittelbar folgt, daB die Geschwindigkeit eines 
geladenen Teilchens in einem statischen Magnetfeld konstant ist. Zeige, daB als 
Folge dieser Tatsache ein geladenes Teilchen in einem homogenen Magnetfeld 
eine Heiix beschreibt, wobei der Radius der Helix fur einen gegebenen Teilchen- 
typ umgekehrt proportional dem Betrag der magnetischen Intensitat B und 
direkt proportional der Komponente des mechanischen Impulses senkrecht zum 
Magnetfeld ist. Das Produkt aus Feldstarke und Krummungsradius, Bp,  ist 
somit ein direktes MaB fur den Teilchenimpuls und wird oft als magnetische 
Steifheit des Teilchens bezeichnet.

12. Ein Teilchen der Ruhmasse m, der Ladung q und der Anfangsgeschwindig- 
keit Vo komme in ein homogenes elektrisches Feld E, das senkrecht zu Vo ist. 
Bestimme die sich ergebende Trajektorie des Teilchens und zeige, daB sie sich 
auf eine Parabel reduziert, wenn c gegen Unendlich geht.

13. Zeige, daB die relativistische Bewegung eines Teilchens unter der Wirkung 
einer anziehenden Kraft, die mit dem Reziproken des Abstands-Quadrates geht, 
eine prazessierende Ellipse ist. Berechne die Prazession des Perihels des Merkur, 
die von diesem Effekt herriihrt. (Das Ergebnis, etwa 7" pro Jahrhundert, ist 
viel kleiner als die tatsachliche Prazession von 40" pro Jahrhundert. Diese kann 
genau nur mit der allgemeinen Relativitatstheorie berechnet werden.)

14. Gehe von der Bewegungsgleichung (6-46) aus und leite das relativistische 
Analogon des Virialsatzes her, das besagt, daB fur Bewegungen, die im Raum 
gebunden sind und deren Geschwindigkeiten der Lichtgeschwindigkeit c nicht 
beliebig nahekommen, gilt:

L q +  T  =  —F · r,
wobei L0 die Form der Lagrange-Funktion ist, die bei der Abwesenheit auBerer 
Krafte auftritt. Beachte, daB jedoch weder L0 noch T genau der kinetischen 
Energie in der nichtrelativistischen Mechanik entsprechen. Ihre Summe L +  T 
spielt die gleiche Rolle wie die doppelte kinetische Energie im nichtrelativisti
schen Virialsatz, Gl. (3-26).
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D IE  HAM ELTONSCHEN BEW EGU N G SG LEICH U N G EN

D ie  LAGRANGEsche F o r r a u l ie r u n g  d e r  M e c h a n ik  w u rd e  im  g ro B en  
u n d  g a n z e n  in  d e n  e r s t e n  zw e i K a p i te in  e n tw ic k e l t ,  u n d  d a s  m e is te  d e r  
d a r a n  a n s c h l ie B e n d e n  D is k u s s io n e n  w a r  d e r  N a t u r  n a c h  A n w e n d u n g , 
b l ie b  je d o c h  n o c h  in n e r h a lb  d e s  R a h m e n s  d e s  Lag rang E sch en  V er- 
f a h r e n s .  I n  d ie s e m  K a p i t e l  n e h m e n  w ir  d ie  fo rm a le  E n tw ic k lu n g  d e r  
M e c h a n ik  w ie d e r  a u f .  D a b e i  r i c h te n  w ir  u n s e re  A u f m e r k s a m k e i t  a u f  
e in e  a n d e r e  D a r s te l lu n g  d e r  S t r u k t u r  d e r  T h e o r ie ,  d ie  a ls  Hamiltox- 
s c h e  F o r m u l ie r u n g  b e k a n n t  i s t .  D e r  in  d e r  T h e o r ie  e n th a l t e n e n  P h y s ik  
w ird  n i c h t s  X e u e s  h in z u g e f u g t ; w ir  g e w in n e n  le d ig l ic h  e in e  a n d e r e  (u n d  
w ir k s a m e r e )  M e th o d e , m i t  d e n  b e r e i ts  a u fg e s te l l te n  p h y s ik a lis c h e n  
P r in z ip ie n  z u  a r b e i t e n .  W ir  w o lle n  in  d e n  fo lg e n d e n  K a p i te ln  a n -  
n e h m e n ,  d a B  d ie  m e c h a n is c h e n  S y s te m e  h o lo n o m  s in d ,  u n d  d a B  die*" 
K r a f t e  e n tw e d e r  v o n  e in e m  P o t e n t i a l ,  d a s  a l le in  v o m  O r t  a b h a n g t ,  
o d e r  v o n  g e s c h w in d ig k e i t s a b h a n g ig e n  g e n e r a l i s ie r te n  P o te n t ia le n  d e s  
in  A b s c h n i t t  1-5 d i s k u t i e r t e n  T y p s  a b g e l e i t e t  s in d .

7-x Die Legendreschen Transform ationen und die Hamiltonschen 
Bew egungsgleichungen

Z u  e in e m  S y s te m  m i t  n  F r e ih e i t s g r a d e n  g e h o re n  n  LAQRAXGBsche 
B e w e g u n g s g le ic h u n g e n :

D a  d ie  G le ic h u n g e n  v o n  z w e i te r  O r d n u n g  s in d , i s t  d ie  B e w e g u n g  d e s  
S y s te m s  n u r  d a n n  f u r  a l le  Z e it  v o l ls ta n d ig  fe s tg e le g t ,  w e n n  f u r  a lle  
n  qi und  a l le  n qt A n f a n g s w e r te  v o rg e g e b e n  w e rd e n . I n  d ie se m  S in n e  
b i ld e n  d ie  K o o r d in a te n  7 , z u s a m m e n  m it  d e n  G e s c h w in d ig k e i te n  
e in e n  v o l l s ta n d ig c n  S a tz  v o n  2n  u n a b h a n g ig e n  V a r ia b le n , d ie  z u r  
B e s c h re ib u n g  d e r  S v s te m b e w e g u n g  n o tw e n d ig  s in d . D ie  Lagraxge- 
s c h e  F o r m u l ie r u n g  (in  d e r  n i c h t r e la t iv i s t i s c h e n  T h e o r ie )  k a n n  s o m it  a ls  
e in e  B e s c h re ib u n g  d e r  M e c h a n ik  m i t  H ilfe  d e r  g e n e r a l i s ie r te n  K oordi
naten  u n d  Geschwindigkeiten  m i t  d e r  Z e i t  a l s  P a r a m e te r  a n g e s e h e n
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w e rd e n . W ir  s u c h e n  n u n  n a c h  e in e r  F o r m u l ie r u n g ,  i n  d e r  d ie  u n a b -  
h a n g ig e n  V a r ia b le n  d ie  g e n e r a l i s ie r te n  K oordinaten  u n d  d ie  g e n e ra l i -  
s i e r te n  Im jm lsep i  s in d ,  d e f in ie r t  d u r c h  (v g l. G l. (2 -4 1 )) :

=  qj, i) ( 7 -2 )
Px dqi

D ie  B a s is a n d e r u n g  v o n  d e m  S a tz  (g, q, t) a u f  d e n  S a tz  (q , p , t) k a n n  a m  
b e s te n  m i t  e in e m  m a th e m a t i s e h e n  V e r f a h r e n  a u s g e f u h r t  w e r d e n ,  d a s  
a ls  L e g e n d r e s c ^ c  Transform ation  b e k a n n t  i s t .  S ie  i s t  g e ra d e  d ie s e m  
T y p  d e r  V a r ia b le n a n d e r u n g  a n g e p a B t.

B e t r a c h te n  w ir  e in e  F u n k t i o n  v o n  n u r  z w e i V a r ia b le n  f(x , y ), so  d a B  
e in  D if f e r e n t ia l  v o n  /  d ie  F o r m  h a t :

df =  u dx  +  v d y } (7 -3 )

w o b e i
(7 -4 )

W ir  w o lle n  n u n  v o n  d e r  B a s is  x , y  a u f  d ie  u n a b h a n g ig e n  V a r ia b le n  
u , y  t ib e rg e h e n , so  d aB  d i f f e r e n t ie l le  G ro B e n  d u r c h  d ie  D if f e r e n t ia le  du  
u n d  dy  a u s g e d r i ic k t  w e rd e n  k o n n e n .  g s e i  e in e  F u n k t i o n  v o n  u  u n d  y , 
d e f in ie r t  d u r c h  d ie  G le ic h u n g

g =  f  -  ux. (7 -5 )

E in  D if f e r e n t ia l  v o n  g i s t  d a n n  g e g e b e n  d u r c h

dg =  d f  — u dx  — x du
o d e r  w e g e n  (7 -3 ) d u r c h

dg =  v dy — x du.

D a s  h a t  g e n a u  d ie  g e w iin s c h te  F o r m . D ie  G ro B e n  x  u n d  v  s in d  n u n  
F u n k t io n e n  d e r  V a r ia b le n  u  u n d  y , d ie  d u r c h  d ie  B e z ie h u n g e n

x dg
du' (7 -6 )

g e g e b e n  s in d .  S ie  s in d  lm  w e s e n t l ic h e n  d ie  U m k e h r u n g  d e r  G l. (7 -4 ).
D ie  so  d e f in ie r te  LEG EN D R Esche T r a n s f o r m a t io n  w ird  h a u f ig  in  d e r  

T h e r m o d y n a m ik  v e rw e n d e t .  Z u m  B e is p ie l  i s t  d ie  E n th a lp i e  X  e in e  
F u n k t io n  d e r  E n t r o p ie  S  u n d  d e s  D r u c k e s  P , u n d  z w a r  g i l t

so  daB

dX rp &X _  tτ
dS ’ dP  v >

d X  =  T d S +  V d P ,

w o b e i T  u n d  V  d ie  T e m p e r a tu r  b z w . d a s  V o lu m e n  s in d .  D ie  E n th a lp i e
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i s t  n i i t z l i c h  f u r  d ie  B e t r a c h t u n g  i s e n tr o p is c h e r  u n d  i s o b a r e r  P ro z e s se , 
h a u f ig e r  b e fa B t  m a n  s ic h  a b e r  m i t  i s o th e rm e n  u n d  is o b a re n  P ro z e s s e n . 
I n  so lc h e n  F a l l e n  w u n s c h t  m a n  e in e  th e r m o d y n a m is c h e  F u n k t io n ,  
d ie  n u r  v o n  T  u n d  P  a b h a n g t .  D ie  LEG EN D REsche T r a n s f o r m a t io n  
z e ig t ,  d a B  d ie  g e s u c h te  F u n k t io n  d e f in ie r t  w e rd e n  k a n n  d u r c h

m i t
G =  X - T S

dG = - S d T + V d P .  (7 -7 )

G  i s t  d ie  T r o h lb e k a n n te  G iB B S sche F u n k t io n  o d e r  f re ie  E n e rg ie ,  d e re n  
E ig e n s c h a f te n  d u r c h  G l. (7 -7 ) g e g e b e n  s in d .

D ie  T r a n s f o r m a t io n  v o n  (q , q , t) n a c h  (q , />, /) u n te r s c h e id e t  s ic h  v o n  
d e m  in  d e n  G L  (7 -3  b is  7 -5 ) b e t r a c h t e t e n  T y p  n u r  d a d u r c h ,  d aB  m e h r  
als e in e  V a r ia b le  z u  t r a n s f o r m ie r e n  i s t .  A n s te l le  d e r  Lagrange- 
F u n k t i o n  b e fa B t  m a n  s ic h  m i t  e in e r  F u n k t io n ,  d ie  b is  a u f  d a s  M in u s- 
z e ic h e n  a n a lo g  d e r  G L  (7 -5 ) d e f in ie r t  i s t :

H ( P ,  Q, 0  =  ~  9 , 0· (7-8)
f

H  w i r d  d ie  H a m il t o n -Funktion  g e n a n n t .  M a n  e r k e n n t  in  ih r  d i ^  
g le ic h e  F u n k t i o n  H  w ie d e r ,  d ie  f r i ih e r  in  A b s c h n i t t  2 -6  d i s k u t ie r t  
w u r d e .  S ie h t  m a n  s ie  a ls  e in e  F u n k t io n  n u r  v o n  p, q u n d  t a n ,  so  i s t  d a s  
D if f e r e n t ia l  v o n  H  g e g e b e n  d u r c h

irr V  9 H  j  t ^  d H  . , SH
^ = ? a ^ d 9 < + ? ^ rfpi + 1 Γ Λ · (7 -9 )

A b e r  w e g e n  d e r  D e f in i t io n s g le ic h im g  (7 -8 ) k o n n e n  w ir  a u c h  s c h r e ib e n :

m  -  2 ? ·  dp< + 2 p - -  2  ^  d*  -  2  f j ;  ^ dt <7- 10)

D ie  T e r m e  m i t  dq{ in  G l. (7 -1 0 ) h e b e n  s ic h  a u f  in fo lg e  d e r  D e f in i t io n  
d e s  g e n e r a l i s ie r te n  I m p u l s e s :

2 p · ~ 2  f r  *  °»i |

u n d  a u e  d e r  LAGRANGEschen G le ic h u n g  f o lg t

dL
dqi ~  p<

G1. (7 -1 0 ) r e d u z i e r t  s ic h  d e s h a lb  a u f  d ie  e in fa c h e  F o r m

d H  = 2 9 * d p < - " X p i d g i  -  ^ d L (7-11)
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E in  V e rg le ic h  m i t  (7 -9 ) l ie f e r t  d e n  fo lg e n d e n  S a tz  v o n  2 ^ + 1  
B e z ie h u n g e n , d ie  a n a lo g  d e n  G l. (7 -6 ) s in d :

i f
ΘΗ
dp/

- v
dH
dqt’

(7-12)

dL _  dH_ 
dt dt ' (7-13)

Die Gl. (7-12) heiBen die kanonischen H a m i l t o n schen Gleichungen\ 
sie bilden einen Satz von 2n Bewegungsgleichungen erster Ordnung, 
die an die Stelle der LAGRANGEschen Gleichnngen treten. Im Prinzip 
besteht der erste Schritt bei der Losung meehanischer Probleme in 
dieser kanonischen Formulierung darin, die LAGRANGE-Funktion L  
als L(q, q, t) aufzustellen. Durch Verwendung der Gl. (7-2) erhalt man 
dann die kanonischen Impulse, und mit ihrer Hilfe wird die H a m i l t o n -  

Funktion gemaB der Definition (7-8) gebildet. Die Bewegungsglei
chungen, die nun von erster Ordnung sind, folgen dann durch Sub
stitution von H  in die Gl. (7-12).

7 -2  Z y k lis c h e  K o o r d in a te n  u n d  d a s  R o u th s e h e  V e r f a h r e n

Es sei bemerkt, daB das HAMiLTONsche Verfahren besonders der 
Behandlung solcher Probleme angepaBt ist, die zyklische Koordinaten 
enthalten. Entsprechend der in Abschnitt 2-6 gegebenen Definition ist 
eine zyklische Koordinate q,· eine solche Koordinate, die nicht in der 
LAGRANGE-Funktion erscheint; wegen der LAGRANGEschen Glei- 
chungen ist ihr konjugierter Impuls pj dann eine Konstante. Aber aus

verschwindet, —  ebenfalls 
dqi

Null ist. Eine Koordinate, die zyklisch ist, wird deshalb auch nicht in 
der HAMiLTON-Funktion auftreten .1 Erscheint umgekehrt eine gencra- 
lisierte Koordinate nicht in / / ,  dann bleibt der konjugierte Impuls 
erhalten. Soweit ist die Situation genauso wie in der LAGRANGEschen 
Formulierung. Wenn jedoch eine Koordinate, etwa qn, zyklisch ist, so 
kann die LAGRANGE-Funktion als eine Funktion von q und q ge- 
schrieben werden:

L  =  L(ql . . . gn_!, qx. . . qn> t).

d e n  G l. (7 -12) fo lg t,  d aB  d a n n ,  w e n n  p,·

1 Dieser SchluB folgt auch aus der Definition Gl. (7-8), denn H unterscheidot 
sich von — L nur du^ch das explizit nicht enthalt.
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A lle  g e n e r a l i s ie r te n  G e s c h w in d ig k e i te n  t r e t e n  in  der Lagrange- 
F u n k t i o n  n o c h  a u f  u n d  w e rd e n  im  a llg c m e in e n  F u n k t io n e n  der Z e i t  
s e in . W ir  h a b e n  n o c h  e in  P r o b le m  m it  n  F r e ih e i t s g r a d e n  zn  lo se n , w e n n  
a u c h  e in  F r e ih e i t s g r a d  e in e r  z y k lis c h e n  K o o r d in a te  e n t s p r ic h t .  E in o  
z y k lis c h e  K o o r d in a t e  in  d e r  H A M iLTO N schen F o rm ii l ie r i in g  k a n n  m a n  
je d o c h  in  g e w is se m  S in n e  , , ig n o r ie r e n ” , d e n n  in  d ie s e m  F a l le  i s tp *  
e in e  K o n s t a n t e  a  u n d  H  h a t  d ie  F o r m

H  =  H (q i  . . . Qn—lt P i  . · · 1» /)·

P r a k t i s c h  b e s c h r e ib t  d ie  H A M IL T O N -F unk tion  j e t z t  e in  P ro b le m , d a s  
n u r  n  —  1 K o o r d in a te n  e n t h a l t  u n d  d a s  v o l l s ta n d ig g e lo s t  w e rd e n  k a n n ,  
in d e m  m a n  d ie  z y k lis c h e  K o o r d in a te  in s o fe rn  ig n o r ie r t ,  a ls  sie  n u r  a le  
I n t o g r a t io n s k o n s t a n t c  a  a u f t r i t t ,  d ie  a u s  d e n  A n fa n g s b e d in g u n g e n  zu  
b e s t im m e n  is t .  D a s  z e i t l ic h e  V e r h a l te n  d e r  z y k lis c h e n  K o o r d in a te s e lb s t  
f in d e t  m a n ,  in d e m  m a n  d ie  B e w e g u n g s g le ic h u n g

d H
Qn — “

i n t e g r i e r t .  da
D ie  V o r te i le  d e s  H A M iLTO N schen F o r m a l is m u s  b e i d e r  B e h a n d lu n g  

z y k l is c h e r  K o o r d in a te n  k o n n e n  m i t t e l s  e in e r  v o n  R o u t h  g e fu n d e n e n  
M e th o d e  m i t  d e m  LAGRANGEschen V e r fa l i re n  k o m b in ie r t  w e rd e n . I m  
w e s c n t l ic h e n  f u h r t  m a n  d a b e i  d ie  T r a n s f o r m a t io n  v o n  d e r  B a s is  q , 
q a u f  d ie  B a s is  </, p  n u r  f u r  d ie  K o o r d in a te n  a u s , d ie  z y ld isc h  s in d . 
S o  e r h a l t  m a n  d e re n  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  in  d e r  HAM iLTONschen 
F o r m , w iih re n d  d ie  i ib r ig e n  K o o r d in a te n  d u r c h  d ie  LAGRANGEschen 
G le ic h u n g e n  b e s t im m t  w e rd e n . W e n n  d ie  z y k lis c h e n  K o o r d in a te n  m it  
<7i. . . q, b e z e ic h n e t  w e rd e n , d a n n  la f i t  s ic h  e in e  n e u e  F u n k t io n  R  
e in f u h r e n ,  d ie  R o u T H sc h e  F u n k t i o n 2 g e n a n n t  w ird . S ie  i s t  d e f in ie r t  
d u r c h  d ie  B e z ie h u n g

*
R(q  1 p„  9»+i · · · 9». 0  = 2 P i i i  -  (7 -1 4 )

<-i

E in  D if f e r e n t ia l  v o n  R  i s t  s o m i t  g e g e b e n  d u r c h

d L d L

D a r a u s  fo lg i

d R d R
d p i  = q "  d q t p' t s  1 · · · s (7 -15 )

•D ie  F u n k tio n  R  is t  h ie r  ale dae N egative  d e r ublicherw eise angegebenen 
F o rm  defin iert, u m  sie in  E in k lan g  m it  d e r D efin ition  von  H t Gl. (7-8), zu bringen·
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und
dR = _  dL §R dL
dqi dqi dqi dqi i  =  s 1 . . . n. (7-16)

Die Gl. (7-15) fur die Koordinaten qx . . . q9 haben die Form der HA
MiLTONschen Bewegungsgleichungen mit R  als HAMiLTON-Funktion, 
wahrend die Gl. (7-16) zeigen, daB die ubrigen Koordinaten aus den 
LAGRANGE-Gleichungen

mit R  als LAGRANGE-Funktion bestimmt werden konnen! Bis hierher 
wurde von der zyklischen Natur der Koordinaten q1 bis qs nicht explizit 
Gebrauch gemacht. Eine Koordinate, die in L  nicht auftritt, wird 
ebenfalls in der RouTHscben Funktion nicht erscheinen. Die zu den 
zyklischen Koordinaten konjugierten Impulse p x bis ps sind Kon- 
stanten und konnen in der RouTHschen Funktion durch einen Satz 
von Konstanten ax. . .  aa ersetzt werden, die aus den Anfangsbe- 
dingungen zu bestimmen sind. Demnach sind die einzigen Variablen 
in der RouTHschen Funktion die n — s nichtzyklischen Koordinaten 
und deren generalisierten Gescliwindigkeiten:

R(q[a+i · · . qny qe+i · . · qm otx . . . <x9) t).

Die LAGRANGE-Gleichungen (7-17) fur die nichtzyklischen Koordi
naten konnen nun ohne Rucksicht auf das Verhalten der zyklischen 
Koordinaten gelost werden, genau wie in der HAMiLTONschen Formu- 
lierung. Man konnte die RouTHsche Formulierung dadurch beschrei- 
ben, daB man sagt, sie habe einen FuB im LAGRANGEschen und den 
anderen im HAMiLTONschen Lager. Es hat jedoch den Anschein, daB 
man dann, wenn man einen Teil des Weges in der HAMiLTONschen Be- 
schreibung zuriicklegt, ebensogut den gesamten Weg gehen konnte.

7 -3  E r h a l tu n g s s a t z e  u n d  d ie  p h y s ik a l i s c h e  B e d e u tu n g  d e r  H a m il to n -  
F u n k t io n

Der SchluB, daB eine in L  Z3̂ klische Koordinate auch in II  zyklisch 
ist, bedeutet, daB die Impulserhaltungssatze von Abschnitt 2-6 allein 
dadurch in die H a m il t o n s c Iic  Formulierung ubertragen werden kon
nen, daB man L  durch I I  ersetzt. Insbesondere kann der Zusammen- 
hang zwischen den S^unmetrieeigenschaften des physikalischen Systems 
und den Konstanten der Bewegung auch mittels der H a m il t o n - 
Funktion abgeleitet werden. Ist zum Beispiel ein System symmetrisch
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u m  e in e  g e g e b e n e  A c h se , so  daB  H  b e z iig lic h  D reh u n g  u m  d iese  A ch se  
in v a r ia n t  is t ,  d a n n  k a n n  H  o ffen s ic h t lich  d en  D reh w in k e l n ic h t  e n t-  
h a lte n . D er  W in k e l is t  d e sh a lb  e in e  z y k lisc h e  K o o rd in a te  u n d  der  
e n tsp r e c h e n d e  D r eh im p u ls  b le ib t  e rh a lte n .

Die physikalische Bedentimg von I I  wurde bereits in der Diskussion 
in Abschnitt 2-6 angedeutet. Es wurde dort gezeigt, daB dann, wenn L  
(und zufolge Gl. (7 -13 ) anch H )  keine explizite Funktion von t ist, H  
eine Konstante der Bcwegung ist. Das kann auch aus den Bewegungs
gleichungen (7 -1 2 ) direkt abgclesen werden, indem man die totale 
Ableitung der HAMILTON-Funktion nach der Zeit folgendermaBen 
schreibt:

d H  w a t f  . , d H . \ ,  m
r f r = ^ t e 9< +  a ^ Pij +  a T (7-18)

S u b s t itu ie r t  m a n  u n d  a u s  d en  G l. (7 -12 ), so  
w e r d e n :

dt  i \ d q i  d p i d p i d q j  d t

k an n  gesch ricb cn

u n d  d e sh a lb  fo lg t
V7

d H  _  d H  _  d L
di dt d t * (7 -19)

W e ite r h in  w u rd e  in  A b sc h n it t  2 -6  b ew ie sen , daB d an n , w en n  d ie  
T ra n sfo r m a tio n sg le ic h u n g e n , d ie  d ie  g en era lis ie r ten  K o o rd in a ten  (1-36) 
d e f in ie r e n :

I*m =  Γ«(9ΐ · · · Qnj

n ic h t  e x p liz it  v o n  d er  Z e it  a b h a n g e n , u n d  w en n  d a s  P o te n tia l ge-  
s c h w in d ig k e itsu n a b h a n g ig  is t , II  d ie  to ta le  E n erg ie  T  +  V is t . D ieser  
S a tz  ist a u ch  im  r e la t iv is t  isch en  G ren zfa ll (v g l. A b sch n . 6-5) g iilt ig .  
D ie  Id e n tif iz ieru n g  v o n  II  a ls  e in e  K o n s ta n te  der B ew e g u n g  un d  a ls  d ie  
lo ta h ' E n erg ie  s in d  zw ei v ersch ied en e  D in g o , un d  d ie  B ed in g u n g en , d ie  
fu r  d a s  e in e  a u sre ich en , s in d  n ich t a u sre ich en d  flir  d a s  an d ere. E s  k an n  
se in , daB  d ie  G l. (1 -36 ) d ie  Z e it e x p liz it  e n th a lte n , H  s ie  aber n ic h t  
e n th a lt .  In  d ie sem  F a lle  is t  I I  e in e  K o n s ta n te  der B ew eg u n g , ab er  
n ich i d ie  to ta le  E n e rg ie .

In  vielen Problemen sind die AusdrUcke fur die kanonischen Im
pulse schon von physikal ischen Betrachtungen her klar. Ist die 
HAMILTON-Funktion auch die totale Energie, dann kann viel von dem 
formalen Verfahren zur Gewrinnung der HAMiLTONschen Gleichungen 
ausgelassen werden. Um ein einfaches Problem zu wahlen, betrachten



w ir  d ie  B e w e g u n g  e in e s  T e i lc h e n s  in  e in e m  Z e n t r a lk r a f t e f e ld .  H  i s t  
d a n n  d ie  t o t a l e  E n e r g ie

7-3 E rh a ltu n g s sa tz v  2 4 5

w o b e i
H =  T + V ( r ) ,

T  =  |  mv2 =  ^  m (r2 +  r202).

U m  in  d e n  H A M iLTO N schen G le ic h u n g e n  v e r w e n d e t  w e r d e n  z u  k o n n e n ,  
m u B  H  d t i r c h  d ie  z u  r u n d  Θ k o n ju g ie r te n  I m p u ls e  a u s g e d r u c k t  w e r d e n . 
D ie s e  s in d  d e r  l in e a r e  I m p u ls  la n g s  r  b z w . d e r  D r e h im p u ls  d e s  T e i lc h e n s :

pr = mvr = mf, 
p 0 = mrv0 = mr26.

D ie  g e n e ra l is ie r te n  G e s c h w in d ig k e i te n ,  a u s g e d r u c k t  d u r c h  d ie  I m 
p u ls e , l a u t e n :

r =  2 r , m
m mr2

Fur die HAMILTON-Funktion folgt deshalb unmittelbar

H  =  +  - 2 ^ -  +  V(r)

ohne daB man erst die LAGRANGE-Funktion aufschreiben muB. E s  
gibt hier vier HAMiLTONsche Gleichungen; die zwei Gleichungen fur q:

f  ^ d H  ^ P r  6 =  dH _  Pq 
dpr m' dp0 mrv

d ie  k e in e  n e u e  I n f o r m a t io n  l ie f e rn ,  u n d  d ie  zw e i f u r  p ·

Vr dr mr3 d r ’
d ie  m i t  d e n  G l. (3 -7 ) u n d  (3 -1 0 ) u b e r e in s t im m e n .

A ls  a n d e r e s  B e is p ie l  z u m  g le ic h e n  V e r f a h r e n  w & hlen  w ir  d ie  r e l a t i -  
v is t is c h e  H A M IL T O N -F unk tion  e in e s  T e i lc h e n s ,  a u f  d a s  g e s c h w in d ig -  
k e i t s u n a b h a n g ig e  P o t e n t i a l e  w irk e n . I n  A b s c h n . 6 -5  w u r d e  g c z e ig t ,  d aB  
H  d a n n  d ie  t o t a l e  E n e r g ie  i s t :

Η  =  T  +  V.

D ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  T  m u B  in  d e r  H A M iLTO N schen F o r m u l ie r u n g  
d u r c h  d e n  I m p u ls  p  a u s g e d r u c k t  w e rd e n . V e r w e n d e t  m a n  G l. (6 -4 4 ), 
so  f in d e t  m a n  l e i c h t  γζ  _  ^  m 2c^i
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so  d aB

Η  — V  p2c2 +  m V  +  V  (7 -2 0 )

wird.
D ie  E in f u h r u n g  g e s c h w in d ig k e i t s a b h a n g ig e r  P o te n t i a le  in  d ie  

H A M iLTO N sche F o r m u l ie r u n g  b r in g t  k e in e  fo rm a le n  S c h w ie r ig k e ite n , 
a b e r  e s  i s t  n i c h t  m e h r  k la r ,  d aB  H  d ie  t o t a l e  E n e r g ie  d a r s t e l l t .  F u r  d e n  
b e s o n d e r e n  F a l l  e le k t r o m a g n e t i s c h e r  K r a f t e  b e w e is t  d ie  d i r e k te  A n w e n -  
d u n g  d e r  D e f in i t io n  (7 -8 ) v o n  H  je d o c h ,  d a B  d ie  H A M iL T O N -F unk tion  
n o c h  a ls  e in e  S u m m e  v o n  k in e t i s c h e n  u n d  p o te n t ie l le n  E n e rg ie n  ge- 
s c h r ie b e n  w e rd e n  k a n n  D ie  ( n ic h t r e la t iv is t i s c h e )  L A O R A N oft-F nnk tion  
f u r  e in  e in z e ln e s  T e i lc h e n  i s t

r ww2 , , i .
L  =  T “ ^  +  J A ' V

m i t  d e n  k a n o n is c h e n  I m p u ls e n

Pi =  m v i +  ^ A (.  (7 -21 )

N a c h  d e r  D e f in i t io n  i s t  H  g e g e b e n  d u r c h

H ^ p m - L

= την2 +   ̂A · ▼ — L
c

O d er s c h lie B lic h  .
Η  =  ψ  +  =  Τ + ς φ ,

d ie  G e s a m te n e r g ie  d e s  T e i lc h e n s . A ls  F u n k t i o n  d e r  I m p u ls e  (7-21) 
e r s c h e in t  d ie  HAMiLTON-Funktion a ls

" - έ  ( » - ? * ) ’ + « * ■  <’ -2S>

E in  a h n l ic h e s  E r g e b n is  e r h a l t  m a n  f i ir  d ie  r e la t iv is t is c h e  Hamilton- 
F u n k t i o n  b e i e le k t r o m a g n e t i s c h e n  K r a f t e n .  A u c h  d a  h a b e n  d ie  k a n o 
n is c h e n  I m p u ls e  (G l. (6 -5 2 )) d e n  z u s a tz l ic h e n  A u s d r u c k  gAi/c,
D a s  l a u f t  a u f  d a s s e lb e  h in a u s ,  a ls  w e n n  m a n  d e n  T e rm  in  d e r  H amil- 
ΤΟΝ- F u n k t io n ,  d e r  d a s  V e k to r p o te n t i a l  e n th a l t ,  e l im in ie r t .  D ie  
H A M iL T O N -F u n k tio n  i s t  w ie d e r  d ie  t o t a l e  E n e rg ie

Η  =  Τ + ςΦ,
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u n d  e s  s o li  b e m e r k t  w e rd e n , d aB  d ie  v i e r t e  K o m p o n e n te  d e s  W e l t -  
im p u ls e s  (6 -58) g le ic h  iH \c  i s t .  D ie  r e la t iv i s t i s c h e  k in e t i s c h e  E n e r g ie  
w ir d  d u r c h  d ie  I m p u ls e  m i t  G l. (6 -5 9 ) a u s g e d r i ic k t ,  so  d aB  H  sch lieB - 
l ic h  d ie  F o r m  h a t :

H  =  ^ ( p  -  f f c >  +  m V  +  ςΦ· (7-23)

Es ist interessant, die HAMILTON-Funktionen (7-22) und (7-23) 
fur ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld mit den ent- 
spreehenden HAMILTON-Funktionen fiir geschwindigkeitsunabhangige 
Potentials zu vergleichen. Fiir ein Teilchen mit der potentiellen  
Energie V  ist H  gegeben durch

H - £ + r ·

u n d  G l. (7 -22) k a n n  m a n  a u s  d ie s e r  F o r m  e r h a l t e n ,  in d e m  m a n  le d ig -

l ic h  V  d u r c h  q<j> u n d  d e n  k a n o n is c h e n  I m p u l s  p  d u r c h  p  — -  A  e r s e t z t .c
Dasselbe Ptezept reicht aus, um die relativistische HAMILTON-Funktion 
(7 -20) in (7 -23 ) iiberzufiihren, und wird haufig in der Quantenmechanik 
angewendet.

Die HAMiLTON-Funktionen (7 -2 0 ) und (7 -2 3 ) wurden altein deshalb 
als relativistisch bezeichnet, weil sie auf die richtigen relativistischen 
Bewegungsgleichungen fiihren; sie selbst sind nicht kovariant. Jedoch 
kann eine wirklich kovariante HAMILTON-Funktion mittels einer 
LEGENDREschen Transformation aus der kovarianten Lagrange- 
Funktion L'  abgeleitet werden, die im letzten Kapitel diskutiert 
wurde. Der invariante Parameter r wird anstelle von t verwendet, und 
fiir ein einzelnes Teilchen gibt es vier Impulskomponenten anstelle der 
drei raumlichen. In relativistischer Bezeichnungsweise ist die inva
riante HAMILTON-Funktion fur ein einzelnes Teilchen definiert durch

H'  =  p\U\ -  V

mit den entsprechenden acht Bewegungsgleichungen

(7 -2 4 )

dH'
dpx

dx\ d H ' ____ dgx
dr * dxx dr

(7 -2 5 )

F i i r  d e n  b e s o n d e r e n  F a l l  e le k t r o m a g n e t i s c h e r  K r a f t e  w u r d e  L '  in  
G l. (6 -5 7 ) g e g e b e n  d u r c h

L '  β  g muxux +  ® A\U x
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m i t  k a n o n is c h e n  I m p u ls e n  (v g l. G l. (6 -6 8 ))

px =  m u\ + U ,  c

D ie  I n v a r i a n t s  I T  i s t  d a n n  w e g e n  G l. (7 -2 4 )

H ' =  mu>Mk +  ® A\u% — 5  m tt\ux  — 2  A\Ux  
C l  c

1
=  2  m u xux

o d e r  u n t e r  V e r w e n d u n g  d e r  k a n o n is c h e n  I m p u ls e

(7 -26 )

M it  d ie s e r  k o v a r i a n te n  H A M iL T O N -F unk tion  m u B  d e r  „ R a u m te i l ”  
d e r  G L  (7 -2 5 ) o f fe n s ic h t l ic h  a u f  d ie  r a u m lic h e n  B e w e g u n g e g le ic h u n g e n  
f i ih r e n .  Z u d e m  g i b t  e s  z w e i G le ic h u n g e n , d ie  m a n  e r h a l t ,  w e n n  d e r  
I n d e x  λ  g le ic h  4  g e s e tz t  w ird .  E in e  v o n  ih n e n  s t e l l t  e in fa c h  f e s t ,  d aB  
p 4 p r o p o r t io n a l  z u r  G e s a m te n e r g ie  i s t :

o d e r
d p i  m

. p 4 =  -A T  +  ςφ) =  ψ .c c
D ie se  T a t s a c h e  h a t t e n  w ir  b e r e i ts  f e s tg e s te l l t .  D ie  a n d e r e  G le ic h u n g  
k a n n  f o lg e n d e rm a B e n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

I

o d e r

1 d p 4 1 d W
V  l  — β2 dt ic dl

E in  V e rg le ic h  d e r  F o r m  v o n  II'  (7 -2 6 ) m i t  d e r  v o n  H  (7 -2 3 ) z e ig t ,  d a f i

d W  =  T _dH  
dt me* d t ’

so  d a d  s ic h  d ie  B e w e g u n g s g le ic h u n g  r e d u z ie r t  a u f

dH  _  dH  
dl d t '

D a s  i s t  d a s  b e r e i t s  d u r c h  G l. (7 -1 9 ) a u s g e d r i ic k te  E r g e b n is .
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Wie im Falle der LAGRANGE-Funktion kann eine kovariante H amil- 
TON-Funktion nur unter der Voraussetzung konstruiert werden, daB sieh 
die auftretenden Potentiale kovariant ausdrucken lassen. Es wurde 
im vorigen Kapitel betont, daB das nicht oft moglieh ist. Tatsachlieh 
ist das Beispiel elektromagnetischer Krafte das einzige einfaehe Bei- 
spiel, fiir das eine kovariante Formulierung gegenwartig moglieh ist.

Die relativistische Mechanik kann somit zumindest im Prinzip in 
das HAMiLTONsche Verfahren einbezogen werden. Der Einfaehheit 
halber wird jedoeh in der nachfolgenden Diskussion nur die nicht- 
relativistische Formulierung ausgefuhrt.

7 -4  A b le i tu n g  d e r  H a m il to n s c h e n  G le ic h u n g e n  v o n  e in e m  V a r ia t io n s -  
p r in z ip

Von den LAGRANGESchen Gleichungen wurde gezeigt, daB sie aus 
einem Variationsprinzip, namlich dem HAMiLTONsehen Prinzip, 
Abschn. 2-1, folgen. Tatsachlieh hat sich die Variationsmethode oft 
als Vorzugsmethode zur Ableitung der LAGRANGESchen Gleichungen 
erwiesen, denn sie ist auf Typen von Systemen anwendbar, die im 
System der Mechanik gemeinhin nicht enthalten sind. Es ware gleieher- 
maBen vorteilhaft, wenn ein Variationsprinzip gefunden werden konnte, 
das direkt auf die HAMiLTONsehen Bewegungsgleichungen fiihrt. 
Das HAMiLTONsche Prinzip

61 -  s j f  L d t  =  0  (7 -2 7 )

e ig n e t  s ic h  s e lb s t  f u r  d ie s e n  Z w e c k , w e n n  L  d u r c h  d ie  H a m i l t o n - 
F u n k t io n  m i t  G l. (7 -8 ) a u s g e d r i ic k t  w ird . D a n n  e r h a l t  m a n  n a m l ic h :

oder

5/ =  δ f  (ΣνΦ — H(q, py 0) dt =  0 
Jti t

f  Vi d<Ii — δ f  H  dt =  0. 
i J qi Jti

(7-28)

(7-28')

Gl. (7-28) wird gelegentlich als das modifizierte  H a m i l t o n sche P r in z ip  
bezeichnet. Obgleich es am haufigsten im Zusammenhang mit der 
Transformationstheorie (siehe VIII. Kapitel) verwendet wird, besteht 
das Hauptinteresse an ihm hicr darin, zu zeigen, daB das Prinzip auf 
die HAMiLTONsehen kanonischen Bewegungsgleichungen fiihrt.
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E s  i s t  g u t ,  h ie r  d ie  B e d e u tu n g  zu  w ie d e rh o le n , d ie  d c m  in  A b s c h n . 
2-1 d e f in ie r te n  V e r f a h r c n  d e r  5 -V a r ia t io n  g e g e b e n  w u rd e . I n  e in e m  
K o n f ig u r a t io n s r a u m , d e r  d u r c h  d ie  n  g e n e ra l  i s ie r te n  K o o r d in a te n  
g e b i ld e t  w ir d ,  w e r d e n  d ie  A n fa n g s -  u n d  E n d k o n f ig u r a t io n  d e s  S y s te m s  
z u  d e n  Z e i te n  tx u n d  t2 d u r c h  je w e ils  e in e n  P u n k t  d a rg e s tc l l t .  D e r  
A u s d r u c k  ,,V a r ia t io n  d e s  I n t e g r a l s ”  b e z ie h t  s ic h  a u f  d ie  V a r ia t io n  
d e s  I n te g r a lw e r te s ,  w e n n  w ir  d e n  d u r c h  d e n  S y s to m p u n k t  z w isch e n  d e n  
zw ei E n d p u n k te n  z u r i ic k g e le g te n  W e g  a n d e r n  (v g l. A b b . 2-1). E in e  
w e i te r e  B e d in g u n g  w ird  g e s t e l l t :  D ie  V a r ia t io n  w ird  so  b e s c h r ie b e n , a ls  
e re ig n e  s ie  s ic h  b e i k o n s t a n t e r  Z e i t .  D ie  E n d p u n k tz e i t e n  w e rd e n  
d e s h a lb  f e s tg e h a l te n ,  so  d a B  d ie  , ,W a n d e r u n g s z e i t”  z w isc h e n  d e n  zw ei 
K o n f ig u r a t io n e n  f u r  a l le  W e g e  d ie s e lb e  is t .  Z u d e m  w e rd e n  d ie  v a r i ic r -  
t e n  W e g e  so  a n g e s e h e n , a ls  s e ie n  s ie  d u r c h  e in e  F o lg e  v i r tu e l le r  V er- 
r l ic k u n g e n  e n t s t a n d e n ,  u n d  a ls  se i k e in e  A n d e r u n g  v o n  ( g e g en - 
i ib e r  d e n  P u n k t e n  d e s  w irk l ic h  d u r c h w a n d e r te n  W eg cs  e in g e tr e te n .  D ie 
V a r ia t io n  d e s  I n t e g r a l s  u m  d e n  w irk l ic h c n  W eg  is t N u ll , is t d e r  A u ssa g e  
g le ic h w e r t ig ,  d aB  d a s  I n t e g r a l  f u r  d ie s e n  W e g  e in e n  E x t r e m w e r t  h a t .

E s  se i d a r a n  e r in n e r t ,  daB  m a n  d a s  V e r fa h rc n  d e r  δ -V a r ia t io n  d u r c h  
g e w o h n lic h e  D if f e r e n t ia t io n s v e r f a h r e n  b e s c h re ib e n  k a n n ,  in d e m  m a n  
je d e n  d e r  m o g lic h e n  W ege  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m  m i t  e in e m  P ara-*  
m e te r  a b e z e ic h n e t .  D ie  K o o r d in a te n  e in e s  P u n k te s  im  K o n f ig u ra 
t io n s r a u m  w e rd e n  d a n n  F u n k t io n e n  so w o h l d e r  Z e it 1 a ls  a u c h  v o n  a . 
D a s  l e t z t e r e  zeigt. a n ,  w e lc h e r  I n te g r a t io n s w e g  v e rw e n d e t  w ird . D a s  
I n t e g r a l  7  k a n n  d e s h a lb  a ls  e in e  F u n k t io n  v o n  a a n g e s e h e n  w e rd e n , 
u n d  d ie  5-V a r ia t io n  k a n n  m a n  m i t  d e m  u n s  v e r t r a u te r e n  D if fe re n tia l  
id e n t i f iz ie r e n ,  d a s  s ic h  a u s  e in e r  A n d e r u n g  da u m  d e n je n ig e n  W e r t  v o n  
a e r g i b t ,  d e r  d e m  t a t s a c h l i c h e n  W e g  e n t s p r i c h t :

D a s  w a r  in  K i i r z e  d ie  M e th o d e , d ie  z u r  A b le i t im g  d e r  L a o r a x o e - 
s c h e n  G le ic h u n g e n  a u s  d e m  H A M iLTON schen P r in z ip  v e rw e n d e t  w u rd e , 
u n d  e s  i s t  im  w e s e n tl ic h e n  d a s  V e r fa h rc n ,  d a s  a u c h  h ie r  zu  v e rw e n d e n  
i s t .  D e r  e in z ig e  U n te r s c h ie d  w ird  d a r in  b e s te h e n , daB  d ie  V a r ia t io n e n  
v o n  q u n d  p  a ls  u n a b l ia n g ig  z u  b e h a n d e ln  s in d , d e n n  in  d e r  H a m il t o n - 
s c h e n  F o r m u l ie r u n g  h a b e n  d ie  g e n e ra l  is ie r te n  K o o r d in a te n  u n d  I m 
p u ls e  g le ic h e n  S t a tu s  a ls  K o o r d in a te n ,  d ie  z u r  K e n n z e ic h n u n g  d e r  
B e w e g u n g  d e s  S y s te m s  n o tw e n d ig  s in d .

D a s  m o d if iz ie r te  HAM iLTON sche P r in z ip  k a n n  m i t  H ilfe  d e s  P a r a 
m e te r s  a  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

5 / =  da =  da J  Ρ» 0 )  di =  0.
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D a  d ie  E n d p u n k tz e i t e n  n i e h t  v a r i i e r t  w e r d e n  u n d  d e s h a lb  k e in e  F u n k -  
t io n e n  v o n  a  s in d , d a r f  d ie  D i f f e r e n t ia t io n  h i n t e r  d e m  I n te g r a lz e ic h e n  
v o rg e n o m m e n  w e rd e n . E s  e r g ib t  s ic h  :

dH dqj
dqi da

dH dp A
dpi da) dt =  0. (7 -3 0 )

D ie  D if f e r e n t ia t io n e n  b e z u g l ic h  a u n d  t im  z w e i te n  T e r m  in  d e r  K l a m 
m e r  d i ir f e n  v e r t a u s c h t  w e rd e n , d a  d ie  V a r ia t io n  b e i k o n s t a n t e r  Z e i t  
s t a t t f i n d e t .  D ie  I n t e g r a le ,  d ie  d ie s e n  T e r m ty p  e n th a l t e n ,  k o n n e n  d a n n  
m i t t e l s  e in e r  p a r t i e l l e n  I n t e g r a t i o n  u m g e f o r m t  w e r d e n :

D a  a lle  v a r i i e r t e n  W e g e  d ie  g le ie h e n  E n d p u n k t e  h a b e n ,  v e r s c h w in d e t

f u r  tx u n d  t2, so  d aB  d e r  i n te g r i e r t e  T e r m  N u l l  i s t .  I n d e m  w ir

G lie d e r  in  G l. (7 -30) z u s a m m e n f a s s e n ,  k o n n e n  w ir  d ie  in  G l. (7 -2 9 ) 
g e g e b e n e  K o r r e s p o n d e n z  v e r w e n d e n  u n d  f e s ts te l le n ,  d aB

da~± = bq{ u n d  da ^  =  bp{. da da
H a b e n  w ir  d ie  E r g e b n is s e  d e r  p a r t i e l l e n  I n t e g r a t i o n e n  e in g e s e tz t ,  so  
w ir d  d ie  e n d g i i l t ig e  F o r m  v o n  G l. (7 -3 0 ):

D a  d ie  V a r ia t io n e n  bqi u n d  bpi u n a b h a n g ig  s in d ,  k a n n  d a s  I n t e g r a l  n u r  
v e r s e h w in d e n , w e n n  d ie  K o e f f iz ie n te n  e in z e ln  v e r s c h w in d e n .  D a s  e r 
g ib t  d ie  B e d in g u n g e n

Qi
dH_
dp*’ Pi

dH 
dqi ’

D a s  s in d  a b e r  d ie  g e w i in s c h te n  H A M inT O N schen G le ic h u n g e n .
Die Forderung nach unabhangiger Variation von q und p , die so 

wesentlich fiir die obige Ableitung ist, belcuchtet den fundamentalen 
Unterschied zwischen der LAGRANGKschen und der HAMiLTONschen 
Formulierung. Es ist richtig, daB in dem LAGRANGEschen Verfahren 
sowohl die generalisierten Koordinaten qi als auch die generalisierten 
Geschwindigkeiten qi am Anfang angegeben werden mussen, urn die 
Bewegung des Systems vollstandig zu bestimmen. Aber q{ wurde stets 
als abhangige Variable betrachtet, eng vcrknu])ft mit qi durch ihre 
Definition als die zeitliche Ableitung von qit Bei der Ableitung der



LA RA N G Eschen G le ic h u n g e n  h a t t e  m a n  d ie  V a r ia t io n  d u r c h  d ie  u n 
a b h a n g ig e n  V a r ia t io n e n  bq% m i t t e l s  e in e r  p a r t ie l le n  I n t e g r a t i o n  a u s z u -  
d r i ic k e n .  D a s  f u h r t e  a u f  e in e  z w e ite  A b le i tu n g  v o n  L  u n d  fo lg lich  
a u f  B e w e g u n g s g le ic h u n g e n  z w e i te r  O r d n u n g .  W i r  e rh ie l te n  G le i
c h u n g e n  e r s t e r  O r d n u n g  a u s  d e m  m o d if iz ie r te n  HAM iLTON schen 
P r in z ip  n u r  d e s h a lb ,  w eil d ie  V a r ia t io n  6 p < ,an d ers  a ls  δ#,*, a ls  u n a b h a n g ig  
v o n  hqi a n g e s e h e n  w u rd e .  D ie  I m p u ls e  m u B te n  d e s h a lb  a u f  d e n  S t a tu s  
u n a b h a n g ig e r  V a r ia b le n  e r h o b e n  w e rd e n , a u f  e in e  g le ic h e  B a s is  m i t  
d e n  K o o r d in a t e n ,  w o b e i s ie  m i t  d ie s e n  u n d  d e r  Z e i t  nur durch Bewe
gungsgleichungen selbst u n d  k e in e  a  p r io r i  d e f in ie re n d e  B e z ie h u n g  
v e r b u n d e n  s in d .  W e d e r  d ie  K o o r d in a te n  n o c h  d ie  Im p u ls e  p< s in d  
a ls  d e r  f u n d a m e n ta le r e  V a r ia b le n s a tz  a n z u s e h e n  ; b e id e  s in d  g le ic h e r-  
m a B e n  u n a b h a n g ig .  N u r  w e n n  d ie  M en g e  d e r  u n a b h a n g ig e n  V a r ia b le n  
v o n  n  a u f  2 n G ro B e n  e r w e i t e r t  w ird , s in d  w ir  in  d e r  L a g e , B e w e g u n g s 
g le ic h u n g e n  z u  e r h a l te n ,  d ie  v o n  e r s t e r  O r d n u n g  s in d . I n  g e w isse m  
S in n e  s in d  d ie  B e z e ic h n u n g e n  K o o r d in a t e n ”  u n d  , . I m p u ls e ”  u n -  
g l i ic k lic h , d e n n  s ie  b r in g e n  B i ld e r  v o n  r a u m lic h e n  K o o r d in a te n  u n d  
l in e a r e n  I m p u ls e n  o d e r  b e s te n f a l l s  D re h im p u ls e n  in  u n s e re  V o r- 
s te l lu n g .  V o n  n u n  a n  m u B  d ie s e n  T e r m e n  e in e  e r w e i te r te  B e d e u tu n g  
g e g e b e n  w e rd e n . D e r  U n te r t e i lu n g  in  K o o r d in a te n  u n d  Im p u ls e  
e n t s p r i c h t  n ic h t s  Aveiter a ls  e in e  T r e n n u n g  d e r  u n a b h a n g ig e n  V a r ia b le n , 
d ie  d ie  B e w e g u n g  b e s c h r e ib e n , in  z w e i G r u p p e n ,  d ie  i ib e r  d ie  Hamil- 
T O N schen G le ic h u n g e n  in  e in e r  f a s t  s v m m e tr i s c h e n  B e z ie h u n g  z u -  
e in a n d e r  s te h e n .
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7-S D as P rinzip  der kleinsten W irkung

E in  a n d e r e s  V a r ia t io n s p r in z ip ,  d a s  m it  d e r  HAMiLTONschen F o r -  
n iu l ie ru n g  in  V e r b in d u n g  s t e h t ,  is t  a ls  d a s  P rin z ip  der kleinsten W ir
kung  b e k a n n t .  I n  d e r  M e c h a n ik  is t d ie  W ir k u n g  e in e  G roB e, d ie  a m  a ll-  
g e m e in s te n  d u r c h  d a s  I n t e g r a l

A  = ρ φ ά ί

d e f in ie r t  w ird .  D a s  P r in z ip  d e r  k le in s te n  W ir k u n g  b e h a u p te t ,  d aB  in  
e in e m  S y s te m , f u r  d a s  H  e r h a l t e n  b le ib t ,

0 (7-31)

i s t ,  w o b e i Δ e in e n  n e u e n  Τ \ φ  d e r  B a h n v a r ia t io n  d a r s t e l l t ,  d e r  e in e r  
a u s f u h r l i c h e n  E r k l i i r u n g  b e d a r f .



7-5 D as  P r in z ip  d e r  k le in s te n  W irk u n g 2 5 3

E s  w u r d e  g e z e ig t , d aB  d ie  δ-V a r ia t io n  v i r tu e l l e n  V e r r i ie k u n g e n  e n t -  
s p r ic h t ,  b e i d e n e n  d ie  Z e i t  f e s tg e h a l t e n  i s t  u n d  d ie  K o o r d in a t e n  m i t  
R u c k s ic h t  a u f  d ie  Z w a n g s k r a f te ,  d ie  a u f  d a s  S y s te m  w irk e n , v a r i i e r t  
w e rd e n . E in e  so lc h e  v i r tu e l le  V e r r i ic k u n g  f a l l t  n i c h t  im m e r  m i t  e in e r  
m o g lic h e n  w irk l ic h e n  A u s le n k u n g  z u s a m m e n , d ie  im  V e r la u f  d e r  
B e w e g u n g  s t a t t f i n d e t  D a s  w ird  z u m  B e is p ie l  d e r  F a l l  s e in , w e n n  d ie  
Z w a n g s k r a f te  v o n  d e r  Z e i t  a b h a n g e n .  F o lg l ic h  b r a u c h t  d e r  v a r i i e r t e  
W e g  in  d e m  δ-V e r fa h re n  n i c h t  e in e r  m o g lic h e n  B a h n  d e r  B e w e g u n g  d e s  
S y s te m s  zu  e n ts p r e c h e n ;  in s b e s o n d e re  b r a u c h t  d ie  H A M IL T O N -Funk- 
t io n  b e i d e r  V a r ia t io n  n i c h t  e r h a l t e n  z u  b le ib e n . I m  G e g e n s a tz  d a z u  
b e s c h r e ib t  d a s  Δ- V e r f a h r e n  A u s le n k u n g e n ,  d ie  e in e  A n  d e r u n g  dt  d e r  
Z e i t  e in sc h lie B e n , so  d aB  d ie  v a r i i e r t e  B a h n  d u r c h  e in e  F o lg e  v o n  A u s 
le n k u n g e n  e r h a l te n  w ird , v o n  d e n e n  je d e  e in e  d i f f e r e n t ie l le  A n d e r u n g  
dt e in sc h lie B t. E s  i s t  d a n n  m o g lic h , w e i te r h in  z u  v e r la n g e n ,  d aB  d ie  
v a r i i e r te  B a h n  m i t  d e r  p h y s ik a l i s c h e n  B e w e g u n g  u b e r e in s t im m e n  s o l i ; 
w e n n  z .B . H  a u f  d e r  w irk l ic h e n  B a h n  e r h a l t e n  b le ib t ,  m u B  es  a u c h  a u f  
d e r  v a r i i e r te n  B a h n  e r h a l t e n  b le ib e n . D ie  L a u f z e i t  la n g s  d e r  v a r i i e r t e n  
B a h n e n  b r a u c h t  n ic h t  m e h r  d ie s e lb e  zu  s e in ;  d e r  S y s t e m p u n k t  m u B  
s ic h  e v t l .  b e s c h le u n ig e n  o d e r  v e r la n g s a m e n ,  d a m i t  d ie  H a m i l t o n -  

F u n k t i o n  k o n s t a n t  b le ib t .  D e m z u fo lg e  e n t h a l t  d a s  Δ - V e r f a h r e n  e in e  
V a r ia t io n  v o n  t gerade an den Endpunkten,  w o  d ie  V a r ia t io n  d e r  q{ 
w e ite r h in  N u ll  b le ib t .

Z u r  I l l u s t r a t i o n  d ie s e r  U b e r le g u n g e n  se i d a r a u f  h in g e w ie s e n , d aB  d ie  
v a r i i e r te  B a h n  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m  f u r  d ie  δ- u n d  f u r  d ie  Δ- 
V a r ia t io n  g le ic h  s e in  k a n n ,  d aB  s ic h  a b e r  d e r  S y s t e m p u n k t  in  b e id e n  
F a l le n  m i t  v e r s c h ie d e n e n  G e s c h w in d ig k e i te n  la n g s  d e r  B a h n  b e w e g t .  
B e i d e r  e r s te n  V a r ia t io n  i s t  d ie  G e s c h w in d ig k e i t  so , d a B  d ie  D u r c h la u f s -  
z e i t  f i i r  d ie  w irk l ic h e  B a h n  d ie s e lb e  i s t  w ie  f u r  d ie  v a r i i e r t e  B a h n ;  
b e im  z w e ite n  V e r fa h re n  b l e ib t  H  k o n s t a n t .

D a s  Δ - V e r f a h r e n  k a n n  d a d u r c h  d a r g e s t e l l t  w e rd e n , d aB  m a n  d ie  
v a r i i e r te n  K u r v e n  d u r c h  e in  P a r a m e t e r  a  m a r k ie r t ,  w ie  e s  b e im  δ- V e r 
f a h re n  g e m a c h t  w u rd e .  H ie r  jc d o c h  s c h lie B t d ie  V a r ia t io n  d ie  Z e i t  m i t  
e in , d ie  zu  je d e m  P u n k t  a u f  d e r  B a h n  g e h o r t ,  u n d  d e s h a lb  m u B  l a u c h  
a ls  e in e  F u n k t io n  v o n  a  a n g e s e h e n  w e rd e n . B e i d e r  V a r ia t io n  v o n  
q{(t} a) g e h t  n ic h t  n u r  d ie  e x p l iz i te  A b h a n g ig k e i t  d e r  K o o r d in a te n  q{ 
v o n  a  e in , s o n d e rn  a u c h  d ie  im p l iz i te  A b h a n g ig k e i t  i ib e r  t . S o m it  
m iis s e n  w ir  f i i r  Aq s c h r e ib e n :

(7-32)

M a n  e r k e n n t ,  d aB  d e r  e r s t e  T e r m  g e n a u  bq e n t s p r i c h t :
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- d a  B
w a h r e n d  d e r  Iv o e ff iz ie n t v o n  q d ie  A n d e r u n g  v o n  i d a r s t e l l t ,  d ie  a ls  e in  
E r g e b n is  d e r  Δ - V a r ia t io n  a u f t r i t t .  E r  k a n n  d e s h a lb  m i t  M  b e z e ic h n e t  
w e r d e n .  F o lg l ic h  h a t  (7 -3 2 ) d ie  F o r m

Aq =  +  q At. (7 -33)

(M a n  b e a c h te ,  d a b  d ie  Δ -O p e r a t io n  n n d  d ie  A b le i tu n g  n a c h  d e r  Z e i t  
n i c h t  m e h r  v e r t a u s c h t  w e rd e n  k o n n e n ,  w ie  e s  b e i d e r  6-V a r ia t io n  
m o g lic h  w a r .)  F u r  d ie  d u r c h  G l. (7 -3 3 ) a u s g e d r i ic k te  B e z ie h u n g  zw i- 
s c h e n  d e r  Δ - u n d  d e r  δ- V a r ia t io n  k a n n  n u n  g e z e ig t  w e rd e n , d aB  sie  
f u r  je d e  F u n k t i o n  f(qt t) g i l t :

A f = b f  +  f A t .  (7 -34)

A llg e m e in  w ird  Δ /  d u r c h  d ie  B e z ie h u n g  g e g e b e n  s e i n :

Δ / = ? ϋ Δ 9 < + « Δ<’
w e lc h e  w e g e n  G l. (7 -3 3 ) g e s c h r ie b e n  w e r d e n  k a n n :

* - ? s £ * " + Δ/.

D ie s e r  A u s d r u c k  r e d u z ie r t  s ic h  a u f  (7 -34 ), d a  d e r  e r s te  T e rm  a u f  d e r  
r e c h te n  S e i te  g le ic h  6f i s t ,  w a h r e n d  d ie  T e rm e  in  d e r  K la m m e r  zu - 
s a m m e n  d ie  t o t a l e  A b le i tu n g  v o n  /  b i ld e n . D a m i t  i s t  d e r  g e w u n s c h te  
H i l f s s a tz  b e w ie se n . G l. (7 -34 ) i s t  d ie  e in z ig e  w ic h tig e  E ig e n s c h a f t  d e r  
Δ -V a r ia t io n ,  d ie  z u m  B e w e is  d e s  P r in z ip s  d e r  k le in s te n  W irk u n g  g e - 
b r a u c h t  w ird , u n d  w ir  s in d  v o n  j e t z t  a n  v o n  d e r  m iih se lig e n  P a r a m e te r -  
s c h re ib w e is e  b e f r e i t .

N u n  k a n n  d ie  W ir k u n g  A  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

J \ l  +  H ) d t  

j \  dt +  H it,  -  tO.
(7-35)

D e r  l e t z t e  S c h r i t t  f o lg t  d a r a u s ,  d aB  H  e in e  E rh a l tu n g s g ro B e  i s t .  D ie  
Δ - V a r ia t io n  v o n  A  l a u t e t  d e s h a lb  fo lg e n d e rm a B e n :

Δ.4 L dt +  / / (Δ/- -  Δ/,)·

W c n d e t  m an die Beziehung (7-34) au f das In tegral an , das in diesem
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A u s d r u c k  a u f t r i t t ,  so  m u B  m a n  s ic h  d a r a n  e r in n e m ,  d aB  d ie  G re n z e n  
d e s  I n t e g r a l s  a u c h  d e r  V a r ia t io n  u n te r w o r f e n  s in d .  W e n n  f u r  d a s  
I n t e g r a l  I ( t 2) —  I ( t t ) g e s c h r ie b e n  w ird ,  so  n i m m t  d ie  V a r ia t io n  d ie  
F o r m a n :

A I L d t  =  Δΐ(£>) — A l( h ) .

W e g e n  G l. (7 -34) k a n n  d a f i i r  a u c h  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

X
Δ I L dt — 6/(^ 2) — δ ΐ (ti) +  /(fe ) AU. — i( t{)  Ati 

o d e r  sc h lie f il ic h /•ft r tt
i I L d t  =  δ I J
J tl J tl

L d t + L  At
ft

(7 -3 6 )

M an k o n n te  zu  sa g en  v e r su c h t  se in , daB  d er  e r s te  T erm  a u f  d er  r e c h te n  
S e ite  in fo lg e  d es  HAM iLTONschen P r in z ip s  v e r sc h w in d e t , a b er  d e m  i s t  
n ic h t  so . D a s  HAMiLTONsehe P r in z ip  fo rd er t, daB  d ie  V a r ia tio n  
fiir  d ie  A n fa n g s- u n d  E n d k o n fig u r a tio n  N u ll  s e in  m u B , w a h r e n d  in  d e m  
h ier  v o r lie g en d e n  V a r ia tio n sv e r fa h r e n  s t a t t  d e s se n  Aqi  a n  d e n  E n d -  
p u n k te n  v e r sc h w in d e t . D e r  w ir k lic h e  W e rt d ie se s  T er m s  k a n n  je d o c h  
o h n e  groB e S c h w ie r ig k e it  b e s t im m t w e rd en . D e r  N a tu r  d er  δ-V a r ia t io n  
zu fo lg e  h a b en  w ir

W e g e n  d e r  LAGRANGEschen G le ic b u n g e n  k o n n e n  w ir  d a f i i r  s c h r e i b e n :

W e n d e n  w ir  G l. (7 -3 3 ) a n ,  so  w ird

dt

A n  d e n  E n d p u n k t e n  v e r s c h w in d e t  Aq%, a b e r  d a  d ie  L a u f z e i t  n i c h t  k o n -  
s t a n t  i s t ,  v e r s c h w in d e t  A t n ic h t .  F o lg l ic h  k a n n  d e r  l e t z t e  A u s d r u c k  
g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

a t  = - ^ i jp 4 i  ΛΙ (7 -3 7 )
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F a s s e n  w ir  d ie  v e r s c h ie d e n e n  T e rm e  z u s a m m e n , so  w ird  d ie  v o ll-  
s t a n d ig e  V a r ia t io n  d e r  W ir k u n g :

Δ.4 =  Χ ρ φ  + L  +  h ) m \ .

S ie  i s t  -  m i t  R i ic k s ic h t  a u f  d ie  D e f in i t io n  v o n  H  -  id e n t is c h  N u ll .  D a s  
v e r v o l l s t a n d ig t  d e n  B e w e is  d e s  P r in z ip s  d e r  k le in s te n  W irk u n g .8

D a s  P r in z ip  d e r  k le in s te n  W ir k u n g  k a n n  in  e in e r  V ie lfa lt  v o n  F o r -  
m e n  d a r g e s t e l l t  w e rd e n . AVenn in  d e r  n ic h t r e la t iv is t i s c h e n  M e c h a n ik  
d ie  d e f in ie r e n d e n  T r a n s f o r m a t io n s g le ic h u n g e n  d ie  Z e i t  n ic h t  e x p l iz i t  
e n th a l t e n ,  d a n n  g i l t ,  w ie  g e z e ig t  w u rd e ,

=  2 T
i

(v g l. G l. (2 -5 6 )). U n t e r  d ie s e n  U m s ta n d e n  k a n n  d a s  P r in z ip  fo lg e n d e r-  
m a B e n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

aJ t <U = 0. (7 -38 )

W e n n  w e i te r h in  k e in e  a u B e re n  K r a f t e  a u f  d a s  S y s te m  w irk e n , w ie  zu rii 
B e is p ie l  b e im  s t a r r e n  K o r p e r  o h n e  r e s u l t ie r e n d e  a n g e w e n d e te  K r a f te ,  
d a n n  b le ib t. T  z u s a m m e n  m i t  d e r  t o t a l e n  E n e rg ie  H  e r h a l te n .  D a s  
P r in z ip  d e r  k le in s te n  W ir k u n g  n im m t  d a n n  d ie  sp e z ie lle  F o rm  a n :

-  h) =  0. (7 -3 9 )

G l. (7 -3 9 ) b e sa g t, daB v o n  a lie n  zw isch en  zwe\  P u n k ten  m og lich en  
B a h n e n , d ie  in  G b e r e in s t im m u n g  m it  d er  E r h a ltu n g  der E n erg ie  s in d , 
d a s  S y s te m  s ich  la n g s  d er b eso n d eren  B a h n  b e w e g t, fur d ie  d ie  L au f- 
z e it  am  k le in s te n  (g en a u er  ein  E x tr e m u m ) ist. In  d ieser  F orm  erin n ert  
d a s  P r in z ip  d er k le in s te n  W irk u n g  an  d a s  FERMATsche P r in z ip  in der  
g e o m e tr isc h e n  O p tik , daB n a m lic h  e in  L ic h ts tr a h l zw isch en  zw ei 
P u n k te n  e in er  so lch en  W eg  n im m t, fur d en  d ie  b e n o t ig te  Z eit am  
k u rz e sten  is t . W ir w erd en  G e le g e n h e it  h a b en , a u f  d iese  B etra ch tu n g en  
im  I X .  K a p ite l  zu r iic k z u k o m m en , w en n  w ir d en  Z u sa m m o n h a n g  
zw isch en  d er HAMiLTONschen F o rm u lieru n g  u n d  d er g eo m etr isch en  
O p tik  d isk u tie re n .

1■I

oΐ

iA

3 Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist gemeinhin mit dem Namen von 
Maupertius verbunden. Jedoch war die urepriingliche Aufstellung dee Prinzips 
durch Maupertius (1747) verechwommen theologisch und k6nnte heute kaum . 
akzeptiert werden. Die objektive Aufstellung dee Prinzipe verdanken wir 
E uler und Lagrange.
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W e n n  d a s  S y s te m  n u r  a u s  e in e m  T e i lc h e n  b e s t e h t ,  so  i s t  d ie  k in e -  
t is c h e  E n e r g ie  g e g e b e n  d u r c h

D a r in  i s t  dt  d u r c h  d ie  B o g e n la n g e  d e r  T e i lc h e n b a h n  d a r g e s te l l t .  I n  
e in e m  s o lc h e n  F a l l  k a n n  d a s  d u r c h  G l. (7 -39 ) a u s g e d r i ic k te  P r in z ip  d e r  
k le in s te n  W ir k u n g  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

k le in s te n  W ir k u n g  k a n n  a u c h  a u f  S y s te m e  m i t  m e h r  a ls  e in e m  T e i lc h e n  
a u s g e d e h n t  u n d  d u r c h  i r g e n d e in e n  S a tz  g e n e r a l i s ie r te r  K o o r d in a t e n  
a u s g e d r u c k t  w e rd e n . D e r  e r f o r d e r l ic h e  K u n s tg r i f f  b e s t e h t  d a r in ,  e in e n  
a llg e m e in e re n  A u s d r u c k  f u r  dt  a ls  F u n k t i o n  e in e r  B o g e n la n g e  a u fz u -  
s te l le n .  W e g e n  d e r  g e s te l l te n  B e d in g u n g , d aB  n a m l ic h  d ie  G le ic h u n g e n , 
d ie  qi d e f in ie re n , d ie  Z e i t  n i c h t  e n th a l t e n ,  i s t  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  
s t e t s  e in e  h o m o g e n e  q u a d r a t i s c h e  F u n k t i o n  d e r  G e s c h w in d ig k e i te n

(w o b e i rriik =  2a»*). D ie se  B e z ie h u n g  k o n n t e  a u c h  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

W ir  d e f in ie re n  n u n  e in  n e u e s  D if f e r e n t ia l  dp d u r c h  d ie  G le ic h u n g

dr 2 
dt

o d e r

w o b e i (ds)2 f u r  |d r |2 g e s c h r ie b e n  w u r d e .  D ie se  F o r m  d e s  P r in z ip s  d e r

(v g l. G l. (1 -6 2 )) :

(7 -41 )

(7 -4 2 )i.k
so  d aB  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  d ie  F o r m  h a t :

(7 -4 3 )

o d e r  e n t s p r e c h e n d :

dp
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o d e r  s c h lie B lic h

dt =  Δ V f  dp =  0

V H  -  V(g) dp =  0 . (7 -44 )

D a s  i s t  e in  a q u iv a le n t e r  A u s d r u c k  f u r  d a s  P r in z ip  d e r  k le in s te n  W ir 
k u n g ,  d e r  fo rm a l  d e r  G l. (7 -4 0 ) f u r  e in  e in z e ln e s  T e ilc h e n  a h n l ic h  is t .  
G l. (7 -4 4 ) w ird  o f t  a ls  J a c o b wcAe Form  des P r in z ip s  der kleinsten 
W irkung  b e z e ic h n e t .  D a s  b e i d e r  D e f in i t io n  v o n  dp a n g e w e n d e te  V er- 
f a h r e n  s c h e in t  r e c h t  a b s t r a k t  zu  se in , a b e r  os lfiB t e in e  s e h r  e le g a n te  
I n t e r p r e t a t i o n  z u . D a s  in  G l. (7 -4 2 ) e in g e f i ih r te  D if fe re n tia l  dp i s t  in  
d e r  D if f e r e n t ia lg e o m e tr ie  w o h lb e k a n n t  a ls  d ie  a l lg e m e in s te  F o rm  d e r  
W e g la n g e  in  e in e m  n -d im e n s io n a le n  R a u m , d e s se n  K o o r d in a te n  
q\ . . .  qn s in d . B e i d ie s e r  A u f fa s s u n g  s in d  d ie  K o e ff iz ie n te n  m** d ie  
E le m e n te  d e s  s o g e n a n n te n  metrischen Tensors . I n  e in e m  c a r te s is c h e n  
K o o r d in a te n s y s te m  i s t  d e r  m e t r is c h e  T e n s o r  r e c h t  e in f a c h ;  d ie  E le 
m e n te  s in d

trtik —

w ie  m a n  d u r c h  V e rg le ic h  d e s  A u s d ru c k s

( d s y  =  ( d r y  +  (dy y  +  (* ) *

m it  G l. (7 -4 2 ) s ie h t .  D e r  m e tr is c h e  T e n s o r  i s t  f u r  i rg e n d e in  a llg e m e in e s  
o r th o g o n a le s  k r u m m lin ig e s  K o o r d in a te n s y s te m  d ia g o n a l,  a b e r  a u B er 
f u r  c a r te s is c h e  S y s te m e  s in d  d ie  D ia g o n a le le m e n te  n i c h t  a lle  g le ic h . 
Z u in  B e isp ie l  i s t  d a s  E le m e n t  d e r  B o g e n la n g e  in  z y lin d r is c h e n  K o o r 
d in a t e n

( d s y  =  ( d r y  +  p ( d e y  +  (* )* ,

so  d aB  d ie  e in z ig e n  n ic h tv e r s c h w in d e n d e n  E le m e n te  d e s  e n ts p r e c h e n -  
d e n  m e t r is c h e n  T e n s o rs

m rr =  1, =  r-, m„  =  1

s in d .  I m  a llg e m e in e n  w e rd e n  d ie  N ic h td ia g o n a le le m e n te  f u r  e in e n  
b e lie b ig e n  k r u m m lin ig e n  n ic h to r th o g o n a le n  S a tz  v o n  K o o r d in a te n  
n i c h t  N u ll  s e in .

D a s  d u r c h  G l. (7 -4 2 ) d e f in ie r te  D if fe re n tia l  dp i s t  s o m i t  d a s  E le m e n t  
d e r  B a h n la n g e  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m  d e r  K o o r d in a te n  q i . . . qH. 
D ie s e r  i s t  im  a l lg e m e in e n  n i c h t  c a r te s is c h ,  s o n d e m  k r u m m l in ig ; t a t -
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s a c h l ic h  i s t  e r  so  g e k r i im m t ,  d aB  d ie  E le m e n te  d e s  m e t r is c h e n  T e n s o rs  
d u r c h  ra *  d e r  G l. (7-‘41) g e g e b e n  s in d .  D ie  Q u a d r a tw u r z e l  a u s  2T  s t e l l t  
d ie  G e s e h w in d ig k e i t  d e s  S y s t e m p u n k te s  e n t l a n g  d e r  B a h n  im  K o n -  
f ig u r a t io n s r a u m  d a r .  S in d  k e in e  K r a f t e  v o r h a n d e n ,  d ie  a u f  d e n  K o r p e r  
w irk e n , d a n n  i s t  T  k o n s t a n t  u n d  d ie  B e w e g u n g  v e r l a u f t  d e r a r t ,  d aB  
s ic h  d e r  S y s t e m p u n k t  la n g s  d e r  k i i r z e s te n  B a h n  im  K o n f ig u r a t io n s -  
r a u m  b e w e g t  -  d .h . ,  e r  b e w e g t  s ic h  la n g s  e in e r  d e r  geodatischen L in ien  
d e s  R a u m e s .

E s  so li  b e to n t  w e rd e n , d aB  s ic h  d ie  jACOBische F o r m  d e s  P r in z ip s  
d e r  k le in s te n  W ir k u n g  m e h r  m i t  d e r  Bahn  d e s  S y s t e m p u n k te s  a ls  m i t  
s e in e r  zeitlichen B e w e g u n g  b e fa B t. G l. (7 -4 4 ) m a c h t  e in e  A u s s a g e  l ib e r  
d a s  E le m e n t  d e r  B a h n la n g e  dp ; d ie  Z e i t  e r s c h e in t  n i r g e n d s ,  d a  H  e in e  
K o n s t a n t e  i s t ,  u n d  V  a lle in  v o n  q{ a b h a n g t .  T a t s a c h l i c h  k a n n  d ie  
JACOBische F o r m  d e s  P r in z ip s  so  a u f g e s te l l t  w e rd e n , d aB  s ie  D if fe re n -  
t ia lg le ic h u n g e n  f u r  d ie  B a h n  l ie f e r t .  D a s  k a n n  m a n  a m  b e s te n  d a d u r c h  
d a r s te l le n ,  in d e m  m a n  e in e n  P a r a m e t e r  e in f u h r t ,  d e r  z u m  B e is p ie l  d e n  
A b s ta n d  la n g s  d e r  B a h n  k e n n z e ic h n e t .  M a n  k a n n  d a n n  f i i r  G l. (7 -4 4 ) 
s c h r e i b e n :

Δ Γ ν ϊ Γ ^ ν  J ^ m ik
Jt>I » t*

4Sh m  _ n 
άθ άθ M  ~  °' (7 -4 5 )

w o b e i d e r  b e tr e f fe n d e  P a r a m e t e r  m i t  Θ b e z e ic h n e t  i s t .  D e r  P a r a m e t e r  
d a r f  n ic h t  m i t  d e r  Z e i t  v e rw e c h s e l t  w e r d e n ;  e r  m u B  e in e  g e o m e tr is c h e  
E ig e n s c h a f t  d e r  B a h n  se in  u n d  k a n n  so  g e w a h l t  w e rd e n , d aB  e r  
w a h r e n d  d e r  A u s le n k u n g e n , d ie  d ie  Δ - V a r ia t io n e n  c h a r a k te r i s ie r e n ,  
k o n s t a n t  b le ib t .  B e z u g lic h  Θ i s t  d ie  Δ -V a r ia t io n  d e s h a lb  id e n t i s c h  
m it  d e r  δ- V a r ia t io n ,  u n d  d ie  a u s  G l. (7 -4 5 ) a b g e le i t e t e n  D if f e r e n tia l-  
g le ic h u n g e n  h a b e n  d ie  w o h lb e k a n n te  F o r m  d e r  Euler-Lagrange- 
s c h e n  G le ic h u n g e n . W e rd e n  d ie  A b le i tu n g e n  n a c h  Θ d u r c h  e in e n  S t r ic h  
b e z e ic h n e t ,  d a n n  k a n n  d e r  I n t e g r a n d  v o n  G l. (7 -45 ) a ls  e in e  F u n k t io n  

q't> Θ, H ) d a r g e s t e l l t  w e rd e n :  D ie  EuLER-LAGRANGEschen G le i
c h u n g e n  f i i r  d ie  B a h n  d e s  S y s t e m p u n k te s  l a u t e n  d a n n :

d_(dF \ _  dF 
dB \dq\) dqi

(7 -4 6 )

H a n d e l t  e s  s ich  u m  e in  S y s te m  a u s  v ie le n  T e i lc h e n , so  i s t  d e r  d u r c h  
d ie  JA C O B ische F o rm  d e s  P r in z ip s  b e s t im m te  W e g  d ie  B a h n  d e s  
S y s te m p u n k te s  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m . A b e r  w e n n  d a s  S y s te m  n u r  
e in  T e ilc h e n  e n t h a l t  u n d  d ie  K o o r d in a te n  q{ L a g e k q o r d in a te n  s in d , 
d a n n  s t e l l t  d ie  d u r c h  d ie  G l. (7 -46) g e g e b e n e  B a h n  a u c h  d ie  t a t s a c h l i c h e  
B a h n  d e s  T e i lc h e n s  im  R a u m  d a r .  D ie  K o o r d in a te n  q{ m iis se n  k e in e  
c a r te s is c h e n  K o o r d in a t e n  s e in , a u c h  m u B  d a s  P r o b le m  n i c h t  a u f  e in e -
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B e w e g iin g  o h n e  Z w a n g s k r a f te  in  d re i  D im e n s io n e n  b e s c h r a n k t  se in . 
W e n n  d a s  T e i lc h e n  z u m  B e isp ie l g e z w u n g e n  is t ,  s ic h  a u f  e in e r  g eg e - 
b e n e n  F la c h e  zu  b e w e g e n , w o b e i ih m  zw ei K o o r d in a te n  qx u n d  q% 
z u g e o r d n e t  s in d ,  d ie  d ie  L a g e  d e s  T e i lc h e n s  a u f  d e r  F la c h e  a n g e b e n , 
d a n n  i s t  d ie  G ro B e  dp o l f e n s ic h tl ic h  p r o p o r t io n a l  e in e m  E le m e n t  d e r  
w irk l ic h e n  B a h n la n g e  a u f  d e r  F la c h e .  D ie  G l. (7 -46 ) k o n n e n  d a n n  d a z u  
v e r w e n d e t  w e rd e n , d ie  B a h n  zu  f in d e n , d ie  d u r c h  d a s  T e ilc h e n  a u f  d e r  
Z w a n g s f la c h e  b e s c h r ie b e n  w ird . S in d  in s b e s o n d e re  k e in e  a u B e re n  
K r a f t e  v o r h a i jd e n ,  d ie  a u f  d a s  T e ilc h e n  w irk e n , d a n n  is t  d ie  w irk lic h e  
B a h n  a u f  d e r  F la c h e  e b e n s o  w ie  d ie  B a h n  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m  e in e  
d e r  g e o d a t is c h e n  L in ie n  d e r  F la c h e .  B e w e g t s ic h  e tw a  e in  T e ilc h e n  a u f  
d e r  F la c h e  e in e r  K u g e l ,  o h n e  d aB  a u B e re  K r a f t e  a u f  d a s  T e ilc h e n  w ir 
k e n , so  m u B  e s  s ic h  e n t l a n g  e in e s  G ro B k re ise s , e in e r  g e o d a t is c h e n  L in ie
d e r  K u g e l  b e w e g e n .

E in e  g ro B e  A n z a h l  a h n l ic h e r  V a r ia t io n s p r in z ip ie n  f u r  d ie  k la s s is c h e  
M e c h a n ik  k a n n  in  v e r w ir r e n d e r  V ie lg e s ta l t ig k e i t  a b g e le i te t  w e rd e n . 
W ir  g e b e n  e in  B e is p ie l  a u s  v i e l e n : D a s  P r in z ip  d e r  k le in s te n  W irk u n g  
f i ih r t  u n m i t t e l b a r  a u f  d a s  H ertzsc^ c P rin z ip  der kkinsten  K riim m ung , 
d a s  b e h a u p t e t ,  d aB  s ic h  e in  T e ilc h e n  b e im  F e h le n  a u B o re r  K r a f te  
la n g s  d e r  B a h n  k le in s te r  K r i im m u n g  b e w e g t.  N a c h  d e n i jA C O B lsch^tl 
P r in z ip  m u B  e in e  so lc h e  B a h n  e in e  g e o d a t is c h e  L in ie  se in , u n d  d ie  
g e o m e tr is c h e  E ig e n s c h a f t  d e r  m in im a le n  K r i im m u n g  is t e in e  d e r  w o h l-  
b e k a n n te n  E ig e n t i im l ic h k e i te n  e in e r  g e o d a t is c h e n  L in ie . E s  w u rd e  
g e z e ig t ,  d aB  d ie  V a r ia t io n s p r in z ip ie n  s e lb s t  p h y s ik a l is c h  n ic h t s  N e u e s  
e n th a l t e n ,  u n d  sie  v e re in fa c h e n  k a u m  d ie  p r a k t i s c h e  L o s u n g  e in e s  
g e g e b e n e n  m e c h a n is c h e n  P ro b le m s . I h r  W e r t  l ie g t h a u p ts a c h l ic h  
d a r in ,  d aB  sie  a ls  A u s g a n g s p u n k t . f i i r  n e u e  F o rm u l ie ru n g e n  d e r  th e o re -  
t i s c h e n  S t r u k t u r  d e r  k la s s is c h e n  M e c h a n ik  d ie n e n . F i i r  d ie s e n  Z w e c k  i s t  
d a s  H a m il t o x s c Iic  P r in z ip  b e s o n d e rs  f r u c h tb a r  u n d  in  e in e m  e tw a s  
g e r in g e re n  M aB e is t  e s  a u c h  d a s  P r in z ip  d e r  k le in s te n  W irk u n g . D ie  
a n d e r e n  P r in z ip ie n  h a b e n  s ic h  a ls  w e n ig  n u tz l ic h  e rw ie se n , a u B e r  daB  
s ie  zu  f r u c h t lo s e n  te le o lo g is c h e n  S p e k u la t io n e n  g e f i ih r t  h a b e n . I h r e  
%veitere D is k u s s io n  s c h e in t  h ie r  i ib e rf lu s s ig .

L I T E R A T U R H I N W E I S E

P. S. Epstein, Textbook of Thermodynamic*. Die Abschnitte 33 und 34 dieses 
Buches erlautem die Anwendiingen der LEGEXDREschen Transformation beim 
Definieren neuer thermodynamischer Funktionen.

E. T. Whittaker, Analytical Dynamics. Der Gegenstand der Variationsprin
zipien, dem man in der klassischen Mechanik begegnet, kann sehr verwickelt 
sein und hat viele weitreichende Wurzeln in Gebieten, die scheinbar in kei-
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nem Zusammenhang mit der Mechanik stehen. Zum Beispiel besteht eine enge 
Verknupfung des HAMiLTONsehen Prinzips mit der allgemeinen Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Einige dieser Themen 
werden wir in den folgenden Kapiteln diskutieren, vieles ist aber fur die hier 
beabsichtigte Darstellung nicht geeignet. Ebenso konnen solche Fragen, wie 
etwa, ob das Extremum im HAMiLTONsehen Prinzip ein Minimum oder Maxi
mum ist, hier nicht aufgenommen werden, es wird auch nicht tunlieh (oder 
wiinschenswert) sein, die vielen Abarten der Variationsprinzipien zu betraeh- 
ten. Der Student, der an Problemen dieser Art interessiert ist, findet reieh- 
haltige Literatur daruber; tatsachlich gibt es ein „embarras des Γichesses,,. 
Nur ein kleiner Teil der verfiigbaren Referenzen kann in dieser Zusammen- 
stellung aufgefuhrt werden. Von diesen ist das Buch von W hittaker  eine der 
hauptsachlichen Quellen. Das Kapitel IX und die ersten zwei Abschnitte von 
Kapitel X sind die Teile, die sich auf dieses Kapitel beziehen.

A. G. W ebster , Dynamics of Particles. Eine ausfuhrliche und oft abschweifende 
Diskussion der Variationsprinzipien und deren Konsequenzen findet man in 
Kapitel IV, dabei werden viele Punkte durch detailierte Beispiele erlautert. 
Aus der Abhandlung lafit sich ein ausgezeiehneter Einblick gewinnen, wie 
man um die Jahrhundertwende einzelne Teilgebiete der klassischen Mechanik 
hervorhob.

L. N ordheim , Die Prinzipe der Dynamik, Bd. V des Handbuches der Physik. 
Dieser Artikel gibt eine recht vollstandige Diskussion der Vielzahl der Inte
gral- und Differentialprinzipien, die als Grundlage der Formulierung der 
Mechanik verwendet werden konnen. Die Abschnitte 1 und 2 des anschlieBen- 
den Artikels von N ordheim  und F ues bilden eine lesbare Einfiihrung in die 
HAMiLTONsehen GJeichungen.

C. Schaeffer, Die Prinzipe der Dynamik. Dieses kleine Buch von etwa 
76 Seiten gibt eine durehaus erschopfende Diskussion der verschiedenen Prin- 
zipien und der damit zusammenhangeriden Typen von Variationsprozessen. 
Der voraussichtliche Leser sollte jedoch sehr vorsichtig sein, da der Autor 
die hochst unorthodoxe Bezeichnung H fiir die LAGRANGE-Funktion und R 
fur die HAMILTON-Funktion verwendet.

R. L. Lin dsay  und H. Margenau , Foundations of Physics. Dio Aussagen des 
HAMiLTONsehen Prinzips und des Prinzips der kleinsten Wirkung scheinen das 
mechanische System mit der bestimmten Kenntnis des Endzustandes auszu- 
statten, dem die Systembewegung zustrebt. Dieser Schein triigt natiirlich; die 
Bewegung des Systems ist allein durch die Anfangsbedingungen bestimmt. 
Jedoch hat diese Ansicht in der Vergangenheit zu vielen philosophischon 
Spekulationen AnlaB gegeben. In Kapitel 3 dieses Buches werden diese und 
ahnliche Punkte angemessen diskutiert; die Leser, die weiteres daruber er- 
fahren wollen, finden dort entsprcchende Hinweise.

O b u n g e n

1. Stelle die H amiltonscIio Formulierung des Problems dor Zontralkraft- 
bewegung zweier Massenpunkte auf, eliminiere die zyklischen Variablen und 
reduziere das Problem auf Quadraturen.

2. Ermittle die HAMILTON-Funktion des in tlbung 5, V. Kapitel, beschriebe- 
nen Systems und stelle die HAMiLTONsehen Bewogungsgleichungen fiir das 
System auf.
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3. Bestimme die HAMiLTON-Funktion dee echweren symmetrischen Kreisele 
m it einem festen Punkt und formuliere demit die H amiLTONschen Bewegungs- 
gleichungen. Bringe diese mit- den in Abschnitt 5*7 diskutierten Bewegungs- 
gleichungen in Zusammenhang und zeige insbesondere, wie die Lasung auf 
Q uadraturen reduziert. werden kann.

4. B e tra c h te  ein  System , d as au s  einem  Teilchen b e steh t, a u f  d as konservative 
K ra f te  w irken , d ie u n ab hang ig  vom  A zim ut des Teilchens um  die z-Achae einee 
In e rtia lsy s tem s  sind . Stelle d ie HAMiLTON-Funktion des Teilchens m it H ilfe 
seiner cartesischen  K o o rd in a ten  in bezug a u f  ein A chsensystem  au f. d as glcich- 
fo rm ig  u m  die  gegebene s-Achse m it e iner W inkelgeschw indigkeit ω ro tie rt. 
W elche physikalische B ed eu tu n g  h a t die H amilton-F unk tion  in  diesem  F all?  
1 s t sie  e ine K o n s ta n te  d e r  B ew egung?

5. I n  O b u n g  4 des I .  Kapit-els w urde  d as geschw indigkeiteabhangige P o ten tia l 
angegeben. d as in d e r WEBERschen E lek trodynam ik  angenom m en w ird . W ie 
la u te t  d ie  HAMiLTON-Funktion fu r  ein einzelnes Teilchen. das sich u n te r  dem  
EinfluC  eines solchen P o ten tia ls  b e w eg t?

6. Im  V I. Kapitel wurde dargelegt, daC der Term in der kovarianten relati- 
vistischen LAGRANGE-Funktion, der der kinetischen Energie entspricht, in ge- 
wissem MaOe beliebig ist, und dafi Gl. (6-57) nur eine der moglichen Formen der 
LAGRANGE-Funktionen darstellt. Eine andere Form erhalt man. wenn man die 
Param etorvariable t im HAMiLTONschen Prinzip (6-48) direkt auf die Lorentz- 
invariante Weltzeit r  transformiert und L ' als den neuen Integranden verwen- 
det. Leite die kovariante HAMiLTON-Funktion fur ein Teilchen in einem elektro- 
magnetischen Feld her, die sich aus einer solchen LAGRANGE-Funktion ergibK 
Zeige, daO der W ert der HAMiLTON-Funktion identisch Null ist. Beim Aufstellen 
der Bewegungsglei chungen hat der W ert der Hamilton-Funktion naturlich 
keine physikalische Bedeutung; wir sind nur an ihrer funktionalcn  AbhAngigkeit 
von den Koordinaten und Impulsen interessiert.

7. Zeige. daD dann, wenn die kovariante LAGRANGE-Funktion au f die in der 
vorigen tibung festgelegte Weise erhalten wird, sich die HAMiLTONsche Bewe- 
gungsgleichung fur die totale Ableitung von p« nach τ identisch au f Gl. (7-19) 
reduziert, ohne dafi spezielle Eigenschaften der Form von H ' notwendig sind.



VIII. KAPITEL

KANONISCHE TRANSFORM ATIONEN

Wird die HAMiLTONsche Formulierung formal angewendet, so ver- 
mindert sie gemeinhin die Schwierigkeit bei der Losung eines gegebenen 
Problems der Mechanik nicht wesentlich. M a n  m u b  sich mit praktisch 
denselben zu losenden Differentialgleiehungen befassen, die auch das 
LAGRANGEsehe Verfahren liefert. Die Vorteile der HAMiLTONschen 
Formulierung liegen nicht in ihrer Verwendung als Rechenhilfsmittel, 
sondern vielmehr in der tieferen Einsicht, die sie in die formale Struktur 
der Mechanik gewahrt. Der gleiche Status, der den Koordinaten u n d  
Impulsen als unabhangigen Variablen gegeben wird, bietet eine groBere 
Freiheit bei der Auswahl der physikalischen GroBen, die als ,,K o o r 
dinaten” und ,,Impulse” bezeichnet werden. Als Ergebnis werden wir 
auf neuere, abstraktere W e g e  zur Darstellung des physikalischen In
halts der Mechanik gefiihrt. Obgleich oft eine beachtliche Hilfe bei den 
praktischen A n w e n d u n g e n  auf mechanische Probleme, sind diese 
abstrakteren Formulierungen fur uns heute in erster Linie deshalb von 
Interesse, weil sie eine wesentliche Rolle bei der Konstruktion der 
moderneren Theorien der Materie spielen. Die eine oder andere dieser 
Formulierungen der klassisehen Mechanik dient als Ausgangspunkt 
sowohl fur die statistische Mechanik als auch fur die Qiiantentheorie. 
Solchen Formulierungen, die als natiirliche Folge*des HAMiLTONschen 
Verfahrens entstehen, ist dieses und das nachste Kapitel gewidmet.

8- i  Die Gleichungen der kanonischen T ransform ation

Es gibt einen Problemtyp, fur den die Losung der HAMiLTONschen 
Gleichungen trivial ist. Betrachten wir den Fall, fur den die H amilton- 
Funktion eine Konstante der B e w e g u n g  ist, und fiir den alle Koordi
naten <7t zyklisch sind. Unter diesen Bedingungen sind die konjugierten 
Impulse pi alle konstant:

P i  =

und da die HAMiLTON-Funktion weder eine explizite Funktion der Zeit 
noch der zyklischen Koordinaten sein kann, darf geschrieben werden:
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Η  «  Η(μχ . . . αη).

Folglich sind die ΗΑΜΠ/roNschen Gleichungen fiir einfach:

(8-1)

wobei die ω< Funktionen allein der <*,· sind und deshalb ebenfalls zeitlich 
k o n stan t sind. Die Gl. (8- 1 ) haben die Losungen

D arin  sind die β< In tegrationskonstan ten , die durch die Anfangsbe- 
dingungen bestim m t sind.

Man m ochte meinen, daB die Losung dieses Problem tvps, leicht wie 
sie ist, nu r von akadem ischem  Interesse sein kann, denn es wird in der 
P rax is kaum  der Fall ein treten , daB alle general isierten Koordinaten 
zyklisch sind. E in gegebenes System  kann aber durch m ehr als einen 
Satz generalisierter K oordinaten beschrieben werden. So kann man zur 
Diskussion der Bewegung eines Teilchens in einer Ebene als generali- 
sierte K oordinaten entw eder die cartesischen K oordinaten

ver^’enden. Beide sind gleichernmBen richtig, aber der eine oder der 
andere Satz mag fiir das vorliegende Problem  bequem er sein. Es sei 
bem erkt, daB fiir Z entralkrafte  weder x  noch y  zyklisch sind. wahrend 
der zweite Satz eine zyklische K oordinate, den Winkel Q en thalt. Die 
Anzahl zyklischer K oordinaten hangt somit von der W ahl der genera- 
lisierten K oordinaten ab, und fiir jedes Problem kann es eine besondere 
W ahl geben. fiir die alle K oordinaten zyklisch sind. Konnen wir diesen 
Satz finden, so ist das iibrige der Aufgabe trivial. Da die generalisierten 
K oordinaten, die durch das Problem  nahegelegt werden, normaler- 
weise n ich t zyklisch sind, miissen w ir zunachst ein spezifisches Ver- 
fahren zur Transformation  von einem V ariablensatz au f einen anderen 
Satz, der geeigneter sein mag, ableiten.

Die in den vorigen K apiteln  betrach teten  Transform ationen dienten 
dazu, von einem K oordinatensatz qi au f einen neuen Satz Q4 m ittels 
Transform ationsgleichungen der Form

iiberzugehen. Zum Beispiel haben die Gleichungen einer orthogonalen 
T ransform ation oder des Obergangs von cartesischen au f ebene P o lar- 
koordinaten die allgemeine Form  der Gl. (8-3). W ir wollen solche

Qi =  ω,ί +  βί. (8-2)

Q* β  V
oder die ebenen Polarkoordinaten

qi =  r, qt =  6

Q i  = Q i ( q ,  0 (8-3)
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Transformationen als Punkttransformationen bezeichnen. In der 
HAMiLTONsehen Formulierung sind aber auch die Impulse im gleichen 
M a B e  wie die generalisierten Koordinaten unabhangige Variable. Der 
Begriff der Koordinatentransformation m u B  deshalb erweitert werden, 
u m  die gleiehzeitige Transformation der unabhangigen Koordinaten 
und Impulse qi} p { auf einen neuen Satz Q iy P t mittels Transformations- 

gleichungen K, 0 .

Pi -  Pita, V, t) ( M *

mit einzuschlieBen. Somit werden die neuen Koordinaten nieht nur 
durch die alten Koordinaten, sondern auch durch die alten Impulse 
defmiert sein.

Bei der Entwicklung der HAMiLTONsehen Mechanik konnen nur die 
Transformationen von Interesse sein, fur die die neuen Q y P  kanonische 
Koordinaten sind. Diese Forderung wird unter der Voraussetzung be- 
friedigt sein, daB eine Funktion K(Q, P, t) existiert, so daB die Bewe- 
gungsgleichungen in d e m  neuen Satz die HAMiLTONsche F o r m

dPi l ' ~  dQi (8-5)

haben. Transformationen, fur die die Gl. (8-5) gelten, nennt m a n  
kanonisch.1 Die Funktion K  spielt die Rolle der HAMiLTON-Funktion 
in d e m  neuen Koordinatensatz.

W e n n  die Q { und P t· kanonische Koordinaten sein sollen, mussen sie 
ein modifiziertes HAMiLTONsches Prinzip der F o r m

(8-6)

befriedigen. Gleichzeitig mussen naturlich die alten Koordinaten ein

1 D ie B ezeichnung B eru h ru n g stran sfo rm atio n  oder K o n ta k ttra n sfo rm a tio n  
w ird auch  verw endet. Zwischen e iner B eruhrungs- u nd  einer kanonischen  T ra n s 
fo rm ation  k an n  ein U ntersch ied  g em ach t w erden, doch gesch ieh t das in der 
L ite ra tu r  n ich t einheitlich . E in ige A uto ren  (z.B. A. So m m e r f e l d  in  Atombau 
und Speklrallinien) beschninken die B eriih rungstransfo rm ationen  a u f  solcho, boi 
denen die T ransforrnationsgleichungen (8-4) die Z eit n ich t cxp liz it cn th a lten . 
A ndere sehen (w ahrscheinlioh rieht iger) als fh im h ru n g stran sfb n n a tio n en  solcho 
an , welciie zusatzlich  zu den T ransfo rm ationen  der K o o rd in a ten  u nd  Im pulse  
eine solche der Z eitkoord inate  lieforn, wie es in e iner k o v a rian ten  relativdstischen 
Theorie gefo rdert w ird. Dio P liysiker neigen jedoch dazu , die zwei A usdrucke 

.als Synonym a zu beliandeln , u nd  w ir wollen d ieser G ow ohnheit folgen. D ie 
B edeu tung  der K o n tak ttran sfo rm a tio n en  in der p ro jek tiv en  G eom etric (aus dor 
wohl der N am e h erru h rt)  w ird k u rz  von So m m e r f e l d , loc. c it., u nd  von Ca r a - 
t h e o d o r v , Variationerechnung, beschrieben.
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ahnliches Prinzip  erfiillen :

a /  (2 p<$< -  H ( a ,  p ,  ο) Λ = o. (8-7)

Die gleichzeitige G iiltigkeit der Gl. (8-6) und (8-7) bedeu tet nicht, 
daB die In teg randen  der beiden Integrate gleich sind, wohl aber, daB 
sie sich hochstens um  die to ta le  A bleitung einer willkiirlichen Funktion 
F  nach  der Zeit unterscheiden konnen. Das In tegral zwischen den 
beiden E n d p u n k ten  eines solchen Differenzterm es ist dann

X ’ Λ  =  F(2) -  F (l),

und  die V ariation dieses In tegrates ist aiitom atisch fiir irgendeine 
F u n k tio n  F  Null, da die V ariation an  den E ndpunkten  verschwindet. 
Die beliebige F unktion  F  n enn t m an die Erzeugende oder erzeugende 
F unktion  der Transformation , denn -  wie wir sehen werden -  sind die 
Transform ationsgleichungen (8-4) vollstandig bestim m t, wenn F  
gegeben ist.

Um die T ransform ation zwischen den zwei Satzen kanonischer 
V ariablen ausfiihren zu konnen, muB F  sowohl eine F unktion  der alter* 
als auch der neuen Variablen sein. Abgesehen von der Zeit t muB die 
Erzeugende deshalb eine F unktion  von insgesam t 4n Variablen sein. 
A ber n u r 2n  von diesen sind unabhangig, weil die zwei K oordinaten- 
satze durch  die 2n  Transform ationsgleichungen (8-4) verknupft sind. 
Die Erzeugende kann deshalb als Funktion  der unabhangigen Varia- 
blen n u r in einer der vier Form en geschrieben w erden:

Fi(q,Q, 0 , F2( ^ ,P , /), Ft(p, Q, /), F4(p ,P ,t) .
Die Besonderheiten des Problem s werden bestimmen, welche Form  zu 
wahlen ist. W enn wir uns zum Beispiel m it einer durch Gl. (8-3) defi- 
n ierten  P unk ttransfo rm ation  befassen, dann sind q und Q keine unab
hangigen Variablen. Die Erzeugenden der Form  F x miissen daher 
ausgeschlossen werden, w ahrend irgendeine der anderen verwendet 
werden kann.

I s t  die erste Form  F x geeignet, dann konnen die In tegranden der 
Gl. (8-6) und (8-7) durch die Beziehung

Σ ρφ -  η = -  K+fu .̂(«7. Q, t) <8-8)
verkniipft werden. Die to ta le  Ableitung von F  nach der Zeit kann 
entw ickelt w erden :
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D a die alten  und neuen K oordinaten  qi und  Qi hier als unabhangig  
angesehen werden, ist Gl. (8-8) nu r dann  identisch erfullt, wenn die 
Koeffizienten der q{ und Q{ einzeln verschw inden:

Es bleibt schlieBlich

dFi
Pi =  W

(8-9a)

P i = - dl ± .
dQi

(8-9b)

K  =  H + d~w · (8-9c)

Die n  Gleichungen (8-9a) sind n  Beziehungen, die nu r p {) qif Q{ und  t 
enthalten . Sie konnen nach den n Q{ als Funktionen der p,·, qif t auf- 
gelost werden; sie liefern so die erste H alfte der T ransform ationsgl. 
(8-4). H a t man einm al die Beziehungen zwischen Qt* und (#», pi) auf- 
gestellt, so ergeben die Gl. (8-9b) die iibrige H alfte  der Transform ations- 
gleichungen. Sie geben die P t* als Funktionen  von (iq p»)· SchlieBlich 
liefert Gl. (8-9c) den Zusam m enhang zwischen der neuen H a m i l t o n -  

Funktion  K  und der alten.
Sind q{ und Pi die unabhangigen Argumente von F , dann ist die 

Erzeugende vom Typ F 2. Wir sehen, daB der Ubergang von q , Q als 
unabhangige Variablen nach q, P  durch eine LEGENDREsche Transfor
mation ausgefiihrt werden kann, da nach Gl. (8-9b)

= _  p
dQi

gilt. Das lege nahe, die Erzeugende F 2 durch F x entsprechend der 
Beziehung

F*(q, P, l) =  Fi(q, Q, t) +  ' ^ P iQi (8-10)
<

zu definieren. L ost m an Gl. (8- 10 ) nach  F x au f und  se tz t in Gl. (8-8) 
ein, so wird

2 v 4 i  ~ K  +  J t  ( (̂<7, P ,  0 -  % Q < P < )

= - ^ Q i P i -  K  +  ^ F t iq ,  P ,t) .

W iederholt m an das fu r F x verw endete V erfahren, indem  m an F 2 
differenziert und  die Koeffizienten von qif P< zusammenfaBt, so e rh a lt 
m an die Transform ationsgleichungen
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d F ,

Ρ < = β ϊ ’
(8-1 la)

Q i  =  —
d P t

(8-1 lb)

(8-1lc)

Die Gleichungen (8 -1  la ) konnen nach den P< als Funktionen von q it p it t  
aufgelost werden und entsprechen deshalb der zweiten H alftc der GI. 
(8-4). Die andere H alfte der Transform ationsgleichungen wird durch 
die Gl. (8 -1  lb ) geliefert.

D er d ritte  T yp der Erzengenden F z(p> Q. /) kann wieder m ittels einer 
LEGENDREschen Transform ation m it F x verknupft werden, nnd zwar

dFvermoge der durch die Gl. (8-9a) gegebenen Form  v o n — · Die neue
dqt

Erzeugende kann deshalb definiert werden durch
F i(q ,  Q , 0 +  F t( Q ,  P ,  t ) .  (8-12)

Gl. (8-8 ) nimmt nun die Form an:

“  H  = 2 Ρ·<?* -  K  +  ^  p»(p, Q , t ) .  (8-13)

Gleichsetzen der Koeffizienten liefert auch hier wieder die Transfor- 
mationsgleich ungen

dF,
♦ Qi = ~  T— > dpi (8-14a)

-
P _  Μ ,

* ~  * Q i
(8-14b)

und

(8-14c)

Wie in den beiden vorhergehenden Fallen geben die Gl. (8-14a) die Qi 
als F unktionen  von q, p , f. Die Gl. (8-14b) liefern die neuen Im pulse P , 
als F unktionen der alten  Variablen.

Sind schliei31ich p  und P  die unabhangigen Variablen, so kann die 
entsprechende Erzeugende P 4 durch eine doppelte L e g e n d r e s c Iic 
Transform ation mit F x verknupft w erden:

F *(p , P , 0  =  F tq , Q , t)  +  '% P jQ i (8 -1 5 )
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und Gl. (8-8) reduziert sich au f

-  2?·Ρ· - H —  ' S ' Q t P i  ~ K + J t  F *(P> P > *)· (8-1.6)

D er le tzte  Satz von Transform ationsgleichungen is t deshalb

dF 4qt = — t— »dpi

a dFi
Q<- w ;

K  = H  + dF 4 
dt

(8-17a)

(8-17b)

(8-17c)

Bei diesen Dberlegungen wurde dje Zeit als invarian ter P aram eter 
behandelt, und es wurden keine M aBnahmen fur eine gem einsam e 
Transform ation von Zeitskalen und  den K oordinaten  und  Im pulsen 
getroffen. N aturlich  t r i t t  eine T ransform ation der Zeit in der vier- 
dim ensionalen relativistischen HAMiLTONsehen Form ulierung auto- 
m atiseh ein, denn dann  ist die W eltzeit r  der invarian te  P aram eter des 
Systems, und die gewohnliche Zeit t erscheint als eine der Teilchen- 
koordinaten. Es ist jedoch in teressan t zu sehen, wie eine A nderung der 
Zeitskalen, und zwar eine andere als die durch  eine LoRENTZ-Trans- 
form ation erzeugte, in das gewohnliche Schem a der kanonischen Trans- 
form ationen eingefugt werden kann.

Da die Zeit kein invarian ter P aram eter der Bewegung des System s 
m ehr ist, wird es notwendig, einen anderen P aram eter einzufiihren, 
der ihren P latz einnim m t. In  der kovarian ten  relativistischen F o rm u
lierung wird dieser P aram eter durch die E igenzeit des Teilchens ver- 
tre ten . Allgemein ist jedoch irgendeine invarian te  GroBe ausreichend, 
die das Fortschreiten des System s langs seiner Bahn im Kon figurations- 
raum  kennzeichnet. W ird ein solcher P aram eter m it Θ bezeichnet, so 
kann  das modifizierte HAMiLTONsche Prinzip  geschrieben w erden :

Die Form  dieses Ausdruckes legt nahe, l als die (n +  l)-te  generali- 
sierte K oordinate anzusehen, m it —  H  als ihren konjugierten Im -
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pu ls .2 M it dieser Bezeichnung n im m t das Prinzip  die Form  an :
Γ η + t

2 p .-?«' dB =
<-l

wobei der Strich eine Ableitung nach Θ bezeichnet. N ach der kanoni- 
schen Transformation der Koordinaten (einschlieBlich t) lautet das 
modifizierte HAMiLTONsche Prinzip:

Γ
η + 1
£ P .Q l  dB = 0 .

Hier ist Q n+1 die transformierte Zeitvariable, und —  ist gleich der 
neuen HAMILTON-Funktion K . Folgen wir d e m  oben verwendeten 
Verfahren, so konnen wir eine Erzeugende G{qi, Pi) definieren. Die 
Transformationen sind mit dieser durch die 2 n  +  2 Beziehungen

BG
Vi =  dq<

Q i
dG
dPi

verknupft. Obwohl es dem nach formal moglich ist, kanonische Trans- ̂  
form ationen auszufiihren, die Anderungen der Zeitskala einschlieBen, 
soil in den folgenden A bschnitten angenommen werden, dafi die Zeit 
ein invarian ter P aram eter der Bewegung ist.

8 - 2  Beispiele kanonischer Transform ationen

Die N a tu r kanonischer Transform ationen und die Rolle der Erzeu- 
genden kann am  besten durch einige einfache aber wichtige Beispiele 
illustriert werden. B etrach ten  wir zuerst eine Erzeugende des zweiten 
Typs von der besonderen Form

Ft = 2 <7^··
1

W egen der Gl. (8- 1 1 ) lau ten  die Transformationsgleichungen

P. =
dFt
d q t P i ,

(8-18)

Qi =
dFt
dPi <li>

_____________  K  = H.
1 Diese Wahl erinnert an das relativistische Ergebnie, daB iH/c konjugiert zu 

x , = iet ist. Hier ist jedoch die Identifizierung rein formal und enthalt Oder 
erfordert nichts vom physikalischen Inhalt der spezieUen Relativitfitetheorie.
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Die neuen und alten  K oordinaten  sind die gleichen; dem nach er- 
zeugt F 2 lediglich die identische Transformation.

E in allgemeinerer T ransform ationstyp  w ird durch  die Erzeugende

Ft =  t)P i (8-19)
i

beschrieben, wobei die /,· irgendeinen gew unschten F unktionensatz  
bilden. Wegen der Gl. (8 -1  lb ) sind die neuen K oordinaten  Q{ gegeben 
durch βρ

Qi = d p .=  /<(?> 0· (8-20)

F u r diese Erzeugende hangen som it die neuen K oordinaten  n u r von 
den alten K oordinaten und der Zeit ab. Sie en thalten  n ich t die a lten  
Im pulse. Eine solche T ransform ation ist deshalb ein Beispiel fur die 
durch Gl. (8-3) definierte K lasse der P unkttransform ationen . D a die 
Funktionen /,· vollig beliebig sind, diirfen wir den SchluB ziehen, άαβ 
alle Punkttransformationen kanonisch sind . Gl. (8 -1 lc) liefert die neue 
HAMiLTON-Funktion in A bhangigkeit von der a lten  und  von den Ab- 
leitungen der Funktionen nach der Zeit.

Die orthogonalen Transform ationen, die im IV. und  V I. K ap ite l 
ausfiihrlich d isku tiert wurden, sind spezielle Falle von P u n k ttra n s 
form ationen. F iir sie sind die Funktionen gegeben durch

Si = Qi =
k

Die Erzeugende h a t dann  die Form

Pi = ^ a ikqkP it
l.L

und die neuen Im pulse findet m an nach den Gl. (8 -1  la ) :

Vk ~  = ^ aikPi. (8-21)

Diese Gleichungen konnen nach Ρ» aufgelost werden, indem  m an m it 
a,jh m ultipliziert und iiber k  sum m iert:

^ajkP k  =  ^a jkd ikP  % = t*
k i,k i

D er le tzte  Schritt folgt aus den O rthogonalitatsbedingungen. Die 
le tzte  Sum m ation ergibt

P i  =  (8-22)k

i
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so daB sich die Im pulse auch orthogonal transform ieren, wie es a priori 
zu erw arten war.

Eine lehrreiche Transform ation wird dureh die Erzeugende der 
ersten  A rt F x(q ,Q ,t)  von der besonderen Form

Ft

geliefert. Die entsprechenden Transform ationsgleichungen sind nach
(8-0»,b) Sii,

*  "  %  -  ° ‘·
p  _ _ _  & Ei___ __

P i dQ<~ q<-

Die Transformation bewirkt die Vertauschung der Impulse und Koor- 
dinaten; die neuen Koordinaten sind die alten Impulse, und die neuen 
Impulse sind im wesentlichen die alten Koordinaten. Dieses einfache 
Beispiel macht die Unabhangigkeit der generalisierten Koordinaten 
und Impulse besonders deutlich. Sie sind beide erforderlich, u m  die 
B e w e g u n g  des Systems in der HAMiLTONschen Formulierung zu be- 
schreiben, und der Unterschied zwischen ihnen besteht praktisch‘nui; 
in der Bezeichnung. M a n  kann die N a m e n  vertauschen; dabei wird 
hochstens eine Vorzeichenanderung auftreten. In der Theorie bleibt 
nichts m e h r  von der Konzeption iibrig, daB q] eine raumliche Koordi- 
nate und p<das Produkt. aus einer Masse und einer Geschwindigkeit ist. 
Obrigens sieht m a n  direkt aus den HAMiLTONschen Gleichungen

dH  dH
' P i ~ d q ’  q< ~ dp<’

daB diese A ustauschtransform ation kanonisch ist. Wenn fur 
gesetzt wird, bleiben die Gleichungen nur dann in der kanonischen 
Form , wenn — p, mit gt· vertauscht wird.

Als letztes Beispiel betrachten wir die Erzeugende

F i =  f  ω72 cot Q. (8-23)

D arin sind m und ω K onstan ten , deren Bedeutung spater d iskutiert 
wird. Mit dieser Erzeugenden reduzieren sich die Gl. (8-9a,b) auf

dFi
V = dq = mojq cot Q

und p ___ dF\ _  mwq*
^  “  dQ “  2 sin* Q

(8-24)

(8-25)
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Diese zwei Gleichungen konnen nach Q und  P  als F unktionen von q 
und  p  aufgelost werden, aber fur unsere Zwecke ist es wiinschens- 
w erter, die alten  Variablen als Funktionen  der neuen zu erm itteln . 
N ach Gl. (8-25) ist q gegeben durch

Q =
2 P
πιω sin Q. (8-26)

Setzt m an das in Gl. (8-24) ein, so erhalt m an

p = y/2nuoP cos Q. (8-27)

D a die Erzeugende die Zeit n ich t explizit en th a lt, w ird der W ert der 
HAMILTON-Funktion durch die T ransform ation n ich t beeinfluBt, und 
es ist lediglich notwendig, H  verm ittels der Gl. (8-26, 27) durch die 
neuen Q und  P  auszudrucken. Die K onstan ten  in  F x w urden im  H in- 
blick au f die Anwendung au f das Problem  des linearen harm onischen 
Oszillators gew ahlt. W enn die K raftk o n stan te  der linearen riicktrei- 
benden K raft, die au f das Teilchen w irkt, k  ist, dann  ist die potentielle 
Energie

v  =
2 ’

u n d  die HAMILTON-Funktion hat die F o r m

ij  mq2 . kq2 p2 . kq2
H  " + T  =  2 ^ + T ·

Bezeichnet m an das V erhaltnis k\m  m it a>2,so  kann  fur H  auch ge 
schrieben w erden :

πιω1
2m V2- (8-28)

Setzt m a n  die Transformationsgleichungen (8-26) u n d  (8-27) in (8-28) 
ein, so erhalt m a n  die HAMILTON-Funktion in den neuen Koordinaten:

Η =  ωΡ cos2 Q +  ωΡ sin2 Q =  ωΡ. (8-29)

Die HAMILTON-Funktion ist dem nach zyklisch in Q , und der konju- 
gierte Im puls P  ist deshalb eine K onstan te . Aus Gl. (8-29) sieht man 
auch, daB P  tatsachlich  gleich der durch ω dividierten konstan ten  
Energie i s t : pj

P  =  —·ω
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Die Bewegungsgleichung fCir Q reduziert sich au f die einfache Form
dH
dP ω

m it der sofort hinzuschreibenden Losung
Q =  ωί +  or.

D arin ist a  eine In tegrationskonstan te, die durch die Anfangsbe- 
dingungen festgelegt ist. Aus Gl. (8-26) folgt die Losung fur q:

9 = sin (ωί +  <*). (8-30)

D as ist die ubliche Losung fiir einen harmonischen Oszillator.
Man m ochte meinen, daB die Verwendung von K ontakttrafisform a- 

tionen zur Losung des Problem s des harmonischen Oszillators dem 
Verfahren ahnlich ist, ,.m it K anonen nach Spatzen zu schieBen” . AVir 
haben hier jedoch ein einfaches Beispiel dafiir, wie die H a m il t o n - 
Funktion  m ittels kanonischer Transform ationen au f eine Form redu
ziert werden kann, die in alien K oordinaten zyklisch ist. Die Diskussion 
des allgemeinen Schemas fur die Losung mechanischer Probleme nach 
dieser Methode soil bis zum nachsten K apitel zuriickgestellt werdenv 
Zunachst wollen wir dam it fortfahren, die formalen Eigenschaften 
kanonischer Transform ationen zu untersuchen.

8 - 3  Die Integralinvarianten von Poincar£

Die kanonischen Transformationen sind so definiert, daB die F o r m  
der HAMiLToxschen Bewegungsgleichungen bei der Transformation 
erhalten bleibt. Es erhebt sich die Frage, ob es andere Ausdrucke gibt, 
die gegeniiber kanonischen Transformationen invariant sind. Die von 
P o in c a r e  gefundenen Integralinvarianten haben diese Eigenschaft. 
Analog z u m  Konfigurationsraum in der LAORANOESchen Formulierung 
definieren wir einen 2w-dimensionalen cartesischen R a u m ,  der durch 
die Koordinaten 9t - > . 9», p i. . . p, gebildet wird. Er heiBt P h a s e n - 
raum . Die vollstandige dynamische Beschreibung eines mechanischen 
Systems ist dann durch einen Punkt in einem solchen R a u m  gegeben. 
tier Satz von P o in c a r e  behauptet nun, daB das Integral

J i = J J  2 d q id p i (8-31)

gegeniiber kanonischen Transform ationen invariant ist, wobei 8  an- 
zeigt, daB das In tegral uber eine beliebige zweidimensionale Fl&che im 
Phasenraum  zu erstrecken ist.
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Der Beweis der Invarianz beginnt m it der Feststellung, daB die 
Lage eines Punktes au f einer zweidimensionalen Flache durch n ieh t 
m ehr als zwei P aram eter vollstaridig gekennzeichnet ist. u  und  v mogen 
solche P aram eter sein, die fur die Flache S  geeignet sind, so daB au f 
dieser Flache q{ =  q{(uy v) und p* =  pi(u, v) gilt. E s ist bekann t, dab 
sich ein F lachenelem ent dqi dp{ au f ein F lachenelem ent dudv gemaB 
der JACOBischen D eterm inante transform iert. Symbolisch geschrieben 
lau te t d iese:

d(g.·, Pi) 
d(u, v)

dqi dpj 
du du 
dqi dpi 
dv dv

(8-32)

Es g ilt die Beziehung

dq< dPi =  du dv- (8-33)

Somit kann die B ehauptung, J 1 habe den gleichen W ert fiir alle kano- 
nischen K o ord ina ten :

■ / / ? dQu dPk,

auch geschrieben w erden :

d(Qif Pi) 
d(u, v)//? du dv =

f j ?
du dv.

d(u, v)

Da das Integrationsgebiet beliebig ist, konnen die In tegrate  nu r dann 
gleich sein, wenn die In tegranden identisch sind:

^  d(Qi, Pi) __ Pk) (8-34)
i d{u,v) γ  d(u,v) '

Der Beweis der Invarianz von J \  ist som it darau f reduziert worden, die 
Invarianz der Summe der JACOBischen D etcrm inanten zu zeigen.

Es ist zweckmaBig, die kanonische Transform ation von den q, p  
au f die Q, P  so aufzufassen, als h a tte  man sie aus einer Erzcugenden 
des Typs F 2(q, P , i) e rha lten .3 Die Spalten der D eterm inanten  au f 
der linken Seite in Gl. (8-34) konnen dann m ittels der Erzcugenden 
durch den neuen V ariablensatz ausgedruckt werden. Nach den 
Gl. (8-1 la) haben wir

8 D as is t keine notw endige E insch ran k u n g . D er Beweis kann  auch  gefu h rt 
w erden, indem  m an  irgendeine d e r and eren  E rzcugenden  vorw endet, wie der 
Leser le ich t verifizieren kann .
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du d u \d q ij

Die GroBe in der K lam m er ist wegen ihrer Argum ente qk und  P* eine 
F unktion  allein von u, und der A usdruck kann deshalb folgendermaBen 
entw ickelt w erden :

dpi __ y  d2F2 dP t t _ y  dgk
du ^  dqi dPk du ^  dqi dqk du *

(8-35)

Man findet einen ahnlichen A usdruck fiir die partielle Ableitung von p, 
nach v. Setzt m an diese Entw icklungen in die Determ inantensum m e 
ein, die in (8-34) au ftr itt, so e rh a lt m an die folgende Beziehung:

y  diFj dPk | y  diFj dqk 
y  d(?», Pi) _  ^  du t dPk du * *0» dgk du 
< d(u, v) ^  dgi y  diFt dPk i «y* dqk

dv dqi dp k dv dq. dqk dv

N ach den Regeln der D eterm inantenrechnung kann man die Summa- 
tionszeichen aus der D eterm inant* herausziehen. Das gleiche kann 
man m it den F ak toren  tu n , die alien Termen in einer Spalte gemein- 
sam  sind. Deswegen laBt sich die D eterm inantensum m e schreiben:

l* d(« f«0

y  d 'F t  

U  d q i  d q k

9Q{ dqk 
du du

ttd q id P k

d^i dPk 
du du

dqi dqk dqi dPk
dv dv dv dv

Die Term e der ersten  Reihe sind antisym m etrisch bezuglich der Ver- 
tauschung der Indizes t* und Jt, da dabei die zwei Spalten der D eter
m inant* vertausch t werden. D er W ert der Summe d a rf aber n icht 
durch eine V ertauschung der Indizes beeinfluBt w erden; dem nach muB 
die Reihe identisch verschwinden. E s ist uns deshalb freigestellt, an 
ihre Stelle eine ahnlich konstruiert*  Reihe zu setzen, deren Summe 
ebenfalls N ull is t:

d(Q*» P«) =  d*Fj
t 4 d(*bv) fg d P id P k

Die O peration der Entw icklung der D eterm inantensum m e kann nun 
um gekehrt werden, allerdings ist je tz t in der D eterm inante die Summe 
iiber i  und n ich t iiber k  zu bilden. E in typisches E lem ent der ersten

dPj dPk
du du + y

jf* dqi dPt

dqi dPu 
du du

dPj dPk dqi dPk
dv dv dv dv
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Spalte der D eterm inante, das in der sich ergebenden Reihe au ftr itt, 
lau te t in Analogie zu Gl. (8-35):

'N? d2F2 dPj i ^  d^F2 dtji___B F 2
dPi d P k du dq, d P k du ~  du dPu

Wegen der Transform ationsgleichnngen (8 -1  lb ) is t aber

dPk Wk'

so daC sich deshalb die D eterm inantensum m e reduziert auf:

dQk dPk
s ?  d ( Q h  Pi)

T  ^(u ,v) 4*
dv dv

du du 
dQk dPk

y  B(Qk, Pk)
k K u ,v )

Das beweist den gewiinsehten Satz.
A uf ahnliche Weise -  der Beweis ist jedoch kom plizierter -  kann  m an 

zeigen, dab
J 2 =

invarian t gegeniiber einer kanonischen T ransform ation ist, wobei hier 
S  eine beliebige vierdim ensionale Flache des 2n-dim ensionalen Phasen- 
raum es ist. Diese K e tte  von In teg ralinvarian ten  kann  erw eitert 
werden. Sie fuh rt gegebenenfalls au f die Inv arian ten

////* dqi dpi dqn dpk (8-36)

J n — (8-37)

wobei nun das In tegral iiber ein beliebiges Gebiet im Phasenraum  aus- 
gedehnt werden kann. Die Invarianz von J n ist der Feststellung gleieh- 
wertig, dab das Volumen im Phasenraum  gegeniiber kanonischen 
Transform ationen invarian t ist. Wie wir spater sehen werden, folgt 
daraus, d a 8 das Volumen im Phasenraum  zeitlich konstan t ist.

8 - 4  Lagrange- und Poisson-K lam m ern als kanonische Invarianten

Die Bedingung (8-34) fur die Invarianz der S u m m e  der JACOBischen 
Determinanten kann auch geschrieben w e r d e n :

y ( ^ d ^ _ d 2 i d q A  ^ y f d Q i d l ^ ^ d P i d Q A  
/ r W  dv du dv) ' rKdu dv du dv ) (8-38)
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Jed e  Seite dieser Gleichung h a t die Form  einer LAGRAXGK-lTfamffier 
von u u n d  v ; sie is t definiert durch

* ’ '*·' ^ \ d u  dv dv dv)
(8-39)

Gl. (8-38) s te llt fest, daB die LAGRANGE-Klammem gegeniiber K ontak t- 
transform ationen invarian t sind. E s ist deshalb belanglos, welcher 
Satz kanonischer K oordinaten dazu verw endet wird, die Laorakoe- 
K lam m em  auszudriicken. Die Indizes g, p  werden deshalb von nun an 
weggelassen. Allgemein gilt

{«.»} = -  {p,u). (8-40)

W ir erinnem  uns daran . daB w, v K oordinaten eines zweidimensio- 
nalen  Gebietes des Phasenraum es sind. W ir konnen die g<, q, -Ebene 
als dieses G ebiet wahlen. Bei der A usw ertung der enteprechenden 
IiAGRANGE-Klammer {g*, g,) kann jeder Satz kanonischer Koordinaten 
verw endet werden. E s ist offensichtlich, daB der Satz g, p  am bequem- 
sten  ist. Die LAGRANGE-Klammer kann  deshalb entw ickelt werden:

l q " 5 ,1 r W dq,· d q t d q j

D a die g und p  unabhangige K oordinaten sind, folgt

=  0 =  ^  dqi dqS

und  som it verschw indet die LAGBANGE-Klammer:

h<, ?,) -  0. (8-41&)

E in  entsprechender Beweis zeigt, daB

{p.. Pi\ «  o. (8-41b)

1st jedoch u  =  7* und  v — p/, so is t die LAGRANGB-Klammer

l9*’ P’] d p id q j-

W ahrend der zweifce Term  in der K lam m er aus enteprechenden Grun- 
den verschwindet, is t der erste Term  nich t Null. Die in diesem Term  
auftretenden  partiellen A bleitungen haben die W erte

*2* *.
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Folglich reduziert sich die Lagrange-K lam m er au f

!?>', Vi) = 2  δ* Ski =  δ“· (8-41c)k

Die Gleichungen (8-41) sind offensichtlich fur alle Satze kanonischer 
Variablen giiltig und werden oft als die fundamentalen Lagrange- 
K l a m m e r n  bezeichnet.

Noch niitzlicher sind die sogenannten PoissoN -K lam m ern. Sie sind 
definiert durch

r i _  _  du du\
[U)VLp dpk dqk)

mit der Identitat
[ω,»] = — [v, u].

(8-42)

(8-43)

Es besteht eine enge Beziehung zwischen den LAGRANGEschen u n d  den 
PoissoNschen Klammern. Betrachtet m a n  sie lediglich als mathe- 
matische Ausdriicke ohne Rucksieht auf eine physikalische Bedeutung, 
so laBt sich der folgende Satz beweisen: W e n n  die m, l =  1 . . , 2n, 
einen Satz von 2n  unabhangigen Funktionen derart bilden, daB jedes u  
eine Funktion der 2n Koordinaten q\ . . . qni p i . . . pn ist, dann gilt

2 n

2  {«I, Ui)[ui, Uj] = δ,·,·.4 (8-44)
/-I

Der Beweis b ie te t keine Schwierigkeiten, is t jedoch etw as plum b. 
W egen der Gl. (8-39) und  (8-42) kann  die Sum m e geschrieben w erden:

%\uh u ,)K  u,] = %%%%*fHir ΊΓ-ΊΓ P) ’ m  > n J ^ ^ ^ d u id u . dm dui/\dqm dpm dqmdpm)

In  der Entw icklung tre ten  vier Term e auf, der erste von ihnen ist

X  dp* du/ ^  dqje dui _  ̂  dpk d u / dqk _  dpk dUj 
ri, du i dPm I dui dQm ”  &  d u { dpm dqm ~  jf* d m  dpm km

4 D ie d u rch  (8-42) defin ierten  P o issoN schen  K lam m ern  erscheinen  in  ge- 
wissem Sinne als die R ez ip roken  der LAGRANGEschen K lam m ern . Gl. (8-44) g ib t 
diesem  in tu itiv en  G efuhl eine genaue B edeu tung . W ird  {ui, Ui J a ls e in  M atrix - 
e lem en t Lu u n d  — [m, uj\ als das M atrixe lem en t Pi, angesehen, w obei d ie  M atrizen  
q u ad ra tisch  von  der D im ension 2n sind , d an n  laB t sich Gl. (8-44) schreiben

LP = 1
oder

P = L - K
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oder schlieBlich

k "Η*
D er le tzte  der vier Term e h a t genau die gleiche Form  wic Gl. (8-4 5), 
lediglich sind die Rollen von qk und pk vertauscht. Folglich ergeben 
die beideri Term e zusam m en

y f d U i d ^ k ,  Sjfj M  _  dUi' (8-46)
k \dpk dUi dqk dUi/ dUi

Man kann leicht sehen, daB die iibrigen zwei Terme der Entw icklung 
nichts zu der Summe beitragen. Der eine von ihnen en th a lt einen 
F ak to r, in dem  ui au ftr itt,

^ Ul _  dff* 
i dui dpm dpm}

der s te ts  verschwinden muB. In  dem anderen Term sind nur p  und q 
vertauscht. N ach Gl. (8-46) ist also die vollstandige Summe:

2n ^

I ° ui r
wom it der Beweis vollstandig ist.

W ir bem erken, daB das besondere K oordinatensystem  qt p y das bei 
dieser A bleitung verw endet wurde, vollig unwesentlich w ar; irgendein 
Satz von 2n  unabhangigen Variablen Q, P  h a tte  ebensogut dazu dienen 
konnen. D em nach ist Gl. (8-44) invarian t gegeniiber alien Transfor
m ationen der K oordinaten, ohne Beschrankung au f kanonische Koor- 
d inaten . Dieser Satz kann deshalb dazu verwendet werden, bestim m te 
PoissoN -K lam m ern zu berechnen, ohne einen besonderen K oordinaten- 
sa tz festzulegen. F u r die 2 n unabhangigen Funktionen ui wollen wir 
den Satz <7i . . . qnf P i . . . pn wahlen und weiterhin u* gleich q* und w,· 
gleich p, setzen. D a w, eine K oordinate und u, ein Im puls sind, konnen 
die zwei Funktionen fur irgendeinen W ert von i oder j  niemals iden- 
tisch sein, und Gl. (8-44) wird

η n

9’Hpi, p »1 + 2 {?i. ?<)[?<» p H -  o.i i
D a

IPi, ?.} = — und \qt, g<·} =  0 

fur alle kanontschen K oordinaten gilt, folgt

Ip.» Pii =  0,

dUj dpk
A n . A*. * (8-45)

(8-47a)
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das gleichermaBen fiir alle kanonischen Koordinaten gelten muB. 
Ahnlich verschwindet die PoissoNsche K l a m m e r  von gt· u n d  q3·:

[q>, q,] =  0. (8-47b)

1st schlieBlich Ui — qi und  u 3 =  g,·, so n im m t die Sum m ation (8-44) 
die Form  a n :

^ {? i, Ϊ)] + 2 ( p i ,  q i} [V h  ?»·] =  Sif.

Das reduziert sich auf
Qj\ =  8ij

oder

[<2i> Pi] =  *u. (8-47c)

Die Gl. (8-47) bilden die fundamentalen P o i s s o n schen Klammer- 
Beziehungen in Analogic zu den entsprechenden Gleichungen (8-41) 
fiir die LAGRANGESchen Klammern. M a n  konnte einwenden, daB diese 
Beziehungen mit weniger Miihe hatten direkt abgeleitet werden kon- 
nen, wie es fiir die LAGRANGESchen K l a m m e r n  getan wurde. D a s  
wesentliche der Berechnung bestand jedoch darin, die fundamentalen 
PoissoNschen K l a m m e r n  ohne Bezug au f irgendeinen besonderen Satz 
J<unonisc1ier Variablen zu berechnen. Die Bedeutung des Beweises 
liegt darin, daB er die kanonische Invarianz  der Gl. (8-47) zeigt.

Die fundam entalen PoissoN -K lam m ern sind tatsachlieh  grund- 
legend; m it ihrer Hilfe kann man zeigen, daB die W erte aller P o i s s o n -  

sehen K lam m ern unabhangig von dem Satz kanonischer K oordinaten 
sind, durch den sie ausgedriickt werden. Sind F  und G zwei beliebige 
Funktionen, so ist deren PoissoNsche K lam m er beziiglich des Satzes

V

[F, G]q,P =
>\dqi dPi

dF dG \
d p jd q j

(8-48)

B etrach te t man g,· und p ;als Funktionen des transform ierten Variablen- 
satzes Qk, Pk, dann  kann  Gl. (8-48) geschrieben werden:

\f  Gl = θΡΛ Ί
’ ,,,> t i l d q i  \ dQk dpi ^  dPk d p i)  dpi \dQk d q i_l'  dPk dqi) \ ·

Nach einer U m ordnung der Term e reduziert sieh das au f

Ψ , OU.p =  +  §Hrk [F, 7U „ . ) (8-49)
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Gl. (8-49) selbst kann  dazu verw endet werden, die in der K lam m er 
auftretenden  PoissoNschen K lam m em  zu berechnen. Substituieren 
wirQk fiir F  und ersetzen G durch das S3Tnbol F , dann wird Gl. (8-49)

[&, F),.p =  2 M* <?>] + 2  i f .  [<?*- P ‘i  (8-5°)

Die Indizes an den P o issox-K lam m em  au f der rechten Seite wurden 
weggelassen, d a  diese fundam entale PoissoK -K lam m em  sind, von 
denen bereits gesagt w urde, daB sie in v arian t sind. Infolge (8-47) 
reduziert sich Gl. (8-50) au f

oder

[& ,p u = 2 | £ «  a

i f , 0*] aF
dPk (8-51)

D as is t ein niitzliches, kanonisch invariantes R esultat. A uf ahnliche 
Weise findet m an die andere PoissoNsche K lam m er aus der Gleichung

•Λ

IF*, f ],.p =  2  <w + 2 | ^  p i

Sie fu h r t a u f  ‘ *

IF, P*J =
dF
9Qk (8-52)

S e tz t m an  die Beziehungen (8-51) und  (8-52) ein, so w ird Gl. (8-49):

D em entsprechend werden von m m  an  die Indizes an alien P ois so n- 
schen K lam m em  weggelassen.

Einige einfache algebraische Eigenschafben der Poissox-K Iam m em  
sollen hier fiir den spateren Gebrauch zusam m engestellt werden. Nach 
der Definition (8-42) ist klar, daB die PoissON-Klammer einer Funktion 
m it sich selbst identisch Null ist:

k  ii] =  0. (8-53)

Ebenso muB die Poissoxsche K lam m er von u  m it einer GroBe c, 
die weder von q noch von p  abhangt, verschwinden:

[u, c] = 0. (8-54)
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Aus den elem entaren E igenschaften der D ifferentiation folgt

, [u +  v, w] =  [u, w] +  [v, w] (8-55 )
und

[u, vw] =  [u, v]w +  v[Uj w].5 (8-56)

8-5  Form ulierung der Bewegungsgleichungen m it Poissonschen 
Klam m ern

W ird als Funktion  F  in den Gl. (8-51) und  (8-52) die H a m il t o n - 
Funktion  gewahlt, dann lau ten  die Gleichungen

hi, m  =  =  i i  (8-57a)

und

[pi} H] = -
m
dqi Pi· (8-57b)

Diese zwei Beziehungen bilden die kanonisehen Bewegungsgleichungen, 
dargestellt durch PoissoNsche K lam m ern ; sie sind spezielle Falle einer 
allgemeinen Beziehung fur die to ta le  zeitliche A bleitung einer F u n k 
tion u(q, p , t). M athem atisch ist die to ta le  zeitliche A bleitung definiert 
durch

Driicken wir q{ u n d  p { durch die HAMiLTON-Funktion mittels der 
Bewegungsgleichungen aus, so konnen wir schreiben:

oder

du _  du d H _ du dH\  . du
dt dPi ~  dPi ty i)  +  dl

du T rrl , du
Τ ι = [η>Η] +  Έ ·

(8-58)

6 V erlassen w ir fu r  einen  A ugenblick  das G eb iet d e r klassischen P hysik , so 
k an n  festgeste llt w erden, dafi d ie  P o isso n -K lam m er d er k lassischen M echanik in  
d e r Q uan tenm echan ik  dem  A usdruck  m al dem  Kommutator d e r zwei Grofien 
e n tsp r ic h t: ^

[u, »]-*-—  (uv —  vu). in

D arin  is t  h die PLANCKsehe K o n s tan te . E s  laB t sich le ich t nachw eisen, daB die 
a lgebraischen  B eziehungen (8-53 b is 8-56) ebensogu t fiir d ie  K o m m u ta to ren  
gel ten ,
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Die Gl. (8-57) folgen offensichtlich aus dieser Beziehung, wenn u  
durch qi bzw. erze tz t wird. E in anderes bekanntes Ergebnis erhalt 
m an, wenn u  die HAMiLTON-Funktion selbst ist, denn aus (8-53) folgt 
dann

d H ^ d H  
dl dt

Das ist identisch m it der friiher gefundenen Gl. (7-19).
F iir System c, in denen t in den intcressierenden GroBen nicht explizit 

au f tr itt  (und wir wollen unsere weiteren Diskussionen allein au f solche 
Systcm e beschranken), ist die to ta le  zeitliche Ableitung einfach die 
PoissoN -K lam m er m it H . Alle Funktionen, deren PoissoN-Klam m em  
m it der HAMiLTON-Funktion verschwinden, sind daher K onstanten der 
Bewegung. U m gekehrt mussen die PoissoN-Klam m ern aller K on
s tan ten  der Bewegung m it H  Null sein. W ir haben dam it ein allge- 
meines Verfahren gewonnen, die K onstanten des System s zu erm itteln
und zu identifizieren.#

Sind erst einm al zwei K onstan ten  der Bewegung bekannt, dann ist es 
moglich, andere K onstan ten  m ittels der jACOBMcftin Identitfil zu kon- 
struieren. Diese behauptet, daB dann, wenn u, v und  w drei Funktionen 
von q und  p  sind, gilt

[u, [υ, u>]] +  [», [to, till +  K  («. «’ll = o. (8-59)
D er Beweis dieser Beziehung beruht au f einer U ntersuchung der Form 
der ersten  zwei Term e au f der linken Seite in Gl. (8-59):

[u, [v, uj]) — [v. [u, u?]]. (8-60)

W ir werden zeigen, daB diese Terme zusammen keine zweitc Ab
leitung von w en thalten . Die PoissoN -Klam m er [vt w) kann als linearer 
D ifferentialoperator Z), angesehen werden, der au f w w irkt, wobei D9 
die allgemeine Form  h a t:

D9 y / d v  d 
jkT! W  tyk

dv d \  
dpk dqk/

Man kann D9 auch darstellen durch

M it Hilfe der so definierten D ifferentialoperatoren kann der Ausdruck 
(8-60) geschrieben w erden :

D J )9w — D9D uw = dw\
oik
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N un sind die einzigen Term e in diesem Ausdruck, die die zweiten 
Ableitungen von w en thalten ,

d2w 
δηi d%k ΟίΗβί

d2w 
d& δη

Dies verschwindet identisch. D em naeh kann  Gl. (8-60) nu r erste A b
leitungen von w  en thalten  und  muB die Form  h ab e n :

[u, [v, w]] -  [v, [u, w]] = l ^ A k  ~  +  B k | ^ ) .  (8-61)

D arin sind Ak und  B k noch zu bestim m ende Funktionen  von u  und  v. 
Sie en thalten  w  aber nicht. B etrach ten  wir den besonderen F all w =  p* 
(das andert weder A  noch jB), dann  reduziert sich (8-61) a u f :

[u, [v, Pi]] -  [v, [u, pi]] = A i,

oder wegen (8-52):
=  A

so daB schlieBlich g ilt A i
4 k w ] -

Ahnlich findet m an, wenn m an w =  q( setzfc,

R ___ d[w, μ]
δρί

und  Gl. (8-61) kann  geschrieben w erden:

=  [[u, v], w].

d[u, V] dw\ 
δρπ dqd

Das ist identisch mit der JACOBisehen Identitat (8-59). Sind u  u n d  v 
zwei Konstanten der B e w e g u n g  und wird fur w  die HAMiLTON-Funk- 
tion gesetzt, dann verschwinden die ersten beiden T e r m e  in der Iden
titat, und die Beziehung reduziert sich auf

[Hf [u, v]] =  0.

Dem naeh ist die PoissoNsche K lam m er zweier K onstan ten  der Be
wegung selbst eine K onstan te  der Bew egung.6 E s is t m itu n ter moglich,

• D ieses E rgebn is w ird  versch ieden tlich  als P o issoN scher S a tz  bezeichnet.

I
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au f  diese Weise eine vollstandige Folge von K onstanten  der Bewegung 
zu konstruieren. Jedoch allzuoft erweisen sich die so erhaltenen K on
stan ten  der Bewegung als triv iale Funktionen der alten und sind des- 
halb  eine geringe Hilfe.

8-6 Infinitesim ale K ontakttransform ationen, K onstanten der Bewe
gung und Sym m etrieeigenschaften

W eitere E igenschaften der P o is s o n -Klam m er zeigen sich, wenn man 
den Begriff der infinitesimalen Kontakttransformationen einfuhrt. Wie 
im Falle der infinitesim alen Drehungen h a t eine solche Transform ation 
die Eigenschaft, daB sich die neuen K oordinaten von den alten nur 
durch infinitesim ale GroBen unterscheiden. N ur Terme ersten Grades 
in diesen infinitesim alen GroBen werden in alien Rechnungen beiiick- 
sichtigt. Die Transform ationsgleichungen konnen daher in folgender 
Form  geschrieben w erden :

Q* = g* +  ty,·, (8-62a)
P i =  Pi +  (8-62b).:

D arin stellen und  δρ* keine virtuellen Veniickungen dar, sondern 
sind einfach die infinitesim alen Anderungen der K oordinaten und Im 
pulse. Selbstverstandlich wird sich die erzeugende Funktion nur durch 
einen infinitesim alen Bet-rag von der Erzeugenden fur die identische 
T ransform ation unterscheiden, die durch Gl. (8-18) gegeben ist. Man 
kann  deshalb die Erzeugende schreiben :

F j = X g .P i + ^ ( q ,P ) , (8-63)

wobei € ein infinitesim aler T ransform ationsparam eter ist. Die Trans
form ationsgleichungen fur die neuen Im pulse P< findet m an nach den 
Gl. (8-1 la ):

dFt dG
—  =  p ,. =  p < + t _

oder
D ,  dG-  P< =  &p<— €— ■ (8-64a)

Ahnlich erh&lt m an die Transform ationsgleichungen fiir Qi aus den 
Gl. (8-1 lb ) :



8-6 Infinitesimale Kontakttransform ationen 287

Da der zweite Term  bereits linear in e ist und P  sich von p  nu r 
durch eine infinitesim ale GroBe unterscheidet, wird es in erster N ahe- 
rung richtig sein, in der Ableitung Pi dureh pi zu ersetzen. G w ird dann  
als Funktion  allein von q, p  b e trach te t. Folglich la u te t die Transfor- 
m ationsgleichung fur Q i:

dG
%  =  (8-64b)

Obgleich genau genom men der BegrifF ,,E rzeugende” au f die GroBe 
F  beschrankt ist, ist es gebrauchlich, auch G so zu bezeichnen; wir 
wollen uns dem ansehlieBen.

Eine interessante Anwendung dieser Ergebnisse e rh a lt m an, wenn 
man eine infinitesimale kanonische Transform ation betrach te t, bei der 
G =  I i(q , p) gilt, und in der e ein kleines Z eitin tervall dt ist. Die ent- 
sprechenden infinitesim alen Anderungen der K oordinaten  und Im pulse 
sind dann

und

* ,. d H  . j .  ,hq% —  dt =— q{dt =  dq%opi

hpi = —dt — pidt =  dp^ 
vQi

(8-65a)

(8-65b)

Diese Gleichungen besagen, daB die T ransform ation die K oordinaten 
und Im pulse zur Zeit t au f die W erte bringt, die sie zur Zeit t +  dt 
haben. Somit kann die Bewegung des System s in einem Zeitin tervall dt 
durch eine infinitesimale K on tak ttransfo rm ation  beschriebon werden, 
die durch die HAMILTON-Funktion erzeugt wird. Dement sprcchend 
wird die Systembewegung in einem endlichen Z eitintervall von tQ bis t 
durch eine Folge infinitesim aler K ontak ttransform ationen  dargestellt. 
Da das Ergebnis zweier nacheinander ausgefuhrter kanonischer Trans- 
formationen einer einzigen kanonischen T ransform ation aquivalent ist, 
konnen die W erte von q und p zu einer Zeit t aus ihren Anfangswerten 
durch eine kanonische Transform ation erhalten  werden, die eine 
kontinuierliche Funktion der Zeit ist. U nter diesem G esichtspunkt ent- 
spricht die Bewegung eines mechanischen System s der kontinuier- 
lichen Entw icklung oder E n tfa ltung  einer kanonischen T ransfor
m ation. In einem sehr buchstablichen Sinne ist die H amilton- F ^ ^ -  
tion die Erzeugende der Systembewegung in  der Zeit.

U m gekehrt muB es eine kanonische Transform ation von den W erten 
der K oordinaten und Im pulse zu einer Zeit t nach deren konstan ten  
Anfangswerten geben. Eine solche Transform ation zu gewinnen, ist
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offensichtlich dem Losen des Problem s dor System lx* wegung aquiva- 
lent. Am Beginn dieses Ivapitels wurde darau f hingewiesen, dab ein 
m echanisches Problem  d arau f zuriickgefuhrt werden kann, diejenige 
kanonische T ransform ation zu finden, fiir die alle Im pulse K onstanten 
der Bewegung sind. Die bier angestellten Cberlegungen weisen au f die 
Moglichkeit einer Losung m ittels der kanonischen Transform ation bin, 
fiir die die Im pulse und  die K oordinaten K onstanten der Bewegung 
sind. Diese zwei Hinweise sollen im nachsten Ivapitel bearbeitet wer- 
den. W ir werden dort zeigen, wie man formale Losungen fiir irgendein 
mechaniscbes Problem  erbalten kann.

E in w ichtiger Zusam m enbang zwiscben infinitesimalen K ontakt- 
transform  a t ionen und PoissoN -K lam m ern wird aufgedeckt, wenn man 
die A nderung einer Funktion  u(qy p) als Ergebnis der Transform ation 
be trach te t. Es ist notwendig, sorgfaltig zu klaren, was m it der ,,An
derung” der F unktion  gem eint ist. In den vorbergebenden Diskussio- 
nen wurde eine Grobe u(q, p) au f neue Koordinaten ,,transform iert” , 
indem  m an die A rgum entc q und p  als Funktionen der neuen Q und P  
ansab : q(Q, P) und p(Q , P). Man substitu ierte diese in ?/, um seine 
A bhangigkeit von den neuen Variablen zu erbalten . Nacb der Varia- 
b lenanderung wird die fu n k tio n a h  Abhangigkeit u von Q und P  im 
allgem einen nicht gleich der fruberen Abhangigkeit von q und p sein. 
A ndererseits bleibt der numeriscbe W ert fiir eine gegebene Syvstem- 
konfiguration durch die Transform ation unbeeinflubt. Die Funktion 
u(q , p) ist eine ,,P u n k t” -Funktion im Pbasenraum . und ihr W ert an 
einem gegebenen Punkt im Pbasenraum  wird offensichtlich durch eine 
T ransform ation der K oordinatenachsen des Raum es nicht veriindert·. 
Die je tz t zu diskutierende ,,A nderung” ist ganz anderer N atur. Hier 
meinen wir die A nderung \ron u als Ergebnis der Substitutionen Q fiir q 
und P  fiir p  iiberall in der Funktion. Bei einer solchen Anderung bleibt 
die A bhangigkeit u von den neuen und alten Variablen dieselbe. Die 
W irkung der Transform ation besteht darin, dab sie den Punkt, an dem 
die F unktion  zu bestim m en ist, im Pbasenraum  verschiebt. Wenn 
desbalb die infinitesimale kanonische Transform ation durch die 
HAMILTON-Funktion erzeugt wird, so besteht das Ergebnis der Sub
stitu tion  der alten Variablen durch die neuen darin, u von seinem W ert 
zur Zeit t au f den W ert zu andern, den n zur spiiteren Zeit t -f dt hat.

E ntsprecbend dieser Bedoutung ist die Andem ng einer Funktion u 
als Ergebnis einer infinitesimalen kanonischen T ransform ation:

6u = u(q{ +  6qif p, +  5p.) — u(qit p,).

E ine Entw icklung in eine TAYLOR-Reihe bis zur ersten Ordnung in 
den infinitesimalen Param eter!! gibt fu r die Differenz:
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W egen der Transform ationsgleichungen (8-64) k an n  fu r  hu auch ge- 
schrieben w erden :

U ~  , W '  dpi dpi d q j
oder schlieBlich

=  e[w, G]. (8-66)

Folglich is t die Anderung der HAMiLTON-Funktion bei einer infinitesi- 
malen kanonischen Transform ation

8H =  e[H, G]. (8-67)

Es wurde bereits gezeigt, daB dann, wenn eine F unk tion  G(q, p) eine 
K onstante der Bewegung ist, ihre P oisson-K lam m er m it H  verschwin- 
det. Gl. (8-67) besagt deshalb, daB eine solche K onstan te  eine infinitesi
male kanonische Transform ation erzeugt, die den W ert der H amilton- 
Funktion  nieht a n d e r t: die Konstanten der Bewegung sind die Erzeugen- 
den derjenigen infinitesimalen kanonischen Transformationen , die die 
H amilton -̂Funktion invariant lassen. N un bestim m en die Sym m etric- 
eigenschaften des System s, welche Transform ationen den W ert von H  
n icht andern. Is t das physikalische System  bezuglieh einer gegebenen 
Operation sym m etrisch, so muB die HAMiLTON-Funktion durch die 
entsprechende Transform ation offenbar unbeeinfluBt bleiben. Man 
kann deshalb alle K onstanten der Bewegung bestim m en (was gleich- 
bedeutend m it der Losung des Problem s ist), indem man die Sym m etrie- 
eigenschaften der HAMiLTON-Funktion untersucht! Das ist n ich t das 
erste Beispiel fur den Zusam menhang zwischen ErhaltungsgroBen und 
Sym m etrieeigenschaften. Wir begegneten ihm fruher (Abschn. 2 -6), 
als wir die E rhaltung  der generalisierten Im pulse behandelten. H ier ist 
jedoch die Aussage eleganter und auch vollstandiger, denn sie umfaBt 
alle K onstan ten  der Bewegung und nicht nur die E rha ltung  der gene
ralisierten Im pulse.

Die Im pulserhaltungssatze erscheinen nun  als ein spezieller Fall der 
allgemeinen Aussage. Is t eine K oordinate <7» zyklisch, so wird die 
HAMiLTON-Funktion von qi unabhangig und sicher invarian t sein 
gegeniiber einer infinitesimalen K ontak ttransform ation , die allein eine 
Auslenkung in q{ en thalt. Die Transform ationsgleichungen h a tten  
dann die Form

hqj =  e d»y,
bp, =  0, (8-68)
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wobei € die infinitesim ale Auslenkung von q{ ist. Wegen der Gl. (8-64) 
sieht m an, daB die einzige Erzeugende, die eine solche Transform ation 
hervorruft,

G =  Vi (8-69)

ist, nam lich der zu g,· konjugierte Im puls. Wir erkennen darin leicht 
den bekannten  Im pulserhaltungssa tz : ist eine K oordinate zyklisch, 
so ist ihr konjugierter Im puls eine K onstante der Bewegung.

Zur Illu stra tion  dieser BegrifFe betracbten wir die infinitesimale 
K ontak ttransform ation  der dynam ischcn Variablen, die eine Drehung 
des G esam tsystem s um einen Winkel dB hervorruft. Die physikalische 
B edeutung der entsprechenden Erzeugenden kann nicht von der an- 
fangs getroffenen W ahl der kanonischen K oordinaten abhangen, und es 
ist bequem , zu diesem Zweck flir alle Teilchen im System cartesische 
K oordinaten zu verwenden. Es bedeutet keine Einschrankung der 
Allgemeinheit, wenn die Achsen so orientiert sind. daB die infinitesimale 
D rehung um die z-Achse erfolgt. W ird jedes Teilchen \im den Winkel dB 
gedreht, so ist die Anderung der Teilchenkoordinaten der Anderung 
aquivalent, die dadurch erzeugt wird, daB das System festgehalten 
w ird und  die K oordinatenachsen um einen Winkel — dd gedreht 
werden. Die sich ergebenden ne\ien K oordinaten (vgl. Gl. (4-90)) sind 
bis au f  Glieder hoherer O rdnung in dB:

A\ =  Xi — t/< dB,
Υ  % =  y% +  x% dB,
Zi =  Zi.

Die infinitesim ale K oordinatenanderung ist dann

δΧ{ = —yidey 6yi = Xide} δ ζ ,=  0. (8-70)

E s g ib t ahnliche Gleichungen fur die Im pulskom ponenten, da sie sich 
bei Drehungen in gleicher Weise wie die Ortskom ponenten transfor- 
mieren. D urch Vergleich der Gl. (8-70) m it den Transformationsglei- 
chungen (8-64) wird die entsprechende E rzeugende:

G = 2 (x iP i. — y<pa). (8-71)
i

Dabei ist dB der infinitesim ale P aram eter €. Eine direkte Priifung zeigt,
daB n/j *n

hii =  d B  §— = —1/% dB, b p  & =  —dd —  = — p.* dB,d p  is vXi

= d e  -— = Xi d e,  S p i t = — d e  — = ps. dd,  dp,·* oy%
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in tJbereinstim m ung m it Gl. (8-70). Die Erzeugende (8-71) h a t zudem  
die physikalische B edeutung der z-Kom ponente des to ta len  Dreh- 
im pulses: q  = Li

Da die z-Achse willkiirlich gew ahlt war, kann  m an feststellen, daB die 
Erzeugende, die einer infinitesim alen D rehung um  eine durch den 
E inheitsvektor n  bezeichnete Achse entspricht,

G = L  · n  (8-72)

ist. Gerade so, wie die HAMiLTON-Funktion eine Auslenkung des 
Systems in der Zeit erzeugt, so erzeugt der Drehimpuls die Dreh- 
bewegung des Systems.

Die gleiehe Feststellung folgt natu rlich  d irek t und  vielleicht biindi- 
ger aus dem allgemeinen durch Gl. (8-69) gegebenen R esu lta t. W ird als 
eine der kanonischen K oordinaten ein W inkel gew ahlt, der die D rehung 
des G esam tsystem s kennzeichnet, dann  ist der entsprechende kanoni- 
sche Im puls (vgl. Abschn. 2 -6) die K om ponente des D rehim pulses 
langs der Drehachse. Somit w ird Gl. (8-72) ein spezieller F all der Gl. 
(8-69).

8 -7  Die Poissonschen K lam m erbeziehungen fiir den D rehim puls

Aus der Tatsache, dab der D rehim puls m it der E rzeugenden der 
D rehung identisch ist, erg ib t sich eine Anzahl sehr in teressanter und 
wichtiger Beziehungen fiir die PoissoN sehen K lam m ern. E ntsprechend 
GL (8-66) is t die A nderung einer V ektorfunktion  F (q, p) bei einer 
infinitesim alen D rehung des System s gegeben durch

SF =  d0[F, L · n]. (8-73)

Die besondere, hier verw endete B edeutung der „ A nderung einer 
F u nk tion” muB m an sich ste ts  vor Augen halten . N aturlich  s teh t Gl. 
(8-73) anstelle dreier skalarer Gleichungen. Is t  zum Beispiel A (q , p) 
die ar-Komponente von F, dann besagt GL (8-73), daB

hA =  A(Q, P) — A (qy p) =  dd[A, L · n]. (8-74 )

Ahnliche Ausdriicke gelten fur die y- und z-Kom ponenten, die m it 
B(q, p) bzw. C(q, p) bezeichnet werden sollen. Im  vorigen A bschnitt 
ha tten  wir festgestellt, daB die Transform ation einer skalaren F u n k 
tion u(q , p) an einem Punlct im  Pliasenraum  bei einer K oord inaten- 
transform ation einem vollig anderen ProzeB entspricht. Der W ert der 
Funktion  bleibt derselbe, aber ihre funktionale A bhangigkeit von den
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Koordinaten wird im allgemeincn gcandert. Unterwirft man einc 
Vektorfunktion einer Transformation, die einer Drehung entspricht, so 
ist der Unterschied noch groBer. Es andert sich nicht nur die funktio- 
nale Abhangigkeit der Komponentenfunktionen wegen der Transfor
mation ihrer Argumente, sondern es andern sich die Werte der Kom- 
ponenten selbst entsprechend den Dreheigenschaften des Vektors. Bei 
einer infinitesimalen Drehung uni die z-Achse sind die urspriinglichen 
Komponenten von F mit den neuen Komponenten durch die Glei- 
chungen A(q> p) = A ' (Qi P) +  B ' {Qj P)  ^

B(q, v) =  B'(Q, P ) -  A'(Q, P) d$, (8-7 5 )
C(q, p) =  C'(Q, P)

verknupft. H ier deuten die Striche an den transform ierten Funktionen 
an, daB sie andere Funktionen der neuen Argum ente sind.

Wir haben diese Unterschiedc ausfuhrlich erklart, damit man deut- 
lich erkennen kann, unter wclchen Bedingungen ein Zusammenhang 
besteht zwischcn der gewohnlichen Transformation eines Vektors bei 
einer Drehung und der in Gl. (8-74) enthaltenen .,Anderung”. Es kann 
vorkommen, dab die Vektorfunktion F die Eigenschaft hat, dab die 
funktionalc Abhangigkeit der alien und neuen Komponenten vonv 
ihren jewciligen Koordinaten genau die gleiche ist, d.h. fiir A '(Q , P) 
kann A (Q , P) geschrieben werden und entsprcchendes fiir die anderen 
Komponenten. In cinem solchen Falle transformieren sich die Argu- 
mente und die Komponenten gemeinsam auf eine solche Weise, dab die 
funktionale Abhangigkeit unvenindert bleibt. Zum Beispiel ist die 
x-Komponente des Drehimpulses

u  y*Pi* 2»p»v)>I
und nach der D rehung ist die JT-Komponente vonL :

Lx  = 2 Π \ Λ *  -  ZiP<r).
i

Lx ist die gleiche Funktion von Q und P  wie die Funktion L z v on q und 
p . Fiir Vektorfunktionen mit dieser Eigenschaft und nur fUr solche 
Veklorcn werden die Transformationsgleichungen (8-75):

A(qt p) =  A(Q.P)  +  B(Q, P)dOt 
= B ( Q , P ) -  A(Q,P)  dO,

C(<7, v) =  C(Q, P ).

W eiterhin kann fiir den Term  B(Q, P) άθ bis au f infinitesimale Groben 
hoherer O rdnung B(q , p) dd geschrieben werden. Demnach ware



(die dureh (8-74) definierte) A nderung der V ektorkom ponenten bei 
einer kleinen D rehung um  die z-A chse:

8-7 D ie Poissonsehen Klamm erbeziehungen fur den Drehim puls 2 9 3

A(Q, P) — A(q, p) =  δΑ = —B  άθ, 
und  B(Q, P ) — B(q, p) =  SB =  A άθ

C(Q, P ) -  C(q, p) =  bC =  0.
Diese Gleiehungen stim m en genau m it der A nderung der Kom po- 
nen ten  eines festgehaltenen V ektors iiberein, die sie dureh  eine 
z-D rehung der K oordinatenachsen um  einen W inkel — ά θ  erfahren. 
Gl. (4-94) n im m t in diesem Falle die F orm  an :

dF =  k άθ x  F  =  5F.

F iir eine allgemeine infinitesim ale D rehung um  eine beliebige Achse ist 
die Anderung 5F deshalb

6F =  η άθ x  F,

und wegen (8-73) folgt
[F, L · η] =  η x  F.

(8-76)

(8-77)

Obgleieh wir Gl. (8-77) sorgfaltig au f eine besondere K lasse von Vek- 
torfunktionen besehrankt haben, sei bem erkt, dab die m eisten in 
mechanischen Problem en auftretenden  Vektoren die notw endigen 
Bedingungen erfullen. Irgendeine V ektorfunktion von r  und  p, die 
keinen festen, vom System  unabhangigen V ektor en thalt, w ird die 
Forderungen erfullen. Verwendet man die Dyadenschreibweise, so 
kann Gl. (8-77) in allgem einerer Form  geschrieben werden:

[F, L] =  -  1 X F. (8-78)

D arin ist 1 die E inheitsdyade ii +  jj +  kk. Gl. (8-78) reduziert sich 
sofort au f (8-77), wenn man au f beiden Seiten das P un k tp ro d u k t m it n 
bildet. Die am besten bekannte Anwendung dieser Beziehung erhalt 
man, wenn m an F gleich L selbst sc tz t:

oder [L, L · n] — η x  L

[L, L] =  -  1 X L. (8-79)

E in besonderer Fall der Gl. (8-79) ist die PoissoN -K lam m er von 
L x m it Ly» Sie ist gegeben dureh

[LX) Ly] =  (j x  L)x =  L2.
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Die nichtverschw indenden Skalarkom ponenten von Gl. (8-79) konnen 
deshalb geschrieben w erd en :

[Li, Lj] =  Lky zyklisch in i, /, k. (8-80)
Aus den Gl. (8-79) und (8-80) ergeben sich eine Anzahl interessanter 

Folgerungen. Sind L x und  L v K onstanten  der Bewegung, so daB ihre 
PoissoN -K lam m er m it H  verschwindet, so folgt dann aus dem Pois- 
SONschen Satz, daB L t =  [Lx, L y] auch eine K onstante der Bewegung 
ist. Sind zwei K om ponenten des Drehimpulses konstant, dann bleibt 
der gesam te D rehim pulsvektor erhalten . Von noch groBerer Tragweite 
ist die Beziehung

[L2, L · n] =  0. (8-81)
Zum Beweis dieser Beziehung stellen wir fest, daB die linke Seite fol- 
genderm aBen geschrieben werden k a n n :

[L · L, L · n] = 2L · [L, L · nj.
Das ergibt wegen Gl. (8-79)

2L · (n x  L) =  0.

Tatsachlich gelten die gleichen A rgum ente fur irgendeinen Vektor, der 
Gl. (8-77) erflillt, und wir konnen den allgemeinen Satz aufstellen:

[F2, L · n] = 0. (8-82)
W ir erinnern uns an G l; (8-4lb), wonach die PoissoN-Klam m er 

zweier kanonischer Im pulse ste ts Null sein muB. Wegen (8-80) h a t L, 
jedoch keine verschw indende PoissoN -K lam m er m it einer der anderen 
K om ponenten von L. W enn som it eine der K om ponenten des D reh
impulses langs einer festen R ichtung als kanonischer Im puls gewahlt 
wird, konnen die zwei zu ihm senkrechten Kom ponenten nicht gleich- 
zeitig kanonische Im pulse sein! Dagegen konnen wegen (8-81) derB e- 
trag  von L und irgendeine seiner Kom ponenten gleichzeitig kanoni
sche Im pulse sein .7

7 E s  w urde  friiher bem erk t, daB die K orrespondenz zwischen Q uantenm echa- 
n ik  und  klassischer M echanik darin  zum  A usdruck kom m t, daB die P o isso n - 
K lam m er im  w esentlichen in den quan tenm echanischen  K o m m u ta to r ubergeht. 
V ieles d e r fo nna len  S tru k tu r  d e r Q uan tenm echan ik  erschein t als enge Dber- 
trag u n g  des F orm alism us der P o is s o n -K lam m em  der klassisehen M echanik: 
roan  best das Sym bol [ ] iiberall als ,C o m m u ta to r” (bis a u f  einen konstan ten  
F a k to r) . Alio E rgebnisse dieses A bschnittes haben  enge quantenm echanische 
A naloga. Zum  Beispiel die T a tsache , daB zwei K om ponenten  von L n ich t gleich
zeitig  kanonische Im pu lse  sein kbnnen, e rschein t als die w ohlbekannte Aussage, 
daB L, u n d  L, n ic h t gleichzeitig  E igenw ertc  haben  kdnnen. A ber L* u nd  ein L%
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8-8 D er Liouvillesche Satz

Als letzte Anwendung der PoissoNschen K lam m ern wollen wir kurz 
einen fundam entalen Satz der statistischen M echanik, den L io t t v il l e - 
schenSatz, diskutieren. Obwohl in der klassischen M echanik die genaue 
Bewegung eines System s vollstandig durch die A nfangsbedingungen 
bestim m t ist, ist es oft unmoglich, eine exakfe Losung fur kom plizierte 
Systeme zu berechnen. Znm Beispiel ware es offensichtlich hoffnungs- 
los, die Bewegung von annahernd  1023 Molekulen in einem Gasvolum en 
vollstandig zu berechnen. Zudem sind die A nfangsbedingungen oft 
nu r unvollstandig bekannt. W ir konnen zwar feststellen, daB zur Zeit t0 
eine gegebene Masse eines Gases eine bestim m te Energie hat, aber wir 
konnen nicht die A nfangskoordinaten und -geschwindigkeiten jedes 
Molekuls bestim m en. Die statistische M echanik versucht deshalb 
nicht, fur Systeme, die viele Teilchen en thalten , eine vollstandige 
Losung zu gewinnen. Ih r  Ziel besteh t vielm ehr darin, Voraussagen iiber 
bestim m te m ittlere E igenschaften zu machen, indem  die Bewegung 
einer groBen Zahl identischer Sj7stem e un tersuch t wird. Die W erte der 
gewiinschten GroBen werden dann dadurch berechnet, daB m an die 
M ittelwerte iiber alle System e in dieser Gesamtheit bildet. Alle Mit- 

. glieder der G esam theit gleichen dem tatsachlichen System  so sehr, wie 
unsere un vollstandige K enntnis erlaubt, aber sie konnen irgendeiner 
Anfangsbedingung unterw orfen sein, die m it dieser unvollstandigen 
K enntnis in G bereinstim m ung ist. D a jedes System  durch einen ein- 
zelnen P u n k t im Phasenraum  dargestellt wird, en tsprich t der G esam t
heit der System e ein Punktschw arm  im Phasenraum . D er L i o u v i l l e - 
sche Satz behauptet, daB die D ichte der S ystem punkte in der N achbar- 
schaft eines gegebenen System punktes im Phasenraum  zeitlich kon- 
s ta n t bleibt.

Die oben definierte D ichte D  kann im Laufe der Zeit au f zwei ver- 
schiedene A rten variieren. Da sie die Dichte in der N achbarschaft 
eines gegebenen System punktes ist, wird eine implizite A bhangigkeit

konnen  zusam m en eine g n te  Q u an tenzah l sein . T a tsach lich  sind  die m oisten  
dieser B eziehungen in ih re r quan tenm eclian isc lien  F o rm  w eit besser b e k a n n t als 
die klassischen Satze. So sch e in t e iner d e r friihesten  Hinwoiso a u f  d ie k lassischen 
PoissO N -K lam m em  fiir den D reh im puls in d e r Elcmentaren Quantcnmechanik 
von B orn  und  J o r d a n  aus dem  J a h re  1930 zu sein. W ahrend  in iihn lichcr W niso 
die allgem eine A ndenang e iner V ek to rfu n k tio n  bei e iner D re h u n g .G l. (8-78), 
schon lange in der Q uan tenm echan ik  b e n u tz t w urde (vgl. Co n d o n  u n d  Sh o r t - 
l e y , „The Theory of Atomic Spectra” , S. 59), w urde m eines W issons d ieser Satz 
fu r die klassisclie M echanik erst in den  lo tz ten  J a h re n  von P ro f. J .  Sc h w in g e r  
bew iesen.
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davon bestehen, wie die K oordinaten (qi, p,) des System s m it der Zeit 
variieren und  der System punkt durch den Phasenraum  wandert. Es 
kann  auch eine explizite Abhangigkeit von der Zeit bestehen. Die 
D ichte kann noch m it der Zeit variieren, wenn sie an einem festen 
P u n k t im Phasenraum  bestim m t wird. Wegen Gl. (8-58) kann die to tale 
zeitliche Ableitung von D  entsprechend den beiden zeitlichen Varia- 
tionstypen  geschrieben w erd en :

^  =  [Ο, Η] +  ψ .  (8-83)

D arin  rtihren die PoissoN -K lam m er von der im pliziten Abhangigkeit 
und  der le tzte Term von der expliziten Abhangigkeit her.

B etrach ten  wir ein infinitesimales Volumen im Phasenraum , das
einen gegebenen System punkt um gibt. Die Grenzen des Volumens

werden durch eine Fliiche aus
ben ach bar ten Syste m pu n kten
zur Zeit ( =  0 gebildet. Im  Laufe
der Zeit bewegen sich die das
Volumen definierenden System-
punkte durch den Phasenraum /
und das Volumen wird im Laufe
der Zeit verschiedene Gestalten
annehm en. Die punktierte K urve
in Abb. 8-1 deu te t schema-
tisch die Veranderung des in-
finitesimalen Volumens im Laufe
der Zeit an. Es ist klar, dab die
Anzahl der Svsteme innerhalb *
des Volumens konstant bleibt, 
denn ein System, das anfangs 

innerhalb war, kann niemals hinausgelangen. Wollte ein System punkt 
den Volum enrand passieren, so wiirde er zu einer gewissen Zeit die 
gleiche Lage im Phasenraum  oinnehmen wie einer der Svstem punkte, 
die die Umgrenzungsflache definieren. Da der A blauf der Bewegung 
eines System s eindeutig durch seine Lage im Phasenraum  zu einer 
bestim m ten Zeit definiert ist, wiirden die zwei Systeme von nun an 
gemeinsam wandern. Demnach kann das System niemals das Volumen 
verlassen. Aus denselben Griinden kann ein System, das sich anfangs 
auBerhalb befand, niemals in das Volumen hineingelangen.

Es war gezeigt worden, dab die zeitliche Bewegung eines System- 
punktes einfach eine besondere K ontakttransform ation der kanoni- 
schen K oordinaten im Phasenraum  ist. Folglich kann die zeitliche

A bb. 8-1. B ew egung eines V olum ens 
im  P h asen raum .
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Anderung des in B etraeh t kom m enden infinitesim alen Gebietes dureh 
eine K ontak ttransform ation  dargestellt werden. Nun besagt eine der 
PoiNCAREschen In tegralinvarian ten , dab  das Volumen eines Gebietes 
des Phasenraum es bei K ontak ttransform ationen  invarian t bleibt. Die 
Grobe des Volumens kann sich deshalb im Laufe der Zeit n ich t andern.

Somit sind sowohl die Anzahl der System e d N  in dem  infinitesim alen 
Gebiet als auch das Volumen d V  K onstan ten , und folglich m ub die

Dichte η - έ Κ
dV

ebenfalls zeitlich konstan t sein, d.h.
dD
dt =  0.

D am it ist der LiouviLLEsche Satz bewiesen. E ine andere Aussage 
des Satzes folgt aus Gl. (8-83):

(8-84)

Befindet sich die G esam theit der System e im statistischen Gleich- 
gewicht, so mub die Anzahl der System e, die in einem gegebenen 
Zustand sind, zeitlich konstan t sein, d.h., dab sich die D ichte der 
System punkte an einer gegebenen Stelle im Phasenraum  zeitlich n ich t 
andert. Die Variation von D  m it der Zeit an  einem festen P u n k t en t- 
spricht der partiellen A bleitung nach t ; sie m ub deshalb im statistischen  
Gleichgewicht verschwinden. Aus Gl. (8-84) folgt, dab die Gleichge- 
wichtsbedingung durch

ID, H] =  0

ausgedrfickt werden kann. W ir konnen uns deshalb des Gleichgewiehtes 
versichern, indem wir die D ichte D  so wahlen, dab sie eine F unktion  
von K onstanten  der Bewegung des System s ist, denn dann mub die 
PoissoN -K lam m er m it H  verschwinden. F ur konservative System e 
kann D  irgendeine Funktion  der Energie sein, und die Gleichgewichts- 
bedingung ist autom atisch erfullt. Die Eigenschaften der G esam theit 
werden durch die W ahl der Funktion fur D  bestim m t. Zum Beispiel 
liegt eine w ohlbekannte G esam theit, die milcrokanonische G esam theit 
vor, wenn D  fur System e, die eine gegebene Energie haben, konstan t 
ist, sonst aber verschwindet.

Diese B etrachtungen wurden hier dargelegt, uni die N iitzlichkeit 
des Form alism us der PoissoN schen K lam m ern in der statistischen 
Mechanik zu illustrieren. W eitere Diskussionen fiber diese P unkte  
wfirden uns zu w eit ffihren.
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L IT E R A T U R H IN W E IS E

L . N o r d h e im  u nd  E . F u e s , Die Hamilton-Jacobische Theorie der Dynamite, in 
B d. V des H an d b u ch es  d e r P h y sik . O bwohl es keine einzelne D arstellung  g ib t, 
d ie alien Stoff dieses K ap ite ls  um faB t, kom m t d er A rtikel von N o r d h e im  und 
F u e s  dem  noch am  nach sten . D er A rtikel beh an d e lt ku rz  die kanonischen 
T ransfo rm ationen  u n d  die P o isso N -K lam m ern  und  is t zweifellos die beste 
verfiigbare  tjb e rs ic h t liber diese G egenstande. T ro tz  des T itels w ird die 
HAMiLTON-jACOBische T heorie  (vgl. IX . K ap ite l) n u r  in den le tz ten  Ab- 
sch n itten  b eh an d e lt.

E . T . W h it t a k e r , Analytical Dynamics. Viel von dem  Stoff im A rtikel von 
N o r d h e im  und  F u e s  w ird auch  von W h it t a k e r  in den K ap ite ln  IX  und  X  
d isk u tie rt, m ehr vom  m ath em atisch en  S ta n d p u n k t, und  es ist in teressan t, 
beide A bhandlungen  gegenuberzustellen . E s  sei bem erk t, daO n u r diese T ran s
fo rm ationen  d isk u tie rt w erden , deren erzeugende F u n k tio n  die Zeit n ich t 
exp liz it e n th a lt.

M. B o r n , Die Meehanik des Atoms. D er G egenstand  d er kanonischen T ransfo r
m atio n en  d er klassischen M echanik sp ielte  eine w ichtige Rolle bei den ersten  
Form ulierungen  sowohl der a lte ren  BoHRschen Q uan ten theorie  als auch der 
neueren  Q uan tenm echan ik . So en th a lten  viele A bhandlungen, die ausdriick- 
lich d e r einen oder d e r an d eren  d ieser F orm en  d er Q uantenm echanik  gew idm et 
sind , o ftm als ausfiihrliche t;b e rs ich ten  u b e r die beno tig ten  G ebiete d e r klassi- 
schen M echanik. A us diesen rag t d e r 1924 geschriebene B and  von B o r n  her-_ 
vor, d e r vor d e r B egriindung  d e r W ellenm echanik  en ts tan d . Im  ersten  K a p ite f4 
w erden  die kanonischen  T ransfo rm ationen  m it vielen in te ressan ten  physika- 
lischen E rlau te ru n g en  ku rz  d isk u tie rt. D ie P o isso x -K lam m em  w erden n ich t 
e rw ah n t, derm  diese w urden  fiir den m odernen  P h y sik er e rs t m it dem  E n t-  
s tehen  d er HEiSENBERGschen u nd  DniACschen F orm ulierung  d e r Q u an ten 
m echanik  besonders in te ressan t.

M. B o r n  u n d  P . J o r d a n , ElcmctUare Quantenmechanik. In  dem  V orw ort zu 
seinem  1924 erschienenen B uch g esteh t B o r n  die U nzulanglichkeiten  der 
dam als  bestehenden  Q uan ten theo rie  ein  u nd  s te llt fest. daO die Schwierig- 
ke iten  w ahrscheinlich  n u r  d u rch  eine rad ikale  O berarbeitung  der fundam en- 
ta len  P rinzip ien  bew altig t w erden  konnen  (eine S itua tion , die dem  heutigen 
Gefiihl der E n ttau sch u n g  in  d e r Theorie  der K em k riifte  seh r ahnlich  ist). E r  
k iind ig te  an , d ieser R evision d e r  Q uan ten theo rie , sobald sie erschiene, wenn 
sie u b e rh a u p t kiime, einen w eiteren  B and  zu w idm en. B orns  V oraussagen 
d er nachfolgenden E n tw ick lungen  erw iesen sich als bem erkensw ert genau, und  
1929 w aren  er u n d  J o r d a n  in d e r Lage, diesen „w eiteren  B an d ” zu veroffent- 
liclien. W ie in d e r friiheren  A bliand lung  h ielten  sie cs fiir notw endig. einigen 
R au m  d er klassischen ^ lechan ik  zu w id m e n ; zu dieser Zeit b ildete  die F o r
m ulierung  m it P o issoN -K lam m ern  den in te ressan testen  A spekt der M echanik. 
A nhang  I I I  befaB t sich m it diesem  T hem a und  e n th a lt u n te r  anderem  die 
Po issoN -K lam m er-B eziehungen  fiir den D reh im puls.

A. S o>im e r f e l d , Atombau undSpektrallinicn. Diese klassische A bhandlung uber 
d ie  a lte re  Q uan tenm echan ik  en th a lt viel In tc ressan tes  uber die H a m il t o n - 
echen G leiclum gen und  kanonischen  T ransfo rm ationen . D er Stoff ist v e rs treu t 
u b e r d as K ap ite l iiber das AVasserstoffatom u n d  einige Anhiinge.

H . C. T o l m a n , The Principles of Statistical Mechanics. E ine w ahrhafte  E nzy- 
k lopad ie  d e r theo re tischen  P h j's ik . K ap ite l I I  dieses um fangreichen Bandee 
g ib t eine kurze  a b e r k lare  D iskussion d e r  kanonischen T ransform ationen  und
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ahn licher T hem en  d e r kla ssischen M echanik . D ie E ig en sch a ften  d er P o is s o n - 
K lam m em  w erden  in  die B eh an d lu n g  einbezogen. A b sc h n itt 19, K a p ite l I I I ,  
befaBt sich m it dem  L io u v n x E sch e n  S atz .

C. Ca b a t h e o d o e y , Variationsrechnung. E s  is t h ie r n ic h t m oglich, d ie  w eiteren  
m ath em atischen  Zusam m enhange d e r k anon ischen  T ran sfo rm atio n en  zu  be- 
h andeln , die besonders w ich tig  in  d e r T heorie  d e r p a rtie llen  D ifferential- 
gleichungen sind . D er in teressierte  Leser w ird  in dem  B uch von  Ca b a t h e o - 
d o b y  eine vortreffliche E in fu h ru n g  in  diese S eite  des G egenstandes finden, 
m it einer F iille von Stoff fiber kanonische u n d  B eriih ru n g stran sfo rm atio n en  
u n d  die verschiedenen T y p en  d e r K lam m erau sd ru ck e . E in e  e tw as k iirzere  
D iskussion findet m an  in  dem  K a p ite l iiber V aria tionsrechnung  vom  gleichen 
A u to r in  B d . I  von  F b a n k  u n d  v o n  M is e s , Die Differential- und Integral- 
gleichungen der Mechanik und Physik.

P . A. D ib a c , The Principles of Quantum Mechanics. D as S tan d a rd w erk  fu r  die 
A nw endung von PoissO N -K lam m em  in  d e r Q u an ten m ech an ik  is t im m er noch  
die A bhand lung  von D ib a c . L eider h a t  das B uch  e inen  beinahe  legendaren  
K u f  erw orben , schw er verstand lich  zu  sein. F u r  die sp a te re n  A uflagen tr iff t 
das ab er n ieh t zu , u n d  ein  S tu d en t, der einige V orkenntn isse  fiber die physi- 
kalische G rundlage d er Q uan ten m ech an ik  h a t, so llte  in  d e r L age sein, d en  
Stoff zu  bew altigen. D ie einschlagigen A ngaben  fiir dieses K a p ite l finde t m an  
in  den  A b sch n itten  25 bis 30.

CBU NG EN

1. Zeige d irek t, daB die T ran sfo rm atio n

Q = log ^  sin p^, P  = q cot p
kanonisch  ist.

2. Bei der A ble itung  d er T ransfo rm ationsg le ichungen  m it H ilfe  von  A us- 
drficken der erzeugenden F u n k tio n en  F 2, F 3 u n d  F A w urden  die LEGENDBEschen 
T ransfo rm ationen  lediglich dazu  verw endet, d ie Z usam m enhange zw ischen den  
erzeugenden F u n k tio n en  nahezubringen . Zeige, daB d ie  Gl. (8-11, 14 u nd  17) 
d ire k t aus den  Gl. (8-9) abg e le ite t w erden konnen , u n d  zw ar infolge d e r im  
V II . K ap ite l angefiih rten  E igenschaften  der LEGENDBEschen T ran sfo rm atio n .

3. D ie T ransform ationsg leichungen  zw ischen zwei K o o rd in a ten sa tzen  seien

Q = log (1 -f & cos p),
P — 2(1 +  q7 cos p)q» sin p.

(a) Zeige d irek t m it diesen T ransform ationsg le ichungen , daB d an n , w enn q und  p 
kanonische V ariab len  sind , auch  Q u nd  P  kanonisch  sind .
(b) Zeige, daB diese T ran sfo rm atio n  d u rch  die folgende F u n k tio n  erzeug t w ird :

F z = - ( e Q - l)2 tan p .

4. F iir  welche W erte  von a  u n d  β  ste llen  die G leichungen
Q =  ( f  cos β ρ ,  P  = ( f  sin β ρ

eine kanonische T ran sfo rm atio n  d a r?  W elche F o rm  h a t  die E rzeugende F 3 in 
dieeem  F all?
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5. E in  Teilchen d er M asse m bewege eich in einem  P o ten tia lfe ld , das zylinder- 
sy m m etrisch  u m  die z-Achse ist. E rm ittle  die erzeugende F u n k tion  fu r eino 
kanon ische  T ran sfo rm atio n  a u f  K o o rd ina ten , die m it e iner kon stan ten  Frequenz 
ω u m  d ie  z-Achse ro tieren . W elche physikalischc B edeu tung  h a t die neuo 
H a m il t o n -F u n k tio n ?  Vergleiche m it dem  in G bung 4, V II. K ap ite l, erhaltenen  
E rg eb n is . L eite  d ie neuen kanonischen  Bewegungsgleichungen ab  und gib eine 
physikalische  In te rp re ta tio n  a lle r in den G leichungen au ftre ten d en  Term e.

6. Zeige, daB sich  d ie  T ransform ationsgleichungen, in denen t als kanonische 
V ariab le  angesehen  w ird , a u f  d ie gew ohnlichen G leichungen (8-11) reduzieren, 
w enn  d ie  T ran sfo rm atio n  keinen  EinfluO a u f  den  Z eitm aB stab h a t.

7. Zeige, daB d an n , w enn d ie  kanonischen  V ariab len  n ich t alle unabhangig  
s ind , so n d em  d u rch  N ebenbedingungen  d er Form

M qi, Pu 0 = o
v e rk n u p ft  sind , die kanonischen  B ew egungsgleichungen folgenderm aBen ge- 
sch rieben  w erden  k o n n e n :

<fyk
dpi 7»» -p it

w obei λ* die u n b estim m ten  LAGRANGEschen M ultip likato ren  sind . D ie Form u- 
lie rung  d e r HAMiLTONschen G leichungen m it t als eine kanonische V ariable is t 
e in  A usnahm efall, d a  eine B eziehung zwischen ρ Λ+ι u n d  den anderen  kanon i
schen  V ariab len  b e s te h t :

· · · Q n + i , Pi · · · P n ) *f P*+l ® 0.
W eiterh in  is t aus dem  m odifizierten  HAMiLTONschen P rin z ip  zu  erkennen, daB 
die  , ,H a m ilto n -F u n k tio n ”  d e r 2n -f  2 V ariablen im m er N ull is t (vgl. tlb u n g  6, 
V II .  K ap ite l) . Zeige, daB infolge d ieser U m stan d e  die 2n  -f  2 HAMiLTONschen 
B ew egungsgleichungen in  d ieser F orm ulie rung  a u f  die 2n gew ohnlichen HAMiL
TONschen G leichungen, a u f  die Gl. (7-19) u n d  die B eziehung

re d u z ie r t w erden  konnen . B each te , daB diese E rgebnisse, obgleich sie uns bei d e r 
re la tiv is tischen  k o v a rian ten  HAMiLTONschen F o rm ulierung  begegneten, h ier 
vdllig  im  R ah m en  d e r  n ich tre la tiv is tischen  M echanik abgele ite t w urden.

8. Zeige d u rch  E in se tzen  in  Gl. (8-8), daB die v ertauschungstransfor-
f

m atio n  e rzeug t. Zeige, daB Fa — auch  eine V ertauschung  d er K oor-
i

d in a te n  u n d  Im p u lse  lie fert, u n d  daB Ft =  — ̂ 9 « P «  d ie  identische T ransfor
m a tio n  e rzeug t. <

9. Zeige, daB es m oglich is t, d ie E lem ente  d e r 2n x  2n-F unk tiona ldete rm inan te  
e in e r kanon ischen  T ransfo rm ation

a«?>, PQ
d(qit ρύ

so u m zuordnen , daB d ie E lem en te  d e r D e term in an te  D* die fu n d a m e n ta ls  
L a g r a n g e-K lam roem  sind, u n d  beweise m it diesem  E rgebnis, daB D% =  1 ist. 
(T atsach lich  k an n  m an  au s  den  PoiNCAR&chen In teg ra lin v a rian ten  J n e r
ken n en , daB D im m er gleich -f  1 ist.)



10. Beweise, daB aus den  T ransform ationsg leichungen  (8-9, 11, 14, 17) d ie  
B eziehungen fu r  eine kanonische T ran sfo rm atio n

dqi _ d P Ji dq{ _  _  dQk dpi  _  _  d P k dp{ _  dQk
dQk ~  d p i 9 d P k d p i 1 3Qk d q i1 3 P k dqi

folgen. Zeige so, daB zum  B eispiel

[$.·, pH =  {$,·, p.)
gilt. D iese B eziehung k an n  fu r einen  g esonderten  B ew eis d e r In v a ria n z  d e r 
fund am en ta len  P o issoN -K lam m ern  verw endet w erden . W eite rh in  is t  eine and ere  
K onsequenz zu zeigen, daB nam lich  die D e te rm in an te  d e r inversen  T ran sfo r
m atio n  (Q, P) -> (g, p ), m it D-1 bezeichnet, gleich D is t. D as b ild e t e inen  an d eren  
Beweis fu r  D2 =  1.

11. E ine  Menge von O perato ren  h a t  die E ig en sch a ft e iner G ruppe, w enn (1) 
sie den  iden tischen  O pera to r e n th a lt, (2) die In v e rse  zu  jed em  E lem e n t au ch  ein  
E lem en t der Menge is t u nd  (3) das P ro d u k t von  irgendzw ei O p era to ren  au ch  zu  
d er Menge gehort. Zeige, daB die kanon ischen  T ran sfo rm atio n en  fu r  ein  S ystem  
m it n F re ihe itsg raden  die E igenschaften  e iner G ruppe haben .

12. Im  T ex t w urde gezeigt, daB die In v a ria n z  d e r fu n d am en ta len  Poisson - 
K lam m ern  eine notw endige B edingung  d afiir is t, daB die T ran sfo rm atio n  kano- 
nisch ist. M an k an n  auch  zeigen, daB das h in re ichend  ist, u m  die kanonische  
N a tu r  einer T ransfo rm ation  nachw eisen zu konnen . Zeige fu r den  besonders 
einfachen F all, fu r den die T ransform ationsg leichungen  die Z eit n ic h t ex p liz it 
en th a lten , daB Q, P  G leichungen der kanonischen  F o rm  befriedigen, voraus- 
gesetzt, daB g, p kanonische V ariab len  sind und

\Qil Qj]?,p = 0 — [Pi, Pj]q,p, [Qit P ;]g,p =

g ilt. Am  le ich testen  ist der Beweis zu fiih ren , w enn m an  u n d  als A us- 
driicke der a lten  kanonischen  V ariab len  b erechnet. dt dt

13. Beweise, daB die Poisson-K lam m er zw eier E rhaltungsgroB en  se lb st eine 
K o n stan te  der B ew egung ist, auch  dann , w enn die E rhaltungsgroB en  exp liz it 
von  der Zeit ab h angen .

14. (a) Zeige, daB d an n , w enn die HAMiLTON-Funktion u n d  eine GroBe F  E r 
haltungsgroB en sind, auch  dF /d t  eine K o n stan te  d e r B ew egung sein muB.

(b) Z ur V eranschaulichung dieses E rgobnisses b e tra ch te n  w ir die gleich- 
form ige Bew egung eines freien Teilchens der Masse m . Die HAMiLTON-Funktion 
b le ib t sicher e rh a lten , und  es ex is tie r t eine K o n s tan te  der B ew egung

F  = x -
m

t ib u n g e n  3 0 1

Zeige du rch  d irek te  B erechnung, daB die E rhaltungsgroB e §E. m it [H, F ] uber- 
e instim m t. dt

15. Stelle das P roblem  dee sphtirischen Pendels in der HAMiLTONschen F orm u- 
lierung a u f  und verw ende dabei spharische P o la rk o o rd in a ten  fiir die g<. Lose 
d irek t, au sg ed ru ck t du rch  diese kanonischen  V ariab len , die folgonden P o is s o n - 
K la m m e rn : [L,, L„], [L„, L2], [Lt,L t]
u nd  zeige dabei, daB sie die durch  Gl. (8-80) vo rausgesag ten  W erte  haben . W es- 
ha lb  konnen pe u n d  ρψ als kanonische Im pu lse  v e rw endet w erden, obgleich sie 
zueinander senkrech te  K o m p o n en ten  des D reh im pulses sind?
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E s wurde bereits erw ahnt, daB die kanonischen Transformationen 
verw endet werden konnen, um  ein allgemeines Verfahren zur Losung 
m echanischer Problem e aufzustellen. Zwei Methoden wurden ange- 
deu tet. B leibt die HAMiLTON-Funktion erhalten, dann kann man eine 
Losung dadurch gewinnen, daB man au f neue kanonische Koordinaten, 
die alle zyklisch sind, transform iert. Die Integration der neuen Bewe- 
gungsgleichungen wird dann trivial. Das andere Verfahren besteht 
darin, eine kanonische Transform ation von den K oordinaten q und 
den Im pulsen p  znr Zeit t au f einen neuen Satz konstanter GroBen 
zu suchen, die die 2n  Anfangswerte q0, p0 zur Zeit t — 0 sein diirfen. 
F iir eine solche Transform ation sind die Transformationsgleichungen, 
die die alten  und  neuen Variablen verkniipfen, dann genau die ge- 
wiinschte Losung des mechanischen Problem s:

q  *  q ( q o ,  po, t )

V  =  P(Qo} Po) 0>

denn sie geben die K oordinaten und Im pulse als Funktionen ihrer 
Anfangswerte und der Zeit. Dieses Verfahren ist das allgemeinere, 
besonders da es zum indest im Prinzip auch dann anwendbar ist, wenn 
die HAMiLTON-Funktion die Zeit en thalt. W ir werden deshalb unsere 
Diskussion m it der B etrach tung  beginnen, wie eine solche Transfor
m ation gefunden werden kann.

9 -1  Die Ham ilton-Jacobische Gleichung fiir die Hamiltonsche 
W irkungsfunktion

W ir konnen uns autom atisch versichern, daB die neuen Variablen 
zeitlich konstan t sind, indem wir fordem , daB die transform ierte 
HAMiLTON-Funktion K  identisch Null sein soil, denn dann lauten die 
Bewegungsgleichungen

0,— Q .
dPi w*

_ M  =  p  _  n
dQt P< °*

(9-1)
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K  s teh t zur alien  ΗΑΜΠ/ΓΟΝ-Funktion  und  zur Erzeugenden in 
folgendem Z usam m enhang:

κ  = ή  +  ί ϊol

und wird deshalb Null sein, wenn F  die Gleichung
dF

t) +  —  =  0 (9-2)

erfullt. Es ist zweckmaBig, F  als F unktion  der a lten  K oordinaten  qif 
der neuen konstanten  Im pulse Pi und der Zeit zu w ahlen; nach  der 
Bezeiehnungsweise im vorigen K apitel w urden wir die Erzeugende 
m it F 2(q, P , t) bezeichnen. Um  die HAMiLTON-Funktion in Gl. (9-2) als 
Funktion  der gleichen Variablen zu schreiben, verwenden wir die 
Transform ationsgleichungen (ygl. Gl. (8-1 la )):

Somit wird Gl. (9-2)

BF2 BF2
Bqi ' * ' Bqn’ (9-3)

Gl. (9-3) wird als die H a m il t o n -jA C O B isc/ie  Gleichung bezeichnet. Sie 
ist eine partielle Differentialgleichung in (n +  1) V ariablen Qi · . . qn, t 
fu r die gewiinschte Erzeugende. Gewohnlich w ird die Losung von Gl. 
(9-3) m it S  bezeichnet und H a m il t o n s c ^ c W irkungsfunktion  oder 
PrinzipalfunJction genannt.

N aturlich liefert die In teg ration  von Gl. (9-3) nu r die A bhangigkeit 
von den alten  K oordinaten und der Zeit; die Losung g ib t keine Aus- 
kunft dariiber, in welcher Weise die neuen Im pulse in S  en thalten  sind. 
Tatsachlich wurden die neuen Im pulse bisher n ich t spezifiziert, auBer 
dab wir wissen, daB sie K onstan ten  sein mussen. Die N atu r der Losung 
weist jedoch darau f hin, wie die neuen Ρ» auszuwahlen sind.

M athem atisch h a t Gl. (9-3) die Form  einer partiellen D ifferential
gleichung erster Ordnung in η  +  1 \ 7ariablen. Folglich muB eine voll- 
standige Losung n  +  1 unabhangige In tegrationskonstan ten  e n th a lte n : 
« i . . . a„, an+i. W ir stellen jedoch fest, daB 8  selbst n icht in Gl. (9-3) 
au ftritt, nur ihre partiellen A bleitungen bezuglich q und t sind darin  
en thalten . Is t S  eine Losung der Differentialgleichung, dann muB auch 
S  +  a, wenn a eine K onstan te  ist, eine Losung sein, denn eine additive 
K onstan te  beeinfluBt don W ert der partiellen  Ableitungen nicht. Eine 
der n  +  1 In tegrationskonstan ten  muB deshalb eine S  zugcfugte
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additive K onstan te  sein. Aus demselben Grunde ist diese K onstante 
hinsichtlich der Transform ation unwichtig, da in den Transformations· 
gleichungen nur partielle A bleitungen von S  auftreten . Demnach kann 
eine vollstandige Losung der Gl. (9-3) in folgender Form  geschrieben 
w erd en :

S  =  S (q i . . . qn, ax . . . an, t). (9-4)

D arin ist keine der n  K onstan ten  nur additiv. W ir werden sehen, daB 
diese m athem atische Form  m it der frliher angegebenen physikalischen 
Beschreibung der Erzeugenden insoweit genau iibereinstim m t, als 
Gl. (9-4) aussagt, daB S  eine Funktion  von n  K oordinaten g<,der Zeit t 
und  n  unabhangiger K onstan ten  a* ist. W ir haben deshalb die Freiheit, 
fiir die n  In tegrationskonstan ten  die neuen (konstanten) Impulse 
zu n eh m en :

P i -  (9-3)

Eine solche W ahl s teh t n icht im W iderspruch zu unserer urspriing- 
lichen B ehauptung, daB die neuen Im pulse m it den Anfangswerteft 
von q und p  zur Zeit t0 verkniipft sind. Die n  Transform ationsgl. (8-1 la) 
konnen  som it geschrieben w erden :

_  dS(qi, t) (9.6)
P* “  dq<

Zur Zeit t0 bilden diese n  Gleichungen Beziehungen zwischen den n a 
und  den Anfangswerten fiir q und p . W ir sind som it in der Lage, die 
In tegrationskonstan ten  durch die speziellen Anfangsbedingungen des 
Problem s zu bestim m en. Die andere H alfte der Transformations- 
gleichungen, die die neuen konstan ten  K oordinaten liefert, lau te t:

q . =  β . =  * 8 ( 9 *  <*<’ 0  (9-7)
dai

Die K onstan ten  β kann m an in ahnlicher Weise aus den Anfangs
bedingungen erhalten . Man berechnet. einfach den W ert der rechten 
Seite von Gl. (9-7) fur t =  t0 m it den bekannten Anfangswerten von 
tfi.Die Gl. (9-7) kann  dann  „um gekehrt” werden und liefert q in Ab- 
hangigkeit von a it und  t :

q  = β*> 0· (9-8)
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Gl. (9-8) ist die Losung des Problem s. Sie g ibt die K oordinaten  als 
Funktionen  der Zeit und  der A nfangsbedingungen.1

Die HAMiLTONsche W irkungsfunktion ist som it die Erzeugende einer 
K ontak ttransform ation  auf konstan te K oordinaten  und Im pulse. 
Losen wir die H amilton-Jacobisc/^  Gleichung, so erhalten wir gleich- 
zeitig eine Losung des mechanischen Problems. M athem atisch gesproehen 
heiBt das, wir haben zwischen den 2n  kanonischen Bewegungsglei- 
chungen, die Differentialgleichungen erster O rdnung sind, und  der 
HAMiLTON-JACOBischen Gleichung, einer partie llen  Differentialglei- 
chung erster Ordnung, eine Aquivalenz hergestellt. Diese K orrespon- 
denz ist nicht au f Gleichungen m it der HAMiLTON-Funktion besehrankt. 
Tatsaehlich befaBt sich die allgemeine Theorie der partiellen  Differen
tialgleichungen erster Ordnung weitgehend m it den Eigenschaften 
des aquivalenten Satzes gewohnlicher Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Im  wesentlichen kann der Zusam m enhang au f die Tatsache 
zuriickgefuhrt werden, daB sowohl die partie lle D ifferentialgleiehung 
als auch ihre kanonischen Gleichungen von einem gem einsam en Va- 
riationsprinzip, in diesem Falle vom HAMiLTONschen modifizierten 
Prinzip, abstam m en.

Bis zu einem bestim m ten MaBe ist die W ahl der oa als die neuen 
Im pulse willkurlich. Man konnte ebenso gu t irgendwelche n  GroBen 7» 
wahlen, die unabhangige Funktionen der In teg rationskonstan ten  a,· 
sind:

7» = y%[ot\. . . an). (9-9)

Mit Hilfe dieser Definitionsbeziehungen kann die HAMiLTONsche 
W irkungsfunktion als Funktion  von qi} y i und  t geschrieben werden.

1 Vom m ath em atischen  S ta n d p u n k t aus k an n  m an  fragon, ob dieses V erfah ren  
des ,,U m kehrens” fur die Gl. (9-6) u nd  (9-7) au sfiih rb ar ist, d .h ., ob sie nacha ,· 
bzw .^t aufgelost w erden konnen. D ie F rag e  h iing t d av o n  ab , ob die G leichungen 
in jedem  Satz  unabhang ig  sind , denn  anderenfa lls  s ind  sie offensichtlich zur 
B estim m ung  der n unabhang igen  GroBen cu oder qi n ic h t ausreichend . D ieser

Fall k an n  e in tre ten . DaB die A bleitungen
as
don in (9-7) unabhiingigo F u n k tio n en

der q sind, folgt unmittelbar aus der Natur der HAMiLTON-JACOBischen Glei
chung, und gerade das meinen wir, wenn wir sagen, die n Integrationskonstanten

Λ Qsind unabhangig. Folglich kann die JACOBische Determinante von nach qj
dai

n ic h t verschw inden. D a die R eihenfolge d e r D ifferen tia tionon  unw esentlich  ist,
dSist das der Aussage gleichwertig, daB die JACOBische Determinante von — ·
dqj

beziiglich oc% n ich t verschw inden k an n . D as bew eist die U nabhiing igkeit d e r Gl. 
(9-6).
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D er R est der A bleitung bleibt unverandert. Es erweist sich oft als 
bequem , einen besonderen Satz der 7* als die neuen Im pulse zu ver- 
wenden. Das ist o ft glinstiger, als die In tegrationskonstanten zu 
benutzen, die natiirlich  bei der In tegration  der H a m il t o n -JxcoBischen 
Gleichung auftreten .

Eine tiefere E insicht in die physikalische Bedeutung von S  erhalt 
man dadurch, daB m an die to ta le  zeitliche Ableitung von S  untersucht. 
Sie kann nach der Form el

berechnet werden, da die Ρ» zeitlich konstan t sind. Wegen Gl. (9-6) 
und  (9-3) kann  ftir diese Beziehung auch geschrieben w erden:

Som it unterscheidet sich die W irkungsfunktion von dem unbestim m ten 
Zeitintegral uber die LAOKANGE-Funktion hochstens durch eine Kon- 
s ta n te :

N un m acht das H  AMiLTONsche P rinzip  eine Aussage uber das bestim m te 
In teg ra l von L . Aus ihm  erhielten wir die Losung des Problem s au f 
dem Wege uber die LAGRANOEschen Gleichungen. H ier liefert das 
gleiche In tegral in unbestim m ter Form  einen anderen Weg zur Losung 
des Problem s. Bei praktischen Rechnungen b ietet das durch Gl. (9-11) 
ausgedruckte Ergebnis keine Hilfe, da man die LAGRANOE-Funktion 
bezuglich der Zeit n icht integrieren kann, wenn n icht und p,· als 
F unktionen  der Zeit bekann t sind, d.h., wenn das Problem  nicht 
gelost is t .2

* H isto risch  k am  die E rk en n tn is  du rch  Hamilton, dafl das Zeitin tegral uber 
L  eine spezielle L osung  einer partie llen  D ifferentialgleichung ist, bevor m an 
sail, wie die H amilton-JACOBische G leichung die Losung eines m echani- 
schen P roblem s lie fem  k an n . E s w ar J acobi, der die R ich tigkeit der U m kehrung  
e rk an n te , da6  nam lich  verm 6ge d er V erfahren  der kanonischen Transform a- 
tio n en  jed e  vollst&ndige L dsung d e r Hamilton-jACOBischen G leichung zur 
B eschre ibung  d e r S ystem  be w egung verw endet w erden kann .

dS  _  ^  dS  . , dS
dt ~  - γ  dq{ q' ' dt

(9-10)

(9-11)
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9 -2  D as Problem  des harm onisehen O szillators als ein Beispiel der 
Ham ilton-Jacobischen M ethode

Um die H amilton-JACOBische M ethode zur Losung der Bewegung 
mechanischer System e zu illustrieren, wollen wir das einfaehe Beispiel 
eines eindimensionalen harm onisehen Oszillators ausfuhrlieh un ter- 
suchen. Die HAMiLTON-Funktion ist

TJ _  P i , k tf  
2m 2 ’

wobei k  die F ederkonstante ist. Man erh a lt die HAMiLTON-JACOBisehe
dSGleiehung fur S, indem  m an p  gleich se tz t und in der H amtlton-
dq

Funktion  su b s titu ie rt; die Forderung, daB die neue H amilton- 
F unk tion  verschw indet, la u te t :

2m + 2 ^  dt "
(9-12)

D a die explizite A bhangigkeit S  von t nu r im le tzten  Term  en thalten  
ist, kann eine Losung fur GL (9-12) in der Form

S(q, oiy t) =  W (q} a) — at (9-13)

gefunden werden. D arin ist a eine In tegrationskonstan te  (sie wird 
spater als der transform ierte Im puls bezeiehnet). Bei dieser W ahl der 
Losung kann die Zeit aus Gl. (9-12) elim iniert werden. Diese reduziert 
sich dann auf

J _  fd W V  , lc f 
2m \  dq )  2

Gl. (9-14) kann direkt in tegriert werden:

(9-14)

so daB

(9-15)

wird. Obwohl die in (9-15) auftretende In teg ra tion  n ich t besonders 
schwierig ist, besteh t kein G rund dafiir, sie schon au f dieser Stufe aus- 
zufuhren, denn gesucht ist nicht S  sondern seine partielle Ableitung. 
Die Losung fur q erhalt man aus der Transform ationsgleiehung (9-7):
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O hne Miihe findet m an

arc cos q (9-16)

fkSchreibt m an ω fur * /—, so kann Gl. (9-16) um geform t werden und

liefert q als Funktion  von t und  den zwei Integrationskonstanten a 
und  β:

q =  y j r  C0s +  01 = 'J m '  (9-17)

Das ist die bekannte Losung fur einen harmonischen Oszillator. 
SchlieBlich mlissen die K onstan ten  a  und β m it den Anfangsbedin- 
gungen verkniipft werden. Nehmen wir an, das Teilchen sei zur Zeit 
t =  0 in Ruhe, p0 =  0, aber es sei aus der Gleichgewichtslage um  einen 
B etrag  q0 ausgelenkt. Um a  zu finden, h a t m an Gl. (9-12) fur t =  0 
zu berechnen:

D as ergibt
k<jo nu^gi 

a  2 2

•rt

(9-18)

Die K onstan te  a ist deshalb die anfangliche Gesamtenergie des Sy
stem s. D a die K rafte  konservativ  sind, muB die Energie fiir alle Zeit 
gleich a  sein. Tatsachlich h a tte  m an die Id en tita t von a  und der 
G esam tenergie d irek t aus Gl. (9-13) und der Beziehung

f + " - °

erkennen konnen. Man erhalt nam lich sofort

H  =  a.
W egen Gl. (9-18) fur a als Funktion  von q0 reduziert sich die Losung 
(9-17) fur q au f

q e  q0 cos ω(ί +  β).

D as zeigt, daB β u n te r den gegebenen An fan gsbed ingun gen Null ist. 
D em nach ist die W irkungsfunktion die Erzeugende einer K ontakt- 
transform ation, die au f einen kanonischen Im puls, der als die G esam t
energie identifiziert wird, und a u f  eine K oordinate fiihrt, die (fur die
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angenommenen besonderen Anfangsbedingungen) identisch verschwin- 
det.

Mit Hilfe von Gl. (9-18) kann  die W irkungsfunktion gesehrieben
w erden: r  ______

S  =  π ιω j  V g 2 — g2

oder nach E insetzen von Gl. (9-17) :3

=  ma)2ql j '^sin2 cd — dt.

N un ist die LAGRANGE-Funktion

T m q2 mw2q2
L  “  2 2

=  (sin2 ω1 — cos2 ω£)

=  moPcfe ^sin2 ωί —

Somit ist S  in G bereinstim m ung m it der allgem einen Beziehung (9-11) 
das Zeitintegral uber die LAGRANGE-Funktion. W ir stellen fest, daB 
die Id en tita t n icht bewiesen werden kann, ehe m an nicht die Losung 
des Problem s erhalten  hat.

9 -3  Die H am ilton-Jacobische Gleichung fu r die Ham iltonsche 
charakteristische Funktion

Es war in erster Linie deshalb moglich, die HAMiLTON-jACOBisehe 
Gleichung fur den einfachen harm onischen Oszillator zu integrieren, 
weil S  in zwei Teile separiert werden konnte. Der eine en th ielt nur q 
und der andere nur die Zeit. Eine solche Separation der V ariablen ist 
im m er dann moglich, wenn die alte HAMiLTON-Fzmtoew die Zeit nicht 
explizit enthdlt.

W enn H  keine explizite Funktion  von t ist, dann  wird die H amilton- 
JACOBische Gleichung fu r S :

3 D abei muO m an  die negative  Q uadratw urzel von  ql — q2 nehm en, denn  -  wie

w ir uns e rin n ern  -  is t Vq% — q2 = JL· = ί  D as is t w egen Gl. (9-17) —qQ sin ωΐ.
πιω ω
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D er erste Term  befaBt sich nur m it der Abhangigkeit von f, der 
zweite n u r m it der A bhangigkeit von Die Zeitvariable kann deshalb 
absepariert werden, indem  m an fu r S  eine Losung der Form

S(Q<> «<, t) «  W (qit a j  -  axt (9-19)

annim m t. S ubstitu iert m an diesen Losungsansatz, so reduziert sich die 
Differentialgleichung au f den A usdruck

H =  α χ . (9-20)

Dieser en th a lt die Zeit n icht mehr. Eine der Integrationskonstanten, 
die in S  erscheint, nam lich αχ, ist som it gleich dem konstanten W ert 
von H . (Normalerweise w ird H  die Energie sein, jedoch erinnem  wir 
une, daB das n ich t s te ts  der Fall zu sein braucht, vgl. O bung 4, V II. 
K apitel.)

Die zeitunabhangige F unktion  W  erscheint hier lediglich als ein Teil 
der Erzeugenden S , wenn H  konstan t ist. Man kann auch zeigen, daO fF 
seine eigene K ontak ttransform ation  gesondert erzeugt , deren Eigen- 
echaften von der durch S  erzeugten vollig verschieden sind. Betrachten 
wir eine kanonische Transform ation, in der alle neuen Impulse Kon- 
etan ten  der Bewegung sind, wobei αχ insbesondere die Erhaltungs- 
groBe H  der Bewegung ist. W enn die Erzeugende fiir diese Transfor
m ation m it W(q, P) bezeichnet wird, dann lauten die Transformations- 
g le ichungen:

................. (9-21)dW dW
P* ~  > Q* *r> *”dqi’ dPi

dW
dai

W ahrend diese Gleichungen den Gl. (9-6, 7) fur die W irkungsfunktion S  
khnlich sind, lau te t je tz t die Bedingung, die W  festlegt, daB H  gleich 
dem  neuen Im puls αχ sein so il:

H(qit pi) =  α χ .

V erw endet man die Gl. (9-21), dann wird diese Forderung eine p&rtielle 
Differentialgleichung fur W :

Man sieht, daB sie m it Gl. (9-20) identisch ist. Da W  die Zeit nicht 
en th a lt, sind die neue und die alte  H a m il t o n -Funktion gleich. Es 
folgt, daB K  =  αχ ist.

Die F unk tion  W, H a m elto n scAc charakteristische Funktion  ge- 
nann t, erzeugt som it eine kanonische Transform ation, in der alle 
neuen K oordinaten zyklisch sind. Im  vorigen K apitel wurde festge-
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stellt, daB dann, wenn H  eine K onstan te  der Bewegung ist, eine 
Transform ation dieser A rt das entsprechende meehanisehe System  
wirklich lost, denn die In teg ration  der neuen Bewegungsgleiehungen 
ist dann trivial. Die kanonischen Gleichungen fur wiederholen 
tatsachlich nur die Aussage, daB alle zu den zyklisehen K oordinaten  
konjugierten Im pulse K onstan ten  s in d :

P i  = -  =  °, P i  =  «.·· (9-22a)

Da die neue HAMiLTON-Funktion nu r von den Im pulsen cti abhangt, 
lauten die Bewegungsgleiehungen fiir Qi.

Qi =

m it den Losungen

Qi =

=  0

t +  βι 

βι

i  =  1,

i  7* 1

dW
dai’
dW
doci 1.

(9-22b)

Die einzige K oordinate, die n icht einfach eine ErhaltungsgroBe der 
Bewegung ist, ist die gleich der Zeit plus einer K onstan ten  ist. W ir 
haben hier ein anderes Beispiel fiir die K onjugation  zwischen der Zeit 
als einer K oordinate und der HAMiLTON-Funktion als ihrem  kon ju 
gierten Im puls.

Die A bhangigkeit der F unktion  W  von den alten  K oordinaten  is t 
durch die partielle D ifferentialgleichung (9-20) bestim m t, die ahnlieh 
Gl. (9-3) auch als H amilton-JACOBische Gleichung bezeichnet wird. 
W ir haben je tz t n  In teg rationskonstan ten , aber wieder muB eine von 
ihnen lediglich eine additive K onstan te  sein. Die n  —  1 iibrigen unab-< 
hangigen K onstan ten  o2 . . . a n zusam m en m it a\ konnen som it als die 
neuen konstanten  Im pulse verw endet werden. Man berechnct zunachst 
die erste H alfte der Gl. (9-21) fiir t 0. Diese d ien t dann  dazu, die n  K on
stanten  on m it den Aniangswerten von ρ*ιιικ1 ^ z u  verkihipfen. SchlieB- 
lich konnen die Gl. (9-22b) nach den qi als Funktion  von a if β χ \ ι η ά  der 
Zeit t aufgelost werden. Dam it wird die Losung des Problem s voll- 
standig. Es sei d arau f hingewiesen, daB n  — 1 der Gl. (9-22b) die Zeit 
uberhaupt nicht en thalten . Eines der qi kann als unabhiingige Variable 
gew ahlt werden, und die iibrigen K oordinaten konnen dann durch 
dieses ausgcdriickt werden, indem man nur diese zeitunabhiingigen 
Gleichungen lost. So werden wir d irek t au f die BahngleAchungen der
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Bewegung gefiihrt. Bei der Zentralkraftebew egung zum Beispiel liefert 
diese Methode r als Funktion von 0, ohne daB es notig ist, r und 0 
einzeln als F unktionen der Zeit zn bestimm en.

E s ist n ich t im m er notwendig, ai und die Integrationskonstanten in 
W  als die neuen konstan ten  Im pulse zu verwenden. Gelegentlich ist es 
vielm ehr wiinschenswert, einen besonderen Satz von n unabhangigen 
Funktionen  der a* als die transform ierten Im pulse zu bemitzen. Be- 
zeichnet m an diese K onstanten  m it so kann die charakteristische 
F unktion  W  dann  durch die q< und y% als die unabhangigen Variablen 
ausgedriickt werden. Die HAMiLTON-Funktion wird im allgemeinen 
von m ehr als einem der % abhangen, und die Bewegungsgleichungen 
fu r  Qi w erd en :

dH
dyi =  Vi,

wobei die Vi Funktionen der y% sind. In  diesem Falle sind alle neuen 
K oordinaten  lineare Funktionen der Zeit:

Q i ·  v t  +  fii. (9-22')

Die charakteristische Funktion  W  besitzt eine physikalische Be·^ 
deutung, die der von S  ahnlich ist. Weil W  die Zeit n icht explizit ent- 
ha lt, la u te t seine to ta le  A bleitung nach der Zeit

und dem nach ist
I

Man erkennt, daB die obigen Integrale die W irkung A  definieren, die 
in A bschnitt 7-5 verwendet wurde. W iederum bietet diese Inform ation 
n u r eine geringe praktische Hilfe; man kann die Form  von W nicht 
a  priori finden, ohne daB m an ein vollstandiges Integral der H amiltox- 
JACOBischen Gleichung erhalten hat. Die bei der Losungeines mechani- 
schen Problem s durch die W irkungsfunktion oder die charakteristi
sche F unktion  auftretenden Verfahren sollen nun im foigenden tabella- 
riscli zusam m engestellt werden:

Die zwei Losungsm ethoden sind anw endbar, wenn die Hamilton- 
Funktion
eine allgemeine F unktion  von erhalten bleibt: 
q> V , t is t:

B ( q ,  p ,  t ) .  H ( q , p) *  constant.
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W ir suchen solche kanonische Transform ationen au f neue V ariable, 
daB
alle K oordinaten und Im pulse 
QijPi ErhaltungsgroBen sind.

alle Im pulse P i K onstan ten  sind.

Um diese Eorderung zu erfiillen, ist es hinreichend, zu verlangen, 
daB die neue HAMILTON-Funktion
identisch verschw indet: 

K  =  0.

in  alien K oord inaten  zyklisch i s t :

K  =  H (P i) =  αχ.

U nter diesen Bedingungen werden die neuen Bewegungsgleiehungen

P< =

dPi 
_ d K  

sQi
=  0

A — ^  —Qi  d P i  » »

p .  —— OK — o 
dQi

m it den unm ittelbaren  Losungen
Qi  == βί )  I Qi  =  *"b β ί  i
P i  = 7 i .  1 P i  =  7*.

D adurch sind die aufgestellten Forderungen erfullt.
Die Erzeugende, die die gewiinsehte T ransform ation liefert, is t die 
HAMILTONSChe
W irkungsfunktion: 

S(q, P, 0 .
eharakteristische F u n k tio n : 

W (q ,P ).
Diese erfullt die HAMiLTON-JACOBisehe partielle Differentialgleiehung

τ ι  (  d S  λ  . d S  Λ
? ) _  “ ■ ’  °-

Eine vollstandige Losung der Gleichung en th a lt
n  n iehttriviale In tegrationskon- 
stan ten  a \ . . . an.

n  — 1 n iehttriv iale In tegrations- 
konstan ten , die zusam m en m it ai 
einen Satz von n  unabhangigen 
K onstan ten  a i . . .  an bilden.

Die neuen konstanten Im pulse F< =  yi konnen als n  unabhangige 
Funktionen der n  In tegrationskonstanten  gew ahlt w erden:

P i  =  7<(«1 . . .  «η). P i  =  . . .  «η).

Somit konnen die vollstandigen Losungen der H amilton-jACOBischen 
Gleichung als Funktionen der neuen Im pulse angesehen w erden:

S =  S(qi, 7 h 0· I W =  W(qif yi).
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Insbesondere konnen fu r die Ύ* die a { selbst gew ahlt werden. Eine 
H a lite  der T ransform ationsgleichungen:

dS
Pi = W i Pi =  ΤΓ

dW_
dqt

is t au tom atisch  erfullt, da  sie bei der K onstruktion der H amilton 
jACOBischen Gleichung verw endet wird. Die andere H alite

q  8S n
Q i ~ d T r  * Q< =  =  -.(-r/X +  fit

kann  nach den als Funktionen von t und den 2n K onstanten y % 
aufgelost werden. Die Losung des Problem s wird vervollstandigt, 
indem  m an diese 2n  K onstan ten  durch die Anfangswerte (q*>, p*>) der 
K oordinaten  und Im pulse ausdriickt.

W enn die ΗΑΜΠ/roN -Funktion die Zeit nicht explizit en thalt, sind 
beide M ethoden geeignet, und die Erzeugenden stehen dann in folgen- 
dem  Zusam m enhang:

S (q ,P ,t)  =  W{q iP ) ^ a xt

9 -4  Separation der V ariablen in  der Ham ilton-Jacobischen Gleichung

Man konnte aus dem vorigen A bschnitt den Eindrtick gewinnen, 
daB durch die E infuhrung des HAMiLTON-JACOBischen Verfahrens ein 
p rak tisch  n u r geringer Vorteil gewonnen wird. A n sta tt die 2n ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen zu losen, die die kanonischen 
Bewegungsgleichungen sind, muB man nun die HAMiLTON-JACOBische 
partielle D ifferentialgleichung losen, und partielle Differentialglei
chungen sind bekanntlich rech t schwer zu losen. U nter gewissen Be- 
dingungen ist es jedoch moglich, die Variablen in der H amilton- 
jACOBischen Gleichung zu separieren. Die Losung kann dann stets 
au f Q uadraturen zuruckgefuhrt werden. Praktisch ist das H amilton - 
J acobiscIic Verfahren nur dann eine nutzliche Rechenhilfe, wenn sich 
eine solche Separation erreichen laBt.

Die nachfolgende Diskussion wird au f Systeme beschrankt, fur 
die die HAMiLTON-Funktion eine der ErhaltiingsgroBen der Bewegung 
ist, jedoch muB sie nicht notwendig die Gesamtenergie sein. Es wird 
deshalb ausreichend sein, nur die durch IT erzeugte K ontak ttransfor
m ation und die entspreehende H amilton-JACOBische Differential
gleichung zu betrachten . Die Variablen ^ ,d ie  in dieser Gleichung auf- 
tre ten . nennt m an separabel, wenn eine Losung der Form
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d ie  H a m il t o n -JACO B i s c h e  G le i c h u n g  in  n  G le i c h u n g e n  d e r  F o r m

dW j 
d q i’ « i . . .  a

■)
=  a.i (9-23)

aufspaltet. Jede der Gl. (9-23) en th a lt nu r eine der K oordinaten  q{ 
und die entsprechende partielle A bleitung von W » nach q%. Sie bilden 
deshalb einen Satz gewohnlicher Differentialgleichungen von besonders 
einfacher Form . D a die Gleichungen nu r von erster O rdnung sind, ist 
es ste ts  moglich, sie au f Q uadraturen  zuruckzufuhren ; m an h a t nu r

nach
dW x
dqx aufzulosen und dann liber zu integrieren.

Es lafit sich kein einfaches K riterium  angeben, nach dem  m an ent- 
scheiden kann, ob die H amilton-JACOBische Gleichung separierbar 
is t.4 F u r m anche Problem e is t es u b erh au p t n ich t moglich, die Sepa
ration der Variablen auszufuhren; das beruhm te D reikorperproblem  
ist ein Beispiel. Gliicklicherweise sind die in der A tom physik interes- 
sierenden System e beinahe im m er separabel. Sicher haben die P ro 
bleme der klassischen Mechanik, die in geschlossener Form  losbar 
sind, separierbare H amilton-JACOBische Gleichungen. Es muB be
sonders hervorgehoben werden, daB die Frage, ob die H amilton- 
jACOBisehe Gleichung separierbar ist oder nicht, von dem verw endeten 
System der generalisierten K oordinaten abhangt. So ist das Einkorper- 
Zentralkrafteproblem  in Polarkoordinaten, aber n ich t in cartesischen 
K oordinaten separierbar. In  vielen Fallen wird es m ehr als einen 
K oordinatensatz geben, fur den die Separation ausfuhrbar ist.

Eine teilweise Separation der V ariablen wurde bereits bei der Re- 
duktion der HAMiLTON-JACOBischen Gleichung fur S  verw endet, wenn 
H  keine explizite Funktion der Zeit ist. F u r S  wurde eine Losung der 
Form

S(q(, <Xi, t) =  W(at, at) +  S 2(t, at)

gesucht. Mit diesem Losungsansatz lau te t die H amilton-JACOBische 
Gleichung:

4 V ollstandigere D iskussionen d er sep arie rb aren  T y pen  von H a m il t o n - 
JACOBisehen G leichungen findet m an  in dem  A rtikol von N o iid h e im  und  F uies in 
B d. V des Handbuches der Physik, im I I .  K ap ite l, A bschn. 5, B d. I I  dor Diffcren- 
tialgleichungen der Physik von F r a n k  und  v o n  M ise s  und in den d o rt angoge- 
benen R eferenzen.
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D a der erste Term  nu r die q{ und der zweite nur die Zeit en thalt, 
g ilt die Gleichung n u r dann fu r alle W erte der Variablen, wenn die 
zwei Term e K onstan ten  m it gleichem B etrag und um gekehrtem  Vor- 
zeichen s in d :

(9-24a)

(9-24b)

Die erste Gleichung liefert wie in Gl. (9-13) St «*— ejt, die zweite 1st 
die H amilton-JACOBische Gleichung fur W.

Eine ahnliche Separation der Variablen in der HAMiLTONschen 
charakteristischen F unk tion  is t im m er dann  moglich, wenn alle 
bis au f  eine der generalisierten K oordinaten zyklisch sind. Nehmen 
wir an , sei die einzige nichtzyklische K oordinate. W ir suchen fur W  
eine Losung der Form

w  = 2 ^ . ( 9 . ,  P<).
t

D a die zu den zyklischen K oordinaten konjugierten Im pulse K on
stan ten  sind, konnen die Transform ationsgleichungen f lir t j* 1 folgen- 
dermaBen geschrieben w erden:

BWj
dq* Pi = <*i t V l . (9-25a)

U n ter diesen U m standen reduziert sich die HAMiLTON-JACOBische 
Gleichung au f

H at. (9-25b)

D as is t eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fur W v  
Sie ist d irek t losbar. Die Gl. (9-25a) und (9-25b) zusammen definieren 
die charakteristische Funktion  W  vollst&ndig. Die Integration der 
Gl. (9-25a) is t triv ia l und  f iih rt au f  die Ergebnisse:

W i =  α φ  i  ^  1.
Som it kann  fiir W  einfach geschrieben w erden:

W  = Wi + i< * 4 i· (9*26)

E s besteh t eine offensichtliche A hnlichkeit zwischen Gl. (9-26) und der 
Form  (9-13), die S  annim m t, wenn H  keine explizite Funktion  der
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Zeit ist. Tatsachlich kann m an beide Gleichungen so ansehen, als seien 
sie un ter ahnlichen U m standen en tstanden . W ir haben gesehen, daB 
m an t als eine generalisierte K oordinate und  — H  als deren kanoni- 
schen Im puls betrach ten  kann. B leibt H  erhalten , dann kann  t als 
zyklische K oordinate behandelt werden, und  Gl. (9-24a) ist dann ledig- 
lich ein besonderer Fall der Gl. (9-25a), die fur alle zyklischen Koordi- 
naten  gel te n .5

Als Beispiel der Losung der HAMiLTON-JACOBisehen Gleiehung 
durch Separation der V ariablen wollen wir die Bewegung eines Teil- 
chens in einer Ebene u n te r der W irkung einer Z en tra lk raft betrachten . 
Die HAMILTON-Funktion h a t die Form

und ist zyklisch in <£.Folglich lau te t die charakteristische F unktion

W  = Wx(r) +  Οφφ. (9-27)

D arin ist a* der konstante, zu φ konjugierte D rehim puls ρφ. Die 
HAMiLTON-JACOBische Gleiehung wird dam it

s [ ( i r ) ’  +  i ]  +  y M - « ' .  < « * >

wobei ai die K onstan te ist, die physikalisch m it der Gesam tenergie 
des System s identisch ist. Lost m an Gl. (9-28) nach der partiellen  
Ableitung von W 1 auf, so e rh a lt m an

ψ  =  φ τ η ( α ι - ν ) - ^ .

Deswegen is t

w  =  j d r y j 2 m ( a t -  V ) - ^ +  α+φ.

6 Die Form von (9-26) kann auch durch die folgenden tlberlegungen gewonnen 
werden. Man mufi eich daran erinnern, dafi W  die erzeugendo Funktion einer 
Transformation auf neue Koordinaten ist, die alle zyklisch sind. Wenn aber 
72 · · . Qn bereits zyklisch sind, ist fur sie keine weitere Transformation mehr 
notig. Soweit es sie betrifft, kann W  die identische Transformation sein. Da die 
die neuen Impulse sind, kann die Summe in (9-26) geschrieben werden:

± p < q,
<-2

Diesen Ausdruck erkennen wir wiedor als den Erzeuger der identischen Trans
formation (vgl. Gl. (8-19) fur die Koordinaten q2 . . . qn.
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Mit dieser Form  der charakteristischen Funktion lauten die Trans 
form ationsgl. (9-22b):

und

(9-29a)

(9-29b)

Gl. (9-29a) liefert r als Funktion  von t und stim m t m it der entsprechen- 
den Losung (3-18) im I I I .  K apitel iiberein. D ort war fur a, und a* 
explizit E  bzw. I gesetzt worden. Es wurde fruher bem erkt, daB die 
ubrigen Transform ationsgleichungen fur Qif hier ist es nur Gl. (9-29b), 
die Bahngleichung liefern sollten. W ird fur die Integrationsvariable 
in Gl. (9-29b) u =  1 substitu iert, so reduziert sich die Gleichung au f

Φ - β , - ί - β — & — .
u1

Sie stim m t m it der fruher gefundenen Bahngl. (3-37) iiberein, wenn 
m an β2 m it φο identifiziert.

An diesem einfachen Beispiel wird die M acht und Eleganz der 
HAMiLTON-JACOBischen Methode deutlich. In  einigen kurzen Schritten 
haben wir die Abhiingigkeit r von t und die Bahngleichung erhalten, 
Ergebnisse, die fruher nu r m it erheblicher Miihe gewonnen werden 
konnten. Die Separation der Variablen in der HAMiLTON-JACOBischen 
Gleichung is t natiirlich  n ich t allein au f solche Probleme beschrankt, in 
denen n u r eine K oordinate nichtzyklisch ist. W enn zum Beispiel die 
ΗΑΛΠΧ,τοΝ-Funktion fiir die Zentralkraftebew egung in sphdrischen 
Polarkoordinaten  geschrieben wird, ist nu r der Azimutwinkel <p zy- 
klisch, jedoch is t die HAMiLTON-jACOBische Gleichung noch separier- 
bar, wie in Abschn. 9-7 gezeigt werden wird.

9 -5  W irkungsvariable und W inkelvariable

In  vielen Gebieten der Physik sind besonders solche Systeme wichtig, 
deren Bewegung periodisch ist. Oftmals sind wir nicht so sehr an 
Einzelheiten der Bahn wie an den Frequenzen der Bewegung inter- 
essiert. E ine sehr elegante und wirksame Methode zur Behandlung 
solcher System e wird durch eine Abanderung des Hamilton-Jacobi- 
schen Verfahrens geliefert. Bei dieser Methode werden die Integrations-
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konstanten  a t·, die d irek t in der Losung der H amilton-jACOBisehen 
Gleichung auftreten , n icht selbst als die neuen Im pulse gew ahlt. 
Dagegen verw endet m an geeignet definierte K onstan ten  die einen 
Satz von n  unabhangigen E unktionen der <*,· bilden, und die m an 
W irkungsvariable nennt.

Ehe wir diese V ariablen einfiihren, ist es notwendig, ausfuhrlich zu 
klaren, was un ter dem Begriff ,,periodisehe Bewegung” zu verstehen 
ist. B etrachten wir zunachst ein System  m it nu r einem Freiheitsgrad. 
F ur ein solches System  ist der Phasenraum  eine zweidimensionale 
Ebene. Zwei Typen von periodischen Bewegungen konnen un ter- 
schieden w erden:

1. Der erste Typ t r i t t  im m er dann  auf, wenn sowohl q als auch p  pe- 
riodische Funktionen der Zeit m it gleicher F requenz sind. Diese Bewe
gung ist fur schwingende System e charakteristiseh, wie etw a fur den 
eindimensionalen linearen harm onischen Oszillator. Sie wird oft m it 
dem astronom isehen A usdruck Libration bezeiehnet. Periodisehe B e
wegungen dieser A rt findet m an, wenn die Anfangslage des System - 
punktes zwischen zwei Nullstellen der kinetisehen Energie liegt. D a q 
und p  nach einer Periode zu ihren ursprunglichen Ausgangswerten 
zuruckkehren, durchlauft der System punkt nach jeder Periode den- 
selben Weg, und die Bahn im Phasenraum  ist geschlossen, wie in 
Abb. 9-la  illustriert wird.

2. Beim zweiten Typ der periodischen Bewegung ist q selbst n ich t 
periodisch, aber wenn q um einen gewissen W ert, etw a q0, anw achst, 
so bleibt die Konfiguration des System s im wesentlichen unverandert. 
Das bekannteste Beispiel liefert ein s ta rrer K orper, der gezwungen ist, 
sich um eine gegebene Achse zu drehen, wobei q der Drehwinkel ist. 
E in Anwachsen von q um  2π ru ft keine wesentliche A nderung des 
System zustandes hervor. Tatsachlich ist die Lagekoordinate bei diesem 
Typ der Periodizitat ste ts  ein Drehwinkel, und die Bewegung wird im

A bb. 9-1. B ahn  des S ystem punk tes im P h asen raum  fur bine periodisehe 
Bew egung eines eindim ensionalen System s.
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Gegensatz zur L ibration einfach als Rotation bezcichnet. Die W erte 
von q sind n icht m ehr beschrankt, sondern sie konnen beliebig an- 
wachsen. Im  Phasenraum  bewegt sich der System punkt nicht mehr auf 
einer geschlossenen Bahn, sondern p  wird Qine periodische Funktion 
von q m it der Periode q0 sein, vgl. Abb. 9-lb.

Zur K larstellung dieser Begriffe bem erken wir, daB beide Typen der 
Periodizitat in dem gleichen physikalischen System auftreten konnen. 
D as klassische Beispiel ist das einfache Pendel, wobei q der Aus- 
lenkungswinkel 0 ist. 1st die Pendellange /, dann wird die konstante 
Energie des System s gegeben durch

E  =  — mgl cos 0. (9-30)

L ost m an Gl. (9-30) nach p$ auf, dann lau te t die Gleichung fur die 
B ahn des System punktes im Phasenraum

p6 =  V 2m l2(E  +  mgl cos 0). (9-31)

I s t  E  kleiner als mgl, dann kann eine physikalische Bewegung des 
System s nur dann ein treten , wenn |0| kleiner als ein Grenzwert ist, 
der durch die Gleichung

-f Ecos Θ —------- jmgl

definiert ist. U nter diesen Bedingungen schwingt das Pendel zwischen 
— Θ' und + 0 '.  Das ist eine periodische Bewegung vom Typ der L i
bration. Der System punkt durchlauft dann einen Weg im Phasenraum , 
der durch K urve 1 in Abb. 9-2 angedeutet ist. Is t jedoch#  >  mgl, 
so entsprechen alle W erte von 0 einer physikalischen Bewegung, und 0 
kann liber alle Grenzen anwachsen und erzeugt somit eine periodische 
Bewegung vom Typ der R otation. In  diesem Fall ereignet sich physi- 
kalisch das folgendc. Das Pendel h a t so viel Energie, daB es durch die 
vertikale Lage Θ — τ  hindurchschwingt und deshalb weiter rotiert. 
K urve 3 in Abb. 9-2 entspricht der Rotationsbewegung des Pendels. 
D er Grenzfall E  =  mgl wird durch K urve 2 in Abb. 9-2 dargestellt.

Bei der Beschreibung von Systemen m it m ehr als einem Freiheits- 
grad wollen wir unsere Diskussion au f solche Probleme beschranken, 
fur die die HAMiLTON-jACOBisehe Gleichung fiir W in mindestens 
einem  Satz kanonischer Variablen separierbar ist. Wenn sich das 
System  bewegt, dann durchlauft der entsprechende P unk t eine kom- 
plizierte Bahn im vieldimensionalen Phasenraum  der Separations- 
variablen (q, p). Die Bewegung des System s nennt man periodisch,
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wenn die P rojektion der Bahn des System punktes au f jede Ebene 
Cq%, Pi) einfach periodisch in dem Sinne ist, wie fiir die Bewegung im 
Falle eines Freiheitsgrades definiert wurde. D a die V ariablen separier- 
bar sind, sind die projizierten Bewegungen voneinander unabhangig 
und konnen leicht un tersucht werden. Die Gleichungen der kanoni- 
schen Transform ation besagen

Vi =
dWijqi, a \ . . . an)

dq%
(9-32)

Sie liefern jedes als F unk tion  des entsprechenden q{ und  der n  
K onstan ten  a,·:

Vi =  Oil - ■ ■ an). (Q-33)

W ir erinnern uns, daB Gl. (9-33) die Gleichung der projizierten B ahn 
des System punktes in der (?», p<)-Ebene ist. Die Bewegung wird perio
disch sein, wenn Gl. (9-33) entw eder eine geschlossene B ahn oder eine 
periodische Funktion  von q{ beschreibt.

Es ist nicht notwendig, daB alle Satze qitpi die gleiche Frequenz der 
periodischen Bewegung aufweisen. So konnen in einem dreidimensio- 
nalen harm onischen Oszillator die K raftkonstan ten  fiir die Bewegung 
langs der drei Achsen alle verschieden sein, das System  wird aber noch 
periodisch genannt. Die vollstandige Bewegung des Teilchens in 
diesem Beispiel b rauch t selbst n ich t einfach periodisch zu sein. Sind 
nam lich die einzelnen Frequenzen keine rationalen Verhaltnisse von
einander, so wird sich das Teilchen nicht au f einer geschlossenen K urve 
im R aum  bewegen, sondern es wird eine offene ,,LissAJOUS-Figur”
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beschreiben. E ine solche Bewegung nennt man bedingi perxodisch.
N achdem  wir den zur Diskussion stehenden Typ der Bewegung 

beschrieben haben, konnen wir nun die W irkungsvariablen J Y. , . J n 
einfiihren, welche nun  als die transform ierten konstanten Impulse 
Pi die K onstan ten  a t . . . an ersetzen. Die W irkungsvariable J t , die 
dem  P aa r von Separationsvariablen (qif pi) entspricht, ist definiert 
durch s*

J i  = Q> Pi dqif (9-34)

wobei die In teg ra tion  fiber eine vollstandige Periode der Schwingung 
oder R otation  von g, zu nehm en ist, je nachdem  welcher Fall vorliegt. 
Die Bezeichnung als W irkungsvariable rfih rt von der Ahnlichkeit von 
(9-34) m it der W irkung A  (vgl. Abschn. 7-5) her, die definiert ist durch

A =  J 2 p <  dq{ =  J 2 p ,^»  di.

W egen Gl. (9-32) kann  fiir J* auch geschrieben w erden:

d W j{ q i ,  o t \ . . . a n)

dq{ dqt. (9-35)

D a q{ hier lediglich eine Integrationsvariable ist, ist jede W irkungs
variable J i  eine Funktion  allein der n  In tegrationskonstanten, die in 
der Losung der H amilton-JACOBischen Gleichung auftreten. Weiter- 
hin folgt aus der U nabhangigkeit der einzelnen V ariablenpaare (qi} p*), 
daB die J ,  n  unabhangige Funktionen der a , bilden und dem nach fiir 
die Verwendung als ein Satz neuer konstan ter Im pulse geeignet sind. 
D riickt m an die α» als Funktionen der W irkungsvariablen aus, so kann 
die charakteristische Funktion  W  in folgender Form  geschrieben 
w erden :

W  =  TFfai. . . q n , J i ·  . .Λ ) ,

w ahrend die HAMiLTON-Funktion eine Funktion allein der J i  ist:

H  =  =  H ( J i . . . Λ )· (9-36)

Wegen der Definition Gl. (9-34) stellen wir fest, dafi die Dimensionen 
der W irkungsvariablen ste ts  die des Drehimpulses sind. 1st eine der 
Separationskoordinaten zvklisch, so ist ihr konjugierter Im puls kon- 
s tan t. Die entsprechende Bahn in der Ebene qif p< im Phasenraum  ist 
dann eine horizontale Gerade, die bei einer periodischen Bewegung 
n ich t auftreten  wurde. Tatsachlich kann die Bewegung als ein Grenz- 
fall des Typs der R otations-Periodizitat angesehen werden, in dem qi
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eine beliebige Periode zugeordnet werden kann . D a die K oordi- 
nate  bei R otationsperiodizitat im m er ein W inkel ist, h a t ein solches 
zyklisches q{ ste ts die natiirliche Periode 2π. D em entspreehend is t 
das In tegral in der Definition der W irkungsvariablen, die einer 
zyklisehen W inkelkoordinate entspricht, von 0 bis 2π zu nehm en, und 
dem nach gilt

J i  =  2trpi (9-34')

fiir alle zyklisehen Variablen.
Die generalisierten, zu J i  konjugierten K oordinaten nenn t m an die 

Winkelvariablen w*. Sie werden durch die Transferm ationsgleichungen

<9-37)

geliefert. E ntsprechend lauten die Bewegungsgleichungen fur die 
W inkelvariablen

Wi = d H j J , . . . J n)
dJi V%(<JX · · · J n) (9-38)

D arin sind die Vi ein Satz konstan ter F unktionen  der W irkungs
variablen. Die Gl. (9-38) haben die Losungen

Wi =  Vit +  βί} (9-39)
so daB diew* genau wie in den Gl. (9-22') lineare Funktionen der Zeit 
sind.

Die Gl. (9-37) und (9-39) konnen ste ts so kom biniert werden, daB sie 
die q{ als F unktionen von t , Vi und 0t liefern, genauso wie vorgegangen 
wurde, als die α» als die neuen Im pulse verw endet wurden. V erfahrt 
man aber auf diese Weise, so bieten die W irkungs- und W inkelvariablen 
keinen groBen Vorteil gegenuber den K oordinaten a t·. Ih re besondere 
Bedeutung riih rt von der physikalischen In te rp re ta tio n  her, die m an 
den Vi geben kann. W ir wollen die A nderung einer W inkelvariablen 
Wi untersuchen, die sie erfahrt, wenn eine der K oordinaten q,· einen 
vollstandigen Zyklus einer L ibration oder R otation durchlauft, wah- 
rend alle anderen K oordinaten konstan t gehalten werden. Die A nde
rung kann dargestellt werden durch

wobei hwi die infinitesimale Anderung ist, die durch ein Anwaehsen 
von qj allein zustande kom m t:

bWi =
dWj
dqj dqj . (9 -4 0 )
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K om biniert m an die Gl. (9-40) und (9-37), so kann fur Δμ\  geechrieben 
w erden :

Die A bleitung nach J < kann vor das Integraizeichen gezogen werden. 
D as fiih rt au f

Dabei haben wir von den Transformationsgleichungen Gebrauch 
gem acht. W ir erinnem  daran , daB das hier auftretende Int-egral die 
W irkungsvariable J , definiert, so daB g ilt :

Gl. (9-41) besagt, daB sich um  Eins andert, wenn q{ eine vollstan- 
dige Periode durchlauft, aber es wird nicht beeinfluBt durch eine

D em nach laBt sich die K onstan te  Vi m it dem K ehrw ert der P eriode 
identifizieren,

Vi ist deshalb die Frequent, die zu der periodischen Bewegung von qi 
gehort. Die W irkungs- und  W inkelvariablen liefem somit ein machtiges 
H ilfsm ittel, m it dem man die Frequenzen periodischer Bewegungen 
bestim m en kann, ohnc eine vollsttindigc Losung fttr die Betcegung des 
Systems aufsnchcn zu milssen. Is t von vomherein bekannt, daB das 
System  periodisch ist, so ist zum Aufsuchen der Frequenzen allein 
notwendig, die W irkungsvariablen durch die Definitionsgl. (9-34) zu 
bestim m en und die Energie durch die J i  auszudrueken. Die Ableitung 
von H  beziiglich J ig ib t dann wegen Gl. (9-38) d irekt dieg*entsprechende 
Frequenz. Die Bezeichnung von Wi als W inkelvariable wird wegen 
der Iden tihka tion  von v, in Gl. (9-39) als eine Frequenz offensicht- 
lich. D er N am e s teh t auch m it der Tateache in Einklang, daB J i  
die Dimension eines Drehimpulses hat, da die zu einem Drehimpuls 
konjugierte K oordinate ein W inkel ist.

(9-41)

gleiche Anderung von qi% j  ^  i. I s t  r< die zu gehorige Periode, danH 
folgt aus Gl. (9-39)

AWi =  1 =  v&i.

1
(9-42)
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Um die Verwendung von W irkungs- und  W inkelvariablen beim Auf- 
suchen der Frequenzen zu illustrieren, betrach ten  wir das Problem  
des gewohnlichen linearen harm onisehen Oszillators. H ier g ibt es nu r 
eine W irkungsvariable. Sie ist gegeben dureh

J  - f T d t  - j « E M *

vgl. (9-15). Die Substitu tion

fiih rt au f

(9-43)

D arin sind die Grenzen so gewahlt, dab sie einem vollstandigen Zyklus 
von q entsprechen. Die In teg ra tion  is t leicht auszufuhren und  liefert

J  =  2πα (9-44)

Lost m an Gl. (9-44) nach a auf, so erhalt m an

_ j j _ L
a 2ir *\/ TY\j

und die Frequenz der Schwingung ist deshalb
dH 1 Vk_ _  ω 

m 2π*
Das ist die bekannte Form el fur die Frequenz eines linearen harm oni- 
schen Oszillators.

9-6  W eitere Eigenschaften der W irkungs- und W inkelvariablen

Die Ergebnisse des vorigen A bsehnittes zeigen, dab dann, wenn 
sich der W ert der W inkelkoordinate um  E insandert, die entsprechende 
Separationskoordinate einen vollstandigen Zyklus durehlauft. F iir 
den Typ der L ibration bedeutet ein vollstandiger Zyklus von </<, daB #,· 
seinen urspriingliehen W ert wieder annim m t. D em naeh muB im Falle 
der L ibration q{ eine periodische F unktion  der W inkelkoordinate to,· 
m it der Fundam entalperiode Awt =  1 sein. Es ist deshalb moglich, eine 
L ibrationskoordinate qk darzustellen als eine FouRiER-Reihe der Form

oo
qk =  'X  a j ^ k

J -  -co
( L i b r a t i o n )  (9 -4 5 a )
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o d e r  w e g e n  (9 -3 9 )
OP

?* =  2  a,«2r" (’*,+**)· ( L ib ra t io n ) .  (9 -4 6 a )

H ie r  i s t  d e r  I n d e x  j  e in e  g a n z e  Z a h l ,  d ie  z w isc h e n  — oo u n d  +  oo 
v a r i i e r t .  D ie  F o u R iE R -K o e f f iz ie n te n  a , k a n n  m a n  in  d e r  i ib l ic h e n  W e is e  
a n s  d e r  G le ic h im g

j *  q k C d w (9 -47)

e r h a l t e n .  I s t  d ie  B e w e g u n g  ih r e r  N a t u r  n a c h  e in c  R o ta t io n ,  so  f u h r t  
e in e  A n d e r u n g  v o n  to * u m E in s< 7* n ic l i t  a u f  d e s se n  u r s p r i in g lic h e n  W e r t  
z u r i ic k ,  s o n d e r n  qk w a c h s t  u rn  d e n  W e r t  s e in e r  P e r io d e  q a n .  E in e  
so lc h e  R o ta t i o n s k o o r d in a t e  i s t  d e s h a lb  s e lb s t  n ic l i t  r e in  p e r io d is c h , 
a b e r  m a n  s ie h t ,  d aB  d ie  F u n k t i o n  qk — Wkqok e in e  p e r io d is c h c  F u n k t io n  
v o n  Wk m i t  d e r  P e r io d e  E in s  s e in  m u B  u n d  d e s h a lb  in  e in e  F o u r i e r - 
R e ih e  e n tw ic k e l t  w e r d e n  k a n n :

Qk — Wkqok =  2  β/03ιΚ*β* ( R o ta t io n ) .  (9-45j>)
J- -ao

E n ts p r e c h e n d  i s t  d ie  z e i t l ic h e  A b h a n g ig k e i t  d e r  F u n k t io n  d u r c h  d ie  
E n tw ic k lu n g

?* -  (n t  +  f t )  qok =  %  α,«2Η,<'*,+ί’*> ( R o ta t io n )  (9 -4 6 b )
Sm -  ®

g e g e b e n . E s  i s t  d c m n a c h  s t c t s  m o g lic h , c in e  p e r io d is c h c  S e p a ra t io n s -  
k o o r d in a t e  d u r c h  e in e  S u n im e  e in f a c h e r  h a rm o n is c h e r  B e w e g u n g e n  
a u s z u d r i ic k e t i ,  d ie  d ie  F u n d a m e n ta l f r e q u e n z  vk u n d  a l lc  ih re  H a rn io -  
n is c h e n  e n t h a l t .  B e t r a c h t e n  w ir  je d o c h  e in e  F u n k t io n ,  ciie m e h re re  qk 
e n t h a l t ,  d a n n  m iis s e n  in  e in e r  F o u R iE R - E n tw ic k lu n g  d ie s e r  F u n k t io n  
d ie  F r c q u e n z e n p j t je d e r  a u f t r e t e n d c n  K o o r d in a te ^ e r s c h e in c n .  Z u m  B e i- 

s p ie l  s in d  d ie  c a r te s is c h e n  K o o r d in a t e n  x ,d e r  T e i lc h e n  d e s  S y s te m s  o f t  
k o in e  s e p a r i e r b a r e n  K o o r d in a te n .  N ic h ts d e s to w e n ig e r  k o n n e n  sie  d u r c h  
d ie  s e p a r i e r b a r e n  K o o r d in a te n  qk a u s g e d r i ic k t  w e rd e n , u n d  je d e  
F o u R iE R - E n tw ic k lu n g  d e r x ^ w i r d  a lle  m o g lic h e n  L in e a r k o m b in a t io n e n  
d e r  F u n d a m e n ta l f r e q u e n z e n  d e r  S e p a r a t io n s k o o r d in a te n  t 'n th a l te n .  
W ir  w e rd e n  s o m i t  a u f  e in e  E n tw ic k lu n g  d e r  F o r m

x < - 2  J  · · ·  2 a * --4.e2r,“ ,n+A"  ·Λ*·> <°-4 8 )
h - -  *> )t- -  *> J·* --«

g c f u h r t ,  w o  b e i d ie  j  n  g a n z z a h l ig e  I n d iz e s  s in d , d ie  v o n  — oo b is  +  00 
la u fe n .  A ls  F u n k t i o n  d e r  Z e i t  w ird  G l. (9 -4 8 ) sc h lieB lich
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00
(9 -4 9 )

W e n n  n u n  d ie  v* in  k e in e m  r a t i o n a l e n  V e r h a l tn is  z u e in a n d e r  s te h e n ,  
s t e l l t  G l. (9 -4 9 ) k e in e  e in f a c h  p e r io d is c h e  F u n k t i o n  d e r  Z e i t  d a r ,  w ie  
z u m  B e is p ie l  (9 -4 6 ). W a h r e n d  d e r  F a k t o r

gZrijint

se in e n  u r s p r i in g l ic h e n  W e r t  w ie d e r  a n n im m t ,  w e n n  t s ic h  u m  \ f v 1 
a n d e r t ,  z e ig e n  d ie  a n d e r e n  E x p o n e n t i a l f a k to r e n  n i c h t  d ie  g le ic h e  
P e r io d iz i t a t ,  s o la n g e  d ie  v e r s c h ie d e n e n  F r e q u e n z e n  in k o m m e n s u r a b e l  
s in d .  D ie  g e s a m te  F u n k t i o n  i s t  d e s h a lb  n i c h t  e in fa c h  p e r io d i s c h ; v ie l-  
m e h r  s a g t  m a n , s ie  se i m e h r  fetch o d e r  b ed in g t p e r io d isc h . D ie  B a h n  e in e s  
h a rm o n is c h e n  O s z i l la to r s  m i t  m e h r  a ls  e in e r  D im e n s io n  w u r d e  b e r e i t s  
a ls  B e isp ie l  d e r  b e d in g t  p e r io d is c h e n  B e w e g u n g  a n g e f u h r t .  B e t r a c h t e n  
w ir  e in e n  z w e id im e n s io n a le n  O s z i l la to r  m i t  r i ic k t r e ib e n d e n  K r a f t e n ,  
d ie  la n g s  d e r  x - u n d  y -A c h se  w irk e n !  D ie se  c a r te s is c h e n  K o o r d in a t e n  
s in d  d ie  S e p a r a t io n s v a r ia b le n ,  u n d  je d e  w ir d  e in e  e in fa c h e  h a rm o n is c h e  
B e w e g u n g  m i t  d e n  F r e q u e n z e n  vx b z w . yy z e ig e n . N e h m e n  w ir  a n ,  d aB  
d ie  K o o r d in a te n  u m  45° u m  d ie  z -A c h se  g e d r e h t  s e ie n ;  d ie  K o m p o -  
n e n te n  d e r  B e w e g u n g  la n g s  d e r  n e u e n  x ' , y '-A c h s e n  l a u t e n  d a n n

[a-o COS 2 +  6X) - f  y 0 cos 2w(vyt +  ft,)],
! (9 -5 0 )

y f =  ^  [yo cos 2τγ( ^  +  f t )  — Xo cos 2w(vJ +  f t ) ] .

1 s t vx/v y e in e  r a t io n a le  Z a lil ,  so  s in d  d ie s e  z w e i A u s d r i ic k e  e in f a c h  
p e r io d is c h . S ie  e n ts p r e c h e n  e in e r  g e s c h lo s s e n e n  L issA JO U S -F ig u r. A b e r  
w e n n  vx u n d  vv in k o m m e n s u r a b e l  s in d ,  w ird  d ie  L is sA JO U S -F ig u r  n ie -  
m a ls  ih r e n  v o rh e r ig e n  W e g  w ie d e r  d u r c h la u f e n ,  u n d  d ie  G l. (9 -5 0 ) 
l ie fe rn  e in fa c h e  B e is p ie le  d e r  m e h r f a c h  p e r io d is c h e n  R e ih e n e n tw ic k -  
lu n g e n  d e r  F o r m  (9 -49 ).

S ie h t  m a n  w ie d e r  d a v o n  a b ,  d aB  a lle  F r e q u e n z e n  in  e in e m  r a t i o n a l e n  
V e r h a l tn is  z u e in a n d e r  s te h e n ,  so  k a n n  e in e  b e d in g t  p e r io d is c h e  
F u n k t io n  s t e t s  a u s  d e r  E r z e u g e n d e n  IF  g e b i ld e t  w e rd e n . D ie  D e fin i-  
t io n s g le ic h u n g  f i ir  J h G l. (9 -3 5 ), b e s a g t ,  d aB  d a n n ,  w en n g ,· e in e n  v o ll-  
s t i in d ig e n  Z y k lu s  d u r c h l a u f t ,  d .h . ,  w e n n  Wi s ic h  u m  E in s  a n d e r t ,  d ie  
c h a r a k te r i s t i s c h e  F u n k t io n  u m  a m v iic h s t .  D a r a u s  fo lg t,  d aB  d ie  
F u n k t io n

W  =  W - ^ w J , (9-51)



328 I X .  D ie  Ham ilton-Jacobische Theorie 9-6

u n g e a n d e r t  b le ib t ,  w e n n  jedes Wk u m  E in s  a n w a c h s t ,  w a h r e n d  a lle  
a n d e r e n  W in k e lv a r i a b le n  k o n s t a n t  b le ib e n . G l. (9 -5 1 ) s t e i l t  d e s h a lb  
e in e  m e h r f a c h  p e r io d is c h e  F u n k t i o n  d a r ,  d ie  m i t  A u s d r i ic k e n  to» in  e in e  
R e ih e  d e r  F o r m  (9 -4 8 ) o d e r  m i t  d e n  F r e q u e n z e n  w ie  in  G l. (9 -49 ) 
e n tw ic k e l t  w e r d e n  k a n n .  D a  d ie  T r a n s f o r m a t io n s g le ic h u n g e n  f i i r  d ie  
W  in k e lv a r i a b le n  l a u t e n :

dW
dJ

k a n n  m a n  e r k e n n e n ,  d aB  G l. (9 -5 1 ) e in e  LEG EN D REsche T r a n s f o r m a t io n  
v o n  d e r  B a s is  q, J  n a c h  d e r  B a s is  q , w  d e f in ie r t .  T a t s a c h l ic h  z e ig t  d e r  
V e rg le ic h  m i t  G l. (8 -1 0 ), d aB  W'(q, w) d ie  E r z e u g e n d e  d e r  F o rm  
F x(q, Q) i s t ,  d ie  d ie  k a n o n is c h e  T r a n s f o r m a t io n  v o n  d e n  V a r ia b le n  q , p  
a u f  d ie  V a r ia b le n  w , J  h e r v o r r u f t .  O b w o h l W' s o m it  d ie  g le ic h e  T r a n s 
f o r m a t io n  w ie  W  e r z e u g t ,  i s t  W  n a t i i r l i c h  keine L o s u n g  d e r  H a m il t o n  - 
jA C O B isch e n  G le ic h u n g .6

E s  w u r d e  b e s o n d e r s  d a r a u f  h in g e w ie s e n , d aB  d ie  K o n f ig u r a t io n  d e s  
S y s te m s  n u r  d a n n  b e d in g t  p e r io d is c h  is t ,  w e n n  d ie  F r e q u e n z e n  v< 
k e in e  r a t i o n a l e n  V ie lfa c h e  v o n e in a n d e r  s in d . A n d e re n fa l ls  w ie d e rh o lte  
s ic h  d ie  K o n f ig u r a t io n  n a c h  e in e r  h in r e ic h e n d  la n g e n  Z e i t  u n d  w a re  
d e s h a lb  e in f a e h  p e r io d is c h .  D ie  fo rm a le  B e d in g u n g  d a f i i r ,  d aB  d ie  
V e r h a l tn is s e  a l l e r  F r e q u e n z e n  r a t i o n a l  s in d ,  b e s t e h t  d a r in ,  d aB  n —  1 
B e z ie h  u n g e n  d e r  F o r m

n

e x is t i e r e n ,  w o b e i d ie  j* g a n z e  Z a h le n  s in d .  L o s t  m a n  d ie se  G le ic h u n g e n  
a u f ,  so  k a n n  m a n  je d e s  v,· a ls  r a t io n a le s  V e rh ii l tn is  d e r  a n d e r e n  F r e 
q u e n z e n  a u s d r i ic k e n .  W e n n  n u r  m  B e z ie h u n g e n  d e r  F o rm  (9-52) 
z w isc h e n  d e n  F u n d a m e n ta l f r e q u e n z e n  b e s te h e n ,  d a n n  n e n n t  m a n  d a s  
S y s te m  m-fach entartet. I s t  m  g le ic h  n  —  1, so  daB  d ie  B e w e g u n g  e in -

• D io W irkunge- u n d  W inkelvariab len  w urden hier m it H ilfe d e r einfaeh 
periodiechen eeparie rbaren  K o o rd in a ten  defin iert. Ee w urde d ann  gezeigt, daG 
die B ew egung des S ystem s als G anzes im allgem einen m ehrfach periodisch ist. 
M an muB d a ra n  denken , daB es m oglich ist, das V erfahren  um zukehren . G eht 
m an  dav o n  au s , daB die System bew egung m ehrfach periodisch ist, so ist es 
m oglich, die W irkungs- u n d  W inkelvariab len  d e ra r t einzufiihren, daB die K on
figuration  des Systems und  die E rzeugende W' (q, tv) m ehrfach periodisch in den 
w m it  d e r Periodo E in s  sind , u n d  die HAMILTON-Funktion in alien w zyklisch ist. 
M an k an n  a u f  diese W eise die N otw endigkeit verm oiden, sich a u f  die Separa- 
tio n sk o o rd in a ten  zu beziehen. W egen w eiterer E inzelheiten  eiehe Born, Die 
Mechanik dee Atoms, A bechn. 15.
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f a c h  p e r io d is c h  is t ,  d a n n  n e n n t  m a n  d a s  S y s te m  vollstandig entartet. 
1st die Bahn des Systempunktes geschlossen, so wird die Bewegung 
demnach immer vollstandig entartet sein .7

D ie  e in f a c h s te n  B e is p ie le  v o n  E n t a r t u n g  t r e t e n  a u f ,  w e n n  z w e i o d e r  
m e h r  E r e q u e n z e n  g le ic h  s in d .  W e n n  z w e i d e r  K r a f t e k o n s t a n t e n  in  
e in e m  d r e id im e n s io n a le n  O s z i l la to r  g le ic h  s in d ,  d a n n  s in d  d ie  e n t -  
e p re c h e n d e n  F r e q u e n z e n  id e n t i s c h ,  u n d  d a s  S y s te m  i s t  e in f a c h  e n t 
a r t e t .  I n  e in e m  is o t r o p e n  l in e a r e n  O s z i l la to r  s in d  d ie  K r a f t e k o n s t a n t e n  
in  a l ie n  R ic h tu n g e n  d ie  g le ic h e n , d .h . ,  a lle  F r e q u e n z e n  s in d  g le ic h , u n d  
d a s  S y s te m  i s t  v o l l s ta n d ig  e n t a r t e t .

I m m e r  w e n n  E n t a r t u n g  v o r l ie g t ,  s in d  d ie  F u n d a m e n ta l f r e q u e n z e n  
n i c h t  m e h r  u n a b h a n g ig ,  u n d  d ie  p e r io d is c h e  B e w e g u n g  d e s  S y s te m s  
k a n n  d u r c h  w e n ig e r  a ls  d e n  v o l le n  S a tz  d e r  n F r e q u e n z e n  b e s c h r ie b e n  
w e rd e n . T a ts a c h l ic h  k o n n e n  d ie  m E n ta r tu n g s b e d in g u n g e n  d a z u  b e n u t z t  
w e rd e n , d ie  Z a h l  d e r  F r e q u e n z e n  a u f  n —  m z u  r e d u z ie r e n ,  u n d  m a n  
s a g t ,  d ie  S y s te m b e w e g u n g  se i (n —  7?i)-fach p e r io d is c h .  D ie  R e d u k t i o n  
d e r  F r e q u e n z e n  k a n n  a m  e le g a n te s te n  m i t t e l s  e in e r  P u n k t t r a n s f o r -  
m a t io n  d e r  W irk u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  a u s g e f u h r t  w e rd e n . E s  i s t  
z w e c k m a B ig , d ie  m E n ta r tu n g s b e d in g u n g e n  in  f o lg e n d e r  F o r m  z u -  
s a m m e n z u f a s s e n :

B e t r a c h te n  w ir  n u n  e in e  P u n k t t r a n s f o r m a t i o n  v o n  (w, J) n a c h  (w\ */'), 
d ie  d e f in ie r t  i s t  d u r c h  d ie  E r z e u g e n d e  (v g l. G l. (8 -1 9 ) ) :

7 E s  b esteh t ein  in te re ssan te r Z usam m enhang  zw ischen E n ta r tu n g  u n d  den  
K oord ina ten , fu r die die H a m il t o n -jACOBische G leichung sep a rie rb a r is t. M an 
k an n  zeigen, daB die B ahn  des S y stem p u n k tes  fiir e in  n ic h te n ta r te te s  S ystem  
ein  begrenztes G ebiet sow ohl im K onfigu rations- a ls  auch  im  P h asen rau m  v o ll
s tan d ig  ausfiillt (vgl. B o r n , op. c it., A nhang  1). N u n  is t die B ew egung fiir irgend- 
eine der S epara tionskoord inaten  ein fach  periodisch u n d  -  w ie gezeigt w urde -  
u n abhang ig  von der B ew egung der an d eren  K oord in a ten . D em nach  muB die 
B ahn  des S ystem punk tes durch  die F lachen  k o n s tan te r  , p, b eg renzt sein, 
die die G renzen der Schw ingungsbow egung d er S epara tionsvariab len  m ar· 
k ieren . (Das A rgum ent laBt sich le ich t a u f  die R o ta tio n  ausdehnen , indem  m an  
alle W inkel a u f  das G ebiet 0 bis 2π besch rank t.) D iese F lachen  definieron deshalb  
das V olum en im  R au m , das d u rch  die B ahn  des S y stem p u n k tes  d ic h t ausgefiillt 
w ird . O ffensichtlich fo lgt da rau s, daB die S ep ara tio n  d e r V ariab len  in  n ich t- 
e n ta r te te n  System en e indeu tig  sein m uB ; d ie H a m il t o n -JACOBische G leichung 
k an n  n ich t in  zwei verschiedenen K o o rd in a ten sy stem en  sep a rie rt w erden  (ab- 
gesehen von triv ia len  V aria tionen  wie e tw a  M aB stabsanderungen). D ie Moglich- 
k e it, d ie Bew egung in  m ehr als einem  S atz  von K o o rd in a ten  zu separieren , lie fe rt 
som it den  sicheren Neuihweis, daB das System  e n ta r te t  ist.

n
k = 1 , .  . . m (9 -5 3 )
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F'l = 2  ^ k j k t W i +  2  
A-I <- 1 a-Hh-i

D ie  t r a n s f o r m ie r t e n  K o o r d in a t e n  s in d

n
w'k =  ^ jk iW i, k  =  1 , . . .  m ,

<- 1
w'k =  to*, fc =  w  4 - 1 . . .  n .

E n t s p r e c h e n d  l a u te n  d ie  n e u e n  F r e q u e n z e n
n

vi =  w* — ^ jk iV i  =  0  fc =  1, . . . m ,
1-1

=  vk k =  m  +  1, . . .  n .

S o m it  s in d  in  d c r  S c h re ib w e is e  d e r  t r a n s f o r m ie r t e n  K o o r d in a te n  m d e r  
F r e q u e n z e n  N u ll ,  u n d  e s  b l e ib t  e in  S a tz  v o n  n  —  m  i in a b h iin g ig e n  
F r e q u e n z e n  i ib r ig . O f fe n s ic h tl ic h  k o n n e n  d ie  n e u e n  wi a u c h  a ls  W in k e l-  
v a r i a b le n  in  d e m  S in n e  b e z e ic h n e t  w e rd e n , d aB  d ie  S y s te m k o n f ig u r a t io n  
m e h r f a c h  p e r io d is c h  in  d e n  K o o r d in a te n  w i m i t  d e r  F u n d a m e n ta l,-^  
p e r io d e  E in s  is t .  D ie  e n ts p r e c h e n d e n  k o n s t a n te n  W ir k u n g s v a r ia b le n  
s in d  d u r c h  d ie  L o s u n g  d e r  n  T r a n s f o r m a t io n s g le ic h u n g e n

j < = % n jk i  +  2  <9 - 57 )
tT i k-m+l

g e g c b e n .
D ie  F r e q u e n z e n  N u l l  e n ts p r e c h e n  k o n s t a n te n  F a k to r e n  in  d e r  

F o u R iE R -E n tw ic k lu n g . D ie se  l ie g e n  n a tu r l i c h  a u c h  in  d e n  u r s p r i in g -  
l ic h e n  F o u R iE R -R e ih e n  a ls  F u n k t io n e n  d e r  v v o r  (v g l. G l. 9 -49 )). S ie  
t r e t e n  im m e r  d a n n  a u f ,  w e n n  d ie  I n d iz e s  j< d ie  E n ta r tu n g s b e d in g u n g e n  
e r f t i l le n .  D a

, dH
' • “ S7 {

g i l t ,  m u B  d ie  H a m il t o n - F u n k t  io n  v o n  d e n  W ir k u n g s v a r ia b le n  u n -  
a b h a n g ig  s e in , d e re n  e n ts p r e c h e n d e n  F r e q u e n z e n  v e rs c h w in d e n . I n  
e in e m  v o l ls ta n d ig  e n t a r t e t e n  S y s te m  k a n n  d ie  H a m il t o n -F u n k t io n  
d e s h a lb  so  g e s c h r ie b e n  w e rd e n , d aB  sie  n u r  v o n  e in e r  d e r  W ir k u n g s 
v a r ia b le n  a b h a n g t .

D a s  P r o b le m  d e r  g o b u n d e n e n  B e w e g u n g  e in e s  T e ilc h e n s  in  e in e m  
Z e n t r a lk r i i f te f e ld ,  d a s  d u r c h  d a s  G e s e tz  d e s  r e z ip ro k e n  A b s ta n d s -  
Q u a d r a te s  b e s c h r ie b e n  w e rd e n  k a n n ,  v e ra n s c h a u l ic h t  v ie le  E rs c h e i-  
n u n g e n ,  d ie  b e i E n t a r t u n g  a u f t r e t e n .  E in e  D is k u s s io n  d ie se s  P ro b le m s

(9 -5 4 )

(9 -55 )

(9 -5 6 )
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b i e t e t  a u c h  e in e  G e le g e n h e i t ,  z u  z e ig e n , w ie  d a s  V e r f a h r e n  d e r  W ir 
k u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  a u f  sp e z ie lle  S y s te m e  a n g e w e n d e t  w ird ,  
u n d  w e lc h e  Z u s a m m e n h a n g e  m i t  d e r  B o H R sc h e n  Q u a n te n m e c h a n ik  
b e s te h e n .  D e m e n ts p r e c h e n d  i s t  d e r  n a c h s t e  A b s c h n i t t  e in e r  a u s f i ih r -  
l ic h e n  B e h a n d lu n g  d e s  K E P L E R -P ro b le m s  m i t  H i l f e  v o n  W ir k u n g s -  u n d  
W in k e lv a r ia b le n  g e w id m e t .

9 -7  D a s  K e p le r - P r o b le m  m it  W ir k u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n

U m  a lle  E ig e n s c h a f te n  d e r  L o s u n g  a u fz u z e ig e n , w o lle n  w ir  d ie  B e -  
w e g u n g  im  R a u m  u n te r s u c h e n  u n d  l ie b e r  n i c h t  v o n  d e r  u n s  v o n  v o m -  
h e re in  b e k a n n te n  T a t s a c h e  G e b r a u c h  m a c h e n ,  d aB  d ie  B a h n  in  e in e r  
E b e n e  l ie g t . I n  s p h a r is c h e n  P o la r k o o r d in a te n  l a u t e t  d ie  k in e t is c h e  
E n e rg ie

T =  ^  (r2 +  τΨ  +  r2 sin20 ψ2), (9-58)

w o b e i 0 d e r  P o la r -  u n d  φ d e r  A z im u t- W in k e l  u m  d ie  P o la c h s e  s in d . 
D ie  k a n o n is c h e n  I m p u ls e  s in d  d e s h a lb

p r =  mf, ρΘ =  m r26y ρφ =  mr2 sin20 <j>. (9-59)
M it diesen Koordinaten und Impulsen wird die HAMTLTON-Funktion 
des Problems

E l . _ E i _ )  
r2 r2 s in 2 0 /

h
r (9-60)

Nur fur eine anziehende Kraft entsprechend einem positiven 1c wird 
die Bahn beschrankt und deshalb periodisch sein. Aus der Form der 
HAMiLTON-Funktion kann die Hamilton-jACOBische Gleichung fur W  
unmittelbar abgelesen werden:

J L  [ ( d W \2 l  (d W \2 1 ( d W \2l
2m  L \ dr )  i ’ r 2 \ 0 0 /  +  r 2 s in2 0 \ a « / J

(9 -61)

w o b e i d ie  K o n s t a n t e a i  im  b e s o n d e r e n  m i t  d e r  G e s a m te n e r g ie  id e n t i f i -  
z ie r t  w o rd e n  w a r . D ie  V a r ia b le n  in  G l. (9 -6 1 ) k o n n e n  s e p a r i e r t  w e rd e n , 
in d e n i  m a n  e in e  L o s u n g  d e r  F o r m

W  =  W T(r) +  Ψο(θ) +  Ψ Φ(Φ) (9 -62)

a n s e tz t .  B e i d e r  S u b s t i t u t io n  d ie s e s  L o s u n g s a n s a tz e s  in  G l. (9 -61) 
s t e l l t  m a n  f e s t ,  d aB  d ie  A b h a n g ig k e i t  v o n  φ  n u r  im  le t z t e n  T e rm  in  
d e r  K la m m e r  a u f t r i t t .  S o il d ie  G le ic h u n g  f u r  a lle  φ id e n t i s c h  e r f i i l l t
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s e in , so  m u B  g e l t e n :

β Ψ Φ
ΐ 7  =  α *·

(9 -6 3 a)

i s t  e in e  d e r  I n t e g r a t i o n s k o n s ta n t e n .  D ie  H a m il t o n -jA C O B ieche 
G le ic h u n g  r e d u z ie r t  s ic h  n u n  a u f

_1_
2m j)]

k
r E .

D e r  T e r m  in  d e r  g e s c h w e if te n  K la m m e r  e n th & lt n u r  0 u n d  m uB  d e s h a lb  
w ie d e r u m  e in e  K o n s t a n t e  s e in  :

W f  , «I
,0 0  )  ^  s in 2 0

=  <4. (9 -6 3 b )

D ie  H A M iLTO N -jA C O Bische G le ic h u n g  e n t h a l t  n u n  n u r  n o c h  d ie  A b  
h & n g ig k e it  v o n  r :

(9 -63c)

J e d e  d e r  d r e i  e in z e ln e n  G le ic h u n g e n  (9 -63 ) e n t s p r i c h t  e in e m  E r h a l -  
t u n g s s a t z  d e r  B e w e g u n g . D ie  e r s te  b e s a g t ,  d a B  p*, d ie  K o m p o n e n te  
d e s  D r e h im p u ls e s  l a n g s  d e r  f e s te n  P o la c h s e ,  e in e  K o n s ta n t e  d e r  B e 
w e g u n g  i s t .  G l. (9 -6 3 b )  k a n n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

Pi + V* 2 ♦ T " =  a j .  s in 2 0

N u n  l a u t e t  d ie  H A M IL T O N -F u n k tio n  in  e b e n e n  P o la r k o o r d in a te n

D a r in  i s t  p  d e r  B e t r a g  d e s  G e s a m td r e h im p u ls e s .  D e r  V e rg le ic h  m it  d e r  
H A M IL T O N -F unk tion  in  G l. (9 -6 0 ) z e ig t, d aB  a* m i t  p  z u  id e n tif iz ie re n  
i s t .  G l. (9 -6 3 b ) b e s c h r e ib t  d e s h a lb  d ie  E r h a l tu n g  d e s  G e s a m td r e h 
im p u ls e s . G l. (9 -6 3 c) sc h lie B lic h  e n t s p r i c h t  d e r  E r h a l tu n g  d e r  E n e rg ie .

D ie  G l. (9 -63 ) k o n n e n  u n m i t t e l b a r  i n te g r ie r t  w e rd e n . S ie  l ie fe m  d ie  
F o r m  d e r  e rz e u g e n d e n  F u n k t io n .  A lle rd in g s  i s t  d ie s e r  S c h r i t t  p r a k -  
t i s c h  v o n  g e r in g e m  I n te r e s s e ,  d a  u n s  in  e r s t e r  L in ie  d a r a n  l ie g t, d ie  
W ir k u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  z u  e r h a l te n .  E s  g ib t  d re i  W irk u n g s -  
v a r ia b le n ,  d e f in ie r t  d u r c h

=  <j>ρ ψ ά φ  =  j ) άφ, (9 -6 4 a )
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J 2 =  J e =  (j) ρθ de =  <j> (9 -6 4 b )

CO III v, 1 II * II (9 -6 4 c )

W e g e n  d e r  G l. (9 -6 3 ) k o n n e n  d ie se  d r e i  D e f in i t io n s in te g r a le  g e s c h r ie b e n  
w e r d e n :

Jφ ~  j *  αΦ άΦ, (9 -6 5 a )

(9 -6 5 b )

- i * .r2
(9 -6 5 c)

D a s  e r s te  I n t e g r a l  i s t  t r i v i a l ;  Φ d u r c h l a u f t  b e i  e in e m  v o l l s ta n d ig e n  
U m la u f  d e n  W in k e l  2π, u n d  e s  i s t  d e s h a lb

Jc}> — 2ποίφ =  2πρφ. (9 -6 6 )

D ie se s  E r g e b n is  h a t t e  m a n  b e r e i ts  v o r a u s s a g e n  k o n n e n ,  d e n n  φ i s t  
e in e  z y k lis c h e  K o o r d in a te  in  H , u n d  G l. (9 -6 6 ) i s t  le d ig l ie h  e in  sp e -  
z ie lle r  F a l l  d e r  G l. (9 -3 4 ')  f u r  d ie  W ir k u n g s v a r ia b le n ,  d ie  z y k l is c h e n  
K o o r d in a te n  e n ts p r e c h e n .  D ie  I n t e g r a t i o n  d e r  G l. (9 -6 5 b ) b i e t e t  k e in e  
b e s o n d e re  m a th e m a t i s c h e  S e h w ie r ig k e it  u n d  w ir d  a m  e in f a e h s te n  n a c h  
e in e m  V e r f a h r e n  a u s g e f i ih r t ,  d a s  v o n  J .  H .  v a n  V l e c k  s t a m m t .  E s  se i 
w ie d e rh o l t ,  d aB  d a n n ,  w e n n  d ie  D e f in i t io n s g le ie h u n g e n  f u r  d ie  g e n e r a -  
l i s ie r te n  K o o r d in a te n  d ie  Z e i t  n i c h t  e x p l iz i t  e n th a l t e n ,  g i l t :

(v g l. A b s c h n . 2 -6). D r u c k t  m a n  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  so w o h l in  
s p h a r is c h e n  a ls  a u c h  in  e b e n e n  P o la r k o o r d in a te n  a u s ,  so  fo lg t

PrT +  ρθ6 +  ΡφΦ =  p rf  +  ρψ,

w o b e i Ψ d e r  e b e n e  A z im u tw in k e l  d e s  T e i lc h e n s  a u f  s e in e r  B a h n  is t .  
D e m n a c h  k a n n  p 6dd in  G l. (9 -6 4 b ) d u r c h  ρ ά ψ — ρ φ ά φ β r s e t z t  w e rd e n , 
u n d  d ie  W ir k u n g s v a r ia b le  w ird

Je =  £ V άψ ~  £ Ρφ άφ.

D u r c h la u f t  Θ e in e n  v o l ls ta n d ig e n  L ib r a t io n s z y k lu s ,  so  a n d e r n  s ic h  φ 
u n d  ψ u m  2π  u n d  d ie  I n t e g r a te  r e d u z ie re n  s ic h  a u f

Je ~  2ττ(ρ —  ρφ) = 2π(α* —  αφ). (9-67)
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D a e  l e t z t e  I n t e g r a l  ( f u r  J r) k a n n  n u n  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

Jr  = y *  y j2 m E  dr. (9 -68 )

N a c h  A u s f i ih r u n g  d e r  I n t e g r a t i o n  k a n n  d ie se  G le ic h u n g  n a e h  d e r  
E n e r g ie  E  =  H  in  A b h a n g ig k e i t  v o n  d e n  d re i  W irk u n g s v a r ia b le n  
J+, J$, Jr  a u fg e lo s t  w e rd e n . W ir  s te l le n  f e s t f daB  J+ u n d  J§ in  E  n u r  in  
d e r  K o m b in a t io n  J 9 +  J * a u f t r e t e n  k o n n e n , u n d  d a B  d e m n a c h  d ie  e n t -  
s p re c h e n d e n  F r e q u e n z e n  u n d  v9 g le ic h  s e in  m u s s e n  u n d  a u f  e in e  
E n t a r t u n g  h in w e is e n . D ie se s  E r g e b n is  s e t z t  n i c h t  v o ra u s , d aB  d ie  
Z e n t r a l k r a f t  d u r c h  e in  G e s e tz  d e s  r e z ip ro k e n  A b s ta n  d s  - Q u  a d  r a t e s  
d a r g e s t e l l t  w e rd e n  k a n n ;  jede Bewegung, die dutch eine Zentralkraft 
hervorgerufen u ir d , w / m indestens einfach entartet.

A bb. 9*3. D ie kom plexe r-E bene  in der N achbarechaft der reellen A chsa: 
d ie  bei d e r B erechnung  v on  Jr a u ftre ten d en  In teg ra tionsw ege sind eingezeichnet.

D a s  in  G l. (9 -6 8 ) e n th a l t e n e  I n t e g r a l  k a n n  a u f  e le m e n ta r e  W eise  
g e lo s t  w e rd e n , je d o c h  la B t s ic h  d ie  I n t e g r a t i o n  a m  e le g a n te s te n  u n d  
r a s c h e e te n  a u s f i ih r e n ,  w e n n  m a n  d ie  R e s id u e n m e th o d e  v e rw e n d e t .  
D ie se s  V e r f a h r e n  w u r d e  h ie r f i i r  z u e r s t  v o n  S o m m e r f e l d  a n g e w e n d e t .  
F u r  d ie  L e s e r ,  d ie  m it  d ie s e m  V e r fa h re n  v e r t r a u t  s in d , w o llen  w ir  d ie  
S c h r i t t e  d a r le g e n ,  d ie  b e i d e r  I n t e g r a t i o n  v o n  G l. (9 -68) v o rz u n e h m e n  
s in d .  E in e  g e b u n d e n e  B e w e g u n g  k a n n  n a t i i r l i c h  n u r  d a n n  a u f t r e te n ,  
w e n n  E  n e g a t iv  i s t  (v g l. A b s c h n . 3 -3 ), u n d  d a  d e r  I n t e g r a n d  g le ic h  
Pr ~  tn t i s t .  s in d  d ie  G re n z e n  d e r  B e w e g u n g  d u r c h  d ie  W u rz e ln  rx u n d  
r 2 d e s  A u s d r u c k e s  u n t e r  d e m  W u rz e lz e ic h e n  d e f in ie r t .  W e n n  r ,  w ie  in  
A b b . 3 -6  d ie  in n e re  G re n z e  is t .  g e h t  e in  v o l ls ta n d ig e r  r -Z y k lu s  v o n  rx 
n a c h  r 2 u n d  d a n n  w ie d e r  z u r i ic k  n a c h  r , .  A u f  d e r  a u B ere n  H a l f te  d e s  
W e g e s , v o n  rx n a c h  r 2, i s t p r p o s i t iv ,  u n d  w ir  h a b e n  d ie  p o s i t iv e  Q u a d r a t -  
w u rz e l  z u  n e h m e n .  J e d o c h  a u f  d e m  R iic k w e g  n a c h  rx i s t  p r n eg a tiv e  
u n d  d ie  Q u a d r a tw u r z e l  m uB  e b e n fa l ls  n e g a t iv  se in . D ie  I n te g r a t io n  
e n t h a l t  s o m it  b e id e  Z w e ig e  e in e r  z w e id e u tig e n  F u n k t io n .  r x u n d  r 2 
s in d  d ie  V e rz w e ig u n g s p u n k te .  F o lg lic h  k a n n  d ie  k o m p le x e  E b e n e  a ls  
B l a t t  e in e r  R iEM A X N schen F la c h e  d a r g e s te l l t  w e rd e n , d ie  Ik n g s  d e r  
r e e l le n  A c h se  v o n  rx b is  r 2 a u fg e s c h n i t te n  is t (s ie h e  A b b . 9 -3).

D a  d e r  I n te g r a t io n s w e g  d ie  L in ie  z w isc h e n  d e n  V e rz w e ig u n g s-  
p u n k t e n  u m s c h lie B t, k a n n  d ie  R e s id u e n m e th o d e  n ic h t  d i r e k t  a n g e -
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w e n d e t  w e rd e n . W ir  k o n n e n  je d o c h  d e n  W e g  a u c h  so  a u f fa s s e n , a ls  
u m sc h lie B e  e r  d e n  g e s a m te n  R e s t  d e r  k o m p le x e n  E b e n e .  D ie  I n t e g r a -  
t io n s r ic h tu n g  i s t  n u n  a l le rd in g s  u m g e k e h r t  ( im  U h r z e ig e r s in n ) .8 D e r  
I n t e g r a n d  i s t  in  d ie s e m  G e b ie t  e in d e u t ig ,  u n d  e s  b e s t e h t  n u n  k e in e  
E in s c h r a n k u n g  f u r  d ie  A n w e n d u n g  d e r  R e s id u e n m e th o d e .  E s  g ib t  
n u r  zw ei S in g u la r i t a t e n ,  n a m l ic h  d e n  U r s p r u n g  u n d  U n e n d l ic h .  D e r  
I n te g r a t io n s w e g  k a n n  z u  z w e i K r e is e n  a u s e in a n d e r g e z o g e n  w e r d e n ,  d ie  
d ie se  zw ei P u n k t e  im  U h r z e ig e r s in n  u m sc h lie B e n . N u n  m u B  d a s  V o r-  
z e ic h e n  v o r  d e r  Q u a d r a tw u r z e l  im  I n t e g r a n d e n  f u r  d a s  G e b ie t  la n g s  
d e r  r e e l le n  A c h se  u n t e r h a lb  rx n e g a t iv  s e in , w ie  m a n  d u r c h  e in e  U n te r -  
s u c h u n g  d e s  V e r h a l te n s  d e r  F u n k t i o n  in  d e r  N a c h b a r s c h a f t  v o n  rx 
s e h e n  k a n n .  W e n n  d e r  I n t e g r a n d  d a r g e s t e l l t  w ir d  d u r c h

so  i s t  d a s  R e s id u u m  a m  U r s p r u n g

Ro =  — V ^ C .

O b e rh a lb  r2 i s t  d a s  V o rz e ic h e n  d e r  Q u a d r a tw u r z e l  a u f  d e r  r e e l le n  
A c h se  p o s i t iv .  D a s  R e s id u u m  e r h a l t  m a n  n a c h  d e m  g e b r a u c h l ic h e n  
V e r fa h re n ,  in d e m  m a n  d ie  I n t e g r a t i o n s v a r i a b l e  in  z =  r~l a b a n d e r t :

+  2Bz -  Cz2 dz.

D ie  E n tw ic k lu n g  u m  z =  0 l i e f e r t  d a s  R e s id u u m

p ______ § _
· "  V a

D a s  g e s a m te  I n t e g r a l  i s t  d a s  — 27rt-fache  d e r  S u m m e  d e r  R e s id u e n :

Jr

o d e r ,  w e n n  m a n  d ie  K o e f f iz ie n te n  A , B  u n d  C  s u b s t i t u i e r t :

J r =  — (Jθ +  J<>) +  irk (9-69)

8 U m  sich diese A nderung  des S tan d p u n k te s  vorzustellen , is t  es zw eckm afiig, 
sich die kom plexe E bene als stereograph ische  P ro jek tio n  a u f  d ie  O berflache 
einer K ugel vorzustellen , wobei der U rsp rung  am  Siidpol u n d  der P u n k t oo am  
N ordpol lieg t. D ie reelle Achse w ird  ein M erid iankreis, d e r die beiden  Pole ver- 
b inde t. Je d e r  geschlossene In teg ra tionsw eg  a u f  d e r K ugel te ilt  die O berflache der 
K ugel in  zwei G ebiete. M an k an n  den W eg d an n  so ansehen, als um schliefle e r 
jedes der zwei G ebiete, je  nachdem  w elche In teg ra tio n srich tim g  gew ahlt w ird .
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G l. (9 -6 9 ) l ie f e r t  d ie  f u n k t io n a le  A b h a n g ig k e i t  v o n  H  v o n  d e n  W ir-  
k u n g s v a r i a b l e n ; l o s t  m a n  n a m l ic h  n a c h  E  a u f ,  so  i in d e t  m a n

2*2mfc2
{ J r + J . +  J J *

(9-70)

E s  se i b e m e r k t ,  d aB , w ie  v o r h e r g e s a g t ,  J 9 u n d  n u r  in  d e r  K o m b i-  
n a t i o n  J 9 +  J<> a u f t r e t e n .  M e h r  n o c h , a lle  d re i  W ir k u n g s v a r ia b le n  
e r s c h e in e n  n u r  in  d e r  F o r m  J r +  ^ - ( - J ^ D e m n a c h  s in d  a l le  F re q u e n z e n  
g l e i c h ; die Bewegung ist vollstandig entartei. D ie se s  E rg e b n is  h a t t e  m a n  
a u c h  b e r e i t s  f r l ih e r  v o r a u s s a g e n  k o n n e n , d e n n  w ir  w isse n , d a b  be i e in e m  
K r a f tg e s e tz  d e r  F o r m  1 /r2 d ie  B a h n  f i i r  n e g a t iv e  E n e r g ie n  g e sch lo ssen  
is t .  B e i e in e r  g e s c h lo s s e n e n  B a h n  is t  d ie  B e w e g u n g  e in fa c h  p e rio d isc h  
u n d  d e s h a lb  v o l l s ta n d ig  e n t a r t e t .  AVenn d ie  Z e n t r a l k r a f t  e in e n  T e rm  
r " 8 e n t h a l t ,  d e r  in fo lg e  r e la t iv i s t i s c h e r  K o r r e k tu r e n  a u f t r i t t ,  d a n n  is t  

d ie  B a h n  n i c h t  m e h r  g e s c h lo s s e n , s o n d e m  sie  h a t  d ie  F o r m  e in e r  p ra z e s -  
s ie r e n d e n  E l l ip s e .  E in e  d e r  E n ta r tu n g e n  w ird  in  d ie s e m  F a l le  a u fg e -  
h o b e n ,  a b e r  d ie  B e w e g u n g  i s t  n o c h  e in fa c h  e n t a r t e t ,  d a  f u r  a lle  Z e n tr a l-  
k r a f t e  νθ =  νφ g i l t .  D ie  e in e  F r e q u e n z  f i i r  d ie  B e w e g u n g  i s t  g e g e b e n  
d u r c h

dH _  dH dH __ 4Tfrnk*
dJr dJ9 d j j  (Jr +  j§  +  j+ )1

W e n n  w ir  d ie  S u m m e  d e r  J  d u r c h  d ie  E n e r g ie  v e rm o g e  d e r  G l. (9 -70) 
a u e d r i ic k e n ,  so  i s t  d ie  P e r io d e  d e r  B a h n

r  — xfc
m

- 2  E*
(9 -71)

D ie ee  F o r m e l  f i i r  d ie  P e r io d e  s t i m m t  m i t  d e m  d r i t t e n  KEPLERschen
G e s e tz  (G l. (3 -5 4 ))  u b e re in ,  w e n n  m a n  s ic h  d a r a n  e r in n e r t ,  d aB  d ie
g ro B e  H a lb a c h s e  a  g le ic h  —  k /2E  i s t .

D ie  e n t a r t e t e n  F r e q u e n z e n  k o n n e n  d u r c h  e in e  K o n ta k t t r a n s f o r m a -
t io n  a u f  e in e n  n e u e n  S a tz  v o n  W irk u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  e lim i-
n i e r t  w e rd e n , in d e m  m a n  d a b e i  d e m  im  v o r ig e n  A b s c h n i t t  d a rg e s te l l te n
V e r f a h r e n  fo lg t .  W e r d e n  d ie  E n ta r tu n g s b e d in g u n g e n  a u s g e d r i ic k t
d u r c h  A λH — v9 = 0, v9 — vT = 0,

so  i s t  d ie  g e e ig n e te  e rz e u g e n d e  F u n k t io n

F =  (ΐΰφ — w9)J[ +  (to9 — wr)J% +  to J i  (9-72)
D ie  n e u e n  W in k e lv a r ia b le n  s in d

w[ =  w + — w9> 
w'2 =  We — Wr,

=  Wr,
(9-73)
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u n d  zw ei d e r  n e u e n  F r e q u e n z e n  v[ u n d  v ^ s in d , w ie  b e a b s ic h t ig t ,  N u l l .  
D ie  n e u e n  W ir k u n g s v a r ia b le n  k o n n e n  w ir  a u s  d e n  T r a n s f o r m a t io n s -  
g le ie h u n g e n

J<t> — J u 
Je =  A -  J'u 
Jr =  J i -  J'2

e r h a l te n .  D a s  l ie f e r t  d ie  B e z ie h u n g e n

J[
J f2
J f3

J Φ)
Jφ J
Jφ "f" J$ “1” J r·

(9 -7 4 )

Mit diesen transformierten Variablen lautet die HAMiLTON-Funktion

H  = -
W m k 2

J 'l (9 -7 5 )

H  e n t h a l t  n u r  d ie  W ir k u n g s v a r ia b le ,  f u r  d ie  d ie  e n ts p r e c h e n d e  F r e -  
q u e n z  v o n  N u l l  v e rs c h ie d e n  is t .

D ie  W e r te  d e r  W in k e lv a r ia b le n  u n d  ih r e  p h y s ik a l is e h e  B e d e u tu n g  
im  Z u s a m m e n h a n g  m i t  d e r  B a h n  e r h a l t  m a n  a u s  d e n  T r a n s f o r m a t io n s -  
g le ic h u n g e n

dW
Wi =  d j ;  * <9 ‘7 6 )

D ie  I n t e g r a t i o n  d e r  G l. (9 -63 ) l ie f e r t  W  in  A b h a n g ig k e i t  v o n  d e n  K o n -  
s t a n t e n  d e r  B e w e g u n g  p , u n d  E , u n d  d a m i t  in  A b h a n g ig k e i t  v o n  d e n
W ir k u n g s v a r ia b le n .  D ie se  F u n k t i o n  k a n n  n u n  in  d ie  G l. (9 -7 6 ) e in g e -  
s e t z t  w e rd e n  u n d  s t e l l t  d a m i t  e in e n  Z u s a m m e n h a n g  z w is c h e n  d e n  w  
u n d  d e n  K o n s ta n te n  d e r  B e w e g u n g  h e r .  I n  d e r  P r a x i s  w e rd e n  d ie  I n t e -  
g r a t io n e n  o f t  r e c h t  la n g w ie r ig . G lu c k lic h e rw e is e  r e ic h e n  e in ig e  q u a l i 
t a t i v e  B e t r a c h tu n g e n  a u s ,  u m  d ie  B e d e u tu n g  d e r  k o n s t a n te n  W in k e l-  
k o o r d in a te n  w\ u n d  w'2 a u fz u z e ig e n . D ie  W ir k u n g s v a r ia b le  J[  i s t  d a s  
27r-fache d e r  K o m p o n e n te  d e s  D r e h im p u ls e s  la n g s  d e r  P o la c h s e ,  u n d  
d e m n a c h  m uB  se in e  k o n ju g ie r te  W in k e lv a r ia b le  e in  f e s te r  D re h w in k e l  
u m  d ie se  A c h se  se in . D e r  W in k e l  d e r  K n o te n l in ie  (d ie  L im e , d ie  d u r c h  
d e n  S c h n i t t  d e r  B a h n e b e n e  m i t  d e r  A q u a to r ia le b e n e  g e b i ld e t  w ird )  i s t  
e in  s o le h e r  W in k e l ,  u n d  w[ k a n n  s ic h  d e s h a lb  v o n  ih m  n u r  d u r c h  e in e  
K o n s ta n t e  u n te r s c h e id e n  (d e r  W e r t  d ie s e r  K o n s t a n t e n  m u B  d u r c h  d ie  
e x p l iz i te  I n t e g r a t i o n  b e s t im m t  w e rd e n ) .  A h n l ic h  g i l t  J 2= J 0 +  Jφ = 2πp  
u n d  i s t  s o m i t  p r o p o r t io n a l  z u m  g e s a m te n  D r e h im p u ls .  D e r  k o n ju g ie r te  
W in k e l  w'2 i s t  d e s h a lb  a u f  e in e n  f e s te n  W in k e l  in  d e r  B a h n e b e n e  b e - 
z o g e n , w ie  z u m  B e is p ie l  a u f  d e n  W in k e l  z w isc h e n  d e m  P e r ih e l  u n d  d e r
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K n o te n l in ie .  E s  se i a u c h  b e m e r k t ,  daB  d a s  V e r h a l tn is  J'l/J'i d e r  K o s in u s  
d e s  W in k e ls  z w isc h e n  d e r  P o la c h s e  u n d  d e m  D r e h im p u ls v e k to r  se in  
m u B . D ie se  d r e i  G ro B e n  w'u w f2 u n d  J[/J '2 s in d  in  W ir k l ic h k e i t  d ie  
E tJL E R sch en  W in k e l ,  d ie  d ie  O r ie n t ie r u n g  d e r  B a h n  im  R a u m  b e - 
s t im m e n .

D ie  M e th o d e  d e r  W ir k u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  w ird  e in e m  w a h r -  
s c h e in l ic h  n i c h t  a ls  d e r  k i i r z e s te  W e g  e r s c h e in e n , d a s  K E P L E R -P ro b lem  
zu  lo s e n , u n d  d ie  p r a k t i s c h e  N u tz l i c h k e i t  d e s  V e r fa h re n s  k a n n  w o h l in  
F r a g e  g e s t e l l t  w e r d e n . W ir  h a b c n  g e s e h e n , d aB  d e r  V a r ia b le n s a tz  
(w', J f) d a z u  d ie n t ,  d ie  L a g e  d e r  B a h n  im  R a u m  fc s tz u lc g e n , u n d  e s  is t  
a u c h  m o g lic h , d ie  G e s ta l t  u n d  F o r m  d e r  B a h n  (d .h . d ie  g roB e H a lb -  
a c h s e  u n d  d ie  E l l i p t i z i t a t )  m i t  H ilfe  d e r  J[ a u s z u d n ic k e n .  D iese  Y a r ia -  
b le n  s in d  d e s h a lb  z u m  S tu d iu m  d e r  a s t r o n o m is c h e n  P la n e te n b a h n e n  
b e s o n d e r s  g e e ig n e t ,  w o b e i d e r  S a tz  (u / , J ')  d e r  W irk u n g s -  u n d  W in k e l 
v a r i a b le n  a ls  d ie  D e l a y s  a  Y sc^en  Elemcnic d e r  B a lm  b e k a n n t-  s in d . 
AVenn n u r  zw e i K o r p e r  a n  d e r  B e w e g u n g  te i lh a b e n ,  s in d  d ie se  E le m e n te  
( m it  A u s n a h m e  v o n i / ^ e x a k t  K o n s ta n t e n  d e r  B e w e g u n g . W e n n  je d o c h  
k le in e  S to r u n g s k r a f t e  w irk e n , d ie  z u m  B e isp ie l  v o n  a n d e r e n  P la n e te n  
o d e r  S a te l l i t e n  h e r r i ih r e n ,  k a n n  d ie  B e w e g u n g  o f t  d u r c h  e in e  la n g s a m e  
z e i t l ic h e  A n d e r u n g  d ie s e r  E le m e n te  d a r g e s te l l t  w e rd e n . D ie  W irk u n g s -  
u n d  W in k e lv a r ia b le n  l ie fe rn  e in  b e d e u te n d e s  H i l f s m it te l  f u r  d a s  S t u 
d iu m  d e r  E f f e k te  s o lc h e r  S to r u n g e n .

L a n g e  Z e i t  b l ie b e n  d ie  W irk u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  e in  e s o te r i -  
s c h e s  V e r f a h r e n  d e r  k la s s is c h e n  M e c h a n ik , d a s  n u r  v o n  A s tro n o m e n  
v e r w e n d e t  w m rde. D ie  S i tu a t io n  i in d e r te  s ic h  r a p id e  m it  d e r  E n t s t e h u n g  
d e r  B o H R sch e n  Q u a n  te n  th e o r ie  d e s  A to m s , d e n n  m a n  f a n d , d aB  d ie  
Q u a n te n b e d in g u n g e n  a m  e in f a c h s te n  m it  H ilfe  d e r  W irk u n g s v a r ia b le n  
a u f g e s te l l t  w e r d e n  k o n n e n .  I n  d e r  k la s s is c h e n  M e c h a n ik  b e s i tz e n  d ie  
A V irk u n g sv a r ia b le n  e in e n  k o n t in u ie r l ic h e n  W e r te b e re ic h ,  d a s  is t  a b e r  
in  d e r  Q u a n te n m e c h a n ik  n ic h t  m e h r  d e r  F a l l .  D ie  Q u a n te n lx * d in g u n g e n  
v o n  S o m m e r f e l d  u n d  W il s o n  fo rd e rn ,  d aB  d ie  B e w e g u n g  a u f  so lc h e  
B a h n e n  b e s c h r a n k t  is t ,  f u r  d ie  d ie  ,,E ig e n ’’- W ir k u n g s v a r ia b le n  d is k r e te  
W e r te  h a b e n ,  d ie  g a n z z a h l ig e  V ie lfa c h e  d e s  W ir k u n g s q u a n tu m s  h s in d . 
(M it , ,E ig e n ” - W ir k u n g s v a r ia b le n  s in d  d ie je n ig e n  J  g e m e in t ,  d e re n  
F r e q u e n z e n  n ic h t  e n t a r t e t  u n d  v e rs c h ie d e n  v o n  N u ll  s in d . Z u m  B e i
sp ie l i s t  J 3 e in e  , ,E ig e n ’’-W ir k u n g s v a r ia b le .)  W ie  S o m m e r f e l d  s a g te , 
l ie f e r t  s o m it  d ie  M e th o d e  d e r  W irk u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  ,,e in e n  
K o n ig s w e g  z u r  Q u a n t i s ie r u n g ” . M an  h a t t e  n u r  d a s  P ro b le m  in  d e r  
k la s s is c h e n  M e c h a n ik  u n t e r  V e rw e n d u n g  v o n  W irk u n g s -  u n d  W in k e l
v a r ia b le n  zu  lo se n , u n d  d ie  B e w e g u n g  k o n n te  u n m i t t e l b a r  q u a n t i s i e r t  
w e rd e n , in d e m  m a n  d ie  J  d u r c h  g a n z z a h l ig e  V ie lfa c h e  d e r  P l a n CRsc h e n  
K o n s ta n t e n  h e r s e tz te .



9-7 Das Kepler-P roblem  m it W irku ngs- und W inkelvariablen 339

A ls  B e is p ie l  d ie s e s  V e r f a h r e n s  se i b e m e r k t ,  d aB  d ie  q u a n t i s i e r t e n  
E n e r g ie te r m e  e in e s  W a s s e r s to f f a to m s  s o f o r t  a u s  G l. (9 -7 5 ) fo lg e n , 
w e n n  k  g le ic h  Ze2 g e s e tz t  u n d  d u r c h  nh  e r s e t z t  w i r d :

E —  ̂ ^ ·  0 - 7 7 )

H ie r  w ird  d ie  g a n z e  Z a h l  n d ie  Hauptquantenzahl g e n a n n t .  S ie  i s t  d ie  
e in z ig e  Q u a n te n z a h l  f u r  d a s  v o l l s ta n d ig  e n t a r t e t e  S y s te m . D ie  E n t -  
a r t u n g  w ird  te i lw e is e  a u fg e h o b e n , w e n n  r e la t iv i s t i s c h e  K o r r e k tu r e n  
e in g e f i ih r t  w e rd e n . D ie se  r u f e n  e in e  P r a z e s s io n  d e s  P e r ih e ls  in  d e r  
B a h n e b e n e  h e rv o r .  D ie  W in k e lv a r ia b le  w'2, d ie  d ie  L a g e  d e s  P e r ih e l s  
m iB t, a n d e r t  s ic h  d a n n  m i t  d e r  Z e i t  u n d  d ie  k o n ju g ie r te  W ir k u n g s -  
v a r ia b le  w ird  e in e  , ,E ig e n ” -V a r ia b le  u n d  m u B  a u c h  q u a n t i s i e r t  s e in :

J'2 = kh.
D a b e i i s t  k d ie  B a ^ n q u a n te n z a h l .  D a  so w o h l v'3 a ls  a u c h  v'2 v o n  N u l l  
v e r s c h ie d e n  s in d , m u B  d ie  E n e r g ie  so w o h l v o n  Ji&\s a u c h  J'2) d .h .  v o n  n 
u n d  k a b h a n g e n .  W ir  e r h a l t e n  d a m i t  d ie  w o h lb e k a n n te  r e la t iv i s t i s c h e  
F e i n s t r u k tu r  d e r  W a s s e r s to f fn iv e a u s .  D ie  E n t a r t u n g  k a n n  v o l l s ta n d ig  
a u fg e h o b e n  w e rd e n , in d e m  m a n  e in  k o n s t a n te s  M a g n e tf e ld  la n g s  d e r  
w il lk u r l ic h e n  P o la c h s e  e in f u h r t .  D ie  B a h n e b e n e  f u h r t  d a n n  e in e  
L A R M O R -Prazession  u m  d ie  P o la c h s e  a u s  u n d  r u f t  s o m i t  e in  g le ic h -  
fo rm ig e s  A n w a c h s e n  d e r  W in k e lv a r ia b le n  w[ m i t  d e r  Z e i t  h e r v o r .  J[ w ir d  
d e s h a lb  e in e  ,, E ig e n ” -^W irkungs v a r ia b le  b e i d e r  A n w e s e n h e i t  e in e s  
M a g n e tfe ld e s  u n d  m uB  e b e n f a l l s  d e n  Q u a n te n b e d in g u n g e n  g e n u g e n :

J[ = mh.
m i s t  d ie  magnetische Q u a n te n z a h l .  D ie  E n e r g ie  h a n g t  n u n  v o n  a lie n  
d re i  Q u a n te n z a h le n  a b ,  u n d  d ie  B e s e i t ig u n g  d e r  E n t a r t u n g  a u f  d ie se  
W eise  f u h r t  so  a u f  d ie  ΖΕΕΜΑΝ- A u f s p a l tu n g  d e r  A to m te r m e .9

W a h r e n d  d e r  B l i i te z e i t  d e r  a l t e n  Q u a n te n th e o r ie  w u rd e  d e m  V e r- 
f a h r e n  d e r  W irk u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  n a tu r l i c h  g ro B e  A u fm e rk -  
s a m k e i t  g e w id m e t,  u n d  e in e  Z e i t  la n g  w a r  s ie  d a s  ta g l ic h e  H i l f s m i t te l  
f u r  d e n  fo r s c h e n d e n  th e o r e t i s c h e n  P h y s ik e r .  S c h o n  n a c h  d e m  e in f a c h e n  
W a s s e r s to f f a to m  w u rd e n  d ie  P r o b le m e  je d o c h  z u n e h m e n d  k o m p li-  
z ie r te r ,  a ls  d aB  sie  n o c h  k la s s is c h  h a t t e n  g e lo s t  w e rd e n  k o n n e n ,  u n d  e s  
w u rd e  n o tw e n d ig , v ie le  d e r  z u s a tz l ic h e n  K r a f t e  a ls  k le in e  S to r u n g e n  
zu  b e h a n d e ln .  W ie d e r  w a n d te  s ich  d e r  P h y s ik e r  a n  d e n  A s tr o n o m e n , 
d ie s e s  M ai, u m  sic h  d ie  T e c h n ik  d e r  S to r u n g s r e c h n u n g c n  in  d e r  k la s s i-  
sc h e n  M e c h a n ik  a u s z u le ih e n . O b w o h l e s  v ie le  A h n l ic h k e i te n  z w isc h e n

9 Die so e rh a ltene  A ufsp altu n g  s te llt  n u r  den  norm alen  Z e e m a n -E ffekt dar. 
D er w irkliche anorm ale ΖΕΕΜΑΝ-E ffekt k an n  n a tu rlich  n u r  du rch  E inbeziehung  
der W irkungen  des „S p in s”  b erechnet w erden .
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d e r  k la s s is c h e n  S to r u n g s th e o r ie  u n d  d e n  S to r u n g s m e th o d e n  d e r  W e lle n -  
m e c h a n ik  g ib t ,  s in d  d ie  k la s s is c h e n  V e r fa h re n  w e it  h a u f ig e r  a ls  ih re  
q u a n te n th e o r e t i s c h e n  G e g e n s ti ic k e  a n z u t r e f f e n ,  b e s o n d e rs  d a n n ,  w en n  
E n t a r t u n g  a u f t r i t t .

E s  w u rd e  je d o c h  b a ld  o f fe n s ic h t l ic h , d aB  d ie  S c h w ie r ig k e ite n  n ic h t  
a l le in  m a th e m a t i s c h e r  N a t u r  w a r e n ;  d ie  B o R R sch e  Q u a n te n th e o r ie  
w a r  e in f a c h  k e in  g e n a u e s  A b b i ld  d e r  N a t u r .  E s  i s t  w o h lb e k a n n t ,  daB  
d ie s e r  t o t e  P u n k t  d u r c h  d ie  f a s t  g le ic h z e it ig e  E in f l ih r u n g  d e r  W e lle n -  
u n d  M a t r iz e n m e c h a n ik  i ib e rw u n d e n  w u rd e . D ie  V e r fa h re n  z u r  L o su n g  
q u a n te n th e o r e t i s c h e r  P r o b le m e  w a re n  in  d ie s e n  n e u e n  T h e o r ie n  v o llig  
a n d e r s ,  n n d  d a s  I n t e r e s s e  a n  W irk u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  v e r-  
s c h w a n d  g a n z  p lo tz l ic h .  J e t z t  s in d  sie  w ie d e r  in  d e n  a u ssc h lie B lic h en  
B e re ic h  d e r  A s tr o n o m ie  (u n d  in  L e h r b i ic h e r  l ib e r  k la s s is c h e  M e c h a n ik )  
z u r l i c k g e k e h r t .  D o c k  e in ig e  d e r  B e g r if fe  s in d  g e b lie b e n  -  w ie  e tw a  E n t 
a r t u n g  u n d  d e r  Z u s a m m e n h a n g  z w isc h e n  E n t a r t u n g  u n d  d e n  S e p a ra -  
t io n s k o o r d in a te n  -  u n d  s in d  n o c h  e in  T e il  im  G e b a u d e  d e r  Q u a n te n -  
m e c h a n ik .

E s  i s t  s o n d e r b a r  g e n u g , d aB  d ie  W u rz e l  d e r  n e u e re n  W e lle n m e c h a n ik  
a u c h  a u s  d e r  H A M iLTO N -jA C O B ischen T h e o r ie  e n t s t a n d e n  is t .  W ie  d ie  
F o r m u l ie r u n g  d e r  k la s s is c h e n  M e c h a n ik  m i t  H ilfe  d e r  P o is s o N s c h e n  
K la m m e r n  a ls  A u s g a n g s p u n k t  d e r  M a tr iz e n m e c h a n ik  d ie n t ,  so  l ie g t  
d e r  U r s p r u n g  d e r  W e l le n m e c h a n ik  in  d e m  Z u s a m m e n h a n g  z w isch e n  
H a m il t o n -JA C O B ischer T h e o r ie  u n d  g e o m e tr i s c h e r  O p tik .  D em  S tu -  
d iu m  d ie se s  Z u s a m m e n h a n g e s  w o lle n  w ir  n u n  u n s e re  A u fm e rk s a m k e i t  
z u w e n d e n .

9-8 Hamilton-Jacobische Theorie, geometrische Optik und Wellen
mechanik

W i r  w o lle n  n u r  so lc h e  S y s te m e  b e t r a c h t e n ,  d e re n  H a m il t o n - 
F u n k t i o n  e in e  K o n s t a n t e  d e r  B e w e g u n g  u n d  m it  d e r  G e s a m te n e rg ie  
id e n t i s c h  is t .  D ie  HAM iLTONsche W ir k u n g s f u n k t io n  u n d  d ie  c h a r a k te -  
r i s t i s c h e  F u n k t i o n  s t e h e n  d a n n  in  fo lg e n d e m  Z u s a m m e n h a n g :

S(q, P , t) =  W(q, P ) -  Et. ί9 ' 7 8 )

D a  d ie  c h a r a k tc r i s t i s c h e  F u n k t io n  z e i tu n a b h a n g ig  is t ,  s in d  d ie  F la c h e n  
m i t  k o n s t a n te m  IF  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m  f e s t  a n g e o r d n e t .  E in e  
F la c h e , ' d ie  d u r c h  e in e n  k o n s t a n te n  W e r t  v o n  S  c h a r a k te r i s ie r t  w ird , 
m u B  z u  e in e r  g e g e b e n e n  Z e i t  m i t  e in e r  b e s o n d e re n  F la c h e  zu  k o n 
s t a n t e m  W  z u s a m m e n f a l le n .  D e r  W e r t  v o n  W , d e r  e in e m  d e f in ie r te n  
W e r t  v o n  S  e n t s p r i c h t ,  a n d e r t  s ic h  je d o c h  im  L a u fe  d e r  Z e i t  e n t -
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s p r e c h e n d  G l. (9 -7 8 ). S o  f a l le n  f u r  t =  0 d ie  F la c h e h  S  =  a  u n d  S  =  b 
m it  d e n  F la c h e n  W — a  b z w . W = b  z u s a m m e n  (v g l .  A b b . 9 -4 ). Ζ υ  e in e r  
Z e i t  dt s p a t e r  f a l le n  d ie  F la c h e  S  — a  m i t  d e r  F la c h e  W  =  a  +  E d t 
u n d  a h n l ic h  S  =  b m i t  d e r  F la c h e  W  =  b +  E dt  z u s a m m e n .  I n

W ir k l ic h k e i t  h a t  s ic h  d ie  F la c h e  
S  =  a  w a h r e n d  d e r  Z e i t  d t v o n  
W  =  a  n a c h  W  =  a  +  E dt  b e -  
w e g t .  D ie  B e w e g u n g  d e r  F la c h e  
im  L a u fe  d e r  Z e i t  i s t  d e m  F o r t -  
s c h r e i te n  e in e r  W e l le n f r o n t  a h n 
lic h , so  e tw a ,  w ie  s ic h  z u m  B e is p ie l  
e in e  S to b w e l le  d u r c h  d e n  R a u m  
f o r tp f la n z t .  D ie  F la c b e n  m i t  k o n -  
s t a n t e m  S  k o n n e n  d e s h a lb  a ls  
Wellenfronten  a n g e s e h e n  w e r d e n ,  
die im  K onfigurationsraum  fort- 
schreiten .

D a  d ie  F la c h e n  m i t  k o n s t a n te m  
S  im  a l lg e m e in e n  im  L a u f e  d e r  
Z e i t  ih r e  G e s t a l t  a n d e r n ,  w ird  d ie  

W e lle n g e s c h w in d ig k e it ,  d .h .  d ie  G e s c h w in d ig k e i t ,  m i t  d e r  s ic h  d ie  
F la c h e n  b e w e g e n , n ic h t  f u r  a l le  P u n k t e  a u f  d e n  F la c h e n  g le ic h  s e in . 
E s  i s t  je d o c h  m o g lic h , d e n  W e r t  d e r  W e l le n g e s c h w in d ig k e i t  a n  i r g e n d -  
e in e m  g e g e b e n e n  P u n k t  zu  b e re c h n e n . D e r  E in f a c h h e i t  h a lb e r  w o lle n  
w ir  e in  S y s te m  b e t r a c h t e n ,  d a s  n u r  a u s  e in e m  T e i le h e n  b e s t e h t ,  u n d  
c a r te s is c h e  L a g e k o o r d in a te n  a ls  g e n e r a l i s ie r te  K o o r d in a t e n  v e rw e n d e n .  
D e r  K o n f ig u r a t io n s r a u m  r e d u z i e r t  s ic h  d a n n  a u f  d e n  g e w o h n l ic h e n  
d r e id im e n s io n a le n  R a u m . D a d u r c h  w ird  d ie  G e o m e tr ie  d e s  P r o b le m s  
w e s e n tl ic h  v e re in f a c h t .  D ie  W e l le n g e s c h w in d ig k e i t  a n  e in e m  s p e z ie lle n  
P u n k t  a u f  e in e r  F la c h e  m i t  k o n s t a n t e m  S  i s t  d u r c h  d e n  z u r  F la c h e  
s e n k r e c h te n  A b s ta n d  g e g e b e n , d e n  d ie  W e l le n f r o n t  in  e in e m  in f in i te -  
s im a le n  Z e i t in te r v a l l  dt d u r c h w a n d e r t ,  g e te i l t  d u r c h  d a s  Z e i t i n t e r v a l l  
dt. W e n n  d e r  in f in i te s im a le ,  z u r  F l a c h e  n o r m a le  A b s ta n d  m i t  ds  b e -  
z e ic h n e t  w ird , d a n n  i s t  d ie  W e l le n g e s c h w in d ig k e i t

« - 1  <9 ·7 |»>

N u n  w a n d e r t  d ie  F la c h e  8  in  d e r  Z e i t  dt v o n  e in e r  F la c h e  W  n a c h  e in e r  
n e u e n  F la c h e ,  f u r  d ie  d e r  W e r t  d e r  c h a r a k te r i s t i s c h c n  F u n k t i o n  

W  +  d W  is t ,  w o b e i dW  =  E d l

g i l t .  D ie  A n d e ru n g  d W  s t e h t  zu  d e m  N o r m a le n a b s ta n d  ds  a u c h  in

W-a+Edt W=b+Edt

A bb. 9-4. D ie Bew egung der F la 
chen m it k o n stan tem  S  im  K onfigu ra
tionsraum .
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f o lg e n d e r  B e z ie h u n g :

dw = IVTFI da. (9-80)
so  d a B

da E (9-81)U ~  d t ~  \vw\
Der Betrag des Gradienten von W  wird durch die H a m il t o n - J a c o b i  
sche Gleichung geliefert. Diese hat die Form

V =  E

o d e r  e n ts p r e c h e n d
(V W y  =  2m (E  -  V).

D e m n a c h  i s t  d ie  W e l le n g e s c h w in d ig k e it

E
V 2 m (E  -  V)

(9*82)

(9-83)

(9*84)

Gl. (9-84) kann in verschiedenen Formen ausgedriickt werden. Cie 
Differenz zwischen E  und V  ist einfach die kinetische Energie T t so daB

-  E  
“ V2m f

ist. Fiir das betrachtete Einteilchensystem gilt 2m T  
Gl. (9-85) kann deshalb auch geschrieben werden:

t =  K  =  J L
p  m v

Gl. (9-85') besagt, daB die Geschwindigkeit eines Punktes auf einer 
Fl&che mit konstantem S  umgekehrt proportional der rkumlichen 
Geschwindigkeit des Teilchens ist, dessen Bewegung durch S  beschrie- 
ben Λvird. Man kann leicht zeigen, daB die Trajektorien des Teil
chens inimer zu den Flachen mit konstantem S  normal sein miissen. 
Die Richtung der Trajektorie an irgendeinem gegebenen Punkt im 
Raum ist durch die Richtung des Impulses p bestimmt. Wegen Gl. 
(9-21) gilt jedoch

p == VW . (9-86)
Also bestimmt der Gradient von W  die Normale zu den Fl&chen mit 
konstantem S  oder W . Eine Schar von Flachen mit konstantem W  
erzeugt somit einen Satz von Trajektorien moglicher Bewegungen, die

— m V  =  p*, und 

(9-85')
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s t e t s  n o r m a l  z u  d e n  F la c h e n  s in d . W e n n  s ic h  e in  T e i lc h e n  la n g s  e in e r  
d e r  T r a je k to r i e n  b e w e g t ,  so  w a n d e r n  d ie  F la c h e n  v o n  S } d ie  d ie  B e -  
w e g u n g  e rz e u g e n , a u c h  d u r c h  d e n  R a u m , a b e r  d ie  zw e i B e w e g u n g e n  
h a l te n  n ic h t  m i te in a n d e r  S e h r i t t .  T a t s a c h l i c h  b e w e g e n  s ic h  d ie  F l a c h e n  
ra s c h e r ,  w e n n  d a s  T e i lc h e n  la n g s a m e r  w ird , u n d  u m g e k e h r t .

B e i d ie s e n  B e t r a c h tu n g e n  h a b e n  w ir  u n s  a u f  e in  S y s te m  m i t  e in e m  
T e ilc h e n  b e s c h r a n k t ,  u rn  d ie  D is k u s s io n  z u  e r le ic h te r n .  D ie  m e is te n  
d e r  E rg e b n is s e  g e l te n  a b e r  a u c h  f u r  M e h r te i lc h e n s y s te m e ,  w e n n  w ir  
e in e n  K o n f ig u r a t io n s r a u m  v e rw e n d e n ,  d e s s e n  m e t r i s c h e r  T e n s o r  so  
b e s c h a f fe n  i s t ,  d a f i  e in  E le m e n t  d e r  B o g e n la n g e  dp g e g e b e n  i s t  d u r c h

dp2 =  2 T  dt2

(v g l. G l. (7 -4 2 )). A n s te l le  d e r  t a t s a c h l i c h e n  T r a j e k to r i e  d e s  T e i lc h e n s  im  
R a u m  b e t r a c h t e n  w ir  d ie  B a h n  d e s  S y s t e m p u n k te s  im  K o n f ig u r a t io n s 
r a u m .  F u r  d ie  W e l le n g e s c h w in d ig k e i t  d e r  # - F l a c h e n  f i n d e t  m a n  d a n n 10

E ___________ E
V 2 (E  -  V) ~  V 2 T

(9 -8 4 ')

D a s  i s t  d a s  A n a lo g o n  z u  G l. (9 -8 4 ). I n  A b s c h n i t t  7 -5  f a n d e n  w ir , d a f i  
d ie  G e s c h w in d ig k e i t  d e s  S y s te m p u n k te s  im  K o n f ig u r a t io n s r a u m  p r o 
p o r t io n a l  z u  y/ Τ  i s t ,  so  d a fi d ie  R e z ip r o k e n b e z ie h u n g  z w is c h e n  d e n  
W e lle n -  u n d  S y s te m g e s c h w in d ig k e i te n  e r h a l t e n  b le ib t .  G le ic h fa l ls  
f in d e t  m a n , d a fi d ie  m o g lic h e n  S y s te m tr a je k to r ie n  w ie d e r  n o r m a l  z u  
d e n  F la c h e n  m i t  k o n s t a n te m  S  s in d .  D e r  G b e r g a n g  a u f  e in  M e h r te i l -  
c h e n s y s te m  b r in g t  s o m i t  k e in e  n e u e n  p h y s ik a l i s c h e n  E r g e b n is s e ,  u n d  
u m  d e n  A u fw a n d  a n  M a th e m a t ik  k le in  z u  h a l t e n ,  w o lle n  w ir  f o r t -  
f a h re n ,  d ie  D is k u s s io n  a u f  E in te i l c h e n s y s te m e  z u  b e s c h r a n k e n .

D ie  F la c h e n  m i t  k o n s t a n te m  >ST w u rd e n  a ls  W e l le n f r o n te n  c h a r a k t e -  
r i s ie r t ,  w eil s ie  im  R a u m  a u f  d ie s e lb e  W e ise  w ie  W e lle n f la c h e n  k o n -  
s t a n t e r  P h a s e  f o r t s c h r e i te n .  W ir  s in d  b is h e r  b is  z u r  B e r e c h n u n g  d e r  
W e lle n g e s c h w in d ig k e it  g e k o m m e n , je d o c h  w u rd e  n o c h  n ic h t s  g e s a g t  
f ib e r d ie  N a t u r  o d e r  d e n  U r s p r u n g  d ie s e r  W e lle n , d e re n  F r o n t e n  
F la c h e n  m it  k o n s ta n te m  S  s in d .  D ie  w e s e n t l ic h c n  M e rk m a le  j e d e r  
W e lle n b e w e g u n g  r f ih re n  v o n  ih r e r  P e r io d iz i t a t  h e r ,  u n d  e s  g a b  b is h e r  
k e in e n  H in w e is  a u f  d ie  F r e q u e n z  u n d  d a s  W e l le n la n g e n s p e k t r u m  d e r  
W e lle n , d ie  S  z u g e o r d n e t  s in d . U m  L ic h t  in  d ie sc  F r a g e n  z u  b r in g e n ,  
w o lle n  w ir  e in ig e  E ig e n s c h a f te n  e in e r  w o h lb e k a n n te n  W e l le n b e w e g u n g  
-  n a m lic h  d e r  v o n  L ic h tw e l le n  -  u n te r s u c h e n .

10 W egen e iner D iskussion  d e r B ew egung d e r <S-Flachen im  K onfigu ra tions
rau m  siehe L . B r il l o u in , Lee Tens cure en Mfcanique et en Elasticiti, K ap ite l 
V II I .
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D ie  s k a la r e  W e l le n g le ic h u n g  d e r  O p t ik  l a u t e t :

^  c5 dP 0 . (9 -8 7 )

D a r in  i s t  φ  e in e  s k a la r e  G ro B e  w ie  e t  w a  d a s  s k a la r e  e le k tr o m a g n e t is c h e  
P o t e n t i a l ,  c i s t  d ie  G e s c h w in d ig k e i t  d e s  L ic h te s  im  V a k u u m  u n d  n  is t 
d e r  B r e c h u n g s in d e x .  g le ic h  d e m  V e r h a l tn is  v o n  c z u r  I a c h tg e s c h w in d ig -  
k e i t .  I m  a l lg e m e in e n  w i r d  n  v o m  M e d iu m  a b h a n g e n  u n d  e in e  F u n k t io n  
d e s  O r te s  s e in . W e n n  n  k o n s t a n t  i s t ,  w i r d  G l. (9 -8 7 ) d u r c h  e in e  L o s u n g  
f u r  e in e  e b e n e  W e lle

Φ = (9 -88)

b e f r ie d ig t ,  w o b e i  d ie  W e l le n z a h l  k  u n d  d ie  F r e q u e n z  ω d u r c h  d ie  fo l- 
g e n d e  B e z ie h u n g  v e r k n i ip f t  s i n d :

k
2 x
λ

ηω
c

(9 -89)

L e g t  m a n  d ie  R i c h t u n g  v o n  k d e r  E in f a c h h e i t  h a lb e r  la n g s  d e r  2-A ch se , 
s o  k a n n  d ie  F u n k t i o n  d e r  e b e n e n  W e lle  a u c h  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

Φ =  Φ^**"*-*, (9 -9 0 f

w o b e i  k0 d ie  W e l le n z a h l  im  V a k u u m  i s t .  W ir  w e rd e n  je d o c h  a n  d e m  
F a i l  d e r  geomririschen O p tik  in te r e s s ie r t  s e in , in  d e m  n  n i c h t  e r a k t  
k o n s t a n t ,  s o n d e m  r a u m l ic h  g e r in g f t ig ig  v a r ia b e l  i s t .  D ie  e b e n e  W e lle  
i s t  d a n n  n i c h t  m e h r  e in e  L o s u n g  d e r  W e l le n g le ic h u n g  (9 -8 7 ); d ie  
O r t s a b h a n g ig k e i t  d e s  B r e c h u n g s in d e x  w ird  d ie  W e lle  s to le n  u n d  
b e u g e n .  D a  a n g e n o m m e n  w ird ,  d a B  s ic h  n  n u r  g e r in g fu g ig  im  R a u m  
a n d e r t , s u c h e n  w ir  n a c h  e in e r  L o s u n g , d ie  d e r  e b e n e n  W e lle  m o g lic h s t  
a h n l i c h  i s t  :

φ  =  (9 .9 1 )

D ie  G ro B e n  A  u n d  L  s o l le n  F u n k t io n e n  d e s  O r te s  s e in , d ie  z u  b e s t im -  
m e n  s in d  u n d  b e id e  a l s  r e e l l  a n g e s e b e n  w e rd e n . A  i s t  d e s h a lb  e in  M aB 
f u r  d ie  A m p l i tu d e  d e r  W e lle .  W e n n  n k o n s t a n t  w & re, w u r d e  s ic h  L  a u f  
nz  r e d u z ie r e n .  L  w ird  d e s h a lb  d ie  optisch t Weglange o d e r  P h a s e  d e r  
W e lle  g e n a n n t .  L  w ird  a u c h  g e le g e n t l ic h  a ls  EikonaJ  b e z e ic h n e t .  S u k -  
z e s s iv e  A n w e n d u n g e n  d e s  G r a d ie n te n o p e r a to r s  a u f  d ie  L o s u n g  Φ f u h r t  
a u f  d ie  B e z ie h u n g e n

? φ  =  φ ? (Α  +  ib>L),
• V V  =  I M *  +  ik*L) +  (V (A  +  tfcoL))*J

VV =  Φ \?*Α  +  ik .V * L  +  (VA)S -  K ( V L y + 2 d k . V A - V L \ .
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D ie  W e lle n g le ic h u n g  w ird  n u n

ikol2 VA · V L +  V2L]<f> +  [V2A +  (V A )2 -  k](VL)2 +  η2Κ\φ  =  0. (9-92)

D a  so w o h l A  a ls  a u c h  L  r e e l l  s in d , g e l te n  d ie  G le ic h u n g e n  n u r  d a n n ,  
w e n n  d ie  zw ei A u s d ru c k e  in  d e n  e c k ig e n  K la m m e r n  e in z e ln  v e rs c h w in -  
d e n :

V2A +  (VA)2 +  k\{n2 -  (VL)2) =  0, (9 -9 3 a )

V2L +  2 VA · VL =  0. (9 -9 3 b )

B is h e r  w u rd e  k e in e  V e re in fa c h u n g  g e m a c h t ;  b e id e  G le ic h u n g e n  s in d  
s t r e n g  g i i l t ig . W ir  k o n n e n  n u n  d ie  A n n a h m e  e in f i ih r e n ,  d aB  s ic h  n  
n u r  g e r in g fu g ig  m i t  d e m  A b s ta n d  a n d e r t ,  in s b e s o n d e re ,  d aB  s ic h  n  
n u r  s e h r  w e n ig  i ib e r  A b s ta n d e  a n d e r t ,  d ie  v o n  d e r  G ro B e n o rd n u n g  d e r  
W e lle n la n g e  s in d . D a s  b e d e u te t ,  d aB  d ie  W e lle n la n g e  k le in  im  V e rg le ic h  
z u r  G ro B e n o rd n u n g  e in e r  A n d e r u n g  im  M e d iu m  is t .  D a s  i s t  d ie  A n 
n a h m e  in  d e r  g e o m e tr is c h e n  O p t ik .  D e r  T e rm  m i t  k\ =  4π2/\*0 in  G l. 
(9 -9 3 a )  i s t  d e s h a lb  v o r h e r r s c h e n d ,  u n d  d ie  G le ic h u n g  r e d u z i e r t  s ic h  a u f  
d ie  e in fa c h e  F o r m

(VL)2 = η2. (9-94)

G l. (9 -94) w ird  Eilconalgleichung der geometrischen O ptik  g e n a n n t .  D ie  
F la c h e n  m it  k o n s ta n te m  L, d ie  d u r c h  d ie se  G le ic h u n g  b e s t im m t  s in d , 
s in d  d ie  F la c h e n  k o n s t a n t e r  o p t is c h e r  P h a s e  u n d  d e f in ie re n  s o m it  d ie  
W e l le n f ro n te n .  D ie  S t r a h le n t r a j e k to r i e n  s te h e n  i ib e r a l l s e n k r e c h tz u d e n  
A V ellen fro n ten  u n d  s in d  s o m i t  e b e n fa l ls  d u r c h  G l. (9 -9 4 ) b e s t im m t .

Wir brauchcn nicht weiter in die geometrische Optik abzuschweifen, 
denn wir werden sehen, daB die Eikonalgleichung (9-94) mit der me- 
chanischen HAMiLTON-JACOBischen Gleichung (9-83) fur W  formal 
identisch ist. Die charakteristische Funktion W  spielt dieselbe Rollc 
wie das Eikonal L, undf2m (/?— F)]^dient als Brechungsindex. Die 
HAMiLTON-jACOBische Gleichung besagt somit, daB die klassische 
Mechanilc dem geometrisch-oplischen G renz/all einer Wellenbewegung 
entspricht, bei der die Lichtstrahlen, die orthogonal zu den Wcllen- 
fronten stehen, den Teilehentrajektorien entsprechen, die orthogonal 
zu den Flachen mit konstantem S  verlaufen. Es ist nun klar, weshalb 
die HuYGENSsche Wellentheorie und die NEWTONschen Lichtkorpus- 
keln gleich gut in der Lage waren, die Erseheinungen der Reflexion 
und Brechung zu erklaren, denn beide Theorien der geometrischen 0])- 
tik sind formal identisch. Die Ahnlichkeit des ihinzips der kleinsten 
Wirkung mit dem FEHMATschen Prinzip der geometrischen Optik ist 
auch erklart. Entsprechend Gl. (7-40) erscheint das Prinzip der klein-
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s t e n  W ir k u n g  a ls

Δ j * V 2 m T  ds — 0.

M a n  s ie h t ,  d aB  d e r  I n t e g r a n d  p r o p o r t io n a l  d e m  B re c h u n g s in d e x  f u r  d ie  
e n ts p r e c h e n d e  W e l le n b e w e g u n g  b z w . u m g e k e h r t  p r o p o r t io n a l  zu  d e r  
W e l le n g e s e h w in d ig k e i t  i s t .  D e m n a c h  k a n n  d a s  P r in z ip  d e r  k le in s te n  
W ir k u n g  a u c h  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

Δ J n  ds = Δ J  ^  = 0. (9-95)

Das sind zwei wohlbekannte Schreibweisen des FERMATschen Prinzips 
fur die Trajektorien der Lichtstrahlen.

W ir  h a b e n  b is h e r  n o c h  n i c h t  d ie  F r e q u e n z e n  u n d  W ellen l& n g en  d e r  
W e lle n  f e s tg e le g t ,  d ie  z u  d e r  k la s s is c h e n  B e w e g u n g  g e h o re n . B is h e r  
h a b e n  w ir  n u r  f e s tg e s e tz t ,  d aB  d ie  W e lle n la n g e  s e h r  v ie l k le in e r  a ls  d ie  
r a u m l ic h e  A u s d e h n u n g  d e r  K r a f t e  u n d  P o te n t i a l e  s e in  m u B . W e i te r  a ls  
b is  h ie r h in  k o n n e n  w ir  n i c h t  in  d a s  R e ic h  d e r  k la s s is c h e n  M e c h a n ik  
e in d r in g e n .  A ls  T e i lg e b ie t  d e r  g e o m e tr is c h e n  O p t ik  i s t  d ie  k la s s isc h e  
M e c h a n ik  g e n a u  d a s  G e b ie t ,  in  d e m  E r s c h e in u n g e n ,  d ie  v o n  d e r  W e lle n 
la n g e  a b h a n g e n  ( I n te r f e r e n z ,  B e u g u n g  u sw .) , n i c h t  a u f t r e t e n  k o n n e h . 
E s  g i b t  a u c h  in  d e r  k la s s is c h e n  M e c h a n ik  e in e  D u a l i t a t  v o n  T e ilc h e n  
u n d  W e lle ,  je d o c h  i s t  d a s  T e i lc h e n  d a s  D o m in ie re n d e ,  u n d  d e r  W e lle n -  
a s p e k t  h a t  k e in e  G e le g e n h e i t ,  s e in e  e in z ig a i t ig e n  E ig e n tu in l ic h k e i te n  
z u  z e ig e n .

W ir  k o n n e n  n ic h ts d e s to w e n ig e r  f ib e r  d ie  F o r m  d e r  W e lle n g le ic h u n g  
n a c h d e n k e n ,  f i i r  d ie  d ie  H a m il t o n -JACOBis c h e  G le ic h u n g  d e n  G re n z -  
f a l l  k u r z e r  W e l le n la n g e n  d a r s t e l l t .  D ie  A h n l ic h k e i t  d e r  E ik o n a l-  
g le ic h u n g  (9-94) m it  d e r  H a m il t o n -JACOBis c h e n  G le ic h u n g  (9-83) 
im p l iz i e r t  n i c h t  d ie  A q u iv a le n z  v o n  L  u n d  W ; e s  i s t  n u r  n o tw e n d ig , 
d a B  b e id e  G ro B e n  p r o p o r t io n a l  z u e in a n d e r  s in d .  W ir  w e rd e n  s e h e n , 
d aB  d ie  P r o p o r t i o n a l i t a t s k o n s t a n t e  e in  M aB  f u r  d ie  G roB e d e r  W e lle n 
la n g e  i s t .  W e n n  W  L  e n t s p r i c h t ,  d a n n  m uB  S  =  W  —  E t p ro p o r t io n a l  
d e r  t o t a l c n  P h a s e  d e r  L ic h tw e l le  s e in , d ie  d u r c h  G l. (9-91) b e sc h r ie b e n  
w i r d :

h (L  - d )  = 2 i r ^ -  d j .

D e m n a c h  m iis s e n  d ie  T e i lc h e n e n e rg ie  E  u n d  d ie  W e lle n f re q u e n z  v 
p r o p o r t io n a l  s e in , u n d  w ir  w o lle n  d a s  k o n s ta n te  V e r h a l tn is  d e r  zw ei 
G ro B e n  m it  d e m  S y m b o l  h b e z e ic h n e n :

E  =  hw. (9-96)
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D ie  W e lle n la n g e  u n d  d ie  F r e q u e n z  s in d  v e r k n u p f t  d u r c h  d ie  B e -  

z ie h u n g  λ ,  =  u,

so  daB  λ w e g e n  G l. (9 -8 5 ')  g e g e b e n  i s t  d u r c h

λ  — -  — —
~  v ~  v

E
h

o d e r

λ
h
V (9 -9 7 )

D ie  o p t is c h e  W e l le n g le ic h u n g  (9 -8 7 ) k a n n  a u c h  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

w o b e i u  d ie  W e l le n g e s c h w in d ig k e i t  in  d e m  M e d iu m  m i t  d e m B r e c h u n g s -  
in d e x  n  i s t .  W e n n  d ie  Z e i ta b h a n g ig k e i t  e~ i n  d ie s e  G le ic h u n g  e in g e -  
s e t z t  w ird , e r h a l t e n  w ir

ν2Φ +  Φ =  0. (9-98)

D a s  i s t  d ie  z e i tu n a b h a n g ig e  W e l le n g le ic h u n g . E n t s p r e c h e n d  d e r  
W e l le n a m p l i tu d e  <p in  d e r  O p t ik  w ird  e s  in  d e r  W e l le n th e o r ie  d e r  
M e c h a n ik  e in e  G ro B e  ψ g e b e n , d ie  e in e  G le ic h u n g  v o n  d e r s e lb e n  F o r m  
w ie  (9-98) b e f r ie d ig e n  m u B . λ i s t  j e t z t  a b e r  h/p, w o b e i p  =  V 2 m (E  — V) 
i s t .  D e m n a c h  m u B  d ie  W e lle n g le ic h u n g , f u r  d ie  W  d a s  E ik o n a l  d a r -  
s t e l l t ,  g e g e b e n  s e in  d u r c h

ν γ  8 ^  (E  _  =  o (9 -9 9 )

Die Gl. (9-99) erkennen wir als die ScHRODiNGER-Gleichung der Wellen
mechanik.

Aus Gl. (9-97) sieht man, daB die GroBe der Wellenlange von dem 
Betrag der Proportionalitatskonstanten h abhangt. Je kleiner h ist, 
desto kleiner ist die Wellenlange und desto besser ist die Annaherung 
zur geometrischen Optik. Die Aquivalenz von HAMiLTON-JACOBischer 
Gleichung und Eikonalgleichung wurde zuerst 1834 von Hamilton 
erkannt; die entsprechende Wellengleichung wurde zuerst 1926 von 
D e Broglie und Schrodinger abgeleitet. Es ist behauptet worden, 
ware Hamilton nur ein wenig weiter gegangen, so hatte er die Schro- 
DiNGER-Gleiehung entdeckt. Dem ist nicht s o ; ihm fehlte die experimen- 
telle Ermachtigung zu diesem Schritt. In den Tagen Hamiltons wurde
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d ie  k la s s is c h e  M e c h a n ik  a ls  v o l l s ta n d ig  r ic h t ig  a n g e s e h e n , u n d  e s  g a b  
v o m  E x p e r i m e n t  h e r  k e in e  B e r e c h t ig u n g ,  sie  a ls  e in e  N a h e r a n g  e in e r  
u m f a s s e n d e r e n  T h e o r ie  z u  b e t r a c h t e n .  M it a n d e r e n  W o r te n ,  H a m il t o n  
h a t t e  g a r  k e in e n  G r a n d  z u  g la u b e n ,  d aB  d e r  W e r t  v o n  h u b e r h a u p t  v o n  
N u l l  v e r s c h ie d e n  is t .  D ie  E in s ic h t ,  d a b  d ie  k la s s is c h e  M e c h a n ik  n u r  
e in e  g e o m e tr i s c h - o p t is c h e  Naherung  e in e r  W e llo n th e o r ie  is t ,  k o n n te  
e r s t  d a n n  k o m m e n , a ls  E fF e k te  e n td e c k t  w a re n , d ie  v o n  d e r  T e ilc h e n -  
W e l le n la n g e  a b h a n g e n  -  w ic  b e i d e n  I n te r f e r e n z e x p e r im e n te n  v o n  
D a v is s o n  u n d  G e r m e r . N u r  d a n n  k o n n te  li e in e  p h y s ik a lis c h e  R e a l i t i i t  
z u g e s c h r ie b e n  w e rd e n . h is t  n a tu r l i c h  d ie  b e r i ih m te  PLANCKsche 
K o n s t a n t e .11

N ic h ts d e s to w e n ig e r  k a n n  m a n  j e t z t  s e h e n , d aB  d ie  k la s s is c h e  M e
c h a n ik  d e n  K e im  d e r  Q u a n te n th e o r ie  e n th a l t ,  u n d  d aB  d ie  H a m il t o n - 
jA C O B ische  F o r m u l ie r u n g  b e s o n d e r s  g e e ig n e t  is t ,  z u  z e ig en , w ie  v o n  d e r  
k la s s is c h e n  M e c h a n ik  a u f  d ie  W e l le n m e c h a n ik  zu  v e ra l lg e m e in e rn  is t .  
D ie s e n  G e g e n s ta n d e n  w e i te r  n a c h z u g e h e n  w iird e  u n s  a u s  d e n i R a h m e n  
d ie s e s  B u c h e s  f u h r e n ,  d a s  s e h r  w o h l d e n  T ite l  , ,D ie  g e o m e tr is c h e  O p t ik  
d e r  W e l le n m e c h a n ik ”  t r a g e n  k o n n te .

L I T E R A T U R H I N W E I S E

M. B o r n , Die Mechanik des Atoms. Die m eisten  d er im vorigen K ap ite l z itier- 
ton B ucher befassen sich m ch r odor w eniger ausfiihrlich m it der H a m il t o n - 
jACOBischen T heorie . D as B ornscIic B uch ragt aus diesen hervor, was die 
R eiehha ltigke it des Stoffes iiber die A nw endungen d er H a m il t o n -J a c o b i- 
schen T heorie  u n d  d e r W irkungs- und  W inkclvariab len  an geh t. Die D iskus- 
eion d e r m ehrfaeh  periodischen  B ew egung und d er S torungstheorie  eind uber- 
aus vo llstand ig . D er L eser sollte jedoch vorsich tig  sein, d ie  A ussagen iiber die 
A to m stru k tu r zu ak zep tie ren . D ie m eisten  davron sind  Uberholt.

A . So m m e r f e l d , Atombau und S  pek trail in icn. D ie A usfiihrungen iiber die 
H a m il t o n -JACOBisehe T heorie  u n d  die W irkungs· und  W inkelvariab len , 
iiber den  T e x t u n d  die A nhange dieses B uches v e rs tre u t, sind erheblich w eniger 
ausfiihrlich  als bei B o r n . W ahrschein lich  sind sie aus diesem  G m nd oft leichter 
lesbar. B esonders beaclitensw ert ist die D iskussion des Zusam m enhanges 
zwisclien d e r A nzahl d e r S ystem e d e r Separa tionskoord inaten  und  d er E n t- 
a rtu n g  d e r B ew egung. D ie B erechnung  d er beim  KEPLER-Problem au ftre ten · 
den In tcg ra le  m it H ilfc d e r R esiduenthoorie  w ird in einem  A nhang erkl&rt 
(und is t au ch  in  dem  B uch von B o r n  en th a lten ).

11 E ine ahn liche S itu a tio n  t r a t  bei der E ntw ick lung  der W ellentheorie des 
L ich tes ein. B is d ie E rscheinungen  d e r In terferenz  und  B eugung dee L ichtes 
experim en tell b eo b ach te t w aren , gab  es keinen G rand , d ie  HuYOENSsche 
W ellentheorie  den  XEWTONsehen K orpusku laretrah len  vorzuziehen.
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J .  H . v a n  V l e c k , Quantum Principles and Line Spectra. D as m i t ,,M athem atica l 
T echn iques”  uberschriebene K a p ite l dieses B uches g ib t e inen  raschen  tjb e r-  
b lick liber die H a m il t o n -JACOBische Theorie  u n d  die W irkungs- u n d  W inkel- 
v a riab len , m it e iner E in fu h ru n g  in  die S to rungstheorie . D as m eiste  des res t- 
lichen B uches ist n u r von h istorischem  In te resse . D ie V orsich t, die m an  beim  
BoRNschen B uche w alten  lessen soil, is t  auch  h ie r an g eb rach t, sie is t au ch  in 
geringerem  MaBe im  B and  von  So m m e r f e l d  am  P la tze .

E . F u e s , Stbrungsrechnung in  B d . V des Handbuches der Physik. D er zuvo r 
s tehende  A rtike l in  diesem  B an d  des Handbuches, „ H a m il t o n -JACOBische 
T heorie”  von L . N o r d h e im  u n d  E . F u e s , k o m m t p rak tisch  e rs t in  den  ab- 
schlieBenden A bsch n itten  zu r H a m il t o n -jACOBischen T heorie . AuBer einigen 
allgem einen A ussagen u ber G rund lagen  d e r T heorie  findet m an  d o r t eine 
kurze D iskussion der S epara tionsbed ingungen . D er A rtike l von  F u e s  schlieBt 
d a ran  an  u nd  is t erheblich  um fassender in seinen A usfuhrungen . D ie N a tu r  d e r 
m ehrfach  periodischen B ew egung w ird  so rg fa ltig  e rk la rt, die W irkungs- u n d  
W inkelvariab len  w erden e ingefiih rt, u nd  das K e p l e r -P roblem  w ird  aus- 
fuhrlich  beh an d e lt (bis a u f  die In te g ra tio n  in K om plexen). G ber die H a lfte  des 
A rtikels is t der S to rungstheo rie  gew idm et, deren  ganze K om p lex h eit, ver- 
glichen m it der S to rungstheorie  d e r Q uan tenm echan ik , in der seh r ausfuhr- 
lichen A bhand lung  offenbar w ird .

P . F r a n k , Die Differentialgleichungen allgemeiner Mechanischer Systeme in  B d . 2 
der Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik von  F r a n k  
u nd  v o n  M is e s . Dieses K ap ite l s te llt eine k o m p ak te  A bhan d lu n g  d e r g esam ten  
M echanik a u f  ziem lich hohem  N iveau  d a r. F iir  das h ier vorliegende K ap ite l 
sind die A bschn itte  4 bis 7 von In te resse . B esonders w ertvo ll is t die seh r 
allgem eine B ehand lung  sep arie rb are r System e in A b sch n itt 5, die a u f  der 
A rbe it von St a e c k e l  b e ru h t. M an finde t auch  ein igen Stoff u b er den  Zu- 
sam m enhang  zw ischen H a m il t o n -jACOBischer T heorie  u n d  geom etrischer 
O ptik . D as vorliegende K ap ite l g ib t ta tsach lich  eine d e ta ilie rte  A usfiih rung  
der geom etrischen O p tik  a u f  der G rundlage d e r H a m il t o n -JACOBischen 
G leichung fiir ein Teilchen.

C. Ca r a t h £ o d o r y , Variationsrechnung. A u f den  Z usam m enhang  zw ischen 
HAMiLTONscher Theorie  u nd  dem  allgem einen m a th em atisch en  P rob lem  d e r 
partie llen  D ifferentialg leichungen e rs te r O rdnung  w urde bere its  hingew iesen. 
D ie HAMiLTON-jACOBische G leichung sp ie lt in diesem  Z usam m enhang  eine 
w esentliche R olle. E ine ausfiihrliche B ehand lung  dieser D inge, zusam m en  m it 
d e r eogenannten  Theorie  der ,,C h arak te ris tik en ” , findet m an  in der C a r a - 
THEODORYschen A bhand lung .

C. L. C h a r l ie r , Die Mechanik des Himmels. D ie S tellung  d er H a m il t o n -J a c o b i- 
schen Theorie in der astronom ischen  M echanik w ird in d ieser S tan d a rd ab - 
hand lung  dargeleg t. In  K ap ite l 2 w erden  m ehrfach  periodische B ew egungen 
behandelt, w ahrend  in den K ap ite ln  6 u nd  7 die S to rungstheorie  und  ihre 
A nw endung a u f  das D reikorperprob lem  d isk u tie rt w ird . W egen eines griind- 
licheren Zuganges vom  m ath em atisch en  S ta n d p u n k t, siehe H . P o in c a r £, Les 
Methodes Nouvelles de Mecanique Celeste.

L . B r il l o u in , Les Tenseurs en Micanique et en Hlasticiti. D ie B ew egung d er 
F lachen  zu k o n stan tem  S im  K onfigu ra tionsraum  w ird im  D eta il in  K ap ite l 
V I I I  dargeleg t, und  die Z usam m enhange, die die klassische M echanik, die 
geom etrische O ptik  u nd  die W ellenm echanik  verb inden , w erden ausfiihrlich  
in  K ap ite l I X  d isk u tie rt.
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OBUNGEN

1. Im  T e x t w urde  die H a m il t o n -JACOBisehe G leichung fiir S  dadu rch  cr- 
h a lten , daB eine B eriih rungstransfo rm ation  von den kanonischen K oord inaten  
(g, p) a u f  die K o n s ta n te n  (a* β) au fgesuch t w urde. Zeigo, daB dann , wenn urn- 
g e k eh rt S  (<7,·, a,·, t) e ine vo llstand ige Losung der H a m il t o n -JACOBisehen Glei- 
chung  (9-3) ist, d e r S atz  d e r d u rch  die Gl. (9-6, 7) dcfin iertcn  V arinblen (</,, p.) 
ein S atz  kanonisoher V ariablen ist, d .h ., dnB diese die HAMiLTONschen Glci- 
chungen  befriedigen.

2. Lose das P rob lem  d er B ew egung eines punk tfo rm igen  Geschosses im R aum , 
das u n te r  dem  EinfluB eines hom ogenen G ravita tionsfeldes s teh t. Vcrwendo daboi 
die H a m il t o n -jACOBi-M ethode: B estim m e sowohl die G leiclm ng der T rajek torio  
als auch  die A bhiingigkeit der K oord ina ten  von der Zeit.

3. Stelle das P rob lem  des schw eren sym m etrischen  K reisels m it einom festen 
P u n k t nach  der H a m il t o n -JACOBi-Methode a u f  und bestim m e die formalo 
L osung d er B ew egung, wie sie in Gl. (5-56) angegoben ist.

4. B estim m o die F requenzen  eines dreid im ensionalcn harm onischen Oszilla* 
to rs  m it ungleichen  K ra ftk o n s ta n ten . Verwendo dabei die M ethodo d e r W ir- 
kungs- und  W inkelvariab len .

5. (a) Zeigo, daB d an n , w enn die S chw ingungsam plitude klein ist, d ie Energie 
eines m a th em atisch en  P endels gegeben is t du rch

E  =  Jv,

(b) B e trac h te  ein  m ath em atisches Pendel, das aus einem  punktfo irn igen  Ge- 
w ich t b esteh t, das a n  einem  F ad en  h an g t. D er F ad en  gehe v ertika l durch  ein 
Loch in e iner ho rizon ta len  T isch p la tte . E s w erde angenom m en, daB die Pendel- 
liingo ab n im m t, indom  m an  den  F ad en  langsam  durch  das Loch zieht. Die zeit- 
liche A bnahm e d er L ange sei auB erordentlich  klein gegeniiber der Schwingungs* 
frequenz, so daB m an  noch von einer Schw ingungsperiode fiir cine gegebeno 
L ange sprechen  kan n . B ereehno die A nderung d er E nergie des Pendels, wenn dio 
L ange v c rk iirz t w ird , aus d er A rbe it, d ie beim  Ziehen gegen die Fadenspannung  
ge le iste t w ird. Zeige, daB dem zufolgo die W irkungsvariab le  J  =  E/r w ahrend 
des Prozesses k o n stan t ist. E ine  A nderung  d er iiuBeren P a ram e ter des System s 
in einem  MaBe, das klein gegeniiber den inneren F requenzen  ist, heiBt. adiaba* 
tische Anderung* u n d  die W irkungsvariab le  des Pendels ist deshalb  eine ndiaba· 
tische Invariantc. E s ist m oglich, allgem ein die ad iaba tische  In v arian z  der Wir* 
kungsvariab len  fu r irgendein System  zu bew eisen, in dem  koine E n ta r tu n g  auf* 
t r i t t .  Die W irkungsvariab len  sind som it festo K o n stan ten  des System s, das sich 
u n te r  dem  EinfluB langsam  voranderlicher auBerer B edingungen befindet. N un 
is t auch  d e r Q u an ten zu stan d  eines System s eine ad iabatischo  In v a ria n tc ; eine 
langsam e A nderung  d e r auBeren P a ra m e te r induziert koino O bergange von 
einem  Z ustand  zum  anderen . W ir haben b ier einen anderen  H inw eis darauf, daB 
die W irkungsvariab len  zur B eschreibung d er Q uantisierung der System zustAnde 
geeignet sind.

6 . (a) In  dem  harm onischen  O szillator von O bung 4 sollen alle Frequenzen 
gleich eein (iso troper O szillator), so daB die Bew egung vollstAndig e n ta r te t  ist. 
T ransfo rm iere  a u f  die ,,E ig en M-W irkungs- und W inkelvariab len ; driicko dazu die 
E nerg ie  d u rch  n u r  eine d e r W irkungsvariab len  aus.

(b) L 6se das P rob lem  des iso tropen  O szillators m it W irkungs- und W inkel
variab len  u n te r  V erw endung sphiirischer P o larkoo rd inaten . T ransform iere wie-
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der a u f  „E ig en ” -W irkungs- u n d  W inkelvariab len  u n d  vergleiche m it  dem  E r- 
gebnis in Teil (a). S ind die zwei Satze  d e r E igen-V ariab len  d ieselben? W as fu r 
eine physikalisehe B edeu tung  haben  sie ? D ieses P rob lem  veran sch au lich t, daB 
es zweckm aBig ist, eine e n ta r te te  B ew egung in m eh r als einem  K o o rd in a ten sa tz  
zu separieren . D er n ic h te n ta r te te  O szillator k an n  n u r  in cartesisehen  K oor- 
d in a ten , ab er n ich t in P o la rk o o rd in a ten  se p a rie rt w erden.

7. D ie B ew egung eines e n ta r te te n  ebenen harm onischen  O szillators k a n n  in 
jedem  cartesisehen  K oord inatensystem  sep a rie rt w erden. B estim m e die Be- 
ziehungen zwischen den  zwei S atzen  von  W irkungs- u n d  W inkelvariab len , d ie  
zwei cartesisehen A chsensystem en en tsp rechen , die einen W inkel Θ m ite in an d e r 
bilden. B each te , daB die T ransfo rm ation  zw ischen den  zwei S a tzen  nicht die 
o rthogonale  T ransfo rm ation  d er D reh u n g  is t.

8. B erechne das In teg ra l, das in  dem  A u sd ru ck  (9-68) fu r  J r im  K e p l e r - 
P rob lem  a u f tr i t t ,  m it e lem en taren  M ethoden . (V erw ende die ub lichen  In teg ra l-  
ta fe ln , w ie e tw a  die von P ie r c e .)

9. B estim m e du rch  In teg ra tio n  jed e r d e r sep a rie rten  H  a m il to n - J a c o b i - 
G leichungen des K e p l e r -P roblem s W a ls Sum m e dre ie r In teg ra le . E rm ittle  
ahn lich  au s den  B eziehungen

, d W

In teg ra lau sd riick e  fu r  die d rei W in kelvariab len . Zeige, daB w[ b is a u f  eine 
ad d itiv e  In teg ra tio n sk o n s ta n te  der A z im u t d e r K no ten lin ie  ist, u n d  daB w2 
(wieder bis a u f  eine ad d itiv e  K o n stan te ) d e r W inkel in d e r B ahnebene  zw ischen 
Perihel u n d  K noten lin ie  is t. Bei d e r In te rp re ta tio n  d er In teg ra le  e rw eist es sich 
als zweckm aBig, das V erh a ltn is« /i/./2  d u rch  cos a  zu ersetzen , wobei a  d e r W inkel 
zwischen B ahnebene und  Polachse ist.

1 0 . D ie B ahngleichung fu r das KEPLER-Problem k an n  in A usdriicken  der 
W irkungs- und  W inkelvariab len  nach  Gl. (9-29b) b e rech n e t w erden , indem  m an  
oti = E  u n d  οίφ = 1 als F u n k tio n en  von  J 2 u n d  J 3 au sd riick t. (B each te  d ie an d ere  
B edeu tung  des W inkels φ.) F u h re  die In te g ra tio n  aus, um  die B ahng leichung  
zu e rh a iten , u n d  zeige, daB die groBe H alb ach se  a u n d  die E x z e n tr iz ita t e gege- 
ben sind du rch

a =  J L ·  ί =  Γ 7 1
47Γ *mk’ "V1 J>3

11. Form uliere  das P roblem  der re la tiv istischen  KEPLER-Bewegung m it W ir
kungs- und  W inkelvariab len  und  verw ende dabei die in Gl. (7-20) gegebene 
F o rm  d e r HAMILTON-Funktion. Zeige insbesondere, daB die G esam tenerg ie  
(einschlieBlich d e r R uhem asse) gegeben is t  du rch

E_ 
me2

1

_________ 4trW _________
[(^3 -  A )c  -  4 A !]!

B eachte, daB die E n ta r tu n g  teilw eise aufgehoben  ist, weil d ie  B ah n  n ic h t m eh r 
geschlossen ist. E b en  is t  die B ah n  a b e r noch . Zeige, daB sich die obon angegebene 
B eziehung fu r den  G renzfall fu r  unendlich  groBes c a u f  die Gl. (9-75) red u z ie rt.



X .  K A P I T E L

K L E I N E  S C H W I N G U N G E N

I m  v o r ig e n  K a p i t e l  w u rd e n  m e h r fa c h  p e r io d is c h e  S y s te m e  b e h a n d e l t ,  
d e r e n  B e w e g u n g  d u r c h  e in e  m e h r f a c h e  F o u R iE R -E n tw ic k lu n g  n a c h  d e n  
F i in d a m e n ta l f r e q u c n z e n  v*, a l ie n  ih r e n  H a rm o n is c h e n  u n d  d e n  K o m - 
b in a t io n s f r e q u e n z e n  d a r g e s t e l l t  w e rd e n  k o n n te .  E in  w ic h t ig e r  S o n d e r -  
f a l l  d e r  m e h r f a c h  p e r io d is c h e n  B e w e g u n g  l ie g t  b e i d e n  S c h w in g u n g e n  
v o r ,  d e re n  A m p litu d e !!  so  k le in  s in d , d aB  n u r  d ie  F u n d a m e n ta l f r e -  
q u e n z e n , a b e r  k e in e  H a r m o n is c h e n ,  a n g e r e g t  w e rd e n . D ie  a llg e m e in e  
M e th o d e  d e r  W irk u n g s -  u n d  W in k e lv a r ia b le n  i s t  f u r  e in e  so lc h e  B e 
w e g u n g  n i c h t  b e s o n d e r s  g e e ig n e t .  D a f i i r  s in d  e le m e n ta r e r e ,  a l le rd in g s  
h o c h s p e z ia l is ie r tc  V e r fa h re n  a u s g e a r b e i t e t  w o rd e n . D ie  T h e o r ie  k le in e r  
S c h w in g u n g e n  f in d e t  w e i tr e ic h e n d e  p h y s ik a lis c h e  A n w e n d u n g e n  in  d e r  
A k u s t ik ,  in  d e r  M o le k u ls p e k tro s k o p ie  u n d  in  d e r  T h e o r ie  g e k o p p e l te r  
S t r o m k r e is e .  S ie  g ib t  a u c h  e in e  V o r b e re i tu n g  a u f  d ie  D isk u s s io n  d e r  
M e c h a n ik  k o n t in u ie r l i c h e r  S y s te m e  u n d  F e ld e r ,  d ie  im  n a c h s te n  K a 
p i te l  b e h a n d e l t  w ird . W ir  w o lle n  u n s  h ie r  in  e r s t e r  L in ie  m i t  k le in e n  
S c h w in g u n g e n  u m  s ta b i le  G le ic h g e w ic h ts la g e n  b e fa s s e n , je d o c h  is t  e s  
a u c h  m o g lic h , k le in e  S c h w in g u n g e n  u m  e in e  s ta b i le  B e w e g u n g  zu  
b e h a n d e ln .

ί ο - 1 D ie  F o r m u i ie r u n g  d e s  P r o b le m s

W ir  b e t r a c h t e n  k o n s e r v a t iv e  S y s te m e , d e re n  p o te n t ie l le  E n e rg ie  
a l le in  e in e  F u n k t io n  d e s  O r te s  is t .  E s  w ird  a n g e n o m m e n , daB  d ie  
T r a n s f o r m a t io n s g le ic h u n g e n ,  d ie  d ie  g e n e r a l is ie r te n  K o o r d in a te n  
0i . . . 0n d e s  S y s te m s  d e iin ie re n ,  d ie  Z e i t  n i c h t  e x p l iz i t  e n th a l t e n .  D a m it  
s in d  z e i ta b h a n g ig e  Z w a n g s b e d in g u n g e n  a u sz u sc h lie B e n . M a n  s a g t ,  
d a s  S y s te m  se i im  Gleichgewicht, w e n n  d ie  a u f  d a s  S y s te m  w irk e n d e n  
g e n e r a l i s ie r te n  K r a f t e  v e rs c h w in d e n  :

(10-1 )

D ie  p o te n t ie l le  E n e r g ie  h a t  d e s h a lb  f u r  d ie  G le ic h g e w ic h ts k o n f ig u ra t io n  
0oi, 0os. . .  0on d e s  S y s te m s  e in e n  E x t r e m w e r t .  W e n n  d ie  K o n f ig u ra t io n
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a n fa n g s  in  d e r  G le ic h g e w ic h ts la g e  i s t  u n d  A n f a n g s g e s c h w in d ig k e i te n  
<jt =  0 h a t .  d a n n  w ir d  d a s  S y s te m  im m e r  im  G le ic h g e w ic h t  b le ib e n .  E s  
g i b t  a u B e ro rd e n t l ic h  v ie le  B e is p ie le  f u r  d a s  G le ic h g e w ic h t  m e c h a n is c h e r  
S y s te m e  -  e in  P e n d e l ,  d a s  s ic h  in  R u h e  b e f in d e t ,  e in  G a lv a n o m e te r  in  
s e in e r  R u h e la g e ,  e in  E i ,  d a s  a u f  d e r  S p i tz e  s t e h t .

E in e  G le ic h g e w ic h ts la g e  w ir d  a ls  stabil b e z e ic h n e t ,  w e n n  e in e  k le in e  
A u s le n k u n g  d e s  S y s te m s  a u s  d e m  G le ic h g e w ic h t  n u r  z u  e in e r  k le in e n  
g e b u n d e n e n  B e w e g u n g  u m  d ie  R u h e la g e  f i ih r t .  D a s  G le ic h g e w ic h t  i s t  
in stab il, w e n n  e in e  in f in i te s im a le  S to r u n g  e in e  u n g e b u n d e n e  B e w e g u n g  
h e rv o iT u f t .  E in  P e n d e l ,  d a s  s ic h  in  R u h e  b e f in d e t ,  i s t  im  s t a b i l e n  
G le ic h g e w ic h t, a b e r  d a s  E i ,  d a s  a u f  d e r  S p i tz e  s t e h t ,  i s t  e in  o f f e n s ic h t-  
l ic h e s  B e is p ie l  f u r  e in  in s ta b i le s  G le ic h g e w ic h t .  M a n  k a n n  le i c h t  s e h e n , 
daB  d a n n ,  w e n n  d a s  E x t r e m u m  λ^οη V e in  M in im u m  is t ,  d a s  G le ic h 
g e w ic h t  s t a b i l  se in  m uB . N e h m e n  w ir  a n ,  d a s  S y s te m  se i d u r c h  e in  
A n w a c h s e n  d e r  E n e rg ie  u m  dE  f ib e r  d ie  G le ic h g e w ic h ts e n e rg ie  a u s  d e m  
G le ic h g e w ic h t  g e b r a c h t  w o rd e n . W e n n  V  im  G le ic h g e w ic h t  e in  M in i
m u m  is t ,  w ird  e in e  A b w e ic h u n g  v o n  d ie s e r  L a g e  e in  A n w a c h s e n  v o n  V 
h e r v o r r u f e n .  AVegen d e r  E r h a l t u n g  d e r  E n e rg ie  m u s s e n  d ie  G e s c h w in -  
d ig k e i te n  d a n n  a b n e h m e n  u n d  e v t l .  N u l l  w e rd e n . D a d u r c h  i s t  a b e r  
g e ra d e  d ie  g e b u n d e n e  B e w e g u n g  g e k e n n z e ic h n e t .  W e n n  V  a n d e r e r s e i t s  
d u r c h  e in e  A b w e ic h u n g  v o m  G le ic h g e w ic h t  a b n im m t ,  w a c h s e n  d ie  
k in e t i s c h e  E n e rg ie  u n d  d ie  G e s c h w in d ig k e i te n  u n b e s c h r a n k t  a n .  D a s  
e n t s p r i c h t  e in e r  in s ta b i le n  B e w e g u n g . Z u  d e m  g le ic h e n  S c h lu B  k a n n  
m a n  a u f  g ra p h is c h e m  W e g e  k o m m e n , in d e m  m a n  d ie  G e s t a l t  d e r  
K u r v e  d e r  p o te n t ie l le n  E n e r g ie  u n t e r s u c h t ,  d ie  in  A b b . 10-1 s y m b o l is e h

A bb. 10-1. G esta lt der K u rv e  der p o ten tie llen  E nerg ie  am  G leichgew icht;

✓ r
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g e z e ig t  i s t .  E in  a u s f i ih r l ic h e r  m a th e m a t i s c h e r  B e w e is  d a f u r ,  daB  
s t a b i l e s  G le ic h g e w ic h t  e in  M in im u m  v o n  V e r f o r d e r t ,  w ird  im  L a u fe  
d e r  D is k u s s io n  g e g e b e n  w e rd e n .

W ir  w e rd e n  a n  d e r  B e w e g u n g  d c s  S y s te m s  in  d e r  u n r a i t te lb a r e n  
N a c h b a r s c h a f t  e in e r  K o n f ig u r a t io n  m i t  s ta b i le m  G le ic h g e w ic h t  in te r -  
e s s i e r t  s e in . D a  d ie  A b Λ v e ich u n g en  v o m  G le ic h g e w ic h t  k le in  se in  so llen , 
k o n n e n  a lle  F u n k t i o n e n  in  e in e  T A Y L O R -R eihe u m  d a s  G le ic h g e w ic h t  
e n tw ic k e l t  u n d  d ie  G lie d e r  h o h e r e r  O r d n u n g  v e rn a c h la s s ig t  w e rd e n . D ie  
A b w e ic h u n g e n  d e r  g e n e r a l i s ie r te n  K o o r d in a te n  v o m  G le ic h g e w ic h t 
so l le n  m i t  Vi b e z e ic h n e t  w e r d e n :

Qi =  go i +  Vi (10-2 )

u n d  s o lle n  a ls  d ie  n e u e n  g e n e r a l i s ie r te n  K o o r d in a te n  d e r  B e w e g u n g  
v e r w e n d e t  w e rd e n . E n tw ic k e l t  m a n  d ie  p o te n t ie l le  E n e rg ie  u m  qoif 
so  e r h a l t  m a n

V (g i . . · Qn) =  V(q0i .

D ie  in  tj,· line*aren T e r m e  v e rs c h w in d e n  a u to m a t i s c h  in fo lg e  d e r  C le ic h -  
g e w ic h ts b e d in g u n g e n  (1 0 -1 ). D e r  e r s te  T e rm  in  d e r  R e ih e  i s t  d ie  p o 
t e n t i e l l e  E n e r g ie  f u r  d ie  G le ic h g e w ic h ts la g e . V e r s c h ie b t  m a n  d e n  w ill- 
k u r l ic h e n  N u l l p u n k t  d e s  P o t e n t i a l s  so , d a b  e r  m i t  d e m  G lc ic h g e w ic h ts -  
p o t e n t i a l  z u s a m m e n f a l l t ,  so  k a n n  d ie s e r  T e rm  a u c li  z u m  V e rsc h w in d e n  
g e b r a c h t  w e rd e n . E s  b le ib e n  d e s h a lb  n u r  d ie  q u a d r a t i s c h e n  T e rm e  a ls  
e r s t e  N a h e r u n g  f u r  V :

D a r in  w u r d e n  d ie  z w e ite n  A b le i tu n g e n  v o n  V d u r c h  d ie  K o n s ta n te n  
V a  b e z e ic h n e t ,  d ie  n u r  v o n  d e n  G le ic h g e w ic h ts w e r te n  d e r  ^. a b h a n g e n . 
W e g e n  ih r e r  D e f in i t io n  s in d  d ie  F,·, o f fe n s ic h tl ic h  s v m m e tr is c h ,  d .h . 
Vo- =  V».

E in e  a h n l ic h e  R e ih e n e n tw ic k lu n g  k a n n  m a n  f u r  d ie  k in e t is c h e  E n e r 
g ie  a u s f i ih r e n .  D a  d ie  g e n e r a l i s ie r te n  K o o r d in a te n  d ie  Z e it  n ic h t  
e x p l i z i t  o n th a l t e n ,  i s t  d ie  k in e t is c h e  E n e rg ie  e in e  h o m o g e n e  q u a d ra -  
t i s c h e  F u n k t i o n  d e r  G e s c h w in d ig k e i te n  (v g l. G l. (1 -6 2 )):

T  =  i  T9  iQ) ~~ 9
Δ  i . )  *  i . J

(10-5)

D ie  K o e f f iz ie n te n  m<,· s in d  im  a llg e m e in e n  F u n k t io n e n  d e r  K o o r d in a te n  
qit a b e r  s ie  k o n n e n  in  e in e  T A Y L O R -R eihe u m  d ie  G le ic h g e w ic h tsk o n fi-  
g u r a t i o n  e n tw ic k e l t  w e rd e n  :

· . . Q n )  =  m./faoi · . . Q o n )  +
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Da Gl. (10-5 ) bereits quadratisch in den ist, erhalt man die nie- 
drigste nicht versehwindende Naherung fur T , indem man alle Terme 
bis auf den ersten in der Entwieklung von mi/streicht. Bezeiehnet man 
die konstanten Werte der Funktionen im Gleichgewicht mit T»/, 
so kann man deshalb fiir die kinetisehe Energie schreiben:

T  =  \  ^ T tA A ,.  (1 0 -6 )

M a n  s i e h t  w ie d e r  s o fo r t ,  d aB  d ie  K o n s t a n t e n  7\·,· s y m m e t r i s e h  s e in  
m u s s e n , d a  d ie  e in z e ln e n  T e r m e  in  Gl. (10-6) d u r c h  e in e  V e r ta u s e h u n g  
d e r  I n d iz e s  n i c h t  b e e in f lu B t w e rd e n . A u s  d e n  Gl. (10-4) u n d  (10-6) 
f o lg t  f i i r  d ie  L A O R A N G E -F u n k tio n :

L  = 9 ^(Τ ϊίή ίή ΐ — Viflflj). (10-7)
* i,j

Nimmt man die η als generalisierte Koordinaten, so fuhrt die La- 
GRANGE-Funktion (10-7) auf die folgenden n Bewegungsgleichungen:

'jEfTijiijj “k =  0. (1 0 -8 )
J J

Dabei wurde von der Symmetrieeigenschaft der Koeffizienten F t·,· und 
Tn explizit Gebrauch gemacht. Jede der Gleichungen (10-8) wird im 
allgemeinen alle Koordinaten enthalten. Dieser Satz simultaner 
Differentialgleichungen muB gelost werden, wenn man die Bewegung 
in der Nahe des Gleiehgewichts erhalten will.

i o -2  D ie  E ig e n w e r tg le ic h u n g  u n d  d ie  H a u p ta c h s e n t r a n s f o r m a t io n

Die Bewegungsgleichungen (10-8 ) sind lineare Differential glei
chungen mit konstanten Koeffizienten. Die Form dieser Gleichung ist 
aus der Theoric elektrischer Stromkreise bekannt. Es ist deshalb 
naheliegend, eine Schwingungslosung der Form

m = Co,#-** (10-9)

zu versuchen. Hierin ist Cat die komplexe Amplitude der Schwingung 
fur die Koordinatc v%· l^('r Faktor C wurde zweckmaBig als Skalen- 
faktor eingefuhrt. Er ist fur alle Koordinaten gleich. Selbstverstand- 
lich entspricht nur der reelle Teil von Gl. (10-9) einer wirklichen 
Bewegung. Setzt man den Losungsansatz (10-9) in die Bewegungs
gleichungen ein, so fuhrt das auf die folgenden Gleichungen fur die 
Amplitudenfaktoren:
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2 ( F « e ,  -  u tT ifl,)  -  0. (1 0 -1 0 )

D ie  G l. (1 0 -1 0 ) s in d  n  l in e a r e  h o m o g e n e  G le ic h u n g e n  fiiir d ie  a*, u n d  
fo lg lic h  k o n n e n  s ie  n u r  d a n n  e in e  L o s u n g  h a b e n ,  w e n n  d ie  K o e ff iz ie n -  
t e n d e t e r m i n a n t e  v e r s c h w in d e t :

D ie se  D e te r m in a n te n b e d in g u n g  i s t  e f f e k t iv  e in e  a lg e b ra is c h e  G le ic h u n g  
n - t e n  G r a d e s  f u r  ω2, u n d  d ie  W u rz e ln  d e r  D e te r m in a n te  l ie fe m  d ie  
F r e q u e n z e n ,  f u r  d ie  G l. (1 0 -9 ) e in e  k o r r e k te  L o s u n g  d e r  B e w e g u n g s -  
g le ic h u n g e n  d a r s t e l l t .  F i i r  je d e n  d ie s e r  W e r te  v o n  c*2 k o n n e n  d ie  
G le ic h u n g e n  (1 0 -1 0 ) n a c h  d e n  A m p l i tu d e n  a< a u fg e lo s t  w e rd e n , o d e r  
g e n a u e r ,  n a c h  n  —  1 d e r  A m p l i tu d e n ,  d ie  v o n  d e m  u b r ig b le ib e n d e n  o* 
a b h a n g e n .

M it  a l l  d e m  s in d  w ir  v e r t r a u t ,  u n d  w ir  k o n n e n  d e n  e ig e n tl ic h e n  
m a th e m a t i s c h e n  G b e r b l ic k  e r h a l t e n ,  in d e m  w ir  k u r z  e in e n  e in -  
f a c h e n  S o n d e r f a l l  d e s  a t lg e m e in e n  P r o b le m s  b e t r a c h t e n .  W ir  w o llen  
a n n e h m e n ,  d aB  d ie  g e e ig n e te n  g e n e r a l i s ie r te n  K o o r d in a te n  d ie  c a r te -  
e is c h e n  K o o r d in a t e n  d e r  T e i lc h e n  d e s  S y s te m s  s in d .  D ie  k in e t is c h e  
E n e r g ie  e n t h a l t  d a n n  n u r  d ie  Q u a d r a te  d e r  G e s c h w in d ig k e its k o m p o -  
n e n te n .  F t i l i r t  m a n  g e n e r a l i s ie r te  K o o r d in a te n  e in ,  d ie  g le ic h  d e n  c a r te -  
s is c h e n  K o m p o n e n te n  m u l t ip l iz ie r t  m i t  d e r  Q u a d r a tw u r z e l  a u s  d e r  
T e i lc h e n m a s s e  s in d ,  s o  k a n n  d ie  k in e t i s c h e  E n e r g ie  in  d e r  fo lg e n d e n  
F o r m  g e s c h r ie b e n  w e r d e n :

so  d a B  in  d ie s e m  F a l le  7 \,· =  i s t .  W e n n  «* m i t  X b e z e ic h n e t  w ird , 
v e re in f a c h e n  s ic h  d ie  h o m o g e n e n  G le ic h u n g e n  (1 0 -1 0 ) a u f

D a s  i s t  a b e r  g e n a u  d ie  F o r m u l ie r u n g  d e s  E ig e n w e r tp r o b le m s ,  d a s  w ir  
a u s  d e n  K a p i t e ln  I V  u n d  V  k e n n e n  (v g l. G l. (5 -2 2 )) ;  d e r  e in z ig e  U n te r -  
s c h ie d  b e s t e h t  d a r in ,  d aB  d e r  V e k to r r a u m  n  D im e n s io n e n  a n s te l le  v o n  
d r e i  D im e n s io n e n  h a t .  B e t r a c h t e t  m a n  V a  a ls  e in  E le m e n t  e in e r  « -  
d im e n s io n a le n  q u a d r a t i s c h e n  M a tr ix  V u n d  a ,  a ls  d ie  K o m p o n e n te

Fn —  uPTix "V \2 —  I*
F ji — ω2 J ’n V» — ω*Τ?2 

V« — ώ*Τ ji * 0 .  (10 -11 )

(10 -1 2 )

(10 -13 )
j
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e in e s  w -d im e n s io n a le n  V e k to r s  a , so  k a n n  G l. (1 0 -1 3 ) in  fo lg e n d e  F o r m  
g e b r a e h t  w e rd e n :

Va =  Xa,

d ie  d e r  E ig e n w e r tg le ic h u n g  (4 -47 ) a h n l ic h  i s t .  U n t e r  d ie s e n  U m s ta n d e n  
r e d u z ie r t  s ic h  d ie  D e te r m in a n te n g le ic h u n g  (1 0 -1 1 ) g a n z  a h n l ic h  a u f  d ie  
S a k u la r g le ic h u n g  f u r  d ie  E ig e n w e r te  X.

D a  V s y m m e tr i s c h  u n d  r e e l l  i s t ,  s in d  d ie  e n ts p r e e h e n d e n  E ig e n 
w e r te  re e l l  (v g l. A b s e h n . 5-4). W e n n  d ie  n  S a tz e  d e r  a t·, d ie  d e n  n  E ig e n - 
w e r te n  e n ts p r e c h e n ,  a ls  e in e  M a t r ix  A g e s e h r ie b e n  w e rd e n , d a n n  m u B  
w ie  in  A b s e h n . 4 -6  A d ie  M a t r ix  V m i t t e l s  e in e r  A h n l i c h k e i t s t r a n s f o r 
m a t io n  d ia g o n a lis ie r e n .  W e i te r h in  s in d  d ie  n  E ig e n v e k to r e n  a  o r t h o 
g o n a l  z u e in a n d e r  (A b s e h n . 5 -4 ), u n d  d ie  d ia g o n a l i s ie r e n d e  M a t r ix  A 
m uB  d e s h a lb  o r th o g o n a l  s e in .

D ie se  S e h lu B fo lg e ru n g e n  s in d  f u r  d e n  F a l l  g i i l t ig ,  d aB  7\·/ n i c h t  d ia g o 
n a l  i s t ;  a h n l ic h e  E r g e b n is s e  la s s e n  s ic h  f u r  d a s  a l lg e m e in e  P r o b le m  
b e w e ise n . D ie  G l. (10 -10 ) r e p r a s e n t i e r e n  e in e n  T y p  e in e r  E ig e n w e r t 
g le ic h u n g , d e n n  s c h r e ib t  m a n  7 \,· a ls  e in  E le m e n t  d e r  M a t r ix  T, so  
k o n n e n  d ie  G le ic h u n g e n  g e s e h r ie b e n  w e r d e n :

V a =  XTa. (1 0 -1 4 )

H ie r  b e r u h t  d ie  A V irkung v o n  V a u f  d e n  E ig e n v e k to r  a  n i e h t  a l le in  
d a r a u f ,  d e n  V e k to r  (b is  a u f  e in e n  F a k t o r X )  zu  r e p r o d u z ie r e n  w ie  b e im  
g e w o h n lie h e n  E ig e n w e r tp r o b le m ; v ie lm e h r  h a t  d e r  E ig e n v e k to r  d ie  
E ig e n s c h a f t ,  daB  V, d a s  a u f  a  w ir k t ,  e in  V ie lfa c h e s  v o n  d e m  e r g ib t ,  
d a s  m a n  e r h a l t ,  w en n  m a n  T a u f  a  a n w e n d e t .  W ir  w e rd e n  z e ig e n , d a B  
d ie  E ig e n w e r te  X, f u r  d ie  G l. (10 -14 ) b e f r ie d ig t  w e rd e n  k a n n ,  a l le  r e e l l  
s in d  in fo lg e  d e r  H e r m i t i z i t a t  v o n  T u n d  V u n d  p o s i t iv  s e in  m iis s e n . 
E s  w ird  a u c h  g c z e ig t  w e rd e n , d aB  d ie  E ig e n  v e k to r e n  a  -  in  g e w is se m  
S in n e  -  o r th o g o n a l  s i n d .  W e i te r h in  d ia g o n a l i s ie r t  d ie  M a t r ix  A d e r  
E ig e n  v e k to r e n  sowohl T ale auch V, d ie  e r s te r e  a u f  d ie  E i n h e i t s m a t r i x  1 
u n d  d ie  l e tz te r c  a u f  e in e  M a tr ix ,  d e re n  D ia g o n a le le m e n te  d ie  E ig e n 
w e r te  X s in d .

W ir  g e h e n  v o r  w ie  in  A b s e h n . 5-4 . ajk m o g e  d ie  j- tc  K o m p o n e n te  
d e s  1c-te n  E ig e n  v e k to r s  d a r s te l lc n .  E i n e  ty p is c h e  G le ic h u n g  a u s  (1 0 -1 4 ) 
f u r  d e n  E ig e n w e r t  \ k k a n n  g e s e h r ie b e n  w e r d e n :

^ V tlalk = (10-15)
J  J

D a s  K o m p le x k o n ju g ie r te  d e r  e n ts j ) r e c h e n d e n  G l e i c h u n g  f i ir  X/ h a t  d ie  
F o r m  ^

2<v>>a" =  V 2 7V«· ( ίο-1 o)

M an  m u l t ip l iz ie r t  G l. (10-16)  m i l  α,-k, s u m m i e r t  l ib e r  j  u n d  z ie h t  d ie
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sich ergebende Gleichung von dcm entsprechenden P rodukt der Gl. 
(10-15) m itaS , das fiber i  sum m iert ist, ab. Die linke Seite der Differenz- 
gleichung verschw indet. E s bleib t nu r

0 =  (X* -  (10-17)

B etrach ten  wir zuerst die spezielle Form  von Gl. (10-17) fur l =  k:

(X* -  =  o. (10-18)
i . J

E s soli nun  gezeigt werden, daB die Summe fiber i und ; reell und 
ta tsach lich  positiv definit ist. Uni diese B ehauptung zu beweisen, 
teilen wir a,·* in seine reelle und im aginare K om ponente a u f :

a,·* =  a jt +  tfiik.
Die Sum m ation kann  dann  geschrieben w erden :

ijdjkaik — fiaa/t).
i . J  U J  i . J  u j

D er im aginare Term  verschwindet zufolge der Sym m etric von 7 \„  denn 
eine V ertauschung der Indizes i und j  an d ert das Vorzeichen der 
Summe. Dem nach ist die Summe reell. W eiterhin sieht man aus der 
Definition (10-6) der Ivoeffizienten 7 \„  daB die zwei reellen Suramen 
zweimal die kinetische Energie sind, wenn die Geschwindigkeiten ή» 
die W erte a*  bzw. fiik haben. N un muB eine kinetische Energie ihrer 
N a tu r nach fur reelle Geschwindigkeiten positiv definit sein, und des- 
halb  kann die Summe in Gl. (10-18) n ich t Null sein. Es folgt, daB 
die Eigen w erte X* reell sein mfissen.

D a die Eigenw erte reell sind, mfissen die Verhftltnisse der Eigen- 
vektor-K om ponenten a,*, die durch die Gl. (10-15) bestim m t sind, alle 
reell sein. Es gibt. natfirlich noch eine U nbestim m theit, da der W ert 
eines der a,* noch frei gew ahlt werden kann, ohne die Gl. (10-15) zu 
verletzen. W ir konnen jedoch fordern, daB diese K om ponente reell 
sein soli. D adurch, daB X* reell ist, sind wir dann sicher, daB alle anderen 
K om ponenten reell sind. (Ein kom plexer Phasenfaktor in der Ampli
tude  der Schwingung soil in den F ak to r C  gesteckt werden, vgl. Gl. 
(10-9)). W ir m ultiplizieren nun Gl. (10-15) m it a*  und summicren 
fiber i: ^  —*

Diese Gleichung kann nach X* aufgelost werden:

λ» = (10-19)
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Der N enner dieses Ausdruckes ist gleieh der doppelten kinetisehen 
Energie fur Geschwindigkeiten a»*, und  da die E igenvektoren reell 
sind, muB die Sum me positiv definit sein. Ahnlich ist der Zahler die 
potentielle Energie fur K oordinaten und die Bedingung, daB V  
ein Minimum im Gleichgewieht ist, erfordert, daB die Summe positiv  
oder Null sein muB. W eder Zahler noeh N enner konnen negativ  sein, 
und der N enner kann n icht Null sein. D em nach ist X ste ts  endlich und  
positiv. ( X kann jedoch Null sein.) W ir erinnern uns, daB X anstelle 
von ω2 steh t, so daB positives X reellen Schwingungsfrequenzen ent- 
spricht. W enn das P o ten tia l n icht genau ein Minimum ist, kann der 
Zahler in Gl. (10-19) negativ  sein. Das gib t AnlaB zu im aginaren Ere- 
quenzen, die ein unbeschranktes exponentielles Anwachsen von qt· 
m it der Zeit hervorrufen w urden. E ine solche Bewegung ware often - 
sichtlich instabil. W ir haben hierm it den angekiindigten m athem ati- 
schen Beweis, daB fur stabile Bewegungen ein Minimum des P o ten tia ls  
erforderlich ist.

W ir wollen fur einen Augenbliek au f Gl. (10-17) zuruckkom m en. 
Im  Hinblick darauf, daB die E igenw erte und Eigenvektoren reell sind, 
kann diese geschrieben w erden :

(Xfc Χ ύ Σ Τ & ν α *  — 9.
i . j

(10-17')

W enn alle W urzeln der Sakulargleichung verschieden sind, kann  
Gl. (10-17') nur gelten, wenn die Sum m ation fur l ^  k verschw indet:

^T ijd u a jk  =  0. I ^  k
i j (10-20a)

Es wurde m ehrm als bem erkt, daB die W erte der a,* n ich t vollstandig 
durch die Eigenwertgleichungen (10-10) festgelegt sind. W ir konnen 
diese U nbestim m theit beseitigen, wenn wir weiterhin fordern, daB

=  1 (10-20b)
i . j

ist. Es g ib t n  solche Gleichungen (10-20b). Sie legen die eine willkurliche 
K om ponente von jedem  der n  E igenvektoren a* eindeutig  fest.1 Die

1 Gl. (10-20b) k an n  in eine Form  g eb rach t w erden, die ex p liz it zejg t, daB das 
auereich t, d ie U n b estim m th eit in den α7* zu beseitigen. N ehm en w ir an , d e r Be- 
tra g  von sei zu bestim m en ; das V erhaltn is  a ller anderen  zu orhiilt m an  
aus den Gl. (10-10). D ann  kann  Gl. (10-20b) geschrieben w erden:

Xfqi Oik Ojk _  1
i,j a\k

D ie linke Seite  is t vo llstand ig  du rch  d ie E igenw ortg leichungen b estim m t. Sie 
kann  d ire k t gelost w erden  und  lie fe rt alk.
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zwei Gleichungen (10-20a und b) konnen in eine Gleichung der Form

= δ» (10-21)
U J

zusam m engefaBt werden.
Fallen  zwei oder m ehr der W urzeln zusammen, so ist das Argum ent, 

das au f Gl. (10-20a) fuh rt, n icht m ehr gultig. W ir wollen eine Dis- 
kussion dieses A usnahm efalles au f spa te r verschieben. F u r die augen- 
blicklichen Gberlegungen ist es ausreichend. festzustellen, daB ein 
Satz von Koeflizienten a,** s te ts  gefu iden  werden kann, der sowohl 
die Eigenw ertgleichungen (10-10) als auch Gl. (10-20a) befriedigt. 

Die Bedingung (10-21) la u te t in M atrizenschreibweise:

ATA =  1. (10-2Γ)

N un sag t m an, eine M atrix  A is t orthogonal (vgl. Gl. (4-36)), wenn

AA =  1. (10-22)

Die zwei Bedingungen sind sich ihrer Form  nach etw as ahnlich, aber 
Gl. (10-21') un terscheidet sich von der O rthogonalitatsforderung durch 
die M atrix T in der M itte. W ir werden jedoch sehen, daB GL (10-2Γ) 
eine O rthogonalitatsbedingung darste llt, allerdings in einem Raum , der 
im  allgem einen n ich t cartesisch ist. Die gewohnliche O rthogonalitats
forderung besagt in W irklichkeit, daB jeder der Vektoren a* den Betrag 
E ins h a t:

a*· a* =  2 &  =  1.
I '

un d  daB zwei V ektoren zueinander scnkrecht s in d :

a / · a* = '%aita,k =  0, j  ^  k.
i

In  einem nichtcartesischen R aum  m it schiefen Achsen, in dem die 
E lem ente des m etrischen Tensors T K onstanten sind, die von den 
K oordinaten nicht abhiingen, ist die Lange eines Vektors a* gegeben 
durch (vgl. GL (7-42)):

3 6 0  X . K le in e  S chw ingungen

a* · a± =  ^ T  ,/OoOyt.

Das P u n k tp ro d u k t zweier Vektoren ai und a* ist dem entspreehend 
in einem solchen R aum

ai · a* =
t.j
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Ein Vergleich m it den Gl. (10-20) zeigt, daB (10-20b) besagt: Die 
Vektoren a* haben die Lange Eins. Gl. (10-20a) beinhaltet, daB zwei 
verschiedene Vektoren a*, a* zueinander senkrecht sind. Gl. (10-21') ist 
dem entsprechend die Orthogonalitatsbedingung fur die M atrix  A in  dem  
Konfigurationsraum, dessen metrischer Tensor T ist. In  einem carte- 
sischen R aum  ist der m etrische Tensor der E inheitstensor 1, un d  die 
Bedingung (10-2Γ) reduziert sich dann  au f die gewohnlichen O rtho- 
gonalitatsforderungen.

Im  IV. K apitel wurde die Ahnlichkeitstr&nsform&tion einer M atrix  C 
m it einer M atrix B definiert durch die Gleichung (vgl. Gl. (4-41)):

C' =  BCB-1.

W ir fiihren nun den entsprechenden BegrifF der Kongruenztr&nsfor- 
m ation von C m it A ein, entsprechend der Beziehung

C' =  ACA. (10-23)

Wenn A orthogonal ist, so daB A =  A-1, dann besteht kein w esentlicher 
U nterschiedzw isehen den beiden T ransform ationstypen (wie m an sieh t, 
wenn man A-1 durch die M atrix E bezeichnet). Gl. (10-21') kann deshalb 
als die Feststellung aufgefaBt wcrden, daB A die M atrix T durch eine 
K ongruenztransform ation in eine D iagonalm atrix, im besonderen in 
die E inheitsm atrix , transform iert.

Wenn eine D iagonalm atrix λ  m it den E lem enten X** =  einge- 
fuh rt wird, konnen die Eigenwertgleichungen (10-15) gesehrieben 
w erden :

oder in M atrizenschreibweise
VA =  ΤΑλ. (10-24)

M ultipliziert m an m it A von links, so n im m t Gl. (10-24) die Form  an :

AVA =  ΑΤΑλ.

Das reduziert sich wegen Gl. (10-2Γ) auf

AVA =  λ. (10-25)
Unsere letzte Gleichung (10-25) besagt, daB eine K ongruenztransfor
m ation von V m it A das V in eine D iagonalm atrix iiberfuhrt, deren 
E lem ente die Eigenwerte \k  sind.

Die M atrix A diagonalisiert som it gleichzeitig T und V. E rinnern wir 
uns an die In terp re ta tion  von T als metrisehen Tensor im Konfigu-
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rationsraum , so konnen wir dem  DiagonalisicrungsprozeB die folgende 
D eutung geben. A ist die M atrix einer linearen Transform ation von 
einem  System  schiefer Achsen au f cartesischc orthogonale Achsen, wie 
aus der Tatsache zu erkennen ist, daB der transform ierte metrische 
Tensor 1 ist. Gleichzeitig sind die neuen Achsen die ziieinander senk- 
rechten Hauptachscn von V, so daB die M atrix V in dem transform ierten 
K oordinatensystem  diagonal ist. Das Verfahren zur Bestim mung dor 
Fundam entalfrequenzen kleiner Schwingungen ist som it ein besonderer 
Typ der Hauptachsentrans formation, die im V. K apitel d iskutiert 
wurde.

Es ist nu r noch der Fall m ehrfacher W urzeln der Sakulargleichung 
zu betrach ten . Dieser Fall ist in der m athem atischen Theorie storendcr 
als in der Praxis. W enn eine oder mchrere W urzeln zusammenfallen, 
so findet m an, daB die Zahl der unabhangigen Gleichungen un ter den 
E igenw erten nicht ausreicht, auch nur das V erhaltnis der Kompo- 
nenten  der E igenvektoren zu bestim m en. W enn etw a der Eigenwert λ 
eine Doppelwurzel ist, konnen zwei der Kom ponenten a,· willkiirlich 
gew ahlt werden. D er R est der K om ponenten wird durch die Eigen- 
wertgleichungen festgelegt. Zur Illustration  wollen wir ein zwei- 
dim ensionales System  betrach ten , dessen Sakulargleichung lau te t:

oder
F h —  \T n  F  i2 —  XT i3
Vu — \Tu Vn “  λ Τ η

(Yu  -  λΓη)2 -  (F n  -  XTu)(F« -  \ T n) =  0.
Nehmen wir nun an, daB die M atrixelem ente folgende Eigenschaft 
h a b e n :

V u Fn Vn  (10-26)
~rp~ =  ~rp~ ~  7p~ =  0̂·i  12 i  11 * «

D ann kann  die Sakulargleichung geschrieben w erden:

(T?2 -  TnTn)(*o -  λ)* =  0.

Darin bezeichnet λο eine Doppelwurzel der Sakulargleichung. Die 
Eigenwertgleichungen (10-10) fur diese Wurzel sind aber

(Vu  -  λοΤη)αι +  (F «  -  λοΤιΟα, -  0,
(F a  -  λοΓ12)αι +  (Vn  -  \>Tn)at -  0,

und im H inblick au f die Bedingungen (10-26) verschwinden alle 
Koeffizienten der a identisch. Irgendein W ertesatz fur die beiden a 
wird dann die Eigenwertgleichungen befriedigen. Trotz der Normali- 
sierungsforderung (10-20b) wird es som it eine einfach unendliche
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H annigfaltigkeit der E igenvektoren geben, die einer Doppelwurzel 
der Sakulargleichung en tsprich t, eine doppelt unendliehe M annig- 
faltigkeit fur eine dreifache W urzel usw.

Im  allgemeinen wird irgendein P aa r von Eigen vektoren, das will- 
kurlich aus dem unendliehen Satz der erlaubten  V ektoren ausgew ahlt 
worden ist, n icht orthogonal sein. Dennoch ist es s te ts  moglich, ein 
P aar erlaubter Vektoren zu konstruieren, die orthogonal sind, und  
die zur Bildung der orthogonalen M atrix A verw endet werden konnen. 
B etraehten wir der E infachheit halber das Verfahren, dem im Falle 
einer Doppelwurzel zu folgen ist. a£ und  a*' seien zwei erlaubte Eigen- 
vektoren fur eine gegebene Doppelwurzel λ. W eiterhin sei a£ so nor- 
m iert, daB es Gl. (10-20b) befriedigt. Irgendeine L inearkom bination 
von a£ und a*' wird aueh ein E igenvektor zur W urzel λ sein. W ir ver- 
suchen deshalb, einen V ektor a* zu k onstru ie ren :

a i =  cia'k +  c2ai, (10-27)

in dem cx und c2 solche K onstan ten  sind, dab a* orthogonal zu a£ ist. 
In  K om ponentenform  kann  Gl. (10-27) geschrieben w erden:

an =  Ci<4 +  C20«. (10-27')

M ultipliziert man G). (10-27') m it Taa]t und  sum m iert uber i  und  j , so 
wird

— Cl H" C2y fTiiCLiiCl'ik·
i j  i.i

Um die O rthogonalitatsbedingung (10-20a) zu befriedigen, muB die 
linke Seite dieser Gleichung versehwinden. W ir setzen also

= “  2 ^ " iiaiiaJk·ca t l

Eine andere Gleichung fur das Verhaltrlis c jc 2 wird durch die Forde- 
rung geliefert, daB a/ die N orm ierungsbedingung (10-20b) erfu llt. Die 
beiden Gleichungen zusammen legen die Koeffizientcn ct und c2 und 
dam it den Vektor af fest. Sowohl a /a ls  auch ak = a£ sind autom atisch  
zu den Eigen vektoren der aruleren verschiedenen Eigen werte ortlio- 
gonal, denn das Argum ent, au f dem Gl. (10-17') beruht, bleibt gultig. 
Somit habcn wir einen Satz von n  Eigen vektoren a,·, deren Kom po-
nenten die M atrix A bilden, die die Gl. (10-21') erfiillt. iN>v n u /0(

Ein ahnliches Verfahren ist fur eine Wurzel hohercr M ultip lizitat 
zu befolgen. Wenn λ eine m-fache Wurzel ist, dann worden die ortho-
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norm ierten E igenvektoren aus Linearkom biiiationen der m  ent- 
sprechenden Eigenvektoren af. . . a£, gebildet. Der erste der ,,ortho- 
noΓmalen,, E igenvektoren ai w ird dann  als Vielfaches von a[ gew ahlt; 
a2 w ird aus einer L inearkom bination  von aj und a2 gebildet usw. A uf 
diese Weise ist die Zahl der zu bestim m enden K onstanten  gleich der 
Sum m e der ersten m  ganzen Zahlen, also \m (m  4 -1 ). Die Normierungs- 
forderungen liefern m  Bedingungen, w ahrend es \m (m  — 1) Ortho- 
gonalitatsbedingungen g ib t. Zusam m en hatm ansom itgeradegenugend  
Bedingungen, um  die K onstan ten  eindeutig festzulegen.

Dieses Verfahren, orthogonale Eigenvektoren im Fallc mehrfacher 
W urzeln zu konstruieren. ist der Methode vollig analog, eine Folge 
orthogonaler Funktionen  aus einem beliebigen Funktionensatz zu 
konstruieren. In  der Sprache der Geometrie ausgednickt, sieht man 
auch, daB es identisch in it deni Verfahren ist. das wir im V. K apitel 
fu r m ehrfache Eigen werte des Tragheitstensors verwendet haben. Zmn 
Beispiel bedeutet die zusatzliche U nbestim m theit in den Eigenvektor- 
kom ponenten bei einer Doppelwurzel, daB alle Vektoren in einer Ebene 
E igenvektoren sind. W ir wahlen lediglich irgend zwei zueinander senk- 
rechte R ichtungen in der Ebene als neue H auptachsen. Die Einheits- 
vektoren langs dieser Achsen sind die Eigenvektoren in A.

M ehrfache W urzeln der Sakulargleichung werden oft als en tarte tc  
Frequenzen bezeichnet. Es sei bem erkt, daB der Begriff hier eine andere 
B edeutung h a t als im  vorigen K apitel. Zwei verschiedene Frequen
zen, selbst wenn sie in einem rationalen V erhaltnis zueinander stehen, 
werden hier n icht als en ta rte t betrach te t, im IX . K apitel wurden sie 
jedoch so klassifiziert.

io -3 Frequenzen der freien Schwingung und Normalkoordinaten

Die etw as ausgedehnten Oberlegungen im vorigen A bschnitt 
zeigen, daB die Bewegungsgleichungen nicht nur fur eine Frequenz, 
sondern im allgemeinen fur einen Satz von n Frequenzen wt durch eine 
Schwingungslosung der Form  (10-9) befriedigt ΛveΓden. Eine vollstiin- 
dige Losung der Schwingungsgleichungen en thalt deshalb eine Dber- 
lagerung von Schwingungen mit alien erlaubten Frequenzen. Wenn das 
System  geringfiigig aus seiner Gleichgewicht-slage ausgelenkt wird und 
dann sich selbst iiberlassen bleibt, wird das System som it kleine 
Schwingungen um  die Gleichgewichtslage m it den Frequenzen <i>t . . . ωΛ 
ausflihren. Die Losungen der Sakulargleichung werden deshalb oft als 
Frequenzen der freien Schtcingting oder als Resonanzfrequenzen des 
System s bezeichnet.
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Die allgemeine Losung der Bewegungsgleiehungen kann nun  ge- 
schrieben w erden : 1

Vi = 2 ,Cka ike-<Ukt. (10-28)

Darin sind die Ck kom plexe Skalenfaktoren fur jede Resonanz-
ffequenz. Man konnte einwenden, daB es fiir jede Losung X*der Saku- 
largleichung zwei Resonanzfrequenzen +ω* und  — ω* gibt. Der E igen
vecto r a* ware fiir die zwei Frequenzen derselbe, jedoch die Skalen- ;
faktoren Cl und  Cl konnten  begreiflicherweise verschieden sein. Des- ,
halb sollte die allgemeine Losung la u te n : 1

i
Vi = 2 a *(C*e+i“i‘ +  (10-29) j

κ Ι
W ir erinnern uns jedoch daran, daB die tatsachliche Bewegung dem  1
Realteil der komplexen Losung entspricht, und  daB der R ealteil von j
(10-28) und  (10-29) in folgender Form  geschrieben werden kann :
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Vi =  cos (ωά - f  bk) . (10-30)
k

Darin sind die Am plitude /* und die Phase δ* durch die Anfangsbe- 
dingungen bestim m t. Beide Losungen (10-28, 29) werden deshalb 
die tatsachliche Bewegung darstellen, doch is t die erstere natiirlieh  
bequemer.

Die O rthogonalitatseigenschaften von A vereinfachen die Bestim - 
mung des Skalenfaktors Ck in A bhangigkeit von den Anfangsbe- 
dingpngen erheblich. F iir t =  0 reduziert sich der R ealteil von Gl. 
(10-28) au f

*(0) = j £ R e C k ( i i k ·  (10-31)
k

Darin s teh t Re fiir ,,R ealteil von” . Ahnlich e rhalt m an den Anfangs- 
w ert der G eschw indigkeiten:

i7,*(0) = 2  Im Cf&UcVk- (10-32)

Darin bezeichnet Im  Ck den Im aginarteil von Ck· Aus diesen 2n  Glei- 
chungen konnen die Real- und Im aginarteile der n  K onstan ten  Ck 
bestim m t werden. Um zum Beispiel Gl. (10-31) zu losen, m ultipliziert 
man au f beiden Seiten m it Τ^αμ  und suim niert iiber i und j:

2 TijVi(fya,i = 2 Re CkTiiau&n
t j  a .*

=  2  Re Ck &kl'

D e r  l e t z t e  S c h r i t t  w u r d e  m i t  R i i c k s i c h t  a u f  G l. (1 0 -2 1 )  a u s g e f i i h r t ;
F i i h r t  m a n  d ie  S u m m a t i o n  i i b e r  A:, a u s ,  so  e r h a l t  m a n

V fJA

>'A.
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Re Ci =  ^ T  <Λί(0)α,ι. (10-33)
i.)

Ahnlich ist der Im aginarteil des Skalenfaktors gegeben durch

Im  C, =  -  -  y , T <M°)α»«· ('10-34)
ω« ΐ 7

Die Gl. (10-33, 34) erlauben som it die direkte Berechnung des kom- 
plexen F ak to rs  Ci in Abhangigkeit. von den Anfangsbedingungcn nnd 
den M atrizen T und A.

Die vollstandige Losung (10-28) fur η{ ist ein Beispiel einer mehr- 
fach periodischen Bewegung, wie sie im IX . K apitcl d isku tiert wurde. 
Allerdings ist es ein besonders einfacher Typ mehrfacher Periodizitat, 
denn jeder Term  der m ehrfachen FouRiER-Entwicklung en thalt nur 
eine der Fundam entalfrequenzen und alle harmonischen Terme fehlen. 
Aber sogar m it dieser Vereinfachung ist die Bewegung nur bedingt 
periodisch, denn wenn die Resonanzfrequenzen nicht kommensurabel 
sind, wird η,· niem als seinen A nfangswert wieder annehm en. Demnach 
sind die K oordinaten  tj,· im allgemeinen nicht die Separationskoordina- 
ten  des Problem s, von denen jede einzelne einfach periodisch ist. WiV 
konnen jedoch einen solchen Satz periodischer K oordinaten aus den .η* 
durch eine P unk ttransfo rm ation  erhalten.

W ir definieren einen neuen Satz von K oordinaten f,·, die m it den 
urspriinglichen K oordinaten η* durch die folgenden Gleichungen
v erk n u p ft s in d :

% (10-35)

W enn und f , als E lem ente von einspaltigen M atrizen η bzw. J  dar- 
gestellt w erden, lau ten  die Definitionsgleichungen (10-35):

η =  Αξ. (10-36)

Infolge der Eigenschaften der M atrix A nehmen die potentielle und die
kinetische Energie einfache Form en an, wenn sie durch die neuen 
K oordinaten ausgedriickt werden. Die potentielle Energie (10-4)

v - \  J f i V t m

kann  in M atrixform  geschrieben w erden :

F = |  ή ν η . (10-37)

Ahnlich kann die kinetische Energie (10-6) als M atrizenprodukt an- 
gegeben w erden :
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T  =  I  ή Τή. (10-38)

Nun s teh t die transponierte M atrix ή (das is t eine einreihige M atrix) 
zu ? in folgender B eziehung:

ή =  Αζ =  ΙΑ

(vgl. O bung 2, IV . K apitel), und  die potentielle Energie la u te t deshalb

V =  \ lAVAl
A diagonalisiert jedoeh V durch eine K ongruenztransform ation, vgl. 
Gl. (10-25), und das P o ten tial reduziert sich einfach au f

II
bO

lH
-l

ir«
*

& • (10-39)

Ausfiihrlich geschrieben la u te t Gl. (10-39):

V - 1  φ Μ . (10-40)

Die kinetische Energie h a t in den neuen K oordinaten  eine noch ein- 
fachere Form . D a sich die Geschwindigkeiten wie die K oord inaten  
transform ieren, kann  T  geschrieben w erden:

Τ  =  \  £ατα£,

und m it R iicksicht au f die „O rthogonalita ts” -E igenschaft( 10-21') von 
A reduziert sich T  au f

T  = \ l l  (10-41)

Als Funktion  der neuen Geschwindigkeiten lau te t deshalb die k ine ti
sche E n erg ie :

=  (10-42)

Die Gleichungen (10-40) und (10-42) besagen, daB in den neuen K oor
dinaten sowohl die potentiellen als auch die kinetischen Energien 
Summer) von Q uadraten sind und keine gem ischten Term e en thalten .
N aturlieh ist dieses Ergebnis einfach eine andcre Form  der Aussage, j
daB A eine H auptachsentransform ation  erzeugt. Es sci daran  erinnert, I
daB die H auptachsentransform ation des T ragheitstensors besonders 
dadurch gekennzeichnet ist, daB sie das T ragheitsm om ent au f eine j
Summe von Q uadraten reduziert; die neuen Achsen sind die H au p t- j
achsen des Tragheitsellipsoids. H ier sind die kinetischen und po ten- ’·

i
IiI

I
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tiellen Energien auch quadratische Form en (so wie es das Tragheits- 
m om ent war) und bcide sind durch A diagonalisicrt. Aus diesem Grunde 
ist die hier angew endete H auptachsen transform ation ein besonderes 
Beispiel fiir das w ohlbekannte algebraische Verfahren der glcichzeitigen 
Diagonalisierung ziveier quadratischer Formen.

Die durch die neuen K oordinaten hervorgerufene Vereinfachung 
w irk t sich auch au f die Bewegungsgleichungen aus. Die neue La- 
GRANGE-Funktion ist

L  =  \  ψ Η  -  «Μ ), (10-43)

so daB die LAGRANGE-Gleichungen f i i r f  lau ten :

ffc +  «ir* = o. (10-44)
Die Gl. (10-44) haben die Losungen:

tk =  C k c (10-45)

die m an natiirlich d irek t aus Gl. (10-28) h a ttc  ablesen konnen. Jede 
der neuen K oordinaten  ist som it eine einfach periodische Funktion. die 
n u r eine der Resonanzfrequenzen en tha lt. Es ist deshalb iiblich, d ie 'f  
die Normalkoordinaten des System s zu nennen. Offensichtlich sind die 
N orm alkoordinaten auch die Separationskoordinaten fur das Problem, 
und ω*//2τΓ is t die fc-te W inkelvariable.

Jede N orm alkoordinate en tsprich t einer Schwingung des Systems 
m it nu r einer Frequenz, und diese K om ponenten der Schwingungen 
werden Normalschivingunqen genannt. Bei jeder Normalschwingung 
schwingen alle Teilchen mit derselben Frequenz und mit der gleichen 
P hase2; die A m plitudenverhaltnisse sind durch die M atrixelem enteaa 
bestim m t. Die vollstandige Bewegung wird dann aus der Summe der 
Norm alschwingungen aufgebaut, zu denen entsprechende Am plituden- 
und  P hasenfaktoren  gehoren, die in den CA enthalten  sind.

Die Harm onischen der Fundam entalfrequenzen fehlen in der voll- 
etandigen Bewegung wegen der Vereinbarung, daB die Amplitude der 
Schwingung klein sein soil. Wir konnten dann da& Potential als eine 
quadratische Form  darstellen, welche wiederum charakteristisch ist 
fiir die einfache harm onische Bewegung. Die Transform ation au f 
N orm alkoordinaten heb t diesen P u n k t besonders hervor, denn, wie 
m an sieht, ist die LAGRANGE-Funktion in den Norm alkoordinaten 
(10-43) die Summe von Lag rang E-Funktionen fiir harmonische 
Oszillatoren der Frequenzen ω*. W ir konnen uns deshalb die voll-

* Teilchen k6nnen  in  G egenphaee sein, w enn d ie  a verschiedene Vorzeichen 
haben .
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standige Bewegung kleiner Schwingungen so vorstellen, als wiirde m an 
sie durch die Anregung der verschiedenen harm onischen O szillatoren 
m it verschiedenen In ten sita ten  und  Phasen  erhalten .3

10 -4  F reie Schwingungen eines linearen dreiatom igen Molekiils

Um das Verfahren zu erlau tern , nach  dem  m an die Resonanzfre- 
quenzen und die Norm alschwingungen erhalt, wollen wir im D etail 
ein Modell betrachten , das au f einem linearen sym m etrisehen drei- 
^  M atom igen Molekul beruht. Im  Gleich-

gew ichtszustand des Molekiils sind zwei 
xi b X2 b xa Atom e der Masse m  sym m etrisch au f jeder 

A bb. 10-2. M odell eines Seite eines Atom s der Masse M  lokalisiert 
linearen  eym m etrischen  drei- (v g j Abb. 10.2). Alle drei Atome liegen 
atom igen  M olekiils. au f einer Geraden, die Gleichgewichts-
abstande werden m it b bezeichnet. D er E infachheit halber wollen wir 
zuerst n u r Schwingungen langs der Molekiilachse betrachten , und das 
wirkliche kom plizierte zwischenatom are P o ten tial werde durch zwei 
Federn m it der K raftkonstan ten  k  angenahert, die die drei A tom e ver- 
binden. Es gibt offenbar drei K oordinaten, die die lineare Lage der drei 
Atome beschreiben. Mit diesen K oordinaten ist die potentielle Energie

v  =  7 j > ( x 2 —  χ ι  —  b ) 2 +  ^  (x3 — X 2 — b y .

W ir fiihren nun K oordinaten relativ zu den Gleichgewichtslagen ein:
V i  =  X i  —  x o i )

wobei
#02 Xqi — b —  Xq3 —  %02·

Die potentielle Energie reduziert sich dann au f

ν  = 1 ( · π -  Hi)* +  I  (u, -  V*Y-

oder

V  =  \{n\ +  24 +  4 -  2 n m  -  2v m ). (10-46)

8 E s sei fiir kiinftige B etrach tu n g en  d a ra u f  hingew iesen, daB dasselbe B ild  bei 
der Q uantisierung  des e lek trom agnetischen  Feldes a u f tr i t t .  D ie F requenzen  der 
harm onischen  O szillatoren w erden m it den  P ho tonen -F requenzen  iden tifiz iert, 
\ind  die A nregungsam plituden  w erden die d isk re ten  q u an tis ie rten  ,,B esetzungs- 
zah len” -  d ie  A nzahl der P h o to n en  zu jed e r F requenz.
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D em nach h a t die M atrix V die G estalt

V
/  k  - k  0 \

=  ( — k  2 fc — k l  
\  0 —* h )

(10-47)

Die kinetische Energie h a t eine noch einfachere F orm :

so daB die M atrix  T diagonal is t:

fm  0 0
T =  I 0 M  0

0 0 mi

(10-48)

(10-49)

K om bin iert m an diese zwei M atrizen, so lau te t die Sakulargleichung:

I V -  ω*Τ |
k  — cohn — k  0

— k  2A — ωιΜ — k
0 — k  k  — cAn

=  0. (10-50)

Die direkte E ntw icklung der D eterm inante fiihrt au f die kubischa 
Gleichung

# o>\k -  u>*m)(k(M +  2m) -  ω*Μτη) =  0 (10-51)

m it den Losungen

ω, =  ° , =  «· =  V w ( 1 +  i )  (10’52)

D er erste E igenw ert o>i =  0 mag etw as iiberraschen und au f den ersten 
Blick schockieren. E ine solche Losung en tsprich t nam lich iiberhaupt 
keiner Sclnvingungsbewegung, denn die Bewegungsgleichung fur die 
entspreckende N orm alkoordinate la u te t :

fi =  0.

Sie liefert eine gleichformige Translationsbewegung. Aber das ist genau 
der Schlussel zu der Schwierigkeit. Die verschwindende Frequenz 
r iih r t von der T atsache her, dafi das Molekul langs seiner Achse eine 
T ranslation ausfuhren kann, ohne dai3 sich die potentielle Energie 
an d e rt.4 D a die rucktreibende K ra ft gegen eine solche Bewegung Null 
ist, ηηιβ die effektive „ F requenz” auch verschwinden. W ir haben die

4 Solche F a lle , in  denen  eine B ew egung urn eine G leichgew ichtekonfiguration 
ohne StO rung des G leichgew ichts a u ftre te n  k an n , w erden ale labile* oder in- 
differentes G leichgew icht bezeichnet.
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Annahm e gem acht, daB das Molekiil drei Freiheitsgrade der Schwin- 
gungsbewegung hat, w ahrend jedoch in W irklichkeit einer von diesen 
ein Freiheitsgrad des starren  K orpers ist.

Eine Anzahl in teressanter P u n k te  kann  im Zusam m enhang m it 
einer versehwinden den Resonanzfrequenz d isku tiert werden. Man sieht 
aus Gl. (10-19), dab ω den W ert Null nu r dann annehm en kann, wenn 
die potentielle Energie positiv, aber n ich t positiv  definit ist, d .h., cokann 
auch dann  versehwinden, wenn n ich t alle rjt Null sind. E ine U nter- 
suchung von F, Gl. (10-46), zeigt, daB es n ich t positiv  definit ist, und  
daB F  tatsachlich  verschw indet, wenn alle η gleich sind (gleich
formige Translation).

Da die hier gefundene Frequenz N ull keine Folgen fur die uns in- 
teressierenden Schwingungsfrequenzen hat, ist es oft wiinschenswert, 
das Problem  so zu formulieren, daB diese W urzel von Anfang an  eli- 
m iniert ist. W ir konnen das hier am einfachsten dadurch erreichen, 
indem wir die Bedingung oder den Zwang auferlegen, daB das Massen- 
zentrum  sta tionar im K oordinatenursprung b leibt:

m{z  i +  x 8) +  M z  a =  0. (10-53)

Gl. (10-53) kann dazu verw endet werden, eine der K oordinaten aus 
V und T  zu eliminieren. D adurch wird das Problem  au f einen der zwei 
Freiheitsgrade reduziert (vgl. G bung 2 in diesem K apitel).

Die Beschrankung der Bewegung au f die Molekulachse erlaub t nur 
einen Typ der gleichformigen Bewegung des starren  K orpers. W enn 
man jedoch das allgemeine Problem  der Schwingungen in alien drei 
R ichtungen betrach te t, ist die Anzahl der Freiheitsgrade des starren  
Korpers groBer, im allgemeinen gleich sechs. Das Molekiil kann  dann  
gleichformige Translationsbewegungen langs der drei Achsen und 
gleichformige Rotationen uni die Achsen ausfiihren. D em nach g ib t es 
in einem allgemeinen System von n  Freiheitsgraden sechs verschwin- 
dende Frequenzen und nur n  — 6 wirkliche Schwingungsfrequenzen. 
Die R eduktion der Anzahl der F reiheitsgrade kann wiederum von A n
fang an ausgefuhrt werden, indem m an von den K oordinaten  die E r- 
haltung des Translationsim pulses und des Drehimpulses verlangt.

Zusatzlich zur Bewegung des sta rren  K orpers konnen verschwindende 
Resonanzfrequenzen auch dann au ftre ten , wenn das Poten tial der- 
a r t ist, daB die ersten und  zweitcn Ableitungcn von V im Gleich- 
gewicht versehwinden. Kleine Schwingungen sind in diesem Falle 
noch moglich, wenn die vierten Ableitungcn nicht auch versehwinden 
(die d ritten  Ableitungcn mussen fur ein stabiles Gleichgewieht ver-
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schw inden), aber die Schwingungen sind dann nicht einfach harmonisch. 
E ine solche S ituation fiihrt zum Versagen der gewohnlichen Methode 
kleiner Schwingungen, aber gliicklicherweise tr i t t  sie nicht haufig auf.

K ehren wir nun  zur U ntersuchung der Resonanzfrequenzen zuriick. 
ω2 erkennen wir als die w ohlbekannte Schwingungsfrequenz einer 
Masse m , die an  einer Feder m it der K raftkonstan ten  k  befestigt ist. 
W ir erw arten  deshalb, daB nu r die E ndatorae an dieser Schwingung 
te ilnehm en ; das M olektilzentrum  bleibt in Ruhe. N ur bei der d ritten  
Schwingung ω* n im m t die Masse M  an der Schwingungsbewegung teil. 
Diese Vorhersagen lassen sich verifizieren, indem m an die Eigen vek- 
to ren  der drei Norm alschwingungen untersucht.

Die K om ponenten αι; werden fu r jede Frequenz durch folgende 
Gleichungen b e s tim m t:

(k — — hat, =  0,
—A»i/ +  (2k — u>jM)a2, — ka9i =  0, (10*54)

— katj +  (k — dfm)aij =  0

zusam m en m it der N orm ierungsbedingung

m(a2u  +  α§,) +  M<4, *  1. (10-55)

F u r ωι =  0 folgt unm itte lbar aus der ersten  und der d ritten  der GL 
(10-54), daB alle drei Koeffizienten gleich sind: an  =  αΎΙ =  a ,,. Das 
ist natiirlich genau das, was wegen der N atur der translatorischen 
Bewegung zu erw arten  w ar (vgl. Abb. 10-3a). Die Normierungsbe- 
dingung legt den W ert von au  fest, so daB

v /2m +  M' a°  V2m +  M  a ‘* V2m  +  M  (10‘56a)

Die F ak to ren  (k — «4»») verschwinden fiir die zweite Normalschwin- 
gung, u nd  die Gl. (10-54) zeigen unm itte lbar, daB =  0 (wie vorher- 
gesagt) und  a 12 =  —  a3t ist. D er num erische W ert dieser GroBen wird 
bestim m t durch Gl. (10-55):

σ w 1
V 2 m

Qji 0, On (10-56b)

Bei dieser Norm alschwingung ist das Zentralatom  in Ruhe, wahrend 
die zwei auBeren m it genau entgegengesetzter Phase schwingen (da ja  
der lineare Im puls erhalten  bleiben muB), vgl. Abb. 10-3b. Wenn 
schlieBlich ω =  ist, kann m an aus der ersten und d ritten  der Gl. 
(10-54) seben, daB a lz und aβ  gleich sein miissen. Der Rest der Rech- 
nung fur diese Norm alschwingung ist nicht ganz so einfach wie fur  die 
anderen, und  es m ag ausreichen, die endgiiltigen Ergebnisse anzugeben:
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aw

V2"(i+I)' ” ' V2M(2+0  " V2"(i+t)
(10-56c)

F re ie  S chw ingungen  eines lin ea ren  d re ia to m ig e n  M olekiils

H ier schwingen die zwei auBeren A tom e m it der gleichen Am plitude, 
w ahrend das innere n ich t in Phase m it ihnen schwingt und eine andere

A m plitude h a t, vgl. Abb. 10-3c. 
E ine allgemeine Longitudinal- 
schwingung des Molekiils, die 
keine G esam ttranslation en thalt, 
w ird eine L inearkom bination der 
Norm alschwingungen o>2 und  ω3 

sein. Die A m plituden der N orm al
schwingungen und deren Phasen 
re la tiv  zueinander warden natiir- 
lich durch die Anfangsbedingun- 
gen bestim m t.
W ir haben bisher nur von Schwin

gungen langs der Molekiilachse gesprochen; im wirklichen Molekiil 
wird es auch Normalschwingungen senkrecht zur Molekiilachse geben. 
Der vollstandige Satz der Norm alschwingungen ist natiirlich  schwieri- 
ger zu bestimmen als die Longitudinalschwingungen allein, denn die 
allgemeine Bewregung in alien R ichtungen en tsprich t neun Freiheits- 
graden. ObwOhl das Verfahren nicht von dem ublichen Wege abweicht, 
wird der algebraische Aufwand sehr rasch recht kom pliziert, und  es ist 
nicht moglich, die ausfuhrliche Rechnung hier darzustellen. Es ist 
jedoch moglich, eine qualitative Diskussion au f der Basis allgemeiner 
Prinzipien zu fiihren, und die meisten Ergebnisse der vollstandigen 
Losung konnen vorausgesagt warden.

Zum allgemeinen Problem  gehoren eine Anzahl Resonanzfrequenzen 
Null, die einer Bewregung als sta rrer K orper entsprechen. F u r das 
lineare Molekul gibt es drei Freiheitsgrade fur die T ranslation des 
starren  Molekiils, aber nu r zwei F reiheitsgrade fu r die R otation  des 
starren Molekiils. Die Drehung um die Achse des Molekiils ist offen- 
sichtlich bedeutungslos und erscheint nicht als eine Bewegungsform 
des starren  Korpers. Es bleiben deshalb vier wahre Schwingungs- 
bew^egungen. Zwei von ihnen sind die Longitudinalschwingungen, die 
wir bereits untersucht haben, so dafi es nur zwei Schwingungsformen 
senkrecht zur Achse geben kann. Die Sym m etric des Molekiils um seine 
Achse zeigt jedoch, daB diese zwei Normalschwingungen e n ta r te t sein 
miissen. Es besteh t keine M oglichkeit, eine Schwingung in der 
y-R ichtung von einer Schwingung in der z-R ichtung zu unterscheiden.

----- ----- » » ---------
(a)

----------------- · --------------- ·— »
Φ)

--------------------- --- -------- +—+------
(C)

A bb. 10-3. L ongitud inale  N o rm al
schw ingungen des linearen sym m etri- 
schen dreia tom igen  M olekiils.
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D eshalb mussen die zwei entsprechenden Frequenzen gleich sein. Die 
zusatzliche U nbestim m theit der Eigenvektoren einer en tarte ten  
Schwingung wird hier dadurch deutlich, dab alle Richtungen senkrecht 
zur Molekiilachse gleichwertig sind. Irgend zwei orthogonale Achsen in 
der Ebene, die senkrecht zur Molekiilachse steh t, konnen als die R ich
tungen der en tarte ten  Norm alschwingungen gewiihlt werden. Die voll- 
standige Bewegung der A tom e senkrecht zur Molekiilachse wird von 
den A m plituden und den relativen Phasen der zw ei en tarte ten  Schwin
gungen abhangen. Sind beide angeregt, und sind beide genau in Phase, 
dann  warden sich die Atom e a u f  einer geraden Linie bewegen, die durch 
die Gleichgewichtskonfiguration geht. Sind sie aber nicht in Phase, so 
is t die zusam m engesetzte Bewegung eine elliptische LisSAJOUSschc 
F igur, genau wie bei einem zweidimensionalen isotropen Oszillator. 
Die zwei Bewegungen stellen dann Λveniger eine Schwingung als viel- 
m ehr eine R otation  dar.

W egen der Sym m etric des Molekiils ist es offensichtlich, daB die
Am plituden der Endatom e iden- 
tisch sein mussen. Die vollstandige 
Rechnung zeigt, daB sich die E n d 
atom e auch in derselben R ichtung 
langs der LissA Jous-Figur bewe
gen. Das Z entralatom  muB jedoch 

Abb. 10-4. E n ta r te te  Schw ingun- in entgegengesetzter R ichtung urn* 
gen des 8>Tnm etrischen d re ia tom igen  laufen , dam it der Drehim puls er- 
M olekuls. halten  bleibt. Abb. 10-4 illustriert
die Bewegung fur den Fall, daB die en tarte ten  Normalschwingungen 
einen Phasenunterschied von neunzig G rad haben.

&

10-5 Hrzwungene Schwingungen und die W irkung dissipativer Kr&fte

Freie Schwingungen tre ten  dann auf, wenn das System zunachst 
aus seiner Gleichgewichtslage gebracht wird und ihm dann, wenn es 
sich selbst uberlassen bleibt, e rlaub t wird zu schwingen. Sehr oft wird 
das System  jedoch durch eine auBere antreibende K raft in Schwingung 
versetzt, und diese K raft w irkt au f das System auch noch nach t =  0. 
Die Frequenz einer solchen erzwungcnen Schwingung ist durch die 
Frequenz der antreibenden K raft und nicht durch die Resonanz- 
frequenzen bestim m t. Dennoch sind die Normalschwingungen sehr 
wichtig zur Bestim m ung der A m plituden dererzwmngenen Schwingung, 
und  das Problem  laBt sich w'esentlich durch die Verwendung der Nor-
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m alkoordinaten vereinfachen, die man aus den freien Schwingungen 
erhalten hat.

Wenn F ,· die generalisierte K ra ft ist, die zu der K oordinate t?,· ge- 
hort, dann ist wegen Gl. (1-46) die generalisierte K ra ft Qt· fu r die 
N orm alkoordinate

Qi =  (10-57)
)

D riickt m an die Bewegungsgleichungen durch die N orm alkoordinaten 
aus, so lau ten  sie j e tz t : f . +  ωχ .  =  Q.. (10-58)

Die Gleichungen (10-58) sind ein Satz von n  inhomogenen Differential- 
gleichungen, die nur gelost werden konnen, wenn m an die Abhangig- 
keit von Q{ von der Zeit kennt. Obwohl die Losung nicht so einfach 
wie im Falle der freien Schwingung ist, so behalten die N orm alkoordi
naten dennoch ihren Vorteil, Separations variable zu sein, und jede 
Gleiehung en th a lt nur eine einzige K oordinate. Haufig variiert die 
antreibende K ra ft sinusformig m it der Zeit. In einem akustischen P ro 
blem zum Beispiel kann die antreibende K ra ft von dem D ruck einer 
Schallwelle herruhren, die auf das System  w irkt. Qi h a t dann die gleiehe 
Frequenz wie die Schallwelle. Oder wenn das System  ein m ehratom iges 
Molekiil ist, t r i t t  eine sinusformige antreibende K ra ft dann auf, wenn 
das Molekiil m it m onochrom atischem  L icht bestrah lt wird. A uf jedes 
Atom im Molekiil w irkt dann eine elektrische K raft, deren Frequenz 
gleich der des einfallenden Liehtes ist. In  alien solchen System en kann 
fu r die K ra ft Q{ geschrieben w erden :

Qi = Qoi cos (ωί +  3i), (10-59)

wobei ω die Kreisfrequenz der auBeren K ra ft ist. Die Bewegungs- 
gleichung lau te t nun

h  +  <AU = Qoi cos (coi +  8i). (10-60)
Eine vollstandige Losung von Gl. (10-60) besteht aus der allgemeinen 
Losung der homogenen Gleiehung (d.h. fur die freien Schwingungen) 
plus einer partikularen Losung der inhomogenen Gleiehung. Durch eine 
geeignete Wahl der Anfangsbedingungen konnen die iiberlagerten 
freien Schwingungen zum  Verschwinden gebracht w erden.6 W ir kon-

6 Dio freien Schw ingungen fiind im w esentlichen die voriibergehenden E rechei- 
nungen, d ie  durch  die A nw endung der an tre ib en d en  K ra f t e rzeug t w erden. W enn 
w ir davon  ausgehen, daB das System  anfangs in e iner G leichgow ichtskonfigu- 
ra tio n  is t, und w ir d an n  die an tre ibenden  K ra fte  von Null aus allm ahlich  ein- 
schalten , so w erden diese U bergangserscheinungen n ich t au ftre ten . A ndorerseits 
kann  m an  d issipative K ra fte  als vo rhanden  annehm en (siehe die folgenden Sei- 
ten). die die freien Schw ingungen durch  D am pfung  zum  V erschw inden bringen .
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zentrieren uns deshalb au f die partikulare Losung von Gl. (10-60), die 
offensichtlich folgende Form  h a t:

f· =  B icos (<d +  Bt). (10-61)

H ier werden die A m plituden R. dadurch bestim m t, daO m an die 
Losung in die Gl. (10-60) einsetzt:

r  — Q°*
* ω? — ω* (10-62)

Die vollstandige Losung lau tet dann

v s  = 2  g iig o, COS a,) (10-63)

Som it is t die Schwingung jedes Teilchens wieder aus Linearkombina- 
tionen der Normalschwingungen zusammengesetzt, aber je tz t erscheint 
jede Norm alschwingung m it der Frequenz der antreibenden K raft.

Zwei F ak toren  bestim m en das MaB, m it dem jede Normalschwingung 
angeregt wird. E iner ist die Am plitude der generalisierten antreibenden 
K ra ft Qoi. W enn die au f jedes Teilchen wirkende K raft keine Kompo- 
nen te  in der Schwingungsrichtung einer speziellen Normalschwingung 
h a t, dann wird die generalisierte K raft, die zu dieser Normalschwingung 
gehort, verschwinden, und Qoi wird Null sein. Einc aufierc Kraft hann 
eine NonnaIschwingung nur dann anregen, wenn sie die Teilchen in der 
gteichen Bichtung me in dieser Normalschtringung zu bcwegen sucht. 
D er zweite F ak to r ist der U nterschied zwischen der antreibenden F re
quenz und der Frequenz der freien Schwingung. Wegen der Nenner in 
Gl. (10-63) wird eine Norm alschwingung relativ  zu den anderen N or
malschwingungen um so sta rker angeregt werden, je naher ω der 
F requenz ω, dieser Normalschwingung kom m t. Tatsachlich ergibt Gl. 
(10-63) eine unendlich groBe Am plitude, wenn die antreibende F re
quenz mit einem der a?» genau ubereinstim m t -  das ist die bekannte 
E rscheinung der Resonanz. Allerdings setzt Gl. (10-63) naturlich nur 
kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage voraus, und die 
A m plitude der Schwingung bleibt bei Resonanz endlich. W ir bemerken, 
daB die Schwingungen m it der antreibenden K raft in Phase sind, wenn 
die Frequenz kleiner als die Resonanzfrequenz ist, daB aber eine 
Phasenanderung um τ  au ftritt, wenn man durch die Resonanz hin- 
durchgeht.

Unsere Diskussion w a r  insofem  unrealistisch, als wir die Abwesenheit 
von dissipativen oder Reibungskraften angenommen haben. In  den 
m eisten physikalischen System en sind diese K rafte, wenn sie uberhaupt 
au ftre ten , proportional zu den Teilchengeschwindigkeiten und konnen
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deshalb von einer D issipationsfunktion JF hergeleitet werden (vgl. 
Abschn. 1-5). W ir wollen zunachst die W irkung von R eibungskraften  
au f die freien Schwingungen betraehten .

Nach der Definition muB JF eine homogene quadratische F unk tion  
der Geschwindigkeiten se in :

s  =  \  (10-64)

Die Koeffizienten iF,·,· sind selbstverstandlich  sym m etrisch, =  SF/»·, 
und werden im allgemeinen Funktionen der K oordinaten sein. D a wir 
uns nur m it kleinen Schwingungen um  die Gleichgewichtslage befassen, 
ist es ausreichend, die Koeffizienten um  das Gleichgewicht zu ent- 
wickeln und  nur den ersten konstan ten  Term  zu berucksiehtigen, genau 
so wie wir es fur die kinetische Energie getan haben. Bei den w eiteren 
Anwendungen von Gl. (10-64) wollen wir iF,·,· zur Bezeichnung dieser 
konstan ten  Faktoren  verwenden. Es sei daran  erinnert, daB 2iFgleieh 
der Energiedissipation ist, die von den R eibungskraften herruh rt. Die 
D issipationsfunktion kann deshalb niem als negativ  sein, und folglich 
mussen die Koeffizienten $F»v entw eder positiv oder Null sein. Der voll- 
standige Satz der LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen lau te t nun 
(vgl. Abschn. 1-5):

+'%$<,-ή,· + 2 ^ )  =  0. (10-65)
i  i  J

Gelegentlich t r i t t  der Fall ein, daB die H auptachsentransform ation , 
die T  und  V diagonalisiert, auch iF diagonalisiert. Das ist zum Beispiel 
der Fall, wenn die R eibungskraft proportional der Teilehengesehwin- 
digkeit und  proportional der Teilchenm asse ist. F u r solche A usnahm e- 
falle lauten die Bewegungsgleichungen als Funktionen der N orm al- 
k o o rd in a ten :

?< +  $iti+ o> 2d i  «  0, (10-66)

wobei die ^  die positiven Koeffizienten der diagonalisierten Form  von 
SFsind. Die Gl. (10-66) sind ein Satz von linearen Diffcrentialgleichungen 
m it konstanten Koeffizienten und konnen gelost werden durch F u n k 
tionen der Form

U =

wobei ω'· die quadratische Gleichung

ω{2 -f- i — ω< =  0 (10-67)
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erfiillt. Gl. (10-67) h a t  zwei Losungen:

«ί = ±  -y/ω? -  j  -  * γ  (10-68)

Die Bewegung ist deshalb keine reine Schwingung, denn ω ist kom- 
plex. Man sieht aus GL (10-68), daB der imaginare Teil von ω\ au f 
einen F ak to r fu b rt. Weil die 7,- positiv (oder Null) sind, ist diese 
F unktion  s te ts  eine m it der Zeit exponentiell abfallende Funktion. 
Das A uftreten  solch eines D am pfungsfaktors, der von der Reibung 
h erruh rt, uberrasch t nicht. W enn die Teilchen schwingen, so arbeiten 
sie gegen die R eibungskrafte, und  die Energie des System s (und da m it 
die Schw ingungsam plituden) muB im Laufe der Zeit abnehm en. Der 
reelle Teil von Gl. (10-68) entspricht. dem Schwingungsfaktor in der 
Bewegung. W ir stellen fest, daB das Vorliegen einer Reibung auch die 
Frequenz der Schwingung beeinfluBt. Wenn jedoch die Dissipation 
klein ist, konnen die quadratischen Terme in vem achlassigt werden, 
und die Frequenz der Schwingung fu h rt au f den W ert fur den Fall 
fehlender Reibung. Die vollstandige Bewegung ist dann einfach eine 
exponentielle gedam pfte freie Schwingung:

t i  =  C ^ . 1 (10-69)

W enn die D issipationsfunktion nicht zusammen m it T  und V diago- 
nalisiert werden kann, ist die Losung viel schwienger. Die allgemeine 
N a tu r der Losung bleibtm ngefahr dieselbe, jedqclrbesteh t sie aus einem 
exponentiellen D anipfungsfaktor m ultipliziert m it einer exponentiellen 
Schw ingungsfunktion. Nehm en wir an, wir versuchen fur die GL (10-65) 
eine Losung der Form

ih =  CafT** =  Cajer+'e-***. (10-70)

M it dieser Losung fiibren die Gl. (10-65) a u f  einen Satz sim ultaner
linearer G leichungen:

=  0 (10-71)
J  s  s

oder, wenn wir iy  fur ω schreiben:

(10-71')
J J J

Die GL (10-70) oder (10-7Γ) konnen flir die a,· nu r fur bestim m te W erte 
von ω oder 7 gelost werden, die im allgemeinen komplex sind. Ohne 
die entsprechende Sakulargleichung tatsachlich zu losen, konnen wir 
zeigen, daB der Im aginarteil von ω (oder der Realteil von 7) ste ts  nega-
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t iv  sein muB. M an m ultipliziert Gl. (10-71') m it a* und  sum m iert 
liber i :

10-5 E rz w u n g e n e  S ch w in g u n g en  u n d  d is s ip a tiv e  K r a f te

+  y 2'X T aa*ai =  0. (10-72)
M  i,J i,J

Wie in Abschn. 10-2 gezeigt wurde, is t die Sym m etrie der Koeffizienten 
von Vij, $ij und T a  hinreichend daftir, daB jede der Sum m en in  GL 
(10-72) reell ist. Zerlegt m an die a,· in  ihre Real- und  Im aginarteile, 
so kann m an Gl. (10-72) ta tsach lich  in folgender Form  schreiben:

+  β^8 ,) +  72^ Τ α ( α {α 
i.J T j

i+ fiifii)  = 0 .  
(10-72')

W enn nun  7 eine Losung der quadratischen Gleichung (10-72') ist, 
dann ist die K om plexkonjugierte 7* auch eine W urzel der Gleichung. 
Die Summe dieser zwei W urzeln ist doppelt so groB wie der R ealteil 
von 7 und  muB auBerdem gleich dem  Koeffizienten von 7 in (10-72') 
dividiert durch den Koeffizienten von 72 sein:

y + y *  = 2 K = 2 E i > ^ ! i ± J M
aioCiOtj +  β β  y)

(10-73)

Die D issipationsfunktion ^  muB s te ts  positiv sein, und T  ist positiv  
definit; dem nach kann κ nur positiv  sein. Die Schwingungen des 
Systems konnen m it der Zeit exponentiell abnehm en, sie konnen 
jedoch niem als im Laufe der Zeit anwachsen. W enn iF positiv definit 
ist, 7ηηβ κ von Null verschieden (und positiv) sein, und  alle Schwingun
gen sind exponentiell gedam pft. Die Frequenzen der Schwingung, die 
durch den reellen Teil von ω gegeben sind, werden naturlich durch  die 
dissipativen K rafte  beeinfluBt, aber die Anderung ist klein, wenn die 
Dampfung wahrend einer Schwingungsperiode nicht sehr groB ist.

W ir wollen schlieBlich noch erzwungene Schwingungen beim Vor- 
handensein dissipativer K rafte  betrachten . Stellen wir die Zeitab- 
hangigkeit der antreibenden K ra ft d ar durch

Fi =

wobei Fqj kom plex sein darf, so lau ten  die Bew egungsgleichungen:

+ ^ 3 ^ /  + ^ T iirji = (10-74)

W enn wir eine partiku lare Losung dieser Gleichung von der Form

V i  =  A
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ansetzen, so erhalten  wir das folgende System  inhomogener linearer 
Gleichungen fur die A m plituden A ,:

I^A jiV i,· — iojffti — «*5P«) — F oi =  0. (10-75)

Die Losung dieser Gleichung kann m an leicht m it Hilfe der Cramer· 
schen Regel e rh a lten :

A ,  =  (10-76,

wobei D(w) die K oeffizientendeterm inante der Ay in Gl. (10-75) und 
Dy(w) die D eterm inante ist, die aus Ζ)(ω) hervorgeht, wenn man in ihr 
die ;-te  Spalte durch F0i . . . F0n ersetzt. Der Nenner D(o>) ist fur uns 
in erster Linie von Interesse, denn die Resonanzen sind im wesent- 
lichen durch die algebraische Form  des Nenners bestim m t. Nun ist D 
die D eterm inante, die in der Sakulargleichung au ftr itt; ibre Wurzeln 
sind die kom plexen Frequenzen ω ι. . . ωη der Normalscbwingungen. 
D em nach kann D(ω) dargestellt werden durch

D(w) =  Cr(co “  <*>ι)(ω — (*>2)(ω — ω*) · · · (ω — ωη),

wobei Ο eine K onstan te  ist. Verwendet man die Produktschreibweise, 
so wird

2)(ω) =  — Vi) +  iKi). (10-77)
<-l

W enn wir den B ruch in Gl. (10-76) m it Ώ*(ω) erweitern, um Ay in 
Real- und Im aginarteil zu zerlegen, so wird der reelle Nenner:

Ζ)*(ω)Ζ)(ω) =  (7<?*π(4^(ι. -  Vi)* +  ^ .  (10-78)

Man sieht, daB eine Resonanz dann au ftr itt, wenn die Frequenz v m it 
einer der Resonanzfrequenzen v< ubereinstim m t, aber der Dampfungs- 
konstan ten  *,· zufolge verscbwinden die Resonanznenner nicht mehr. 
Jede freie Schwingung ist zwar noch am  starksten  angeregt, wenn die 
antreibende Frequenz m it der freien Frequenz ubereinstim m t, aber 
je tz t muB die antreibende K ra ft gegen die Reibung Arbeit leisten, und 
desbalb werden die Resonanzam plituden nicht unendlich.

W ir liaben die E igenschaften kleiner Schwingungen ailein fur 
m echanische System e d iskutiert. Der Leser wird jedoch zweifellos die 
A hnlichkeit m it der Theorie der Schwingungen elektrischer Strom- 
kreise bem erkt haben. Aus den Bewegungsgleichungen (10-65) werden 
die Strom gleichungen fiir n  gekoppelte Strom kreise, wenn wir die
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Koeffizienten V a  als reziproke K apazita ten , die£Ft/als W iderstande und  
die T n  als In d u k tiv ita ten  ansehen. Die antreibenden K rafte  w erden 
durch Spannungsquellen der F requenz ω ersetzt, die a u f  einen oder 
mehrere der Strom kreise wirken. Die Gleiehungen der erzw ungenen 
Schwingung (10-74) reduzieren si eh dann  au f  die elektrischen S trom - 
gleichungen (2-39), die im  I I .  K apitel angegeben w urden. W ir haben  
hier nu r einen Teil der V erfahren angegeben, die zur B ehandlung klei- 
ner Schwingungen entw ickelt worden sind. W ir haben uns auch a u f  n u r 
wenige allgemeine Satze liber die Bewegung beschrankt. W enn wir 
diesen G egenstand weiter verfolgen wollten, w lirden wir uns jedoch 
m ehr in die Theorie elektrischer S trom e als in die M echanik begeben.

S ta tt dessen wrollen wir unsere A ufm erksam keit einem anderen Zweig 
der Theorie kleiner Schwingungen zuwrenden: den M ethoden zur B e
handlung der Schwingungen kontinuierlicher System e. H istorisch 
wurde der Gbergang von diskreten zu kontinuierlichen System en zuerst 
durch Rayleigh und andere m it der Absicht entw ickelt, die Schwrin- 
gungen von Fedem , M embranen und Staben zu behandeln. In  neuerer 
Zeit ha t man erkannt, daB eine stetige Anderung einer oder m ehrerer 
GroBen im Raum  -  m it anderen W orten, ein Feld -  als D arstellung 
eines kontinuierlichen System s angesehen werden kann. Die V erfahren, 
die fur kontinuierliche mechanische Svstem e entwrickelt w arden, kon- 
nen deshalb zum Beispiel au f elektrom agnetische Felder angew endet 
werden. In  ihren quantisierten Form en haben diese Verfahren groBte 
B edeutung fu r den modernen theoretischen Physiker erlangt, und  zw ar 
fu r das A rbeiten m it den Feldern von E lem entarteilchen, die heu te in  
groBer Ftille erfunden werden. Im  nachsten  K apitel werden wir deshalb 
eine kurze E infiihrung in die klassische M echanik kontinuierlicher 
System e geben.

L IT E R A T U R H IN W E IS E

H . M a r g e n a u  u nd  G. M. M u r p h y , The Mathematics of Physics and Chemistry. 
Im  9. K ap ite l w ird eine kurze E in fiih ru n g  in die T heorie  k le iner Schw ingungen 
gegeben ; die w ichtigen m ath em atisch en  G rund iagen  d e r M atrixalgeb ra  findet 
m an in K ap ite l 10 . D ie B ehand lung  u n te rsch e id e t sich e tw as von d e r in unse- 
rem  T ex t gegebenen, jedoch w ird  von d e r  M atrixa lgeb ra  ausgiebig  G ebrauch  
gem ach t.

A. G. W e b s t e r , Dynamics. K ap ite l V e n th a l t  eine e tw as a ltm odische  B eh a n d 
lung k le iner Schw ingungen, sie is t a b e r  besonders w ertvo ll fiir die D iskussion  
von System en, die d issipa tive  K ra fte  e n th a lte n . E rzw ungene Schw ingungen 
u nd  d e r  V bergang  a u f  kon tinu ie rliche  System e w erden  ebenfalls g u t b eh an d e lt. 
A m  w ertvo llsten  sind  jedoch die B em erkungen  am  Schlufl d e r A bhand lung , 
die einen  kurzen  L eh rgang  liber q u ad ra tisch e  F o rm en  und  deren  H a u p t-
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ach sen tran sfo rm atio n en  v e rm itte ln . F u r  d ie  gleichzeitige D iagonalisierung von 
T  u n d  V w ird  eine ausfuh rliche  M ethode angegeben, d ie  zw ar n ich t die 
M atrix a lg eb ra  v e rw en d e t, a b e r d ie  Schw ierigkeit d e r  m ehrfachen W urzeln 
seh r schon  uragehfc.

E . T . W h i t t a k e r , Analytical Dynamics. K ap ite l V II  h an d e lt von d e r Theorie 
d e r Schw ingungen u n d  g ib t einen exp liz iten  Beweis dafiir, daO T  und  V gleich- 
zeitig  d iagonalisie rt w erden  k o n n en ; die B ehandlung  dieses P u n k tes  ist jedoch 
bei W e b s t e r  viel k la re r. W ertvo ller sind die anschlieCenden A bschnitte  dess 
K ap ite ls  liber d ie  W irk u n g  von  Z w angskraften  und  iiber Schw ingungen ura 
eine g leichform ige B ew egung, w as bem erkensw ert ausfiihrlich  d isk u tie rt w ird. 
A b sc h n itt 94 des K ap ite ls  V II I  iiber Schw ingungen bei d e r A nw esenheit von 
d issip a tiv en  K ra fte n  is t  fragm en tarisch  u n d  b esch ran k t sich a u f  zwei Frei* 
h e itsg rade .

M. B 6 c h e r , Introduction to Higher Algebra. K ap ite l X I I I  befaBt sich m it d e r 
D iagonalisierung  q u a d ra tise h e r F o rm en . D azu w ird  eine M ethode verw endet, 
d ie  d e r von  W e b s t e r  im d  W h i t t a k e r  ahnlich  ist. Die vorhergehenden K ap itel 
iib e r d ie Losung s im u ltan e r lin ea rer G leichungen sind auch  von In teresse .

S. T im o s h e n k o  u n d  D . H . Y o u n g , Adtanccd Dynamics. D as ist ein Buch fu r 
Ingen ieu re , u n d  d ie  allgem eine T heorie  bleibt in den A nfangen stecken. Die 
Schw ingungen in  S ystem en  m it zwei o der d re i F reiheiteg raden  w erden jedoch 
seh r ausfiihrlich  b eh an d e lt, und  fiir viele e rlau tom de Beispiele w erden 
Losungen au sg e a rb e ite t. D iese re la tiv  einfachen System e verm itte ln  ein Gefuhl 
fiir Begriffe wie N orm alschw ingungen, R esonanz. u^s.w., das m an oft bei der 
A b s tra k th e it e iner allgem einen Theorie verliert. E ine R eihe ungew dhnlicher 
T hem en w ird ebenfalls b eh an d e lt, wie e tw a  M ethoden fiir das naherungsw eise 
Losen d e r S aku larg le ichung  u n d  kleine Schw ingungen urn eine gleichf6rm ige 
B ew egung.

L o r d  R a y l e i g h , Theory of Sound. E in e r d e r K lassiker d e r P h y sik -L ite ra tu r. 
D iese A b h an d lu n g  e n th a l t  e ine F iille von  S a tzen  u n d  ph\*sikalischen Erlaute* 
ru n g en  zu  alien  Asj>ekten d e r Schw ingungstheorie. R a y l e i g h  selbst w ar fur 
d ie  E n tw ick lu n g  eines groBen Teiles d e r T heorie  veran tw ortlich , besonders 
h insich tlich  d e r E in fu h ru n g  d e r D issipationsfunk tion . Seine A bhandlung ist 
flussig u n d  k la r  u n d  e n th a lt  T hem en , d ie n u r  selten  d isk u tie rt w erden, wie 
e tw a  d ie  W irkungen  von Z w angskraften  u n d  die S ta tionarita tse igenschaften  
d e r E igen frequenzen . Sowohl R a y l e i g h  als auch  W e b s t e r  s tu tzen  sich s ta rk  
a u f  das W erk  von  R o u t h , d er in  seinem  A d a m s  P rize E ssay  von 1877 und  in 
seinem  B uch Rigid Dynamics e iner d e r  e rs ten  w ar, die kleine Schw ingungen 
sye tem atisch  d isk u tie rte n .

E . A . G u t l l e m i n , The Mathematics of Circuit Analysis. D ieser L iteratu rh inw eis 
w ird  m it ang efiih rt, um  a u f  d ie  W ich tigkeit d e r Theorie kleiner Schwing^ingen 
in  d e r m odem en  E lek tro tech n ik  hinzuw eisen. B esondere B each tung  finden 
q u ad ra tisch e  F orm en  u n d  deren  H aup tach sen tran sfo rm atio n en . D ie Abhand* 
lung, d ie du rchgehend  d ie  M atrixalgebra  verw endet, h a t hohes N iveau und  is t 
e legan t.

G. H e r z b e r g , Infrared and Raman Spectra of Polyatomic Molecules. Diese D ar- 
s te llu n g  e n th a lt viele E rlau te ru n g en  d e r A nw endung d e r klassischen Theorie 
k leiner Schw ingungen a u f  d ie  M olekiilstruktur. Die bei d e r Losung der S ak u 
larg leichung  in d e r P rax is  au ftre ten d en  Schw ierigkeiten w erden sehr deu tlich , 
w enn d ie Zahl d e r F re ih e itsg rad e  zwei oder d re i w eeentlich iiberschreitet. Man 
m ull d an n  m oglichst viel G ebrauch  von  den  K o n stan ten  d e r Bew egung und  
den S ym m etriee igenschaften  dee S ystem s m achen, u m  das Problem  zu ver-
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einfachen. D iese V erfahren  w erden  h ie r ausfuh rlich  b eh an d e lt, u n d  d e r L eser 
findet fu r  viele M olekiilm odelle exp liz ite  L osungen m it e rla u tem d en  D iagram - 
m en d e r verschiedenen N orm alschw ingungen.

OBUNGEN

1. B estim m e die N orm alschw ingungen des in  A bb . 1-5 gezeigten  D oppel- 
pendels. N ehm e dabei gleiche L angen  a b e r versch iedene M assen an . Zeige, daB 
d an n , w enn  die u n te re  M asse k le in  gegeniiber d e r oberen  M asse is t, d ie  b e id en  
R esonanzfrequenzen  nahezu  gleich s ind . Zeige: W enn  das P endel in  B ew egung 
gesetz t w ird , indem  m an  die obere M asse geringfugig  aus d e r V ertik a len  z ieh t 
u nd  d an n  freilaB t, d an n  v e rla u ft d ie anschlieB ende B ew egung so, daB n ach  be- 
s tim m te n  Z e itab stan d en  ein P endel in R u h e  is t, w ah rend  das and ere  seine m ax i- 
m ale A m plitude  h a t. D as is t d ie b ek an n te  E rsch e in u n g  d er Schw ebungen.

2. D as P rob lem  des linearen  d re ia to m ig en  M olekuls k a n n  a u f  ein  P ro b lem  m it 
zwei F re ihe itsg raden  red u z ie rt w erden , indem  m an  K o o rd in a ten  y x =  x2 —  xXf 
y2 = x3 —  x2 e in fu h rt u n d  x2 d u rch  die F o rd eru n g  e lim in iert, daB d e r Schw er- 
p u n k t in  R u h e  b le ib t. B estim m e die F req u en zen  d er N orm alschw ingungen in  
diesen K o o rd in a ten  u nd  zeige, daB sie m it  den  E rgebn issen  in  A b sc h n itt 10-4 
ubereinstim m en. D ie A bstande  yx und  y2 zw ischen den  A tom en w erden  innere 
Koordinaten des M olekuls g en an n t.

3. B estim m e die F req u en zen  der L ong itud inalschw ingung  des in  A b sc h n itt
10-4 d isk u tie rten  M olekuls, a llerd ings soil je tz t  das Z en tra la to m  d u rch  eine 
F ed er m it der K ra ftk o n s ta n ten  k an  den U rsp ru n g  gebunden  sein. Zeige, daB 
die T ranslationsbew egung  u n te r  diesen U m stan d en  n ic h t a u f tr i t t .

4. D ie G leichgew ichtskonfiguration eines M olekuls w erde du rch  drei A tom e 
gleicher Masse dargeste llt, d ie an  den E cken  eines rech tw ink ligen  gleichschenk- 
ligen D reiecks sitzen und durch  F edern  m it gleichen K ra ftk o n s ta n ten  v e rb u n d en  
sind. Stelle die S ak u la rd e te rm in an te  fu r die Schw ingungen in der E bene  a u f  
und  ordne die S palten  so, daB die S akularg leichung  eine d reifache W urzel ω =  0 
h a t. R eduziere  die D e term in an te  a u f  eine d r it te n  G rades u n d  bestim m e die n ich t- 
verschw indenden F requenzen  d e r freien  Schw ingung.

5. Zeige d irek t, daB die B ew egungsgleicbungen des vorhergehenden  P rob lem s 
e rfu llt w erden durch  (a) eine gleichform ige T ran sla tio n  a lle r A tom e langs der 
x-Achse, (b) eine gleichform ige T ran sla tio n  langs d e r y -Achse u n d  (c) eine 
gleichform ige R o ta tio n  urn die z-Achse.

6 . Zeige, daB dann , w enn die generalisierten  tre ib en d en  K rafteQ * n ic h t sinus- 
form ig sind, die erzw ungenen Schw ingungen der N orm alkoord ina ten  beim  F eh len  
einer D am pfung  gegeben sind durch

V27T J - n  ω? -  ω2

wobei G i ( o > )  die FouR iE R -T ransform ierte  von Q i  ist, gegeben durch

Q ( ( i ) = ~ =  f +*6',(«)«-“ <»».
v 2tt J -  „

Zeige w eiterh in : W enn sich die D issipationsfunk tion  gleichzeitig  m it T  u n d  V
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diagonalieieren  laC t, so eind d ie  erzw ungenen  Schw ingungen gegeben durch

d as  d en  ty p isch en  R esonanz-N enner h a t .  D ieee E rgebnisse  eind einfache Bei- 
spiele  d e r  iiberaus w irksam en T echn ik  des Operator-KalkiiU fu r  d ie  B ehandlung  
ab k lin g en d er Schw ingungen.

7. E in  T eilchen bew ege eich a u f  e iner K re isb ah n  u n te r  dem  EinfluO einer 
Z en tra lk ra ft, d ie  vom  Z en tru m  des K reises au sg eh t. U ntereuche die Bewegung 
des Teilchens, w enn es geringfugig  au s  seiner G leichgew ichtebahn auegelenkt 
w ird . F u h re  d azu  D ifferenz-K oord inaten  p =  r  — Γ ο ,φ ^ θ  — ωί e in , wobei r # 
d e r R ad iu s  d e r K re isb ah n  u n d  ω d ie  G leichgew ichts-K reisfrequenz eind. T  u n d  V 
k o n n en  d u rch  diese K o o rd in a ten  au sg ed n ick t w erden , d ie  ale k leine Gr6&en 
anzusehen  s ind , so daO hohere  als q u ad ra tisch e  T erm e weggelassen w erden 
d u rfen . Stelle d ie B ew egungsgleichungen a u f  u n d  e rm ittle  d ie  B edingungen fu r 
s tab ile  Schw ingungen. Zeige, daO d an n , w enn V e in  Potenzgeeetz  d e r F orm  
r -n-M i8t/> s tab ile  Schw ingungen a u f tre te n , w enn  n  k le iner ale 3 is t. Zeige auch , 
daB es im m er eine Schw ingungsfrequenz N ull g ib t, d ie  dem  U bergang  in eine 
an d e re  K re isb ah n  e n tsp rich t.

+ * σΛω)(ω*-ώ* +  {ώ5<) ^
.  (α* -  ω>)* +



X I .  K A P I T E L

EIN FtJH RU N G  IN D IE  LAGRANGESCHE UND HAM ILTONSCHE
FORM ULIERUNG FU R  K O N TIN U IER LIC H E SY STEM E UND

F E L D E R

Alle Form ulierungen der M echanik, die wir bisher d isku tiert haben, 
wurden zur Behandlung von System en m it einer endlichen oder hoch- 
stens abzahlbar unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden entw ickelt. 
Es gibt jedoch einige mechanische Problem e, die kontinuierliehe 
Systeme enthalten , wie zum Beispiel das Problem  eines sehwingenden, 
elastischen Festkorpers. H ier n im m t jeder P u n k t des kontinuierlichen 
Festkorpers an den Sehwingungen teil, und die vollstandige Bewegung 
kann nur dadurch besehrieben werden, daB man die Lagekoordinaten 
alter P unkte angibt. Es is t n icht schwierig, die friiher gegebenen F o r
mulierungen der M echanik d era rt abzuandern, daB m an solche P ro 
bleme behandeln kann. Die direkteste M ethode besteht darin, das 
kontinuierliehe System durch ein System  anzunahern, das diskrete 
Teilchen en thalt, und dann die A nderung zu untersuchen, die die 
Bewegungsgleichungen erfahren, wenn m an sich dem Grenzfall des 
K ontinuum s nahert.

1 1 - 1  Der tibergang von einem diskreten zu  einem  kontinuierlichen 
System

Wir wollep dieses Verfahren au f einen unendlich langen elastischen 
Stab anwenden, der kleine Longitudinalschw ingungen ausfuhren kann, 
d.h. oszillatorische Auslenkungen der Teilchen des Stabes parallel zur

r \

b-sη.-ι

A us der Gh'icb

η«

A bb. 11-1. E in  d isk re tes  S ystem  gleicher P u n k tm assen , die du rch  F ed em  
verbunden  sind (als Modell eines kon tinu ie rlichen  elastischen  S tabes).
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Stabachse. Ein System , das aus diskreten Teilchen besteht und das den 
kontinuierlichen S tab  naherungsweise beschreibt, ist eine unendlich 
lange K e tte  aus gleichen M assenpunkten, die in einem A bstand a 
voneinander angeordnet sind und durch gleiche masselose Fedem  
m it den K raftkonstan ten  k  verbunden sind (vgl. Abb. 1 1 - 1 ). W ir wollen 
annehm en, daB sich die M assenpunkte nur liings der K ette  bewegen 
konnen. Das diskrete System  laBt sich als eine Erw eiterung des linearen 
m ehratom igen Molekiils auffassen, das im vorigen K apitel behandelt 
wurde. W ir konnen deshalb die Gleichungen, die die Bewegung be- 
schreiben, m it Hilfe der iiblichen Verfahren fur kleine Schwingungen 
erhalten . Bezeichnet m an die Auslenkung des t-ten Teilchens aus seiner 
Gleichgewichtslage m it 77», so ist die kinetische Energie:

r  =  (11-1)

wobei m  die Masse jedes Teilchens ist. Die entsprechende potentielle 
Energie ist die Summc der potentiellen Energien der Fedem . Sie er- 
g ib t sich aus der D ehnung oder Kom pression um  die Gleichgewichts- 
langen (vgl. A bschn. 10-4):

V  =  \  -  * ) ’. (U-2)

DaB Gl. ( 1 1 -2 ) die richtige potentielle Energie ist, kann man auch sehen, 
indem  m an die K ra ft au f das ι -te Teilchen direkt berechnet und sie m it 
der entsprechenden K ra ft vergleicht, die sich aus V ergibt. Die K raft, 
die von der Feder au f der rechten Seite des Teilchens herriihrt, ist 

tj»), w ahrend die Feder au f der linken Seite die K raft —λ(ικ—ι?*~ι) 
ausiib t, so daB die gesam te K ra ft la u te t:

Fi =  kbi+ 1 -  ij<) -  k(iu -  
dVDas stim m t m it F , =  — —  iibercin, das man aus Gl. ( 1 1 -2 ) erhillt.
ση%

K om biniert m an die Gl. (11-1) und (1 1 -2 ), so lau te t die L aqrange- 
F u n k tio n  fu r  das Sj^stem :

L  =  T  — V  -  \  —τ k(Vi+l -  „)*). (H-3)

D aftir kann  m an auch sch re iben :

(11-4)

Die sich ergebenden LAORANOEschen Bewegungsgleichungen fur die 
K oord inaten  la u te n :
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; * - h p v ) + “ ( ! i ? a ) - ‘  a m
Die besondere Form  von L  in Gl. (11-4) und die Form  der entsprechen- 
den Bewegungsgleichungen w urden aus Griinden der ZweekmaBigkeit 
gew ahlt: m an erhalt den Grenzfall eines kontinuierlichen Stabes, wenn 
a gegen N ull geht. Es ist klar, daB sich m /α au f μ, die Masse pro Langen- 
einheit des kontinuierlichen System s, reduziert, aber der G renzw ert 
von ka is t n icht so einfach zu erkennen. Es sei daran erinnert, daB fur 
einen elastischen S tab, der dem HooKEschen Gesetz unterliegt, die 
Ausdehnung des Stabes pro Langeneinheit d irek t proportional der K ra ft 
oder Spannung ist, die au f den S tab  w irkt. Diese Beziehung kann  
geschrieben w erden :

F = Y t ,
wobei ξ die E longation pro L angeneinheit und  Y  der YouNGsche 
Modul ist. N un ist die Dehnung einer Lange a eines diskreten System s 
pro Langeneinheit gleich£ =  (th+i — ^ )/a . Die K raft, die zur D ehnung 
der Feder um diesen B etrag notw endig ist, be trag t

F =  k ( Vi+1 -  „,·) =  ka n’),

so daB ka dem YouNGschen Modul des kontinuierlichen S tabes en t- 
sprechen muB. G eht m an vom diskreten zum  kontinuierlichen F all 
uber, so wird der ganzzahlige Index  der einen einzelnen Massen- 
punk t kennzeichnet, zrn' kontinuierlichen Lagekoordinate x;  a n s ta tt  
der Variablen ηι haben wir η(χ). W eiterhin geht die GroBe

Vi+I — Vi = v(x +  a) — y(x) 
a a

die in L  au ftr itt, offensichtlich im Grenzfall iiber in
ώη

dx*
wenn a, das die Rolle von dx  spielt, gegen Null geht. SchlieBlich wird 
die Sum m ation iiber eine diskrete Anzahl von Teilchen zu einem In te 
gral iiber x , die Lange des Stabes, und die LAGRANGE-Funktion (11-4)

(£ )> ■
Wenn a gegen Null geht, werden die letzten zwei Term e in der Be- 
wegungsgleichung (11-5)
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Das ist genau die Definition einer zweiten Ableitung von η. Dem- 
nach lau te t die Bewegungsgleichung fiir den kontinuierlichen elasti- 
echen S ta b : Λ , ν Λ ,  n

μ ά ρ - γ ΰ> = °· < » ·7>.

Dieses einfache B e isp ie l'is t ausreichend, urn die hervorragcnden 
M erkmale des Oberganges von einem diskreten zu einem kontinuior- 
lichen System  aufzuzeigen. Die w ichtigste Tatsache, die man zn be- 
greifen hat, ist die Rolle, die die Lagekoordinate x  spielt. Sie ist kcinc 
generalisierte K oordinate; sie dient lediglich als ein kontinuierlicher 
Index, der die diskreten i ersetzt. Geriide so wie jeder W ert von i einer 
besonderen generalisierten K oordinate η, des System s entsprach, so 
g ib t es bier fur jeden W ert von x  cine generalisierte K oordinate j  
D a η auch von der stetigen Variablen t abhangt, sollton wir vielleicht 
genauer η(χ, t) schreiben, um dam it anzudeuten, da!3 wie x  auch / 
als P aram eter angesehen werden kann, der in der LAGRANOE-Funktion 
au ftr itt. W are das kontinuierliche System dreidimensional, nicht ein- 
dim ensional wie hier, dann Λvaren die generalisierten K oordinaten durch 
drei kontinuierliche Indizes a*, y, z zu unterscheiden, und sie waren zu 
schreiben η(χ , y, 2, t). Gl. (11-6) zeigt auch, dafi die LAORAXOE-Funk- 
tion  als In tegral fiber den kontinuierlichen Index x  au ftritt ; in dein 
entsprechenden dreidim ensionalen F all h a tte  die LAGRANOE-Funktion 
die F o rm :

L  = £  dz dy dz, (Π-8)

wobei «Cdie L aoranoe^cAc Dichte genann t wird. Ffir die longitudinalen 
Schwingungen des kontinuierlichen Stabes ist die LAORANOEsche 
D ichte

£ (11-9)

D as en tsprich t der GroBeL*·, die in Gl. (11*4) au ftritt, fur den Grenzfall 
der K ontinuum s. Es ist weniger die LAGRANOE-Funktion selbet als 
vielm ehr die LAGRANGEsche Dichte, die zur Beschreibung der Bewe- 
gung des System s verw endet werden wird.

11-2 Der Lagrangesche Form alism us fiir kontinuierliche System e

Aus Gl. (11-9) ist zu erkennen, daB £  ffir den elastischen S tab sowohl 
eine F unktion  von ή «  — ist, als daB es auch eine r&umiiche Ableitung



von η, namlich ~  en th a lt; x  und  t spielen also eine ahnliehe Rolle als

Param eter der LAGRANGEschen D ichte. N atiirlieh kann £  in speziellen 
Fallen eine Funktion von η selbst sein und kann auch t und  x  explizit 
enthalten . In  einem allgemeinen dreidim ensionalen kontinuierlichen 
System t r i t t  die LAGRANGEsehe D ichte als eine Funktion der folgenden 
Form  auf:

11-2 Der Lagrangesche Formalismus fiir kontinuierliche System e 3 89

£  =  £ (3η 9η δ η  § η

dx’ dy’ dz’ d t’ X’ y ’ z ’ \ (11-10)

Die LAGRANGE-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der M echanik 
diskreter Systeme, weil man aus ihr die Bewegungsgleichungen erhalten  
kann. F iir kontinuierliche System e werden die Bewegungsgleichungen 
fur η{χ, t) jedoch d irekt durch die LAGRANGEsehe D ichte £  ausgedruckt. 
Grundsatzlich mussen die Bewegungsgleichungen aus dem Hamilton- 
schen Prinzip folgen. Das n im m t je tz t die Form  an :

hi =  δ m i  £  dx dy dz dt =  0. (11-11)

Die N atu r der in Gl. (11-11) en thaltenen  V ariation unterscheidet 
sich nur geringfiigig von der fruher besprochenen. Es kann keine V aria
tion der P aram eter x, y, z geben ; die virtuellen Verruckungen, die die 
variierten Wege erzeugen, gelten fur konstan te x , y, z, wie auch fur 
konstantes t. Der VariationsprozeB h a t weder EinfluB au f die G renzen 
der In tegration  uber die Zeit, noch au f den raum lichen In tegrations- 
bereich. Genauso wie die V ariation von η an den E ndpunk ten  i Y und  t2 
Null gesetzt wird, h a t die V ariation von η au f der Oberflache des 
Integrationsvolum ens auch zu verschwinden. Das Verfahren, das Va- 
riationsprinzip in ein gewohnliches Extrem alproblem  zu uberfiihren, 
indem m an die variierten Bahnen m it einem  P aram eter a kennzeichnet, 
verlauft hier wie im Falle diskreter System e. W ir haben inzwischen 
ausreichende E rfahrung in der Behandlung der δ-V ariation gesam m elt, 
so dab wir uns die Param eterschreibw eise ersparen und d irek t die 
V ariationen vornehmen konnen, indem wir uns im m er daran erinnern, 
dab

δ —»d a  —  
d a

gilt. D a die LAGRANGEsehe Dichte n ich t nur eine Funktion  von η und 
ή, sondern auch von den raum lichen Ableitungen von η ist, kann die 
V ariation von £  geschrieben w arden :
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(H-12)

wobei der Bequemlichkeit halber fur die raumlichen Koordinaten 
x ix&* anstatt xyz geschrieben wurde. Das HAMiLTONsche Prinzip 
wird deshalb

d x id x td x id i^ O .
(11-13)

Verwenden wir dieselbe partielle Integration, die bei der Ableitung der 
gewohnlichen LAORANOEschen Gleichungen auftritt, so erhalten wir 
die Beziehung:

δηάί.

Die In tegrate , die die raum lichen Ableitungen von η enthalten , konnen 
au f  ahnliche Weise behandelt werden. Vertauschen wir die Ableitung 
nach xk m it der δ-Variation, so haben wir

( ? ) d x k -  ( - M -
' dXk'  J  $  f l u

)

(11-14)

E ine partie lle  In teg ra tio n  f iih rt das In teg ral nn n  iiber in 1
I

(11-15)

Der in tegrierte Term  in Gl. (11-15) verschwindet wie in dem In tegral 
liber die Zeit, weil der VariationsprozeB so verlauft, daB δη an den 
Grenzen der raum lichen In teg ration  verschwindet. Es gibt, zum indest

1 D e r  U b e rg a n g  v o n  e in e r  p a r tie lle n  A b le itu n g  n a c h  X* in  (11*14) zu  e in e r 
to ta le n  A b le itu n g  in  (11-16) k a n n  a u f  e in e  S ch w ie rig k e it fiih ren . Im  e rs te n  F a ll 
w ird  e in e  p a r tie lle  A b le itu n g  v e rw e n d e t, u m  a n z u d e u te n , daB η n ic h t  n u r  e ine  
F u n k t io n  v o n  a*, e o n d e rn  a u c h  v o n  I u n d  d en  a n d e re n  ra u m lic h e n  K o o rd in a te n  
is t .  D io  V e rw en d u n g  e in e r  p a r tie lle n  A b le itu n g  in  (11-15) so llte  a u c h  m it  an - 
d e u te n , daB  n u r  d ie  e x p liz ite  A b h a n g ig k e it v o n  £  v o n  z* in  B e tra c h t  k o m m t. U m  
b e so n d e rs  zu  b e to n e n , daB  d ie  A b le itu n g  a u c h  d ie  im p liz ite  A b h a n g ig k e it v on  x* 
iib e r  η e n th a l t ,  h a b e n  w ir  d e e h a lb  e in e  to ta lo  A b le itu n g  in  (11-15) geechrieben . 
A u f  je d e n  F a ll  e in d  d ie  ta ts a c h lic h  a u sz u fiih ren d e n  O p e ra tio n en  v6 llig  k ia r  u n d  
e in d e u tig .
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im Prinzip, eine Schwierigkeit, w e n n  das System unendlich ausgedehnt 
ist. Sehr oft n i m m t  in solchen Systemen die Storung, die dureh η ge- 
messen wird, hinreichend schnell ab, so daB der integrierte Term, un- 
abhangig von der Natur der Variation im Unendlichen, Null ist. In 
jedem Fall kann das Integral formal stets so g e n o m m e n  werden, als 
ginge es uber ein endliches Gebiet, u n d  n a c h d e m  m a n  den integrierten 
T e r m  gestrichen hat, ist es erlaubt, das V o l u m e n  auf Unendlich aus- 
zudehnen. Folglich n i m m t  das HAMiLTONsche Prinzip die folgende 
F o r m  a n :

d d £  y d  
dt θή jj— ' dxh

dxidx2dxzdt =  0. (11-16)

Das Integral kann nur dann identisch verschwinden, w e n n  die einzel- 
nen Koeffizienten der unabhangigen Variationen dq(xv z 2,X3,t) ver
schwinden. Dies liefert die Bewegungsgleichungen

d dSl , d 
dt θή jt~*ldxic (11-17)

Z u  einem System mit n  diskreten Freiheitsgraden gehoren n  
LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen; fiir ein kontinuierliches System 
mit einer unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden scheinen wir nur 
eine LAGRANGEsche Gleichung zu erhalten! Wir miissen uns jedoch 
daran erinnern, daB die Bewegungsgleichung fiir eine Differential- 
gleichung ist, die nur die Zeit enthalt, u n d  daB in diesem Sinne Gl. 
(11-17) fur jeden Wert von xk eine Bewegungsgleichung liefert. Die 
Kontinuumsnatur der Indizes xk driickt sich dadurch aus, daB Gl. 
(11-17) eine partielle Differentialgleiehung in den vier Variablen 
χλχ2χζ und t ist und η als η(χν x2, x3, t) liefert.

Die F o r m  der LAGRANGEschen Dichte u n d  die daraus folgenden 
Bewegungsgleichungen wurden unter der A n n a h m e  diskutiert, daB fiir 
jeden Punkt in d e m  System nur ein Auslenkungstyp zugelassen ist, der 
durch η bezeichnet ist. In einem komplizierteren Problem wic ctwa der 
Schwingung eines elastischen Korpers wird ein Tcilchen natiirlich 
Auslenkungen langs aller drei Achsen xv x2 und x3 erfahren. In einem 
solchen Falle gibt es drei Typen generalisierter Koordinatcn, die wir 
durch einen ganzzahligen Index j kennzeichen k o n n e n : η,· (xv x2, ^ 3, 0· 
Bei einem allgemeinen Problem miissen wir deshalb erwarten, daB wir 
generalisierte Koordinaten haben, die sowohl durch einen diskreten 
Index (oder Satz von Indizes) als auch durch die kontinuierlichen 
Raumindizes x ^ x ^  eharakterisiert sind. Die LagrangescIic Dichte £
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w ird dann eine F unktion  aller generalisierter K oordinaten und deren 
raum lichen und zeitlichen Ableitungen sein. Zu jedem  iif(xv  x v  jc,, /) 
gehort dann  eine Bewegungsgleichung der F o rm :

d d£> . d 
dt dVi dxk

d £
ditf 0, j 1» 2 , . . . (IM S)

Eine wesentliche Vereinfachung der Schreibweise erhalt man, wenn 
man eine GroBe einfuhrt, die FunJctionalableitung* genannt wird. Die 
Funktionalableitung der LAGRAXGE-Funktion L nach qf ist definiert 
durch

BL ^  d £  ^  d dJC
drjf dqf iTidZk (H*19)

Eine ahnliche Definition gilt flir die Funktionalableitung von L nach 
Vh aber d a  £  nich t von den G radienten von ή, abhangt, haben wir ein- 
facb

BL· _ d £
Bra ~ dtii (11-20^

Der groBe Vorteil der Schreibweise mit Funktionalableitungen besteht 
darin, daB es uns effektiv moglich wird, die komplizierende Abhangig- 
keit der LAGRAXGE-Dichte £  von den raumlichen Ableitungen von q 
auBer acht zu lassen. Aus den Gl. (11-8), (11-12) und (11-15) kann man 
eehen, daB fur die B- Variation von L g ilt:

(wobei dV ein Volum enelem ent ist). Mit Hilfe der Funktionalableitung 
la u te t dieses E rgebnis e in fach :

< " - 22>

Genau dies ha t ten  wir erhalten , wenn wir die Variation direkt au f 
Gl. (11-8) angew endet und  die A bhangigkeit von den Gradienten von 
η n icht beriicksichtigt hatten . Die Bewegungsgleichungen (11-18)

* D e r  N am e  w ird  v e rw e n d e t, w eil d ie  F u n k tio n a la b le itu n g , e tw a  v o n  L  n a ch  q9 
d ie  A n d e ru n g  v o n  L  lie fe rt, d ie  v o n  e in e r  A n d e ru n g  dee W ertee  d e r  Funktion q(x) 
a n  e in em  spez ie llen  R a u m p u n k t  x  h e r ru h r t ,  w o eich  d ie  A b h an g ig k e it v o n  q 
v o n  t n ic h t A ndert.
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nehm en m it Hilfe der Funktionalableitungen ebenfalls eine einfache 
Form  a n :

d hL 8L
dt j

(11-23)

Sie sehen den gewohnlichen LAGRANGEsehen Gleichungen sehr ahnlich.
Obwohl die Schreibweise m it Funktionalableitungen die B ehandlung 

der Variationsprinzipien auBerordentlieh vereinfacht, so konnte doch 
ihre Verwendung die Tatsache verschleiern, daB die Bewegungsglei- 
chungen partielle Differentialgleichungen in R aum  und Zeit sind. Sie 
hebt auch die Zeitkoordinate als ihrer N atu r nach verschieden von den 
R aum koordinaten hervor, obgleich bei der Ableitung Xk und  t in W irk- 
lichkeit in gleicher Weise als P aram eter behandelt wurden, die in £  
auftreten . Diese Gleiehwertigkeit erinnert uns an die spezielle R elativi- 
ta tstheorie ; tatsachlich  flihrt das ganze Verfahren leicht au f eine 
kovariante LoRENTZ-Formulierung. Das P roduk t άχχάχ2ά χ β Ι  ist im 
wesentlichen ein Volum enelem ent im  W elt-Raum  und  is t dem naeh 
invarian t gegenliber einer LoRENTz-Transformation. Das H a m i l t o n - 
sche Prinzip (11-11) ist deshalb autom atiseh  LoRENTZ-invariant, wenn 
m an nur voraussetzt, daB £  ein W eltskalar ist. Die Bewegungsgleichung 
(11-17) lau te t in kovarianter Form uliem ng einfach

(11-24)

Das ist relativistisch invarian t, vorausgesetzt, daB £ und η W eltskalare 
sind. Ahnlich sind die Bewegungsgleichungen (11-18) kovariant, wenn 
£  ein W eltskalar ist und die definierte E igenschaften beziiglich der 
LoRENTz-Transformation haben, z.B. wenn sie die K om ponenten eines 
V ierervektors sind.

Ein einfaches Beispiel des LAGRANGEsehen Verfahrens zur Auf- 
stellung der Bewegungsgleichung liefern uns die Longitudinalschwin- 
gungen eines langen elastischen Stabes, die im vorigen A bschnitt be
handelt wurden. Die LAGRANGEsche D ichte ist durch Gl. (11-9) ge- 
geben, und die verschiedenen Ableitungen, die in Gl. (11-17) auftreten , 
la u te n :

)

D e m n a e h  ist die Bewegungsgleichung, die m a n  aus der LAGRANGEsehen 
Dichte erhalt:
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,,&Ά _  v& H
μ άΡ 1 dz* =  0.

Sie stim m t m it der friiher gefundenen Gl. (11-7) uberein. Gl. (11-7) 
erkennen wir als eine eindim ensionale W ellengleichung m it der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit rp

v = y ] - '  (Π-25)

D as is t die w ohlbekannte Form el fur die Geschwindigkeit longitu- 
d inaler elastischer W ellen.

1 1 - 3  Schallschwingungen in Gasen als Beispiel der Lagrangeschen 
Formulierung

Um  das L agrangescIig Verfahren zur Behandlung der Bewegung 
kontinuierlicher m echanischer System e zu erlautern, wollen wir die 
Bewegungsgleichungen fiir die Longitudinalschwingungen eines Gases 
aufsuchen. Diese Schwingungen bilden natiirlich ein Schallfeld, und 
wir suchen die W ellengleichung fiir die Schallausbreitung. Die Aus- 
lenkung des Gases sei durch den V ektor η m it den Kom ponenten 
i =  1, 2, 3, gekennzeichnet. Zu jedem P u n k t xyz  im Raum  gehoren 
som it drci generalisierte K oordinaten. W ir wollen annehm en, daB die 
S torung ste ts  klein ist, so daB sich der D ruck P  und die Dichte μ nur 
geringfiigig von ihren Gleichgewichtswerten P 0 bzw. μ0 unterscheiden.

Bei einem diskreten System wird das LAGRANGEsche Verfahren fol- 
gendernmBen angewendet: m a n  ermittelt die kinetisohe und die poten- 
tielle Energie und schreibt die LAGRANGE-Funktion als DifFerenz dieser 
GroBen. Hier ist die LAGRANGE-Funktion, die wir suchen, das Volu- 
menintegral einer Dichte «C. Die kinetische und die potentielle Energie 
konnen ganz ahnlich als Volumenintegrale von Dichten 3  bzw. V  er- 
halten werden, wobei die Beziehung

£  =  3 -  Ό (11-26)

gilt. Die D ichte der kinetischen Energie ist n icht problem atisch; 
setzen wir voraus, daB die Auslenkungen aus dem Gleichgewicht 
klein sind, so haben wir

3 =  | ή *  =  |  +  «  +

E in schwierigeres Problem  ist es, die D ichte der potentiellen Energie 
zu erhalten. Die potentielle Energie des Gases ist ein MaB fur die 
A rbeit, die das Gas leisten kann, wenn es sich gegen den D ruck aus-
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dehnt. Im  wesentlichen riih rt sie von dem  her, was die Forscher des 
17. Jah rh u n d erts  gem  die ,,Feder” des Gases nann ten . B e trach ten  wir 
eine Masse M  eines Gases m it einem hinreichend kleinen Gleichge- 
wichtsvolumen

Vo (11-27)

so daB V  iiber das Volumen k o n stan t ist. D ann s te llt O F 0 die poten- 
tielle Energie der Gasmenge dar. Als ein Ergebnis der Schallstorung 
andert sich das Volumen von F0 au f V0 +  AV. Nun ist bei einer Ver- 
anderung des Volumens um  d V  die am  System  geleistete A rbeit, d.h. 
die E rhohung der potentieUen Energie, gleich —  P  d V ?  D em naeh is t

die potentielle Energie, die einer 
V olum enanderung von V0 au f 
V0 +  Δ V  en tsprich t, gleich 

r v q+av
W o  = -  I P d v .Jvo

D a AV  klein ist, m ochte m an 
m einen, das In teg ra l konne nahe- 
rungsweise durch P 0 A V  e rse tz t 
werden. Wie wir sehen werden, 
t ra g t dieser Term  jedoch n ich ts  
zu den Bewegungsgleichungen bei. 
E s is t deshalb notw endig, zu 
der naehsten  N aherung uber- 
zugehen, in der die K urve  P  
gegen V  durch  eine gerade Linie 

in dem G ebiet zwischen V 0 und  V 0 +  AV  e rse tz t w ird (vgl. Abb. 11-2):

r Vo+AV 1 / a p \
X  Ρ ά ν  = Ρ <·*ν  +  Ι ψ ϊ ) ^ ·  (11-28)

Um die A bleitung von P  nach V zu erm itteln , mussen wir fur einen 
M oment in die Therm odynam ik abschweifen. Man konnte zunachst 
geneigt sein, als Beziehung zwischen D ruck und Volumen das B o y l e - 
sche Gesetz

A b b . 11-2. D ru ck -V o lu m en -D ia - 
g ra m m  e ines G ases.

3 D ie  gew ohn liche  e le m e n ta re  A b le itu n g  is t  fo lgenderm afien . D ie  K r a f t ,  d ie  
d u rc h  d a s  au fie re  S y s tem  a u f  e in  O b e rflach en e lem en t dA  a u sg e iib t w ird , is t  
PdA  u n d  ze ig t in s  In n e re . B ei e in e r  E x p a n s io n  b e w eg t s ich  d ie  OberflA che u m  dx 
lange d e r  N o rm ale  n a ch  auB en , u n d  d ie  auB ere  g e le is te te  A rb e it  is t  —  P  dA dx  =  
— P d V .
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P V  =  C (11-29)

zu verwenden. Das ist das Verfahren, dem N e w t o n  folgte. Es fuhrt 
jedoch au f ein falsches Ergebnis, weil in (11-29) vorausgesetzt ist, daB 
die A nderungen von D ruck und Volumen isothermisch verlaufen. Tat* 
sachlich sind die Schallschwingungen fast immer so rasch, daB die 
Zeit n icht ausreicht, die entw ickelte W arm e abzuleiten und einen 
Tem peraturausgleich zu erreichen. Die K ontraktionen und E xpan - 
eionen verlaufen vielm ehr adiabatisch, d.h. ohne W arm eableitung. Un- 
te r  diesen Bedingungen la u te t die Beziehung zwischen P  und V:

P V '  -  C, (11-30)

wobei 7 das konstan te  V erhaltnis der spezifischen W armen bei kon- 
s tan tem  D ruck und Volumen is t.4 Dem nach ist die gesuchte Ab- 
leitung

(11-31)

E s ist zweckmaBig, die V olum enanderung durch die entsprechende 
D ichtetlnderung auszudrucken. Wegen V  «  Μ /μ  ist die Anderung 
von V gegeben durch

AV  —  % Δ μ — ν * ,
Mo

wobei die relative A nderung der D ichte m it σ bezeichnet i s t :

(11-32)

μ =  μο(1 +  <τ). (11-33)

K om biniert m an die Gl. (11-27, 28, 31 und 32), dann lau te t die Dichte 
der potentiellen E n erg ie :

ν  = Ρ 0σ +  ψ σ * .  (11-34)

Das ist noch n icht die fur die LAGRANOE-Funktion geeignete Form ; 
wir haben noch σ durch Ή auszudrucken. B etrachten wir ein endliches 
Volumen V im Raum . E rfah rt das System eine kleinc Storung aus dem 
Gleichgewicht, so ist die aus dem Volumen ausflieBende Masse ge
geben durch

· /
Mo / η · dA.

4 W egen  d e r  A b le itu n g  e iehe M . W . Ze m a n s k y , Heat and Thermodynamics, 
M cG raw -H ill, V I. K a p ite l .
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Dabei is t liber die Oberflache des Volumens zu integrieren. D as 
V olum enintegral iiber die D ichteanderung muB genau gleich diesem 
M assentransport se in :

Wegen des Divergenzsatzes k an n  die Beziehung (11-35) geschrieben 
w erden :

und  da  die Gleichheit fu r  ein beliebiges Volum en gilt, so muB ge lten5:

M it dieser V erknlipfung is t die endgiiltige F orm  der D ichte der poten- 
tiellen Energie

Man kann  nun sehen, daB der Term  in V , der linear in σ ist, n ich ts zur 
gesam ten potentiellen Energie beitragen kann. W egen Gl. (11-35) 
ist das Volum enintegral liber σ  gleich dem N egativen des Flachen- 
integrals liber η, und wenn die F lache das System  vollstandig um- 
schlieBt, muB das In tegral Null sein, d.h., es findet kein M assen
transpo rt aus dem System  s ta tt . DaB dieser Term  nichts zu L  beitrag t, 
ist noch kein ausreichender Grund daflir, ihn in V  wegzulassen. E s ist 
denkbar, daB das funktionale V erhalten des Termes noch einen EinfluB 
auf die Bewegungsgleichung hat. (Es sei daran  erinnert, daB die 
kovariante HAMiLTON-Funktion eines System s Null sein kann, daB 
aber die Bewegungsgleichungen natlirlich nicht verschwinden). W ir 
wollen deshalb den Term noch einige Schritte weiter berlicksichtigen.

Die vollstandige LAGRANGEsche D ichte kann  nun  geschrieben w er
den : 2

£  = 2 +  2P0 V · η -  7P 0(V · η)2). (11-38)

Zur Aufistellung der Bewegungsgleichungen werden wir die folgenden 
A bleitungen b raucben :

8 Gl. (11-36) e rk e n n t m a n  a u s  ih re r  b e k a n n to re n  F o rm

(11-35)

—V  · η . (11-36)

v  = - · Ρ ο ν . η  +  ^ 5 ( ν · η ) ί . (11-37)

μ  =  — V · μ η

ale  d ie  KontinviUUegleichung fu r  d e n  G aes tro m .
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und

d£
dru

θ (ν ·η )

=

= &%k

s ( y  * η)2

i t )

2(V · **l) δα·

(11-39)

Aus Gl. (11-39) folgt, daB der Term  2P0 V · η nichts zu den Bewegungs- 
gleichungen beitragen  u n d  deshalb schliefilich aus £  gestrichen werden 
k an n :

£  =  2 -  yP*(y · Ή)2)·

E s ergeben sich die Bewegungsgleichungen nun zu

S h u  D d(V * η) n · _  , ο o
μ° at* γΡο aZj _  °» 1 ~  2>3·

(11-40)

(ll-4 1 j

Die G1. (11-41) konnen zu einer Vektorgleichung zusammengefaBt
w erd en :

Mo dp
7 P 0 W  · η =  0. (11-42)

In  dieser G estalt m ag die physikalische B edeutung der Bewegungs- 
gleichung noch n ich t sehr durchsichtig sein, aber wir konnen sie leicht 
au f eine bekannte Form  zuriickfuhren. Bilden wir die Divergenz von 
G1. (11-42), und  erinneren w ir uns daran , daB V*V der L aplace- 
O perator V * sA is t, und  daB g ilt V · η =  —σ, so finden w ir:

W  - μο d*<r
yPodP 0. (11-43)

Die GL (11-43) erkennen wir als die dreidim ensionale Wellengleichung, 
m it der Gcschwindigkeit

v = (11-44)

Das ist der gebr&uchliche Ausdruck fur die Schallgeschwindigkeit in 
Gasen. Die LAORANOEsche Dichte (11-40) stellt somit genau das Fort- 
schreiten von Schallwellen in Gasen dar. Wir haben damit unser Ziel 
erreicht, Schallschwingungen durch eine LAGRAFOBsche Formulierung 
zu beschreiben.
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Es ist moglich, eine HAMiLTONsche Form ulierung fiir System e m it 
einem kontinuierlichen K oordinatensatz zu erhalten , ahnlich wie in 
K apitel V II  fur diskrete System e. U m  die M ethode anzugeben, kehren 
wir kurz zu der linearen K e tte  von M assenpunkten zuriick, die in 
Abschn. 1 1 - 1  d iskutiert wurde. Zu jedem  ??,· g ib t es einen konjugierten  
kanonischen Im p u ls :

Vi  =
d L
drji (11-45)

Die HARiiLTON-Funktion fiir das System lautet deshalb :

oder

dLi , — L

(11-46)

Es sei daran  erinnert, daB im Grenzfall des kontinuierlichen Stabes, 
d.h., wenn a gegen Null geht, L { —> £  g ilt und  die Sum m ation in  Gl. 
(11-46) ein In tegral w ird:

H  = (11-47)

Die individuellen kanonischen Im pulse die durch Gl. (1 1 -4 5 ) ge- 
geben sind, verschwinden im Grenzfall des K ontinuum s. W ir konnen 
aber eine Impulsdichte w definieren, die im m er endlich b leib t:

d £TT =  — · δη
Gl. (11-47) h a t die Form  eines R aum integrales iiber eine HAMiLTON^e 
Dichte 3C, definiert durch

αθ =  π ή - £ .  (11-48)

Es ist deshalb klar, daB in jedem allgenieinen dreidimensionalen System 
mit m e h r  als einem T y p  generalisierter Koordinaten die gesamte 
HAMiLTON-Funktion ein Volumenintegral iiber die IiAMiLTONsche 
Dichte sein wird:

H  =  III· dzi dx2 dx3 =  dxi dx2 dxh (11-49)
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wobei
=  =  5L

δη(
(11-50)

Die kanonischen Feldgleichungen der Bewegung kann man aus der 
HAMTLTONscben Dichte erhalten, indem man dem in Abschn. 7-1 
verwendeten Verfahren folgt. Wir betrachten X als eine gegebene 
Funktion der Koordinaten η^χ,·, t), der kanonischen Impulsdichten 
7Γk(Xjy t)y der raumlichen Ableitxmgen der Koordinaten und mog*

dzj
licherweise der Zeit t . Eine infinitesimale Anderung von H  wird dann 
bescbrieben durch

dH =

+  ^  d i^d x id x td x t.

Das hier aufbretende Integral ist dem im HAMiLTONscben Prinzip 
auftretenden Volumenintegral Gl. (11-13) etwas ahnlich. So wie dort 
fuhren wir hier eine partielle Integration des Integrals

dzj

aus. Der integrierte Term kann zum Verschwinden gebracht werden, 
indem man das Volumen der Integration groBer als das des Systems 
macht. Man kann das Integrationsgebiet auch so groB machen, daB 
die Werte von η und X  auf der Oberflache im Unendlichen klein genug 
sind, so daB man den integrierten Term vernachlassigen kann. Als Er- 
gebnis konnen wir schreiben:

dH =

+ n d t dx i dxt dx%.

(11-51)

Verwendet man die in Gl. (11-19) definierte Funktionalableitung, so 
kann dieser Ausdruck reduziert werden auf

dH
f f f { l ( ^ dvt +  *r>dTt) +  ^ dt} dXldXidx'’ (11*52)
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da 3C nich t Funktion  der raum lichen Ableitungen von wk ist. Im m er, 
wenn wir ein Differential einer GroBe zu bilden haben, deren D ichte 
von den raum lichen Ableitungen von y oder π abhangt, laBt sieh eine 
ahnliche partielle In tegration  vornehm en, und  die versehiedenen 
Ableitungen konnen so zusam m engefaBt werden, daB sie funktionale 
Ableitungen bilden. Es ist deshalb ste ts  moglich, die Differentiale 
von Anfang an durch funktionale Ableitungen auszudrueken, die die 
Operationen wesentlich erleichtern.

Das Differential von H  kann auch in anderer Weise, und zwar durch 
L  ausgedriickt werden, wenn wir seine D efinition Gl. (11-49) ver- 
w enden:

dH -ffM bL
TTk dilk +  rjk dirk — —  drik dx i dx2 dxz. 

(11-53)

G e m a B  der Definition von π*, Gl. (11-50), heben sich der erste und der 
letzte T e r m  in der K l a m m e r  weg. Fur den dritten T e r m  gilt wegen der 
LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen (11-23):

= 7Γ k.
b L   d bL
byk dt brjk

D em nach kann  Gl. (11-53) geschrieben w erden:

dH
~  J J J { ^Vk Vk dwk) ” ^ d x id x2dxz. (11-54)

Der Vergleich der Gl. (11-54) m it Gl. (11-52) ergibt einen Satz von 
G leichungen:

dH __ .
h k  Wk> Brie Vk (11-55)

und die Id e n tita t §3C = __d£  
dt d t ‘

Die Gl. (11-55) sind das Analogon der HAMiLTONschen kanonischen 
Gleichungen fur das kontinuierliche S y s t e m ; mit Hilfe der H A M i L T O N 
schen Dichte konnen sie geschrieben w e r d e n :

d3C y d  (  d3C 
dyk dXj ^  ^dyk' — T̂kt (11-56)

I n  d ieser  F o rm  v erlieren  s ie  v ie l v o n  ih rer S y m m e tr ic , d a  3C k e in e
F u n k tio n  d er G ra d ie n te n  v o n  wk is t .
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Als einfaches Beispiel des HAMiLTONschen Verfahrens kormen wir 
die Schallschwingungen in einem Gas untersuchen, die bereits im 
vorigen Abschnitt diskutiert wurden. Die Impulsdichte dafiir lautet 
einfach:

Die HAMiLTONsche Dichte ist somit gleich der S u m m e  aus den Dichten 
der kinetischen und potentiellen Energie:

und kann deshalb in diesem Falle als eine Energiedichte angesehen 
w erden . 6 Die aus jc gewonnenen kanonischen Gleichungen tau ten :

Die K om bination dieser zwei Satze von Gleichungen ist identisch m it 
den Bewegungsgleichungen, die durch Gl. (11-41) gegeben sind.

Vieles der formalen Entwicklung der HAMiLTONschen Forraulie- 
rung - Erhaltungssatze, PoissoNsche K l a m m e m ,  usw. - kann leicht in 
eine fur kontinuierliche Systeme geeignete F o r m  gebracht werden. So 
wird das modifizierte HAMiLTONsche Prinzip :

Als Beispiel der E rhaltungssatze wollen wir die Bedingungen unter- 
suchen, unter denen die HAMILTON-Fimktion eine Konstante der 
Bewegung ist. Die to ta le  Ableitung von H  nach der Zeit ist

• D e r  in  V  · η  linear© T e rm  w u rd e  w eggelassen , d e n n  w ie w ir sah en , t r a g t  e r  
n ic h ts  z u r  G esam ten erg ie  bei.

Vk =  Moi? k

oder, wenn wir eine vektorielle Im pulsdichte b ilden :

π  =  μοή.

Die HAMiLTONsche D ichte ist (vgl. Gl. (11-40)):

(11-57)

3C =  3 +  Ό

#
(das ist lediglich die Definition von x*) und

dH
di

SH .-— Tk —  \d x id x td x t.
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Aber wegen der Bewegungsgleichungen (11-55) reduziert sich das au f

& J J J  [ t \ to lk h r k
δΗ δΗ\  Me'
fork δη^/ dt dx i dx2 dxz,

so daB
dH
dt Iff dx! dx2 dxz.

Die vollstandige HAMiLTON-Funktion bleibt somit erhalten, w e n n  3C 
(oder H ) keine explizite Funktion der Zeit ist.

Ahnliche Verfahren konnen dazu verw endet werden, einen A usdruck 
fiir die zeitliche Ableitung einer F unk tion  G zu gewinnen, die n ich t 
explizit von der Zeit abhangt, und die als Volum enintegral einer D ichte- 
funktion g dargestellt werden kann :

G = dx i dx 2 dx 3.

Die to ta le  Ableitung von G nach der Zeit ist un te r diesen Bedingungen

d G
dt

δG . \
&TTk /

dx i dx2 dx3.

Wegen der Bewegungsgleichungen kann dafu r geschrieben w erden :

dG _  CC f  &G δΗ
& J J J  fak

δ ΰ δ Η \  
fork SvJ dx i dx 2 dxz· (11-59)

N un ist das In tegral au f der rechten Seite von (11-59) genau das 
Analogon der PoissoN -K lam m er von G rait H  (vgl. Gl. (8-42)); die 
Sum m ation uber die generalisierten K oordinaten t r i t t  hier au f als ein 
In tegral uber die stetigen Indizes x v x 2 und x3 und  eine diskrete Sum 
m ation liber den Index  k. W ir konnen deshalb schreiben:

f  - P .  A l i i  1-60)

N atiirlich erhalten wir dann, wenn G von der Zeit explizit abhang t,

dG
dt

in vollstandiger D bereinstim m ung m it Gl. (8-58). Eine In tcgral- 
funktion, die keine explizite F unktion  der Zeit ist, und deren P o is s o n - 
K lam m er m it H  verschwindet, ist som it eine K onstan te der Bewegung. 
W ir bem erken, daB die Ableitung auch dann giiltig ist, wenn g eine 
F u nk tion  der raum lichen Ableitungen von η oder π ist, denn das ist
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genau der Fall, den die funktionalen Ableitungen einschlieBen sollten.
Die E rhaltungssatze  fur IntegralgroBen ergeben sich som it wie in 

der gewohnlichen Theorie. Es besteht derselbe Zusam menhang zwi- 
schen den K onstan ten  der Bewegung und den Symmetrieeigenschaften 
des System s, den wir friiher gefunden ha ben. Man muB sich jedoch 
daran  erinnem , daB es neben diesen ,,m akroskopischen” K onstanten 
der Bewegung auch ,,m ikroskopische” E rhaltungssatze gibt. Diese 
befassen sich d irek t m it D ichten und nicht m it den integrierten GroBen. 
Man kann  zum  Beispiel Satze erhalten , die im wesentlichen K ontinu- 
um sgleichungen fu r den inneren FluB der Energie als auch des linearen 
Im pulses und des Drehim pulses sind. Leider wiirde uns die Diskussion 
solcher Problem e zu w eitab fiihren. W ir m ochten deshalb den inter* 
essierten Leser a u f  die am  E nde des K apitels zitierten  W erke verweisen.

x 1 -5  Beschreibung von Feldern durch Variationsprinzipien

Die LAGRANGEschen und HAMiLTOXschen Form ulierungen fur einen 
stetigen Satz generalisierter K oordinaten wurde m it der Absicht ent* 
wickelt, kontinuierliche mechanische System e. wie etwa einen elasti- 
schen K orper, zu behandeln. Die Form ulierungen konnen aber auch, 
wenn kein mechanisches System vorliegt, dazu verwendet werden, die 
Gleichungen zu beschreiben, die ein Feld bestimm en. M athem atisch ist 
ein Feld nicht m ehr als eine oder mehrere unabh&ngige Funktionen von 
R aum  und Zeit. Die generalisierten K oordinaten η,(χν  x2, /) treffen
genau fiir diese Definition zu. Tatsachlich ruhrten  historisch die in der 
Physik  auftretenden Felder oftm als von Schwingungen eines kon- 
tinuierlichen System s her. Das Schall-,,Feld” in Gasen bezieht sich 
nach allem wirklich au f  die Longitudinalschwingungen von Gasteilchen 
(vgl. Abschn. 11-3). Ahnlich dachte man sich das elektrom agnetische 
Feld lange Zeit in Begriffen der elastischen Schwingungen eines m ^ te*  
riosen At hers. E rst in der neueren Zeit sah m an cin, (um einen passen- 
den A usdruck von Professor S. L. Q u i m b y  zu zitieren,) daB der A ther 
keine andere Rolle spielte, als das Subjekt zu dem Verb ,,sich wellen- 
formig bewegen” zu sein. W ir erkennen gleichwohl, daB die Verfahren 
des V ariationsprinzips, die in den vorigen A bschnitten entwickelt 
w urden, auch unabhangig von der Bezugnahme au f ein kontinuier* 
liches mechanisches System  bestehen bleiben, und daB sie dazu dienen, 
die Gleichungen zu liefern, die irgendein raum-zeitliches Feld be
schreiben. Das HAMiLTONsche Prinzip wird so praktisch eine bequeme 
A bkiirzung fu r das Feld, das bei geeigneter Entw icklung die Feld- 
gleichungen liefert.
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D a  die LAGRANGEsche Dichte fur ein Feld nicht zu einem bestimmten 
mechanischen System gehort, ist sie nicht notwendig als Differenz 
einer kinetischen u n d  potentiellen Energiedichte gegeben. Vielmehr 
konnen wir irgendeinen Ausdruck fur £  verwenden, der auf die ge- 
wiinsehten Feldgleichungen fuhrt. So erhielten wir die LAGRANGEsche 
Dichte fur das Schallfeld friiher in Abschn. 11-3 dadurch, dab wir das 
mechanische System betrachteten, in d e m  sich der Schall fortpflanzt. 
Wir wurden dann natiirlich darauf gefuhrt, das Feld zu beschreiben, 
indem wir die K o m p o n e n t e n  der vektoriellen Auslenkung η als die 
generalisierten Koordinaten verwendeten. Es sei jedoch angemerkt, dab 
das Feld in Wirklichkeit skalar ist, da die Eigenschaffcen des Schalles 
vollstandig mittels des einen Skalars σ, der relativen Dichteanderung, 
diskutiert werden konnen. Die Grobe a ist deshalb die natiirliche 
generalisierte Koordinate, die m a n  verwendet, w e n n  m a n  das Feld 
durch eine LAGRANGE-Funktion ohne Bezug auf ein mechanisches 
System beschreiben will. £  m u b  dann so sein, dab die LAGRANGEsche 
Bewegungsgleichung die Wellengleichung (11-43) fur a ist. E s  ist 
leicht zu sehen, dab eine LAGRANGEsche Dichte, die durch a ausge- 
driickt wird und diese Forderung erfullt, lautet:

£ H o 1-61»

Die fu r  die Bewegungsgleichung benotig ten  A bleitungen s in d :

d £  __ ~ d £  _  μ0σ 
da * da yPo

da
dxk>

so dab die LAGRANGEsche Gleichung (11-17) lautet:

μο d2a _  d2a  _
yP o  d t2 - f  d x t ~  ,

in Gbereinstimmung mit Gl. (11-43). W i r  bemerken, dab die L A G R A N G E 
sche Dichte (11-61) nicht dasselbe wie die Dichte (11-40) ist, die wir in 
Abschn. 11-3 erhielten. Keiner der T e r m e  in (11-61) ist die mechani
sche kinetische oder potentielle Energiedichte. Die LAGRANGEsche 
Dichte fiihrt aber auf die richtige Wellengleichung, und das ist alles, 
was verlangt wird.

Ahnlich konnte m a n  eine hinreichende Beschreibung des Schallfeldes 
erhalten, indem m a n  eine HAMiLTONsche Dichte

3C -  | π* +  (Vff)*) (11-62)

verw endet. Gl. (11-62) fiih rt offensichtlich au f die richtige Feld-
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gleichung, aber sie ist n icht die gleiche wie (11-63). Auch ist sie keine 
Energiedichte des mechanischen System s.

Als ein komplizierteres Beispiel, eine LAORANOEsche Dichte zur Be- 
schreibung eines gegebenen Feldes aufzustellen, wollen wir das elektro- 
magnetische Feld bei der Abwesenheit eines materiellen M ediums be- 
trachten. In diesem Falle gilt E =  D  und B  =  H  in GAUSSschen Ein- 
heiten. Die M A X W E L L s c h e n  Gleichungen (1-55) reduzieren sich auf

V · B =  0, V x E  +  i ^  =  0, (11-63)

V - E  =  4jrp , =  ^ ’· (1 1 -6 4 )c dt c ' '
Die ersten  zwei Gleichungen, daran  sei erinnert, dienen haupts&chlich 
dazu, E  und  B m ittels eines Skalars und eines V ektorpotentials zu 
defin ieren:

K — T7A.  ̂ ^ (1-68)

und B -  V x  A.
(1-57)

Es ist das zweite G leichungspaar, das die Erzeugung der Felder durch 
auBere Ladungen und Strorne beschreibt, und das deshalb als die 
gewiinschten Feldgleichungen angesehen werden kann. Die sechs 
Feldkom ponenten sind nicht besonders als generalisierte Koordinaten 
geeignet, da  sie n ich t unabhangig sind . Sie konnen aber durch die vier 
Potentialkom ponenten  ausgedriickt werden. W ir wollen deshalb A und 
Φ als die generalisierten K oordinaten des Feldes verwenden.

Es wird nun behauptet, daB eine LAORANOEsche Dichte, die auf die 
Feldgleichungen (11-64) fiihrt, lautet:

£ E* — B*
8t

(11-65)

w obeiE  und  B durch die Poten tiale  vermoge der Gl. (1-57, 58) auszu- 
driicken sind. Um  diese B ehauptung zu beweisen, wollen wir zu- 
nachst die Bewegungsgleichung aufsuchen, die zu der K oordinate ψ 
gehort. Das skalare Poten tial selbst t r i t t  nur in dem Term — ρφ auf, 
und  die raum lichen A bleitungen von φ erscheinen nur in E a. (W ir 
stellen fest, daB zcitliche Ableitungen von φ nirgends auftreten.) 
D em nach haben wir

θφ c=~ p
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und

•(g) M S )
Ek
47Γ*

Der le tzte  S chritt folgt aus Gl. (1-58). Die LAGRANGEsehe Gleichung 
fiir φ ist deshalb

oder

1 ^  dEk 
4π i p  dXk ~ P  =  0

V· E  =  47rp.

Das ist die erste der Gl. (11-64).
Die Losung der Bewegungsgleichungen, die zu den K om ponenten 

von A gehoren, ist etwas um standlicher. B etrach ten  wir eine typische 
K om ponente von A, etw a A v  Die LAGRANGEsehe D ichte en th a lt sowohl 
raum liche als auch zeitliehe Ableitungen von A v  Die K om ponente 
selbst t r i t t  in dem Term  (j · A)/c auf. Die erforderlichen Ableitungen 
von <£ eind desh a lb :

K om biniert m an diese Ausdriicke, so w ird die LAGRANGEsehe Gleichung 
fiir A t :

JL (§JL· _  _  ii = o
4π\θχ2  dxz) 47rc dt c (11-66)

Gl. (11-66) erkenn t m an leicht als die 1-Kom ponente der noch ver 
bleibenden MAXWELL-Gleichung

1 dE  4π]
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Die anderen K om ponenten sind die Bewegungsgleichungen fur A t  
und  A z. D em nach sind die vier Feldgleichungen, die man aus der 
LAORANGEschen D ichte (11-65) erhalt, identisch m it den Maxwell- 
schen Gleichungen (11-64).7

Die L adung und  S trom dichte sind naturlich  durch die Beziehung

j =  pv (11-67)

verkniipft, wobei v die Geschwindigkeit der Ladung ist. v ist eine 
Funktion des Ortes. Das Volumenintegral der LAGRANGEschen Dichte 
(11-65) ist die vollstandige LAGRANGE-Funktion fiir das elektromagne- 
tische Feld. Mit Riicksicht auf Gl. (11-67) kann m a n  schreiben:

E s  sei bemerkt, daB die Kombination von φ  und A  in den K l a m m e m  
auch in der LAGRANGE-Funktion Gl. (1-61) fur ein geladenes Teilchen 
in einem elektromagnetischen Feld auftritt. Tatsachlich konnen wir 
zeigen, daB dieser Teil der LAGRANGE-Funktion fiir das Feld genau 
d e m  generaiisierten Potentialanteil der LAGRANGE-Funktion fiir das 
Teilchen entspricht.

Der A usdruck ,,Teilchen” soil bedeuten, daB Masse und Ladung au f
einen P u n k t im Raum  konzentriert sind. Demnach muB die Ladungs-
dichte, die zu einem Teilchen gehort. iiberall bis au f den Ort des
Teilchens N ull sein. D ort muB sie unendlich sein. aber in der Weise,
daB das V olum enintegral der Ladungsdichte gleich der Gesam tladung
des Teilchens ist. Die m athem atische Funktion, die diese besonderen
Forderungen erfiillt, ist ein Vielfaches der wohlbekannten -Funktion
fiir das Volumen. Sie wurde von D ir a c  eingefuhrt und ist definiert
durch  die Bedingungen * , Λ6 & 5(r -  Ti) = 0, r Ti

p ( r  -  t , ) d V  =  1. (11-69)

7 I n  gew isser H in s ic h t is t  d a s  e lek tro m ag n e tisc lie  F e ld  e in  ungliick lichee  Bei- 
ep iel, d a  es e ine  A n zah l b e so n d e re r S ch w ierig k e iten  in  sich  b irg t. E s  w u rd e  d a ra n  
e r in n e r t ,  daB £  d ie  A b le itu n g  φ  n ie h t e n th a l t .  D em n ach  g ib t es ke inen  zu  φ  
k o n ju g ie r te n  k a n o n isc h e n  Im p u ls , u n d  d ie  HAMiLTONsche F o rm u lie ru n g  n ach  
A b sch n . 11-4 laB t sich  n ic h t a n w en d e n . Im  w esen tlich en  r iih r t d ie  Schw ierigkeit 
d a h e r , daB  d a s  S k a la r  u n d  d ie  V e k to rp o te n tia le  ke in e  v o lls tan d ig  u n ab h an g ig en  
G r6B en s in d , so n d e m  daB  sie d u rc h  d ie  so g en a n n te  Eichbedingung v e rk n iip ft s ind . 
D ie  E ic h fo rd e ru n g  w irk t a ls  zu sa tz lich e  B ed in g u n g , d ie  p rak tiach  d azu  ver- 
w e n d e t w e rd en  k a n n , e in e  d e r  g en e ra iis ie rten  K o o rd in a te n  zu e lim in ieren , so  daB 
d a s  F e ld  n u r  d u rc h  u n a b h an g ig e  K o o rd in a te n  beechrieben  is t. W egen w e ite re r 
E in z e lh e ite n  siehe  G . W k n t z e l , Introduction to the Quantum Theory of Field»,
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D arin is t ri der O rtsvektor des Teilehens. E ine offensichtliche Eigen- 
schaft der δ-Funktion besteh t darin , daB dann. w en n /(r)e in e  F unk tion  
des Ortes ist, g ilt:

j f(r) 8(r -  rO dV  -  / ( r j .  (11-70)

Die D ichtefunktion flir eine G ruppe von n  Teilehen kann  deshalb 
dargestellt werden d u rc h :

ρ (γ) = % < 5 ( τ - τ , ) ,  (11-71)
<«1

wobei die Ladung des i- te n ‘Teilehens und  r »dessen O rtsvektor sind. 
W ir wollen nun das In tegral

/
P(r) Φ(r) -

v · A(r) dV

fur die Ladungsdichte (11-71) berechnen. W egen Gl. (11-70) ist das 
In tegral dann gleich

W enn die Ladungen und Strom e von einem System  von Teilehen her- 
riihren, so w ird dem nach die vollstandige LAGRANGE-Funktion fur 
das F eld :

l = / <u -72)

Hierin bedeuten die Indizes, daB die W erte von φ und  A an  den O rten 
der Teilehen zu nehm en sind. Der Vergleich m it Gl. (1-61) zeigt nun, 
daB die Summe in (11-72) genau der Teil der LAGRANGE-Funktion fiir 
die n  Teilehen ist, der die au f die Teilehen wirkenden elektrom agneti- 
schen K rafte  hervorruft! W ir konnen tatsachlich  die zwei Lagrange- 
Funktionen kombinieren, indem wir die kinetische Energie der Teilehen 
zu (11-72) addieren:

L =  f ^ ~ & T ~ dV  1 2 ^ ·  (11-73)

E ine andere Form  fu r Gl. (11-73) is t:

L  = f { ~ S i r B i ~ ^ 3<6(r _  r <)(* ~  ^ T ^ ) J d F  +  |  2 ^ ·  (H -73 ')

In  Gl. (11-73) oder (11-73') haben wir eine vollstandige Lagrange-
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Funktion , die sowohl einerseits das elektrom agnetische Feld als auch 
andererseits die mechanische Bewegung der n  Teilchen beschreibt. 
Sie ist eine F unktion  der generalisierten K oordinaten φ , A m it stetigen 
Ortsindizes x v x 2, xz und  der general isierten K oordinaten r, der 
Teilchen, die durch einen diskreten Index i unterschieden werden. Ein 
einziges HAMiLTONsches Prinzip ist also ausreichend fur beide Systeme! 
Eine V ariation bezuglich der Potenliale erzeugt die MAXWELLschen 
Feldgleichungen, w ahrend eine V ariation bezuglich der Teilchen - 
koordinaten die Bewegungsgleichungen der Teilchen liefert. Wir 
weisen d a rau f hin, daB der erste Term in Gl. (11-73) die Lagrange- 
F unktion  fur das Feld bei der Abwesenheit der geladenen Teilchen 
darste llt. Ahnlich ste llt der le tzte Term  die LAGRANGE-Funktion fur 
die Teilchen bei Abwesenheit des Feldes dar. Der m ittlere Term liefert 
die W echselw irkung zwischen Teilchen und Feld.

D riickt m an die Felder mitt-els eines Variationsprinzips aus, so 
e rh a lt m an eine knappe und elegante Beschreibung. Man kann sich 
naturlich  fragen, was fur praktische Vorteile diese Form uliem ng 
gegeniiber der d irekten Verwendung der Feldgleichungen hat. Die 
w ichtigsten Anwendungen liegen in W irklichkeit auBerhalb des Be- 
reiches der klassischen Physik, wir m ochten sie jedoch hier kui^ 
erw ahnen.

E rstens liefert die LAGRANGEsche Form ulierung ein bequemes Ver- 
fahren fur das Aufsuchen neuer Feldtypen und zur Erforschung ihrer 
Eigenschaften. Die moglichen Terme in der LAGRANGEschen Dichte 
sind s ta rk  beschriinkt durch die Forderungen, daB £  nur die Koordi
naten  und deren erste Ableitungen nach O rt und Zeit enthalten  darf, 
und  daB £  LoRENTZ-invariant sein muB. W enn es zum Beispiel nur 
eine A rt der generalisierten K oordinate η g ib t, die ein W eltskalar 
(oder Pseudoskalar) sein muB, dann g ibt es nur drei mogliche Terme, 
die diese Forderungen erfiillen:

i n
a * /

D arin  ist Α β ein auBerer W eltvektor (oder Pseudovektor). Irgendeine 
LAGRANGEsche D ichte fur ein skalares Feld muB deshalb aus Kom- 
binationen dieser Term e aufgebaut sein. Man kann dam it viele allge- 
meine Eigenschaften solcher skalarer Felder untersuchen, ohne den 
physikalischen Meehanismus zu kennen, der dieses Feld erzeugt. Das 
ist das Verfahren, das heutzutage in den theoretischen Untersuchungen 
uber Mesonen-Felder verw endet wird.

Die zweite Anwendung s teh t im Zusam m enhang m it der Quantisie- 
ru n g  von Feldem . Es wurde bereits bem erkt, daB der Obergang von
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der klassischen Theorie zur Q uantentheorie n u r m it Hilfe der kano- 
nischen V ariablen vollzogen werden kann , die ein System  beschreiben. 
So w urde bereits hervorgehoben, daB die klassischen PoissoN schen 
K lam m ern der kanonischen K oordinaten  oder Funktionen  von diesen 
den V ertauschungsrelationen der Q uantentheorie entsprechen. W ie ein 
System zu quantisieren ist, wissen wir in W irklichkeit nu r dann, w enn 
wir es durch mechanische Term e beschreiben konnen. W enn m an 
w unscht, eine Q uantentheorie des elektrom agnetischen Feldes oder 
irgendeines anderen Feldes zu konstruieren, muB m an zuerst eine Be- 
schreibung des Feldes in der Sprache der M echanik finden. Die in  die- 
sem K apitel dargestellten LAGRANGEscben und  BLAMiLTONschen For- 
m ulierungen bilden die Grundlage einer solchen Beschreibung.

L IT E R A T U R H IN W E IS E
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1 . (a) D ie  T ransversa lschw ingungen  e iner geepann ten  Saite  kdnnen n&he- 
rungsw eise d u rch  d ie T ransversalschw ingungen  eines d isk re ten  System s be- 
echrieben  w erden , das au s  g leichw eit e n tfe m te n  M assenpunkten  bosteh t, die a u f  
e in er gew ichtelosen Saite  an g eo rd n e t sind . Zeige, daB d an n , w enn d e r A bstand  
zw ischen  den  M assenpunk ten  gegen N ull g eh t, die L agrange-Funk tio n  dem  
G renzw ert

fu r  die k on tin u ie rlich e  S aite  z u s treb t, w obei T  d ie feste  S pannung  iet. W ie la u te t 
d ie  B ew egungsgleichung, w enn die D ich te  μ eine F u n k tio n  des O rtes is t?

(b) S telle  d ie  L a g r a n g e-F u n k tio n  fiir d ie kon tinu ierliche Saite  auf. E rm ittle  
d azu  d ie  k ine tische  u n d  die po ten tie lle  E nergie , die d o r T ransversalbew egung 
en tsp rechen . D ie po ten tie lle  E nerg ie  k an n  m an  aus der A rbe it e rh a lten , die 
d u rch  d ie  S p an n u n g sk ra ft ge leiste t w ird , w enn die Saite  w ahrend  d e r T ransver- 
salschw ingung  g e d eh n t w ird .

2. Bestimme die HAMiLTONschen Bewegungsgleichungen fur ein kontinuier- 
liches System aus dem modifizierten HAMiLTONschen Prinzip (11-58). Verfahre 
dabei so wie in Abschnitt 7-4.

3. Zeige, daB d an n , w enn ψ u n d  ψ* ale zwei unab h an g ig e  F e ldvariab len  go* 
w a h lt w erd en , d ie  LAGRANGEsche D ich te

a u f  die ScHRODiNOER-Gleiehung

Λ*
8jr*m + ν ψ ihchfr

2r dt

imd deren Komplexkonjugierte fuhrt·. Wie lauten die kanonischen Impulse? 
Bestimme die £  enteprechende HAMiLTONsche Dichte.

4. Zeige, daB

Gi

eine K o n s ta n te  d e r  B ew egung is t, w enn die HAMiLTONsche D ich te  keine explizite  
F u n k tio n  dee O rtes is t. D ie GroBe G% k an n  als G esam tim puls dee Feldes kings 
d e r x%-Richtung id en tifiz ie rt w erden . D ie A hnlichkeit dieses Satzes m it dem  
gew flhnlichen E rh a ltu n g ssa tz  fiir  den  linearen  Im p u ls  d isk re te r System e (vgl. 
A b sc h n itt 8 -6 ) ist offensichtlich .

5. Eine LAGRANGEsche Dichte fiir das elektromagnetische Feld ist gegeben 
durch die relativistisch kovariante Form:

p _____L  _  θ Α ,γ  _  J_  y / Μ , γ  j g A ,
16r ̂ \dx, dxj Sir +  ^  c '

\
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wobei Aμ das Vierer-Vektorpotential und ein Vierervektor mit den Kompo- 
nenten j undipsind. Zeige, daB die LAGRANGEsehe Dichte direkt auf die Wellen- 
gleichung fiir das Vektorpotential fiihrt:

Π 2Αμ = c
Zeige auch, daB diese L agrange-Dichte mit der im Text gegebenen bis auf den 
mittleren Term identisch ist. (Der mittlere Term hat irgendwie infolge der Eich- 
bedingung den Wert Null.)
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V E R Z E I C H N I S  D E R  S Y M B O L E

Bei der W ahl der verschiedenen Symbole w urden, wenn im m er es 
moglich war, gewisse allgemeine Prinzipien befolgt. So w urden Vek- 
toren durch fettgedruckte A ntiqua-B uchstaben  bezeichnet, w ahrend 
Tensoren zweiter und hoherer Stufe sowie M atrizen durch fettgedruckte 
G rotesk-Buchstaben dargestellt w urden. W enn ein V ektor speziell 
als ein Tensor erster Stufe oder als eine einspaltige (oder einreihige) 
M atrix aufgefaBt wird, werden G rotesk-Buchstaben verw endet. Bei 
griechischen Symbolen wird ebenfalls F e ttd ru ck  fu r Vektoren, Ma
trizen und Tensoren benutzt.

Ein P u n k t fiber einem B uchstaben bedeu tet ste ts  D ifferentiation 
beziiglich der Zeit. Striche werden haufig zur Bezeichnung von GroBen 
verwendet, die einer Transform ation irgendeiner A rt unterw orfen 
wurden. Im  IV. K apitel beziehen sich Striche an K oordinaten  au f 
korpereigene Achsensatze zur U nterscheidung von den ungestrichenen 
raum festen Achsensatzen. Nach dem IV. K apitel wird diese Verein- 
barung, nachdem  sie ihren Zweck erfiillt hat, n ich t m ehr befolgt.

Bei der Diskussion kanonischer T ransform ationen werden kleine 
Buchstaben fu r die ursprunglichen V ariablen und groBe B uchstaben 
fu r die transform ierten Variablen verw endet. Indizes 0 bezeichnen 
haufig Anfangs- oder Gleichgewichtswerte. Wie ublich werden kom- 
plexkonjugierte GroBen durch einen Stern bezeichnet.

Dieses Verzeichnis der Symbole is t n ich t vollstandig; in ihm  sind 
nur die wichtigen Symbole zusam m engestellt, und solche, die mog- 
licherweise AnlaB zu Verwechslungen geben.

A  F lache 67, 87
A  B etrag der Winkelgeschwin-

digkeit senkrecht zu L 179 
A  W irkung 252 
A  MaB fu r die A m plituden von 

Lichtwellen 344
A ,B ,C  K om ponenten der Vek- 

to rfunktion  F 291 
Αμ V ierer-V ektorpotential 222

A elektrom agnetisches Vek- 
to rpo ten tia l 22

A, B, C,usw. orthogonale M atri
zen 109

A vollstandige M atrix der 
raum lichen Drehung. 120 

A M atrix der Norm alschwin- 
gungsam plituden a<* 357 

A-1 zu A inverse M atrix 114
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A Transponierte der M atrix A 
116
zu A adjungierte M atrix 116 

|A| D eterm inants von A 117 
a groBe H albachse 87 
a K onstan te  der Bewegung

fu r  den schweren sym m etri- 
schen Kreisel 183 

a G leichgew ichtsabstand im
linearen K ettenm olekiil 386 

a, aik Koeffizienten in der kin* 
etischen Energie 25 

atk Koeffizienten in der Diffe- 
rentialgleichung flir die 
Zwangsbedingung 44 

aii M atrixelem ent der orthogo- 
nalen T ransform ation 109 
MatrixelomentderLoRENTZ- 
Transform ation 209 

a . FotmiER-Koeffizienten 326 
a%, 0»  Schw ingungsam plituden 

der Norm alschwingungen 
355

a Beschleunigung 2 
a, a* Eigenvektor einer gegebe- 

nen Normalschwingung 357

B m agnetische Induktion  22 
B M atrix der dem EuLERschen 

Winkel ψ zugeordneten 
D rehung 120 

b kleine H albachse 87 
b K onstan te der Bewegung fu r 

den schweren sym m etrischen 
Kreisel 183

b Gleichgewichtsabstand im
linearen dreiatomigen Mole* 
kul 369

Cj K apazitaten  49 
C In tegrationskonstante im

KEFLER-Problem 86 
Ct Ck Skalenfaktoren von Nor- 

malschwingungen 355 
C M atrix der dem EiJLERschen

Winkel φ zugeordneten 
Drehung 120

d  Koeffizienten orthogonali-
sierender Eigenvektoren 363

D Dichte der Systempunkte im
Phasenraum  295 

D  Determinants 300, 380
D elektrische Verschiebung 22
D Matrix der dem EuLERschen

Winkel Θ zugeordneten 
Drehung 120

E  Gesamtenergie 68
Ei elektromotorische Kraft 49
E f Konstante der Bewegung

fur den schweren symmetri
schen Kreisel 184 

£  elektrische Feldstarke 22
e Ladung des Elektrons

( -4 .8 0  X 10-10tesu)91

F(p) Funktion von p und Trag- 
heitstensor 176

Fu Fiy F%y Fa erzeugende Funktio- 
nen 266
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F ,G  beliebige Funktionen 281 
F K ra ft 1
F (a) angewendete K ra ft 17 
F (e) auBere K ra ft 5 
F(g, p) beliebige V ektorfunktion 

291
$ D issipationsfunktion 24

Koeffizienten in der diago- 
nalisierten D issipations
funktion 377
Koeffizienten in der D issipa
tionsfunktion 377 

f(r) B etrag der Z en tra lk raft 67 
/ '( r )  K ra ft im aquivalenten ein- 

dim ensionalen Zentralkraf- 
teproblem  71

/  beliebige Funktion  239, 254 
fi(q, t) beliebige Funktionen in 

der erzeugenden F unktion  
von P unkttransform ationen  
271

fi  Zw angskraft 17

G universelle G ravitationskon- 
s tan te  88

G erzeugende Funktion , die 
die T ransform ation der Zeit 
m it einschlieBt 270 

G beliebige Funktion des Vo- 
lumens 403

G(q, p) erzeugende Funktion  der 
infinitcsimalen K on tak t- 
transform ation 287 

(?i(co) FouBiER-Transformierte der 
treibenden K ra ft 383

G beliebiger V ektor 106 
g G ravitationsbeschleunigung 

28

H  H a m il t o n -Funktion  58,240 
W  kovarian te  H a m il t o n - 

F unktion  247
3C HAMiLTONsche Dichte 399 

H  magnetische Feldstarke 22 

h P l a n C K sche Konstante 236

1  bestimmtes Integral der 

LAGRANGE-Funktion 34 

I  Stromdichte oder Intensitat 

89
I  T ragheitsm om ent 165 
Ii, 12, Iz  H aupttragheitsm om ente  

168, 171 
I j  S trom e 49
Izz, l i j  Koeffizienten des Trag- 

heitsm om entes 160 
I T ragheitstensor 161 
1 elektrischer Strom  196 
i, j ,  k , Z, m, n  Sum m ationsindizes 

5, 44, 45, 142
i, j ,k  E inheitsvektoren 105

J  bestimmtes Integral im Ex- 

tremwertproblem 35 

Ji Wirkungsvariable 319 

J n n -te PoiNCAREsohe Integrat

in'variante 274f 

3μ Vierervektor der Strom- 

dichte 412

J elektrische S trom dichte 22
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K  transform ierte Hamilton- 
Funktion  265

K 9 MiNKOWSKi-Kraft 221 
kx Koeffizienten in der Dissi- 

pationsfunktion 24 
k  K ra ftkonstan te  von Zentral- 

k raften  71
k  K ra ftkonstan te  des harm o- 

nischen Oszillators 75 
k  radiale Q uantenzahl 339 
k  W ellenzahl 344 
ko W ellenzahl im V akuum  344 
k  W ellenzahlvektor 344

L  LAGRANGE-Funktion 21 
L  Eikonal 344 
L f kovariante LAGRANGE- 

Funktion 231
Li LAGRANGE-Funktion pro 

Langeneinheit des unend- 

lich ausgedehnten linearen 

Molekiils 386 

Li Selbstinduktion 49 

L Drehimpuls 2 

£  LAGRANGEsche D ichte 388 
l eine Lange 28, 47 

l B etrag  des G esam tdrehim - 
pulses 67

l  A bstand des Schwerezen- 
trum s des sym m etrischen 
Kreisels vom festgehaltenen 
P u n k t 182

M  Gesam tm asse des System s 5 
Af/t Koeffizienten der Induktion  

49

M  magnetisches Moment 195 
m  Masse 2
m  Anzahl der Gleichungen fiir 

die Zwangsbedingungen 45 
m  E ntartungsgrad  328 
m  m agnetische Quantenzahl 

339
mi longitudinale Masse 227 
nw relativistische Masse 226 
mi transvereale Masse 227 
mat E lem ente des metrischen 

Tensors und Koeffizienten 
in der kinetischen Energie 
257

N  Anzahl der Teilchen in einem 
System 13 

N D rehm om ent 2 
Hw auBeres D rehm om ent 7 
n Anzahl der unabhangigen 

K oordinaten oder Freiheits- 
grade 18

n  E xponent der Potenz in der 
Z entralkraft 78 

n H auptquantenzahl 339 
n Brechungsindex 344 
n  E inheitsvektor 27

P  D ruck 239, 394 
P  Translationsim puls eines 

System s 6
P komplexe 2 x 2-M atrix, die 

zu einer raum lichen Lage 
gehort 123



Verzeichnis der Symbole 4 2 3

V B etrag des Gesam tdrehim - 
pulses 332

Vi kanonischer Im puls 52
V* W eltim puls 225
P linearer Im puls 1

Q generalisierte K ra ft 19

Qi> Pi transform ierte kanonische 
K oordinaten und Im pulse 
265

Q unitare M atrix der Cayley - 
KLEiNschen P aram eter 122

Q generalisierte K oordinate 13
Q elektrische Ladung 22

R RouTHsche F unktion  242

Pi W iderstande 49
Ro Tragheitsradius 172
R R adiusvektor des Massen- 

zentrum s 5
r Polarkoordinate 26
r R adiusvektor 1

S beliebige Flache 274
s HAMiLTONsche W irkungs- 

funktion 303
Sj K raftstoB 62
s Inversionsm atrix  134
8 StoOparam eter 90
8 Anzahl der zyklischen K o

ordinaten 242
8, ds Bogenlange 2

T kinetische Energie 3
Ta Koeffizienten, die bei der 

Entw icklung der kinetisehen

Energie um das Gleichge- 
w icht au ftre ten  355 

T  I n m . . .  Tensorkom ponenten 162 
T M atrix der Koeffizienten Ta  

357
3 D ichte der kinetisehen E n er

gie 394 
t Zeit 1

U  generalisiertes P o ten tia l 21 
u 1 jr (fur Z entralkrafte) 79 
u  gleich cos Θ 184 
u  W ellengeschwindigkeit 341 
u, v kom plexe Achsen 122 
u, v K oordinaten  au f einer zwei- 

dim ensionalen Flache 275 
u, v, w beliebige Funktionen  von 

q, V 284
Ui 2n  unabhangige Funktionen

von q, p  279
uv V ierergeschwindigkeit 219

V  potentielle Energie 4
V  Volumen 160
V ' P o ten tial des aquivalenten  

eindim ensionalen Zentral- 
krafteproblem s 71 

Vij Koeffizienten, die bei der 
E ntw icklung des P o ten tia ls  
um das Gleichgewicht auf
tre ten  354

V M atrix der Koeffizienten Va  
356

V  D ichte der potentiellen E n er
gie 394

v Geschwindigkeit 2
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w A rbeit 3 X M atrix von Eigenvektoren
w eine Grofie, die dem  Clau- 132

siusschen Virial p roportio 
nal ist 42 (vgl. auch S. 77)

X, y, z cartesische K oordinaten 
im Raum  5

w HAMiLTONsche charakteri- 
stische Funktion  307, 310

Xi =  z h x%, x% cartesische Koor
dinaten im Raum  108

w periodische erzeugende 
F unktion  327

χμ =  Xit X2y X3y x 4 cartesische 
K oordinaten im W elt-Raum

Wi separierte charakteristische 209
HAMiLTONsche F unktion  316 X N utationsparam eter fiir den

Wi W inkelvariable 323

x±
Xu

Kreisel 188 
= x ±  ty  125 
V ierer-Ortsvektor 217

Λ . Ys Z cartesische K oordm aten/

des M assezentrum s 5
X einspaltige M atrix von r  113

X , F, Z; X l t X h X 9, Χ Λ Kom - 
ponenten von Eigenvekto-

Y YouNoscher Modul 387

ren 132 z K em ladungszahl 91

I N D E X  D E R  G R  I E  C H I  S C H E N  S Y M B O L E

ct , B ahnparam eter (in der Va- 
riationsrechnung) 35 

α, β  K onstan ten , die bei der Be- 
wegung des schweren sym- 
nietrischen Kreisels auftre- 
ten  184

α,β ,  7 ,6 Cayley -KLEiNsche P a 
ram eter 122

a< konst an te r Im puls, der zu
einer zyklischen Koordi- 
nate  konjugiert ist 242f, 263, 
303

<*it fiif 7i R ichtungskosinus 105, 
106

»i Energie (als einer der kon
stan ten  Impulse) 310 

ot$ konstan ter Im puls, Separa- 
tionskonstante fur 0 332 

a+ Drehimpuls, konjugiert zu φ 
317

β gleich v/c 211 
β% Integrationekonetanten 

264, 304

7 Verhaltnis der spezifischen 
W arm en bei konstantem  
Druck und Volumen 396
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7* transform ierte konstan te 
Im pulse 305

Δ eine Differenz 2 
Δ V ariationsoperator, der die 

V ariation von t einschlieBt 
252

δ O perator der virtuellen Ver-
riickung 16

δ V ariationsoperator fu r kon-
stan tes t 34

δ Operator einer infinitesima-

len Anderung 286 
δί Phasenfaktoren, 365
δίχη KRONECKER-Symbol 107
δα*; LEVi-CiviTAsche Dichte 142
K T “  r0  DiRACsche δ-Funktion 

fiir Volumina 408

e E xzen triz ita t 84
e P aram eter der infinitesim a-

len K ontak ttransform ation  
286

€ M atrix der infinitesim alen
D rehung 138

t i  N orm alkoordinaten 366
£i M atrix der generalisierten

K oordinaten 366

η(χ) variierte Bahn (in der Varia- 
tionsrechnung) 35 

η(χ), ηί{χκ) generalisierte K oor
dinaten  kontinuierlicher 
System e 387, 388

ru generalisierte K oordinaten , 
bezogen au f die Gleiehge- 
wichtslage 354

η vektorielle Auslenkung von 
Teilchen in Gasen 394 

η M atrix der K oord inaten
366

Θ Streuw inkel im Schwer-
punktsystem  90 

Θ allgem einer W inkel 14
Θ W inkel im ebenen Polar-

koordinatensystem  26 
Θ A zim utw inkel im sphari-

schen Polarkoordinaten- 
system  66

Θ EuLERscher Winkel 119

Θ Polhohe 157, 331

6 Bahnparameter im Konfi-

gurationsraum 259, 269 

6' Umkehrwinkel 85

# Streuwinkel in Laboratori-

umskoordinaten 94

κ Dampfungsfaktor 378

λ Eigenwert 131

λ Wellenliinge 236

λ; LAGRANGEscheunbestimmte

Multiplikatoren 45 

λ diagonale Matrix der Eigen-

werte 133, 361

μ  reduzierte Masse 65
μ  Masse pro Langeneinheit 387
μ  D ichte 394



4 2 6 Verzeichnie der Sym bole

μ, p, X, usw. Sum m ationsindizes 
in der speziellen Relativi- 
ta tstheorie , die von 1 bis 4 
laufen 210

v F requenz 236 
Vi In tegrationskonstan ten  312
Vi F requenzen der periodischen

Bewegung 324

η, f ; ί ',  τ?', f '  Achsensystem e 
zur Definition der E u l e r - 
schen W inkel 119

it Im pulsdichte 399

p Ladungsdichte 22
p M assendichte 196
P  K riim m ungsradius 237
dp Bogenlange im Konfigura-

tionsraum  257
p V ektor, bezogen au f das

Tragheitsm om ent in einer 
gegebenen R ichtung 172, 
176

a funktionale D ichteande-
rung 396

σ(Ω) differentieller Streuquer- 
echnitt 89

at to ta le r S treuquerschnitt 93
σ χ, σ„, σ β PAULische Spinm atri- 

zen 128

τ m ittelndes Zeitin tervall 77
r  Um laufsperiode 87

r  W eltzeitoder Eigenzeit 217
u  Perioden der periodischen

Bewegung 324

Φ durch eine orthogonale Ma
trix  hervorgerufener Dreh- 
winkel 136

Φ ein Winkel 15, 47, 110 
Φ elektrom agnetisches skala-

res Potential 22 
Φ EuLERscher Winkel 119 
Φ W inkel im ebenen Polar-

koordinatensystem  317 
Φ Azimutwinkel im sphari-

schen K oordinatensystem  
331

φ skalares Lichtwellenfeld 344

ψ Zenitwinkel im spharischen
K oordinatensystem  66 

φ  EuLERscher Winkel 120
φ  skalare FeldgroBe 220
φ  Azim ut winkel im ebenen Po-

larkoordinatensystem  333 
Φ W ellenfunktion der Quan-

tentheorie 347
p, t) Funktion , die Neben- 

bedingung fiir die kanoni- 
schen Variablen ausdriickt 
300

Q Raum winkel 89
Q W inkelgeschwindigkeit der

Prazesaion 179
d Q  V ektor der infiniteeimalen

D rehung 141
ji1

\
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ω W inkelgesehwindigkeit 29, 
146

ω* In teg rationskonstan ten  264 
Frequenz der LARMOR-Pra- 
zession 197

1 E inheitsm atrix  114

Linienintegral liber geschlos- 
senen W eg 4

V N abla-O perator 220 
□  V ierergradient 220 
□ 2 D ’ALEMBERTscher O perator 

2 2 0
{u, v} LAGRANGEsche Edam m er 

von u } v 278
[u, v] PoissoN sche K lam m er von 

u , v 279

§.__ F unktionalab le itung  392



N A M E N -  U N D  S A C H V E R Z E I C H N I S

A bleitungen , ausgedriick t du rch  P o is- 
soNsche K lam m em  28If, 283, 403 

— , raum liche  {siehe: raum liche  A b 
leitungen)

— , zeitliche (siehe: zeitliche A b 
leitungen)

— , zw eite {siehe: zw eite A bleitungen) 
Achsen, schiefe 362 
A chsensatz, ko rperfester 105 
A hnlichkeitstransfo rm ation  117, 357, 

361
A nderung  einer F u n k tio n  bei einer 

infin itesim alen K o n tak ttran sfo rm a- 
tio n  288f, 291 

A qu iva lenzpostu la t 207 
A ktion  u n d  R eak tio n  5 
A kustik  50, 352, 375, 394ff 
a-T eilchen-S treuung  89, 93, 97 
Am es , J .  S. u nd  Mu rn a g h a n , F .-D . 53 
an a ly tische  M eehanik 1 
A nfangsbedingungen fu r den  schw eren 

sym m etrischen  K reisel 187 
A ntezeden te  163 
A psiden-A bstande 73, 80 
A rbeit 3
— , d u rch  das Schallfeld in  G asen ge- 

le is te te  395f
A stronom ie 67, 88 , 181, 193, 338f, 

348f
A tom bom be 226
Atome, wasserstoffahnliche 88, 339 
ATWOODsche Fallmaschine 26, 27 
Ausbreitung des Schalles in Gasen 

394f, 411

B ahn  im  K onfigurationsraum , Glei- 
chung  der 258f

B ahnen , D ifferentialgleichungen fiir 
die 79f

— , gebundene 73 
— , geschlossene 73, 329 
—  fu r das Gesetz des rezip roken  Ab- 

s tan d sq u a d ra ts  74, 83f, 336f, 351

— , K lassifika tion  d er 72f, 86 f  
— , K reis-, B ed ingungen  fu r 74, 86
—  im  P h asen rau m , T y p en  v o n  perio- 

d ischen  319f
—  bei d e r S treu u n g  d u rch  Z en tra l- 

k ra f te  89
— , Zahl d e r In te g ra tio n sk o n s ta n te n  85 
B ahngleichungen  aus d e r H a m il t o n - 

jACOBischen G leichung 311, 317f, 
351

—  aus dem  P rin zip  d e r k le in sten  W ir- 
k u n g  259

B e c k e r , R . 196, 209, 213 
B erechm m g v on  W irk u n g sin teg ra len  

nach  d er R esiduenm ethode  334f, 
348

B e r g m a n n , P . 213, 223 
B e r n o u l l i , J a c o b  17 
— , J  o h a n n  40
B eschleunigung, G rav ita tio n s- 28, 150 
— , lineare  2, 227, 236 
— , Z en trip e ta l- 27, 29, 74 
B ew egung, b ed in g t period isehe 322, 

327, 366
--------, B eispiele fiir 327
— , einfach  harm onische 75, 76, 368 
— , einfach periodisehe 319 
— , m ehrfaeh  periodisehe 327, 348, 

349, 352, 366
— , periodisehe (siehe: periodisehe B e

wegung)
— , vo lls tand ig  e n ta r te te  329 
B ew egungsgleichung fiir kleine 

Schw ingungen 355, 368, 375, 377, 
379

—  fu r kon tinu ie rliche  System e 39I f  
— , au sg ed riick t d u rch  P o is s o n -K lam -

m ern  283f
—  im  RouTH schen V erfahren  242f
—  fiir Schall in G asen 398, 402, 405
—  in der speziellen R e la tiv ita ts th e o - 

rie  22 If, 227, 235
— , au sg ed riick t d u rch  W inkel·vari

ab le  323
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B 6 c h e r , M. 117
B ogenlange im  K onfigurationsraum  

257, 343
B om tsches A tom  87, 8 8 , 338f 
B o r n , M. 328, 329 
—  u n d  J o r d a n , P . 295 
BoYLEsches G esetz 77, 395 
B rach istoch rone  39, 61 
B rechungsindex  344f 
B r il l o u in , L. 343 
B y e r l y , W . E . 53

C a r a t h ^ o d o r y , C. 265 
CAYLEY-KLEiNsche P a ra m e te r 12If, 

154, 155, 199, 200 
ch arak te ris tisch e  G leichung 132 
C h a s l e , S atz  von 136, 158 
C l a u s iu s , R . J . E . 77 
Co m p t o n -S treuung  236 
C o n d o n , E . V. und  Sh o r t l e y , G. S. 

295
CoRiOLis-K rafte 150f 
—  u n d  M olekiilspektren  154, 165 
CouLOMB-Feld, S treu u n g  geladener 

T eilchen  d u rch  ein  9 I f

D a m p fu n g  freier S chw ingungen  378f 
D & m pfungsfaktor 378 
D ’A l e m b e r t , J e a n  17 
D ’ALEMBERTscher O perator 220 
D ’ALEMBERTsches P rin zip  16ff, 18,33, 

227
DELAUNAYeche B ahnelem ente 338 
D eterm in an te  117, 165, 275 
— , exp liz ite  F orm el fur eine 143
—  gleich dem  P ro d u k t d e r E igen- 

w erte  134
— , In v a ria n z  gegenuber Ahnlichkeits- 

tran sfo rm a tio n en  118 
— , jACOBieche 275, 300 (siehe auch: 

jACOBische D eterm in an te)
—  d e r kanonischen  T ran sfo rm atio n  

300f
—  einer o rthogonalen  M atrix  118 
— , S aku lar- 132, 356f 
D iagonalisierung  der k inetischen  u n d

p o ten tie llen  E nergie  367f, 382
—  e in er M atrix  132f, 357
— , gleichzeitige, zweier M atrizen  361

Dichte im Phaeenraum 296 
Differentialprinzipien 33 
Dilatation der Zeitekalen 213f, 218f 
DiRACsche <5-Funktion 408 
Diesipationsfunktion, RAYLEiOHeche 

21, 24, 377
— in den  LAORANOEechen Gleichungen 

24
D oppeldcu tigkeit der Spinor-R ota- 

tio n sm atrizen  129 
D oppelpendel 14, 32, 383 
D rehachse, augenblickliche 147 
D rehim pule 2 , 66 , 159 
— , e lek trom agnetischer 7 
— , E rh a ltu n g ssa tze  fu r den 3, 7, 55f, 

66 f, 291, 332
—  als E rzeuger einer D rehbew egung 

291
—  m it geschwindigkeiteabh&ngigen 

P o ten tia len  63
— als kanonischer Impuls 294, 301
—  u n d  m agnetisches M om ent 197
— , Po issoN -K lam m ern , die den , e n tv 

h a lten  291f, 301
—  als P seudovek to r 144
— , U nabhang igke it vom  B ezugspunkt 

9, 195
— , Zerlegungss&tze fu r den 8 , 159 
— , Z usam m enhang  m it d e r W inkel- 

geechw indigkeit 161 
D rehm om en t 2
—  G leichung 3, 195
D rehung , A nderung einer V ektor - 

fu n k tio n  bei einer 29I f  
— , eigentliche un d  uneigentliche 

135
— , infin itesim als (siehe: infinitesim ale 

D rehung)
— , In v a rian z  physikalischer Geeetze 

gegenuber 216
— der K oord inatenachsen , zweidim en- 

sional 110, 121, 290
D rehungsopera to r 110, 131
—  im  S pinorraum  128f
—  iet kein V ektor 137f 
D rehw inkel u nd  orthogonale M atrix

136f, 166
D ualit& t von Teilchen u n d  W elle 

345, 347f 
D yade  163ff, 198
—  als Tensor zw eiter S tufe 164
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dyadische F o rm  der P o issoN -K lam - 
m ern  fu r  den D reh im puls 293 

D ynam ik  1, 18

E ichbed ingung  408 
E igen v ek to ren  131
—  fur k leine Schw ingungen 357f 
— , O rth o g o n a lita t der 361
— , o rth o n o rm ierte  363 
— , U n b estim m th e it der 356, 358, 359f 

362
E igenw erte einer herm iteischen  M a

tr ix  170, 357
— einer reellen o rthogonalen  M atrix  

133
— fur kleine Schw ingungen 355f 
 , m ehrfache W urzeln  362f
— — , positive  W urzeln  fur stab iles 

G leichgew icht 359
—  des T rag h e its tenso rs  169
E igenw ertg leichung 131, 169, 355 
E igenw ertproblem  131, 155, 168f,

355f
— als D iagonalieierung einer M atrix  

133, 357
— als gleichzeitige D iagonalieierung 

zweier M atrizen 361
E igenzeit 217 
E ikonal 344f
—  G leichung 345, 347 
E in h e itsd y ad e  164 
E in h e itsm a trix  114 
E in h e its ro ta to r  129 
E in s t e in , Al b er t  207 
EiNSTEiNsches A dditionsgesetz fu r Ge-

schw indigkeiten  214f, 234f 
EiNSTEiNsche E nerg iebeziehung  225 
EiNSTEiNsche Schreibweiso fiir Sum - 

m en 217
elastischer F estko rpo r 385, 404 
elastischer S tab , A nnaherung  durch  

ein d isk re tes  System  385 
— , L agrange-Fu n k tio n  u nd  Bewe- 

gungsgleichung des 387f, 393f 
elek trische S trom kreise 49f, 380 
elek trom agnetisches Feld  51, 381, 404, 

406f
— , LAGRANGE-Funktion des 51, 406 

412
elek trom agnetiecher Im p u ls  7, 54

elek trom agnetische  K ra fte  5, 7, 22f 
52, 54, 220f, 229, 232, 236f, 246, 408 

— , L agra n g e-Fu n k tio n  der 23, 52, 
229, 232

elek trom agnetische  P o ten tia le  2 2 , 2 2 2 , 
406

ellip tische F u n k tio n en  82, 176, 184, 
202

E nerg ie , A quivalenz m it der M asse 
225f

—  fiir B ahnen , die dem  G esetz des 
rezip roken  A b stan d sq u a d ra ts  ge- 
n iigen 86

— , E rh a ltu n g ssa tz  fiir die 4, 11, 58, 
6 8 , 229, 332

—  u n d  F requenz  346
— , F o rm  fu r ko n serv a tiv e  System e 9f
—  als kanonischer Im p u ls  233, 269f, 

273, 308
— , k inetische  (siehe: k inetische E ner- 

g>e)
— , p o ten tie lle  (siehe : p o ten tie lle  E n e r

gie)
E nergiegleichung in d e r speziellen 

R e la tiv ita ts th e o rie  224 
e n ta r te te  F requenzen  bei k leinen  

Schw ingungen 364, 374
—  u nd  W irkungs- u nd  W inkelvariab le  

328ff
E n ta r tu n g  328f, 334f 
— , Beispielo von  329, 334, 350f
—  im  KEPLER-Problem 336f, 339 
— , m -fache 328
—  u nd  N a tu r  d e r B ah n  329, 336, 339
—  und  sep arie rbare  K o o rd in a ten  329, 

348f, 351
— , vo llstand ige  329, 336, 339
—  in d e r Z en tra lk ra ftb ew eg u n g  334, 

339
E rd e , krafto freie  Priizossion d e r 181, 

202, 203
— , ro tierendo , M essungen a u f  d e r 149f 
E reignis, d e iin ie rt in d e r speziellen 

R ela tiv it/its th o o rie  219 
E rh a ltu n g ssa tze  fiir den D reh im puls 

3, 7, 56f, 67, 244, 290f, 332 
--------, A usnahm on dazu  7
—  u n te r  B eriicksich tigung  e lek tro - 

m agnotischer K ra fte  54, 233
—  fiir den generalisierton Im p u ls  53, 

244, 290f
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—  fu r d ie G esam tenergie 4, 11 , 58, 68 , 
229, 332

—  fu r Im p u ls  und E nerg ie  225, 233
—  fu r den  linearen  Im p u ls  2, 6 , 56, 

224, 412
--------, A usnahm en d azu  6
—  fu r kon tinu ierliche  System e 403f 
— , m ikroskopische 404
—  u n d  Sym m etrieeigenschaften  5 If, 

243, 289
—  fu r System e 6 f, 5 I f
—  fu r  ein  Teilchen 2f 
erete  In teg ra le  52, 66 f  
erzeugende F u n k tio n  fu r infinitesim ale

D reh u n g  291 
— , T ypen  d e r 266
erzw ungene Schw ingungen, A m plitude 

d er 376, 380
—  fu r nichtsinusfO rm ige K ra fte  383f
—  in  N o n n a lk o o rd in a ten  374f
—  fu r sinusform ige an tre ib en d e  K ra fte  

375f
— , W irkung  von R eibungskraften  a u f  

379f
EuLER-LAORANOEsche G leichungen 

4 If, 228 (siehc auch : LAGRANGEsche 
G leichungen)

EuLERsche Bew egungsgleichungen 
173f, 179f

—  aus LAORANOKschen G leichungen 
173

—  aus D rehm om entg leichungen  175 
EuLERsches T heorem  130ff, 145 
EuLERecho W inkel 107, 118ff, 148, 155 
— , D efinitionen in d e r L ite ra tu r  120
—  fu r e llip tische B ahnen  im R au m  338 
— , M atrix , au sg ed ru ck t durch  121, 156 
E x trem w ertp ro b lem e 35f, 41

fallender KOrper, C oR ious-A blenkung  
eines 153f

F e lder 51, 404flf, 41 Of 
FERMATSches P rinzip  256, 345 
F igurenachse , Locus der, fu r  den  

echw eren K reisel 185f 
F lachengeschw indigkeit 67, 87 
F liehgeechw indigkeit 30 
form ale L6 sung  m echanischer P ro 

b lem s 263f, 274, 288, 302ff, 307, 
312f

F orm en , quadra tische  {eiehe: quadra· 
tieche Form en)

FoucAULTscher KreiselkompaO 194, 
200, 203

FoucAULTsches Pendel 154, 157 
-FouRiER -Entw icklung fu r periodische 

Bew egung 325f 
— , m ohrfache 326f, 362, 366 
freie Schw ingungen 364 
— , D am p fu n g d er, durch R eibung376f 
F re ihe itsg rade  13
—  fu r s ta rro  K or per 103f 
— , unendliche Zahl von 386 
Frequenzen  der periodischen Bewe

gung  und  W inkelvariablo 324
—  kleiner Schw ingungen 356, 359, 

364f
------- , W irkung der R eibung a u f  378f
— , R eduk tion  der Anzahl der, bei E n t- 

a rtu n g  330, 336f
— , verschwdndende, bei kleinen 

Schw ingungen 370f, 384 
------- , bei E n ta r tu n g  330
—  von W ellen, die der klassischen B e

w egung zugeordnet sind 346f
fundam en ta le  LAORAUOE-Klammem 

279
fundam en ta le  Po issoN -K lam m em  281 
F unk tio n a lab le itu n g  392, 400

G a l il e i-Transfo rm ation  206 
G asgesetz, ad iabatisches 396 
generalisierter Im puls 52, 239
— als unabhangige V ariable 239, 251f, 

272
generalisierte  K oord inaten  13 
— , Beispiole von 13f 
— , Bewegung, wenn alle zyklisch sind 

263f, 274
—  dee elek trom agnetischen  Feldee 406
— fur kontinuierliche System e 388 
— , re la tiv  zum  Gleichgewicht 354
—  fu r s ta rre  K 6 rper 118f, 121
— , Transform ationsgleichungen fu r 13
— , W ahl der 264
geodatische Linien 38, 61, 259f
— einer E bene 37f
—  einer K ugel 38, 260 
geom etrische O ptik  266, 340, 344f 
— , B edingungen fu r die 344f
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— , Vergleich m it der k lassischen Me- 
chan ik  345, 349 

G esam theit 295 
— , m ikrokanonische 297 
Geschosse, Co r io l is -K ra fte  a u f  151, 

156f
G eschw indigkeit 2
—  des L ichtes als M axim algeschw in- 

d igkeit 214
------- , experim entelle  In v a ria n z  207
—  der long itud inalen  elastischen  

Schw ingungen 394
—  des Sehalles in G asen 398 
geschw indigkeitsabhangige P o ten tia le

2 I f
Gesetz des rezip roken  A bstandsqua- 

d ra ts  67, 74, 78, 81, 83f, 91, 331f 
gleichform ig bew egte System e 206 
G leichgew icht 16, 222 , 297, 352f 
— , instab iles 353 
— , labiles oder indifferentes 370 
— , stab iles 353
------- , B edingungen fu r 353, 359
— , s ta tis tisch es  297 
Gleichungen d er kanonischen  T ra n s 

form ation  266ff, 286f 
Gram mel, R ., W in k e l m a n n , M. u nd  

179
G ruppeneigenschaft 301 
G yroskop 194

H am ilton , S ir W . R . 347 
H am ilton -Fu n k tio n  240ff 
— , A nderung bei einer in iin itesim alen 

K o n tak ttran efo rm a tio n  289 
— , E rh a ltu n g  der, bei der Λ-V aria

tion  253
—  als E rzeuger der B ew egung in der 

Zeit 287
—  als eine F u n k tio n  der W irkungs- 

variab len  322, 330
—  fiir geladene Teilchen 246
—  als G esam tenergie 59, 229, 244f, 

246
—  n ich t gleieh der G esam tenerg  e 59f, 

244
—  als kanonischer Im p u ls  269f, 311, 

317
—  als K o n stan te  d e r Bew egung 6 8 , 

229, 243f, 402

—  fiir k o n tinu ie rliche  System e 399 
— , k o v a rian te  247f, 262, 300
— , In v a ria n z  der, u n d  K o n s tan te n  der 

B ew egung 289f
— , P o isso N -K lam m er m it d e r 283f, 

403
— , re la tiv is tische  245f 
— , tran sfo rm ie rt d u rch  eine kanoni- 

sche T ran sfo rm atio n  265
—  fu r unendliche lineare  M olekiile 399
—  als v ie rte  K o m p o n en te  des W elt- 

Im pulses 247
— , zeitliche A b le itung  d er 240, 244, 

248, 284, 402f
—  u n d  zyklische K o o rd in a ten  241, 

243f
HAMiLTON-jACOBische G leichung 303ff 
— , A quivalenz m it den  kanonischen  

G leichungen 305f
—  u n d  B ahng leichungen  311
— , beliebige k o n s tan te  Im pu lse , er- 

h a lten  aus d e r 305, 31 I f
—  liefert die HAMiLTONsche ch arak - 

te ris tische  F u n k tio n  311
—  fiir den harm onischen  O szillator 307 
— , m ath em atisch e  N a tu r  d e r L osung

der 303
—  u nd  Q uan ten m ech an ik  347f
— , S epara tion  d e r V ariab len  in der 

309, 314ff, 33 I f
—  und  Theorie  d e r p a rtie llen  Diffe- 

ren tia lg le ichungen  305, 349
— , Vergleich m it d e r E ikonalg le ichung  

345, 347
—  fiir Z en tra lk riifte  317f, 33 I f
— , w enn / /  n ich t ex p liz it von  d er Zeit 

abh iing t 309
HAMiLTON-jACOBische T heorie  298, 

IX . K ap ite l
— , Vergleich d e r  HAMiLTONschen 

W irkungsfunk tion  m it d e r ch arak - 
te ris tischen  F u n k tio n  312f 

HAMiLTONsche ch arak te ris tisch e  
F u n k tio n  310

— , periodische F u n k tio n , e rha lton  aus 
der 327

— , sep arie rte  F o rm  der 314
—  als u n b estim m tes  In te g ra l der 

W irkung  312
HAMiLTONsche D ich te  399
— als eine E n erg ied ich te  402
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—  fu r d as Schellfeld in  G asen 402, 
405

HAMiLTONsche F o rm ulie rung  fu r  d as 
e lek trom agnetische  F e ld  408 

— , N a tu r  d e r 238
HAMiLTONsche G leichungen, Ablei- 

tu n g en  d e r  240, 249f, 399f
—  fu r k o n tinu ie rliche  System e 401,412 
— , k o v a ria n te  248
—  m it N ebenbedingungen  300
— , V erfahren  zum  A ufstellen  d e r 240f, 

244f
HAMiLTOXsches P rinzip  33ff, 43, 228, 

249f, 306
—  fu r d as e lek trom agnetische  Feld  

u n d  geladene Teilchen 410
—  u n d  F e ld th eo rien  404f
—  fu r k on tinu ie rliche  Svstem e 389f
—  in k o v a ria n te r  F orm  231
—  fu r n ich tk o n serv a tiv e  u nd  n ich t- 

holonom e System e 42f
—  und  T heorie  d e r p a rtie llen  D iffe

ren t ialg leichungen 261, 299, 305, 
349

HAMiLTONsche W irkungsfunk tion  303 
— , F o rtsch re iten  d e r , im  K onfigura- 

tio n srau m  341, 350
—  u n d  T e ilch en tra jek to rien  342f
—  ale u n b estim m tes  In te g ra l von  L 

306, 309
HAMiLTONsche W irkungsfunk tion  und  

ch a rak te ris tisch e  F u n k tio n , Ver- 
gleich d e r 312

harm onischer Oszillat-or 50, 75, 272f, 
307f, 319, 325, 327f, 350, 368f 

H au p tach sen  17If, 362 
H au p tach se  d e r e llip tischen  B ahn  86 f, 

336
H au p tach sen tran sfo rm a tio n  17 I f
— fiir k leine Schw ingungen 362, 367 
H a u p tq u a n te n z a h l 339
H erm it iz ita tse igenschaft 124, 170, 357 
— , In v a ria n z  der, bei A hnlichkeite- 

tran sfo rm a tio n en  124, 156 
H erpo lhod ie  178
HKBTzeches P rinzip  d e r k le insten  

K ru m m u n g  260
hom ographische T ransfo rm ationen  

u nd  CaVLEY-KLEiNsche P a ra m e te r 
155, 199

HooKEschee G eeetz 50, 387

Im p u ls , D reh- (tithe: D reh im pute)
—  fu r e lek trom agnetische K ra fte  53, 

230, 232, 248
— , kanonischer 52, 229, 289f, 399f 
— , k o n jug ierte r 52 
— , linearer (tithe : linearer Im puls)
—  ale unabhangige V ariable in  der 

HAMiLTONschen Form ulierung  25 If, 
263f, 272

— , V ierervek tor 225
—  und  W ellenlange 347 
Im p u lsd ich te  399
—  fu r ein  e lek trom agnetisches Feld  

408
In e rt ia lsystem  149, 206 
infinitesim ale D rehung 137ff, 286, 290 
— , dargeete llt du rch  einen V ektor 

141 f, 144-145
— , erzeugt durch  den D rehim pula 291
—  in e iner E bene 139 
infinitesim ale K o n tak ttran sfo rm a tio n

286ff
— , funk tionale  A nderung bei e iner 

288f *
— , G leichungen d er 287 
In teg ra l in v a rian ten  von P ozncarA 

274f
In teg ra lp rinz ip ien  33 
In teg ra tio n sk o n stan ten  in d e r H am il

t o n -J a coBischen Gleichung 304, 311 
In te n s ita t bei S treuproblem en 89 
invariab le  E bene 178 
In  v a rian ten  kanonischer T ransfo rm a

tionen  274, 277f, 281 
In v a rian z  physikalischer Geeetze 

gegenuber e iner D rehung  215
—  gegenuber einer LoiusNTZ-Trans- 

fo rm ation  207f, 216, 220, 230f
Inversion  134, 142, 155 
isom orphe Satze von M atrizen 125, 

129

J acobi, C. G. J .  306 
jACOBische D eterm inant® , In v a rian z  

der, gegenuber kanonischer T ra n s 
fo rm ation  275f (tithe auch: D e te r
minant®, JACOBische)

JACOBische Form dee Prinzipe der 
kleinsten Wirkung 258 

JacoBische Identit&t 284f
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—  ale E rzeugende der K o n s ta n te n  der 
B ew egung 285, 294, 301 

J ord an , P ., B o r n , M. u n d  295

kanonische G leichungen von  H a m il
ton  241 (siehe auch: HAMiLTONsche 
Gleichungen)

— , A quivalenz der, m it den  H a m il
to n -jACOBischen G leichungen 305 

kanonischer Im p u ls  (siehe: Im p u ls , 
kanonischer)

kanonische T ransfo rm ation , V I I I .  K a- 
pite), 265, 298-299 

— , Beispiele von 270ff, 299f 
— , G leichungen der 266ff, 275f, 304
—  m it G ruppeneigenschaft 301
—  fiir den harm onischen  O szillator 

272f
— , infinitesim ale 286 
— , In v a ria n te n  der 274f, 277f, 281 
— , Inversion  der G leichungen d e r 304f
—  a u f  k o n s tan te  K o o rd in a ten  u n d  

Im pulse  288, 203ff
— , Vergleich zweier V erfahren  312f 
— , die Z eit en th a lten d e  269f
—  und  zeitliche Bew egung 287
—  a u f  zyklische K o o rd in a ten  263f, 

274, 302, 31 Off
K egelschn itte , als B ahnen  bei K ra fte n  

m it dem  reziproken A b standsqua- 
d ra t  86

KEPLERsche Gesetze der P lane ten - 
bew egung 67, 88 , 336 

KEPLER-Problem 83f, 33 If, 348f 
— , E nergie e llip tischer B ahnen  337 
— , E n ta r tu n g  von B ahnen  336f, 339 
— , re la tiv istisches 351 
K etten lin ie  39 
K in em atik  103 
k inetische Energie 3 
— , D ich te  der, in G asen 394 
— , E rh a ltu n g  der, in der speziellen 

R e la tiv ita ts th eo rie  225 
— , F orm  der, fiir kleine Schw ingungen 

354, 367
— , hom ogene quad ra tisch e  F o rm  der 

26, 59, 257
—  in der speziellen R elativ it& ts- 

theo rie  224f
— u nd  T rag h e itsd y ad e  165

— , Zerlegungssatz fu r System e 9, 64, 
159

kinetische T heorie d e r Gase 77, 295f 
klassische M echanik 1, 70, 89, 90, 98, 

205, 263, 294, 338
—  als T eilgebiet d e r geom etrischen  

O p tik  345
K l e in , F e l ix  121
—  u n d  So m m erfeld , A. 179, 184, 

190, 194
kleine Schw ingungen, E igenw ertp ro - 

b lem  fiir 355f
—  u n d  elek trische S trom kre istheorie  

380f
— , erzw ungene 374f 
— , freie, Losungen 364f, 368
—  fiir kon tinu ierliche  System e 352, 

381, X I . K ap ite l
— , m ehrfache W urzeln  bei 362f
—  von M olekulen 369f
— , N orm alk o o rd in a ten  fiir 365f 
— , N orm alschw ingungen 368 
— , W irkung  von R eib u n g sk ra ften  376f 
— , W irkung  von  Z w angsk raften  382 
k le inste  W irkung , P rin z ip  d e r 252f 

(siehe auch: P rin z ip  d e r k le in sten  
W irkung)

K n o ten lin ie  120, 182, 337 
K o m m u ta to r 283, 294 
K o n figu ra tionsraum  33 
— , B ew egung dee S y stem p u n k tes  im  

33, 253, 256, 258f, 340f 
K o n g ru en z tran sfo rm atio n  361 
K o n sequen te  163 
k o n serv a tiv e  System e 4 
K o n s tan te n  d er B ew egung als D ich ten  

von G esam the iten  297
—  als E rzeugende von  in fin itesim alen  

K o n ta k ttra n sfo rm a tio n e n  289
—  u n d  P o issoN -K lam m ern  284, 289, 

297, 301
—  u n d  S ym m etriee igenschaften  5 If, 

243f, 289
K o n ta k ttra n sfo rm a tio n e n  265 (eiehe 

auch: kanonische T ransfo rm atio - 
nen , infin itesim ale K o n ta k ttra n s 
fo rm ationen)

kon tinu ie rliche  System e 61, 352, 381 
— , k o v a rian te  F o rm u lie ru n g  fu r 393 
— , G bergang  auf, von  d isk re ten  

S ystem en  381, 385ff, 399f
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K ontinuum sg le ichung  fiir E nerg ie- 
u n d  Im p u lsd ich te  404

—  fu r  G aestrom  397f 
K o o rd in a ten , ro tierende, T ran sfo rm a

tio n  a u f  146f, 235
— , zyklische (siehe: zyklische K o o r

d in a ten )
K o o rd ina tenachsen , ro tierende  60, 

149f, 199, 262, 300 
k o v a ria n te  F e ld th eo rien  410 
k o v a ria n te  F orm ulierungen  215f, 230f, 

393
k o v a ria n te  H am ilton-Fu n k tio n  247
—  fu r  e lek trom agnetische  K ra fte  248, 

261
k o v a rian te  LAGRANGE-Dichte 393 
k o v a ria n te  L agrange-F u n k tio n  fiir 

e lek trom agnetische  K ra fte  232f, 262
— fiir ein freies Teilchen 23I f  
— , W illk iir in d e r 232, 262 
K o v arian z  215f
—  d e r W ellengleichung 220 
K ra fte , auBere 5, 6 8 , 173
— , ek trom agnetische  5, 22f, 62, 64, 

220f, 229, 232, 236f, 246f 
— , generalisierte  19
--------fu r konserv ativ e  System e 20
--------, Zw angs- 46
— , innere  5
-------- , leisten  keine A rb e it im  s ta rre n

K o rp e r 11 
— , koneervative  4
— , m ogliche Q uellen von  222, 231, 

249
— , R eibungs- 24f, 77 
— , StoB- 62 
K ra f t  1
— , defin iert ale zeitliche A bleitung  dee 

Im pulses 1, 223
— , effektive, in ro tierenden  Acheen 

149
— , en tgegengesetz t w irkende effektive

18. 74
— , T ransfo rm ationseigenschaften  der, 

in  d e r speziellen R e la tiv ita te th eo - 
rie  221 f

K raftg eee tz  d e r F o rm  1 /r* 81, 100,
336

K ra fte  toB 62
K ra ftz en tru m  89
K reisel, asym m etrischer 199, 200

— , geladener, im  M agnetfeld 196f, 
204

— , „ech lafender” 193 
— , schneller 187
— , echw erer sym m etrischer 18Iff, 262, 

350
------- , A nfangebew egung dee 187f, 189
--------, anfangs vertika le r 192f
------- , AusmaB der N u ta tio n  187f
—  — , B edingung fu r regulare P ra- 

ζβββίοη 190, 202
------- , B e trag  dee D rehim pulsee 202
------- , form ale Losung fu r den 184
--------, F requenz der N u ta tio n  dee 189
-------- , K o n stan ten  der Bewegung fiir

d en  183
—  — , m ittle re  Prazeesionsfrequenz 

189
--------, N u ta tio n  186, 190
--------, schnelle und  langsam e regulare

Prazeesion 191 
K reiselkom paB 194, 200, 203 
KRONECKERsohee 6 -Symbol 107

L ab o ra to ri um skoord in a ten , T ransfo r
m a tio n  a u f  94f 

LAGRANGEeche D ich te  388
—  fu r das e lek trom agnetische Feld  

406, 412
—  fu r Schallschw ingungen in Gasen 

397f, 405
— fiir die ScHBbDiNGER-Gleichung 

412
LAGRANGEeche F orm ulienm g fu r kon- 

tinu ierlicho  System e und  F elder 
388ff

— fiir n ich tm echanische System e 49, 
405f

—  in  d e r speziellen Relativit& tstheo· 
rie  227ff

L agrange-Fu n k tion  21
—  fiir e lek trische S trom kreise 49
—  fiir elektrom agnetischee Feld  und 

geladene Teilchen 409
— fu r kleine Schw ingungen 355, 368
—  fiir kon tinu ierliche  System e 388 
— , k o v a rian te  230f, 262, 393
—  fiir rela tiv istische Bewegung 228f
—  fiir System e geladener Teilchen 23, 

229, 232, 409
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LAGRANGEsche G leichungen 16f, 20f, 
40f

— , B erueksichtigung von  R eibungs- 
k ra ften  24

— fiir das elek trom agnetische F e ld  407
— fiir kon tinu ierliche System e 39If, 

393
------- in re la tiv is tischer F o rm  393
— , k o v a rian te  231 
L agrange-K lam m em  277f 
— , fu n d a m e n ta l  279, 300 
— , In v a rian z  der 278 
— , Z usam m enhang m it den  P o isso n - 

K lam m em  279f
LAGRANGEsche M ultip lika to ren  15, 45, 

173, 201
L arm or-F requenz 197 
LARMORsches T heorem  197f, 204, 339 
L aufzeit, ex trem ale  256 
LEGENDREsche T ran sfo rm atio n  238f, 

260, 267f, 299, 328 
LEVi-CiviTAsche D ich te  142 
L e w is , G. N . und  T olman , R . C. 223 
L ib ra tion  319, 325
L ich t (siehe: geom etrische O p tik  oder 

W ellengleichung)
L in d sa y , R . B. 77
lineares dreiatom iges M olekiil 369ff, 

383
— , e n ta r te te  Schw ingungen des 373f 
— , F requenzen  des 370 
linearer Im pu ls  I f
— , E rh a ltu n g ssa tze  fiir den 2, 6 , 56, 

224, 412
—  von F eldern  412
— in der speziellen R e la tiv ita ts th eo rie  

224
lineares Molekiil, HAMILTON-Funktion 

des 399f
— , LAGRANGE-Funktion u nd  Bewe- 

gungsgleichung fiir das 386 
— , unendliches 385f 
lineare T ransfo rm ation  108 
LiouviLLEscher Satz 295f, 299 
LissAJOUSsche F iguren  76, 321, 327, 

374
logarithm isches P o ten tia l 81 
LoRENTZ-FiTZGERALDsehe K o n trak - 

tio n  213.
LoRENTZ-Kraft 22f 
LoRENTZ-Transformation 207f

— , A ble itung  d er 208f 
— , aufeinanderfo lgende 214 
—  B edingungen fiir d ie M atrixele- 

m en te  der 210
— , B erueksich tigung  der raum liehen  

D rehung  209 
— , G leichungen d er 212 
— , inverse  212 
— , M atrix  fiir d ie  212 
— , re ine 209 
L u ftz irk u la tio n  152

Macm illan , W . D . 184 
m agnetisches F e ld  22, 195, 237, 339
—  u n d  D reh im puls 195 
m agnetisehe  Q uan tenzah len  339 
m agnetieche S te ifh e it 237 
M asse 1
— , long itud ina le  227 
— , red u z ie rte  65, 88 
— , tran sv ersa le  227 
M assenzentrum  6
— , B ew egung des, u n ab h an g ig  von  

inneren  K ra fte n  6 
— , D reh im puls beziiglich des 8 
M atrix , ad ju n g ie rte  116 
— , an tisy m m etrisch e  140, 156
—  u n d  dreid im ensionale  P seudovek to - 

ren  142, 144
— , E in h eits- 114 
— , einspaltigo  113 
— , inverse  114
— , o rthogonale  (siehe: o rthogonale  

M atrix)
— , sch iefsym m etrische 140 
— , so lb stad ju n g ie rte  124 
— , tra n sp o n ie r te  116, 156 
— , un itiire  116, 122 
M atrixelom onte 109 
M atrizenadd ition  114 
M atrizenm ultip lika tion  113, 156 
Ma u pk r t iu s , P ie r r e  d e  256 
Maxw ellscIic G leichungen 22, 51, 406 
— , A ble itung  der, von oiner 

LAGRANGE-Funktion 406f 
M echanik (siehe unter: analy tische , 

k lassische, Q uan ten-, s ta tis tisch e  
M echanik)

m ehrfache  W urzeln , A ufstellen  o rtho· 
gonaler E igenvek to ren  fiir 170, 363
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—  einer Sakularg le ichung  136, 171, 
362

M orkiir, P razession  des Perihels des 
100, 237

M esonen 236, 410 
Million E lek tro n en v o lt 30 
MiNKOWSKi-Kraft 221f, 233 
MiNKOWSKi-Raum 209 
M oderato r 98
m odifiziertes HAMiLTONsches P rinzip  

249f, 265, 305, 412
M olekul, lineares (siehe : lineares Mole- 

kiil)
— , lineares d reia tom iges (siehe: linea

res d re ia tom iges M olekul) 
M olekiilschw ingung 369f, 382f 
M olekiilspektren  154, 352, 382f 
M ultip lika tion , dyad ische 163 
Mu r n a g h a n , F . D ., Am e s , J .  S. und  

53

N ach fak to r 163
N ebenachse d e r e llip tischen  B ah n  

87
N eim erform  von D y ad en  164 
N eu tro n en -P ro to n en -S treu u n g  97 
N e u tro n en -R eak to r 98 
NEWTONsches d r it te s  Bew egungsge- 

setz  5
— , elek trom agnetieche  K ra fte  ale Aus- 

n ah m e 5
NEWTONsches zw eites Bew egungsge- 

eetz 1, 149, 206
—  in d e r speziellen R e la tiv ita ts th eo - 

rie  222 f
N o rm alk o o rd in a ten  366f
—  bei erzw ungenen Schw ingungen 

374f
— , k inetische  u n d  p o ten tie lle  Energie, 

aueged ruck t d u rch  367 
— , L a g range-F u n k tio n  u n d  Bewe- 

gungsgleichungen in 368 
N orm alschw ingungen 368f
—  m it F req u en z  N ull 370f
—  eines 1 incaren  d re ia tom igen  Mole- 

kills 37 I f
— , W irkung  von  R eibungskr& ften 

a u f  377f
N u ta tio n  186, 194 

— , aetronom isohe 194

Olso n , H . F . 50 
O perato rkalku l 384 
O ptik  und  klassische M echanik 101, 

256, 340ff (siehe auch : geom etrische 
O ptik)

op tische W eglftnge 344 
orthogonale  M atrix  109
—  ale D rehoporato r 131
—  zur O rien tierung  eines s ta rren  K 6 r- 

pers 109, 121, 126, 130
— , den T ragheits tensor diagonalisie- 

rendo 169
orthogonale  T ransform ation  108ff, 

208f, 216, 264, 270f 
O rthogonalisierung von E igenvektoren 

des T ragheitstensors 169f
— fu r kleine Schw ingungen 357, 359f 
O rthogonalita tsbed ingungen  107, 109,

116f, 360
O szillator, harm onischer (siehe: har- 

m oniecher O szillator)

P aarerzeugung  226
pAULieche S p inm atrizen  128f, 155, 156 
Pendel, einfaches 320 
— , epharischos 31, 76, 301 
P erihel 100 , 237, 337, 339 
Periode d er ellip tischen B ahn  87,

336
periodische Bew egung 318ff 
— , FouR iER -Entw icklung fu r die 325f 
—  fiir e inen F reiheitsg rad  319f 
— , F requenz der, au sg ed n ick t durch  

W inkelvariab le  325 
— , oezillatorische 319 
P hase  344, 346 
P haeenraum  274, 295f 
— , In v a rian z  des V olum ens im  277, 

297
P ie r c e , B. O. 84
PLANCKeche K o n stan te  283, 338, 348 
P lanetenbew egung  67, 88 
PoiNCARlbche In teg ra lin v arian ten  

274f, 297, 300
PoiNSOTsche K o n stru k tio n  176f, 199, 

202
P o isso n -K lam m em  279, 298, 402 
— , A bleitungen nach  Q u n d  P ,  auege

d ru c k t du rch  282
—, algebraische Eigenschaften der 282f
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— , Bew egungsgleichungen, ausge- 
d riick t durch  283f

—  fiir den  D rehim puls 29 If, 298, 301
—  des D rehim pulses u nd  eines Skalars 

294
— , fun d am en ta le  28If, 301
— m it H , A bleitungen nach  der Zeit, 

au sgedriick t du rch  283f, 403
—  als kanonische In v a ria n te n  282, 301
—  zw eier K om ponen ten  des D reh im 

pulses 293f, 301
— u n d  K o n stan te n  der B ew egung 284, 

285f, 301, 403
— , Z usam m enhang m it den  L agrange- 

K lam m em  279f 
P o issoN scher Satz  285, 294 
Polhodie 178
P o s tu la t d e r A quivalenz 207 
P o ten tia l 4
— , elek trom agnetisches 22, 222, 406 
— , generalisiertes 21 
— , geschw indigkeitsabhangiges 21 
— , logarithm isches 81 
— , w illkurlicher N u llp u n k t des 4 
po ten tie lle  E nergie 4, 159 
— , D ich te  der, in G asen 394f, 397 
— , F orm  der, fu r kleine Schw ingungen 

354, 366 
— , gesam te 11
—  am  G leichgew icht 352f, 359 
— , innere  11
Prazession der A quinoktien  181, 193f, 

202 f
—  des N ordpols 181
—  des Perihels 100, 237, 339 
Prazession, astronom ische 181, 202f
—  im hom ogenen M agnetfeld 195f, 204 
— , L arm or- 197, 339
— , pseudoregulare 190, 191, 199 
— , ,,8chnelle” und  ,,langsam e” 191
—  des schw eren sym m etrischen  K rei- 

sels 186f
— , T hom as- 235
Prazession der R o ta tionsachsen  fur 

den k raftefre ien  s ta rre n  K o rp er 
178f, 194, 201

P rinzip  der k le insten  W irkung  252f, 
345f

— , JACOBieche Form  des 258 
— , V aria tionen  des 256f 
P seudoskalar 144

Pseudo  v e k to r 144
P u n k ttra n sfo rm a tio n  265, 271, 329f

q u ad ra tisch e  F o rm en , g leichzeitige 
D iagonalisierung  von  368, 382 

Q uan tenbeziehungen  fiir den  D re h 
im puls 294f

Q u an ten e lek tro d y n am ik  51, 369 
Q u an tenm echan ik  70, 89, 90, 93f, 98f, 

107, 120, 122, 126, 130, 205, 247, 
263, 294, 298, 338f, 347f 

Q u an ten zah len  339
Q uan tisierung  von  F e ld e rn  51, 369, 410 
Qu im b y , S. L. 404

rad ia le  Q u an ten zah l 339 
raum liche  A ble itungen  in  d e r 

LAGRANGE-Funktion fiir k o n tin u ie r- 
liche System e 388f 

rau m ah n lich er V ierervek to r 218 
R ak e te n an trie b  6, 3Of, 236 
R a y l e ig h , L ord  381 
R eibung  24f, 77, 376f 
R eihenfolge end licher D reh u n g en  137f 
re la tiv is tisch e  IlAMiLTON-Funktion 

229, 245f
re la tiv is tisch e r Im p u ls  223f, 226f 
re la tiv is tische  k inetische  E nerg ie  224f 
re la tiv is tisch e  Masse 226 
R e la tiv ita ts th e o rie  (siehe: spezielle

R e la tiv ita ts th eo rie ) 
R esiduenm ethode  334f, 348 
R esonanzerscheinungen  376, 380, 382 
R esonanzfrequenzen  364 
— , verschw indende 370 
R ich tungskom pafi 194 
R ich tungskosinus zu r F ostlegung  d er 

O rien tierung  s ta r re r  K o rp e r 105f 
R ollen , das 14-15, 47, 166, 173, 178, 

199, 201
R o ta tio n , e rzeug t d u rch  den  D re h 

im puls 291
—  als T y p  dor periodischen B ew egung 

320, 326
R o ta tio n sach se  u nd  R ich tu n g  des 

D reh im pulses 178f 
R o ta tionsflache , m inim ale 38 
R o ta tio n ssy m m etrie  56f, 243f, 290 
RouTHsche F u n k tio n  242
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RouTHsches V erfahren  fu r zyklische 
K o o rd in a ten  53, 24 I f  

RuckstoO  96f 
R uheenerg ie  225 
R uhem asse  226
RuTHERFORDsche S treuung  93f, 97, 

101

S ak u la rd e te rm in an te  132, 356 
S akularg le ichung  132, 171, 356, 362 
S aite , T ransversalschw ingungen der 

411, 412
Schall (siehe: A kustik )
Schallfeld 394f, 404, 405 
Sc h e r in g , E . 21 
,,sch la fender"  K reisel 193 
ScuRODiNGER-Gleichung 51, 347, 412 
Schw ebung 383 
S chw erezen trum  6 
Sc h w in g e r , J .  295 
Schw ingungen, erzw ungene {siehe : er- 

zw ungene Schw ingungen)
— , freie (siehe : freie Schw ingungen)
—  eines Gases 394f
— , kleine (siehe : k leine Schw ingungen)
—  von Saiten  u nd  M em branen 381,383
—  um  stab ile  B ew egung 352, 382. 384
—  um  stab iles  G leichgew icht 352ff 
— , T heorie  d e r 50, X . K ap ite l 
Schw ingungsbew egung, N a tu r der 319 
S ep ara tion  der V ariab lcn , A bhangig-

k e it vom  K o o rd in a ten sa tz  315
—  in der H a m il t o n -jACOBisclien 

G leich u n g 309, 314ff, 3 3 I f
—  fu r kleine Schw ingungen 366 
— , M oglichkeit d e r 316, 318, 349
—  bei zyklischen K o o rd in a ten  316f 
S k a la r ala T ensor n u llte r Strife 162 
S o m m e r f e l d , A. 265, 334, 338
— , K l e in , F e l ix  u n d  179, 184, 190, 

194
spezielle R e la tiv ita ta th eo rie  107
—  in d e r klassischen M echanik 1, 205 
— , P rog ram m  d e r 208 
Spiegelung d e r B alm en um  d ie Um*

k e h rp u n k te  80 
Spiegelungsoperato r 134 
Spin 10 , 130, 197, 339 
S p inor 130
S p u r em er M atrix  124, 136

— , In v a rian z  gegenuber Ahnlich- 
k e ite transfo rm ation  124, 156 

8ta rre r  K orper 11, 234 
— , B ew egung dea, allgem eine V erfah

ren zu r Losung 173f
--------, in einer E bene 173
------- , k rafte fre ie  179f, 198, 201f
—  — , Zerlegung in R o ta tio n  und  

T ran sla tio n  158f
— , D reh im pul8 dea 159 
— , k inetische Energie dee 165 
— , O rien tierung  dee, beech rieben 

durch  Ca y l ey -KLErNsche P a ram e
te r  126

-------- , beschrieben durch  EuLEReche
W inkel 121 , 156

-------- , beschrieben durch  R ichtunga-
kosinus 105

— , 8ym m etri8cher, k raftefre ie  Bewe
gung  des 179f

— , Zahl d e r F reiheitsgrado dee 103f 
S ta tik  17
8ta tia ti8che M echanik 263, 295f, 298 
stereograph ische P ro jek tion  335 *·
S torungstheorie  338, 339, 340, 348, 349 
S toB param eter 90 
S trah lan tr ieb  6 
S trah len  345 
Stra tto n , J .  A. 195 
S treu u n g sq u ersch n itt 89 
— , differentieller 90
—  in L aborato rium akoord inaten  und 

in Schw erpunktekoord inaten  97
— , t o t a l e r  9 3
— , unendlicher W ert dee, in derklaaai- 

schen M echanik 93
S treu u n g  durch  ein CouLOMB-Feld 9 I f  
— , elaat ische 97, 223 
— , inelaet ische 99, 226 
— , O bertrag u n g  von k inetischer E n e r

gie bei d e r 97
— , U nterechiede zwischen klaaeiecher 

M echanik und Q uantenm echanik  
bei d e r 89

S treuw inkel, form ale Losung fiir den 
101

—  in L abora to rium akoord inaten  94
—  in Schw erpunktekoord inaten  90, 95 
S trom dich te , bei S treuproblem en 89 
S tu fen p o ten tia l 101
St u r m -L iouviLLE8che8 P roblem  170
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S yram etrieeigenschaften  von  B ahnen  
bei Z en tra lk ra ften  80

—  der H am ilton-F u n k tio n  289
—  von System en und  E rh a ltu n g ssa tze  

5 If, 56, 57, 243, 289
sym m etrischer K reisel (siehe : K reisel, 

schw erer sym m etrischer)
System e, Invarianzeigenschaften  von 

57f, 289f
— , kontinu ierliche (siehe: kon tinu ier- 

liche System e)

Teilchen, E rh a ltu n g ssa tze  fu r ein  2f 
— , L adungsd ich te  fu r ein 408 
— , M echanik eines I f  
Tensoren 16If, 216 
— , m etrische 258, 343, 361 
T herm odynam ik  239, 260, 395f 
THOMAS-Prazession 235 
T ragheitsellipsoid  172, 176f, 367 
— , Bewegung des, a u f  der invariab len  

Ebene 177f 
T ragheitsm om en t 165 
— , aq u iv alen te  D efinitionen des 165f 
— , H au p t- 171 
— , K oeffizienten des 160
— urn parallele  Achsen 167 
T rag h e itsp ro d u k te  160 
T ragheitsrad ius 172 
T ragheits tenso r 162f, 165, 198, 367 
— , E igenw ertproblem  fur den 168f 
— , H erm itiz ita tse igenschaft des 168 
— , O rth o g o n a lita t der E igenvek to ren

des 170
— , V erschiebung des B ezugspunktes 

des 200 f
T ra jek to rien  im  K onfigurationsraum  

342f
— von L ich ts trah len  345 
T ransfo rm ation , identische 115, 271,

300, 317
— , kanonische {siehe: kanonische

T ransfer m a t i o n )
— , lineare 108
— , orthogonale  {siehe: o rthogonale 

T ran sfo rm atio n )
—  zwisehen korperfesten  und raum - 

festen K oord inatenachsen  105f, 146f
—  von S chw erpunk tskoord inaten  a u f  

L ab o ra to rium skoord inaten  95f

T ran sfo rm atio n sm atrix  109 
—  als O perato r, d e r a u f  einen V ek to r 

oder a u f  die K oo rd in a ten ach sen  
w irk t 111

T ran sla tionssym m etrie  54f, 370, 383

U m k eh rp u n k te  72, 85, 185 
U m w andlung  von M asse in  k inetische 

E nerg ie  225f
uneigen tliche D rehung  135, 142, 144

V an  V l e c k , J .  H . 333 
V aria tio n  34, 36, 250 
— , ausgedriick t d u rch  F u n k tio n a lab - 

le itungen  392f, 400f
—  einschliefilich d e r Z eit 250f
— der E n d p u n k te  41, 253
— fu r k o n s tan te  Z e it 33f, 250
— fu r kon tinu ie rliche  System e 389f 
— , Z usam m enhang  zw isehen δ- u n d

zl-Prozessen 254
V aria tionsp rinzip ien  fu r F e ld er 404f, 

410
—  fiir k o n tinu ie rliche  System e 389f 
— , V orteile  der 48ff, 228, 249, 260, 410 
V aria tio n srech n u n g  35ff, 40f, 6 I f
— , P a ram e te rm e th o d e  in der 35, 250, 

253, 389
V ektor, ax ia ler 144
—  als T ensor e rs te r S tufe 162 
V ek to rfunk tionen , die den P o isso n -

K lam m ern  fiir den  D reh im puls ge- 
nijgen 293

V ek to rp o ten tia l 22, 406 
V ok to rtran sfo rm atio n en  108 
V ertau sch u n g stran sfo rm atio n en  272, 

300
v ertika le  R ich tu n g , D efinition der 150 
v ierd im ensionaler R au m  200, 209f 
V ierergesehw indigkeit 219 
V ierorgrad ien t 220 
V ierervek to r 216
—  P o ten tia l 222
— , raurn- odor ze itahn licher 218 
V irial, CLAU.siussches 77 
V iria lsatz  76f, 86, 99, 100, 237 
v irtuelle  A rbeit, P rinz ip  der 17
— fiir veriinderliche Zw angsbedingun- 

gen 59f



4 4 2 Nam en- und Sachverzeichnia

v irtu e lle  V em ick u n g  16, 18, 37, 260 
v o lls tand ige  E n ta r tu n g  fu r geschlos- 

sene B ahnen  329, 336, 339 
V olum en im  P h asen rau m  277, 296 
V o rfak to r 163

W a tso n , G. N ., W h it t a k e r , E . T . 
u n d  82

WEBERsche E lek tro d y n am ik  21, 31, 
262

W e b s t e r , A. G. 53, 179 
W echeelw irkung zw ischen geladenen 

T eilchen  u n d  F e ld  410 
W eglange, E lem en t d e r 258 
W ellen , ak u stisch e  398 
— , ebene 344f
W ellenbew egim g u n d  klassische Me- 

ch an ik  340ff, 347f 
W ellen fron ten  341 
W ellen funk tion  130, 347 
W ellengeschw indigkeit d e r F lachen  

m it  k o n s tan tem  5  34 I f
—  u n d  System geschw indigkeit 342 
W ellengleichung fu r L ich t 207, 220,

344, 347
—  fu r  Schall in G asen 398, 405 
W ellen lange u n d  Im p u ls  347
— , Z usam m enhang  der, m it d e r klassi- 

schen  M echanik 346f 
W ellenm echanik  340, 348 
W ellenzah l 344 
W elt-G eschw indigkeit 219 
W elt-Im p u ls  225 
W elt-L in ie  217 
W elt-R au m  209 
W elt-S k a la r 216 
W elt-V ek to r 216 
W elt-Z e it 217
W h it t a k e r , E . T . 21, 34, 126, 184
—  u n d  W atson , G. N . 82 
W inkelgeschw indigkeit 29, 147
—  u n d  EuLERsche W inkel 148, 156 
— , Prazeesion der, fiir den  k rafte -

freien  sym m etrischen  s ta rre n  K 6 r- 
p e r  180

— , V ek to r der, u n d  R ich tu n g  dee 
D reh im pulses 177

W in k e l m a n n , M. u n d  Gram m el , R . 
179

W inkelvariab le  323, 368

— fur das KEPLER-Problem 337, 
351

—, Losung fur 323 
Wirkung 252, 312, 322 
—, Fern- 231, 233 
Wirkungsquantum 338 
Wirkungsvariable 318f, 322f 
—, Anderung der, wahrend einer 

Periode 323f 
—, Definition der 322 
—, Dimension eines Drehimpulses 324, 

333
—, Eigen- 339
—  fu r das KEPLER-Problem 332f, 

351
—, Verwendung der Residuenmethode 

zur Bestimmung der 334. 348
— fur zyklische Koordin&ten 322f 
Wirkungs- und Winkel variable fur

allgemeine mehrfach periodische 
Systeme 328

— fur den harmonischen Oszillator
325f ^

—, Geechichte der Anwendung der 
338f

— im KEPLER-Problem 33 Iff
— beim Vorliegen von Entartung 

328ff, 336
Wurzeln, mehrfache (eiehe: mehr- 

fache Wurzeln)

Y ouN oecher M odul 387

ΖκΕΧΛΝ-E ffekt 339 
Z eit a ls kanonische K oord inate  233, 

269, 300, 311, 317
— , kanonische T ransform ationen , die 

d ie . en th a lten  269f, 300 
— , T ransfo rm ation  der, in der speziel- 

len R elativn tats theone  209, 213f 
—  als v ie rte  D im ension im Min 

k o w sk i-Raum  209 
ze itahn licher VTierervek to r 218 
zeitliche A bleitungen im raum feeten 

u n d  im  kdrperfesten  A chsensystem  
146f

Ze m a n s e y , M. W . 396 
Zentralkr& fte, &quivalentee eindim en- 

sionales P rob lem  fu r 7 If, 100
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— , aq u iv a len tes  E in k o rperp rob lem  
fiir 64

— , B ahngleichung  fu r 78f, 317f 
— , B ahnen , die d u rch  ellip tische 

F u n k tio n en  ausged riick t w erden  
konnen  82f

— , e rs te  In teg ra le  fu r 66 f  
— , form ale L osung fu r 69, 317 
— , In te g ra tio n sk o n stan te n  fu r 69 
— , in teg rie rbare  Po tenzgesetze  fu r  8 I f  
— , K lassifika tion  der B ah n en  fu r 72ff
—  in d e r speziellen R e la tiv ita ts th e o - 

rie 230, 336
—  in  spharischen  P o la rk o o rd in a ten  

66 , 318, 331f
— , S treu u n g  d u rch  89ff 
— , S ym m etrieeigenschaften  d er 65f 
Z en tra lk raftbew egung  I I I .  K ap ite l, 

245, 261, 315, 317f, 331f 
— , E n ta r tu n g  der 334, 339 
— , G esetz des rezip roken  A bstands- 

q u a d ra ts  83ff, 33Iff
—  in  d e r H a m ilto n -jACOBischen 

F o rm  317f, 331f
Z en trifugalbarrie re  72, 99 
Z en trifu g a lk raft 27, 71, 150f

Z ustandsg leichung  77, 99 
Z w angsbedingungen I l f ,  234 
— , B eispiele v o n  12-15, 28f 
— , D ifferentia lg le ichungen fu r  15, 44 
— , holonom e 12, 44, 46f, 173 
— , n ich tho lonom e 12, 44, 46, 173
—  — , d as R o llen  als  B eispiel fu r  

14-15, 156, 173
— , n ich tin teg rie rb a re  15, 156 
— , rheonom e 13
— , Schw ierigkeiten , herv o rg eru fen  

d u rch  13, 234 
— , sk leronom e 12 
— , veranderliche  28, 60 
— , verschw indende v irtu e lle  A rb e it 

f iir  17
zw eite  A ble itungen  in d e r L a g b a n g e- 

F u n k tio n  6 I f
zyklische K o o rd in a ten  53, 183, 241
—  u n d  E rh a ltu n g  des k o n ju g ie rten  

Im p u lses  53, 229, 243
— , kanonische  T ran sfo rm atio n  a u f  

263f, 274, 302, 310ff 
— , S ep a ra tio n  d e r V ariab len  fu r 316f 
— , W irk im gsvariab le  fiir 322f, 333 
Z yklon  152
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Newtonschen Bewegungsgleichung und des D'Alembertschen 
Prinzips. Auf den Hauptthemen (Massenpunkt, Punktsysteme, 
starrer Korper) aufbauend, bringt schon der eigentliche Textteil 
eine Reihe von grundsatzlich wichtigen und bisher vielfach noch 
nicht in dieser Form zuganglichen Anwendungen. Das letzte 
Drittel des Buches ist Beispielen gewidm et, die im einzelnen 
durchdiskutiert werden. Dabei werden auch in „konventionellen 
Fallen" manche neue Aspekte sichtbar. -  Das Werk geht nur 
gelegentlich iiber elementare mathematische Hilfsmittel hinaus.
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Von dem Fall diskreter Freiheitsgrade aus wird der Clbergang zu 
den Bewegungen des Kontinuums vollzogen, wobei sich die i
W ellengleichungen der Optik und der Mechanik als einfachste 
Falle herausstellen. Punktmechanische und feldtheoretische 
ErhaltungsgroiSen ergeben sich dabei nach einheitlichen Gesichts- 
punkten. Sowohl von der Punkt- wie von der Kontinuumstheorie 
her werden die Wurzeln der „Quantelung" aufgezeigt und bis zur 
Herleitung der punkt- bzw. feldtheoretischen Vertauschungsrela- 
tionen gefuhrt.
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