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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - ΥΠΟΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΕΣ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟΥ

ΤΥΠΟΥ

1.1. Υποπολλαπλότητες πεπερασμένου τύπου

Θεωρούμε μια η- διάστατη πολλαπλότητα Riemann Mn με μετρική 

Riemann < , > και συνοχή Levi- Civita V (βλ. π.χ. [31], Vol. I σελ. 158 ή [3], 

σελ. 2 ). Συμβολίζουμε με C“ (Mn) το σύνολο των (̂ “ -διαφορίσιμων 

συναρτήσεων που ορίζονται στην Μη και έχουν πραγματικές τιμές. Ο 

Λαπλασιανός τελεστής Δ της πολλαπλότητας Riemann (Mn, < , >) δρα στο 

C°°(Mn) και σε τοπικές συντεταγμένες x \... ,x n έχει τη μορφή (βλ. π.χ. [8], 

σελ. 100)

(1.1.1) δ  = --τ= Σ  7 ϊ (̂ Τ 3 }’Vg ipl θΧ1 dxJ

όπου g,, = <-^τ, —  > , g = det(gii) και (glj) = (gJ' \  Αν feC °°(M n) ,  τότε
J ax d\] J r

με gradf παριστάνουμε την κλίση της f. Ο Εσσιανός τελεστής της f είναι 

ένα τανυστικό πεδίο τύπου (2,0) που ορίζεται ως εξής:

V2f (Χ,Υ) = <Vx gradf, Υ > ,

όπου X, Υ είναι εφαπτόμενα διανυσματικά πεδία της Μη. Ο Λαπλασιανός 

τελεστής εκφράζεται με τη βοήθεια του Εσσιανού τελεστή ως εξής:

( 1.1.2) Δί = - trace V2f
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ή ισοδύναμα

η

(1.1.3) Δ ί = 2 ( ( ν Ρ Εί)ί-Ε ίΕΐ(ί)),
ι=1 i

όπου {Ej} i=l,..., η είναι τοπικό ορθοκανονικό πλαίσιο της Μη. Επιπλέον, 

αν divgradf είναι η απόκλιση του διανυσματικού πεδίου gradf, τότε 

έχουμε και την ακόλουθη έκφραση για τον Λαπλασιανό τελεστή

Ένας πραγματικός αριθμός λ , για τον οποίο υπάρχει μια μη μηδενική 

συνάρτηση u Ε C°°(Mn) τέτοια ώστε Διι = λιι, καλείται ιδιοτιμή (eigenvalue) 

του Ααπλασιανού τελεστή. Κάθε συνάρτηση u για την οποία ισχύει Au = 

λυ ονομάζεται ιδιοσυνάρτηση (eigenfunction) που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 

λ. Οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν σε μια ιδιοτιμή λ σχηματίζουν 

έναν υπόχωρο του C°°(Mn) , ο οποίος καλείται ίδιοχώρος (eigenspace) που 

αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η πολλαπλότητα Riemann Mn είναι 

συμπαγής . Ορίζεται τότε στον χώρο €°°(Μη) ένα εσωτερικό γινόμενο ( , ) 

από την ισότητα

όπου f, g Ε C°°(Mn). Είναι γνωστό , ότι (βλ. π.χ. [38]) ο Λαπλασιανός 

τελεστής είναι ελλειπτικός (elliptic) και αυτοπροσηρτημένος (self- adjoint) ως 

προς το εσωτερικό γινόμενο ( , ). Το σύνολο των ιδιοτιμών του Δ 

ονομάζεται φάσμα (spectrum) του Ααπλασιανού τελεστή και αποδεικνύεται 

ότι είναι διακριτό (βλ. π.χ. [38] ) . Με άλλα λόγια , το φάσμα του

(1.1.4) Δί = - divgradf.

( f , g) = Γ fg dMn ,
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Λαπλασιανού τελεστή μιας συμπαγούς πολλαπλότητας Riemann είναι 

μια ακολουθία

που τείνει στο οο. Ο ιδιοχώρος \ί] που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ1 έχει 

πεπερασμένη διάσταση , η οποία μάλιστα καλείται και πολλαπλότητα της

ιδιοτιμής λΐ . Επιπλέον αποδεικνύεται (βλ. π.χ. [38]) ότι το σύνολο @ Vj

γινόμενο ( , ) στο σύνολο C°°(Mn). Αυτό σημαίνει, ότι κάθε συνάρτηση 

f e  C°°(Mn) γράφεται ως

όπου fj είναι η προβολή της συνάρτησης f στον ιδιοχώρο V4.

Ας υποθέσουμε τώρα , ότι η Μη είναι υποπολλαπλότητα του 

Ευκλειδείου χώρου Em, με διανυσματικό πεδίο θέσης x ως προς κάποια 

αρχή , εφοδιασμένη με την επαγόμενη μετρική της οποίας ο αντίστοιχος 

Λαπλασιανός τελεστής είναι ο Δ. Επεκτείνουμε τη δράση του Λαπλα- 

σιανού τελεστή από το σύνολο C°°(Mn) στο σύνολο όλων των 

διαφορίσιμων απεικονίσεων ν : Μη -*■ Em ως εξής:

0 = λ0< λ ^ - .χ  λ^<... ί οο

00

οο η 9 ϊ“0είναι πυκνό στο C (Μ ) ως προς την L - στάθμη που επάγει το εσωτερικό

00
(1.1.5)

η

( 1.1.6)

όπου V είναι η κανονική συνοχή του Em και {Ej}, i=l,..., η είναι 

ορθοκανονικό πλαίσιο στην Μη . Προφανώς, αν ν = (Vj,..., vm) , τότε 

Δν = (Δν1,...,ΔνΠ1).



4

Μια σημαντική απόρροια του ανώτερου ορισμού είναι η γνωστή 

ισότητα

Δχ = - nH ,

όπου Η είναι το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας της Μη 

στον Em.

Υποθέτουμε τώρα ότι η Μη είναι συμπαγής υποπολλαπλότητα του 

Em με διανυσματικό πεδίο θέσης χ . Ως προς μια ορθοκανονική βάση 

e1?..., em του Em οι συναρτήσεις Xj = <χ, e4>, i=l,..., m , όπου < ,>  

είναι το κανονικό εσωτερικό γινόμενο του Em , λέγονται συναρτήσεις 

συντεταγμένων του χ ως προς την ορθοκανονική βάση em. Κάθε

μια από τις συναρτήσεις Xj , i=l.....m, λόγω της (1.1.5), γράφεται
00

x i = ci + Σ*ίι > i=l.—.m , 
ΐ=1

όπου Cje R και fy e  V j. Θέτοντας Xq = (Cj,..., cm) και Xj = (fjj,..., fmj ) 

έχουμε:

00

x  =  x o +  Σ * 1  ’ Δ χ ί =  λ]Χί , Ϊ Ε Ν  , λ 1< λ 2<··· . 
ΐ=1

Η παραπάνω ανάλυση ονομάζεται φασματική ανάλυση (spectral 

decomposition) του διανυσματικού πεδίου θέσης. Είναι ενδιαφέρον, ακόμη 

και χωρίς συμπαγότητα, το παρακάτω (βλ. [8], σελ. 249)
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: " Ποιές υποπολλαπλότητες έχουν

πεπερασμένη φασματική ανάλυση; ”

Για την κατανόηση του παραπάνω προβλήματος ας δούμε πώς αυτό γίνεται 

στην περίπτωση κλειστής καμπύλης γ : I -* Em με παράμετρο το μήκος 

τόξου sE I. Στην περίπτωση αυτή από την (1.1.1) προκύπτει ότι

Υποθέτουμε , ότι η γ έχει πεπερασμένη φασματική ανάλυση, δηλαδή

Υ = Υ0 + Υ, +··· + Υ1 - 1] \

όπου γ0 είναι σταθερό διάνυσμα του Em , γ. διαφορίσιμες συναρτήσεις 

του s με τιμές στον Em τέτοιες , ώστε Δγ. = λ. γ. , λ. e  R και
*j ‘j Jj 

d2λ. < ·..< λ , .Λόγω της μορφής του Δ έχουμε τ τ  (Υ·) + λ. γ. = 0 ,'ι k ds  ̂ ij ij ij

οπότε γ. = a. cos^fiCs + b. sin*/λ. s , όπου α. , b. είναι σταθερά 
■j V  li V  b ’j ‘j

διανύσματα του Em. Έτσι προκύπτει

Y(s) = Y0 + a i co\ l \ s  + t>. siiu/xTs). 
3=1 lj V -j j v -j

Γράφοντας τα γ0, α. και b. στην κανονική βάση του Em και
*j !j

θέτοντας y(s) = (y^s),..., γ ^ ) )  συμπεραίνουμε , ότι οι συναρτήσεις 

συντεταγμένων γ^β),..., γ ^ )  έχουν πεπερασμένα αναπτύγματα σειρών 

Fourier. Είναι επίσης φανερό πως αν οι συναρτήσεις συντεταγμένων της γ 

έχουν πεπερασμένα αναπτύγματα Fourier , τότε η γ έχει πεπερασμένη
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φασματική ανάλυση. Συνεπώς, προκειμένου για καμπύλες με παράμετρο το 

μήκος τόξου, το πρόβλημα παίρνει την ακόλουθη μορφή:

"  Ποιές καμπύλες με παράμετρο το μήκος τόξου 

έχονν την ιδιότητα οι συναρτήσεις συντεταγμένων 

να έχουν πεπερασμένα αναπτύγματα σειρών Fourier; "

Απάντηση στο πρόβλημα , για την περίπτωση επίπεδων καμπύλών, δόθηκε 

από τον B.Y.Chen στη μονογραφία του [8]. Συγκεκριμένα ο B.Y.Chen 

απέδειξε, ότι οι μόνες κλειστές επίπεδες καμπύλες με παράμετρο το μήκος 

τόξου των οποίων οι συναρτήσεις συντεταγμένων έχουν πεπερασμένα 

αναπτύγματα Fourier είναι οι κύκλοι. Στα παρακάτω παραδείγματα 

φαίνεται πως το αποτέλεσμα αυτό δεν ισχύει για καμπύλες του Em, 

ms3.

Παράδειγμα 1.1.1. Έστω γ η καμπύλη του Ε3 με παράμετρο το 

μήκος τόξου s και y(s) = (sins, - ^ coss + ^ cos3s, - ^ sins + ^ sin3s ) . 

Προφανώς οι συναρτήσεις συντεταγμένων έχουν πεπερασμένα αναπτύγματα 

Fourier. Η φασματική ανάλυση της γ είναι

Y(S) = γ ^ )  + γ2(8), Ay{ = y{ , Δγ2 = 9γ2 , 

όπου y^s) = (sins, -  ̂coss, -  ̂sins) , γ2(5) = (0,  ̂cos3s,  ̂sin3s).

Παράδειγμα 1.1.2. Θεωρούμε την καμπύλη γ του Ε3 , όπου

y(s) = (- 3sin § + cos |  , - 3cos |  + sin |  , -4= (cos |  + sin | )).v 6 2 6 2 \lo 3 3i j-
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Εύκολα ελέγχεται το γεγονός , ότι το s είναι παράμετρος μήκος τόξου 

και ότι η φασματική ανάλυση είναι

γ(β) = γ^β) + γ2(β) + γ3(β), Δγ1 = ^ γ ! ,  Δγ2 = ±γ2 , Δγ3 = ~ γ3,

όπου γ^β) = (- 3sin |· , - 3cos | ,  0 ) , y2(s) = (cos | ,  sin | ,  0) και γ3(β) =

(0, 0, -4= (cos |  + s in |)).
V2 3 3

Σκοπός της παρούσας διατριβής είναι να συμβάλλει στην απάντηση 

του προβλήματος που προαναφέραμε.

Ορισμός 1.1.3. [12] . Έστω Μη υποπολλαπλότητα ( όχι ανα­

γκαστικά συμπαγής) του Ευκλειδείου χώρου Em με διανυσματικό πεδίο 

θέσης x ως προς κάποια αρχή. Η  Μη καλείται πεπερασμένου k- τύπου

(finite k- type ) , αν το διανυσματικό πεδίο θέσης δέχεται πεπερασμένη

φασματική ανάλυση. Δηλαδή, αν

χ = χη + χ. + ... +χ. ,
h

όπου χ0 είναι σταθερό διάνυσμα του Em και χ. είναι μη σταθερές

διαφορίσιμες απεικονίσεις ορισμένες στην Μη με τιμές στον Em τέτοιες ,ώστε

Δχ. = λ. χ. , 3=1..k , λ. Ε R και λ. <... < λ. .Α ν μια από τις
1j *j *j *1

ιδιοτιμές λ. , . . . , λ. είναι μηδέν τότε η Μη καλείται μηδενικού k-
h h

τύπου (null k- type).

Παρατήρηση 1.1.4.0  συμβολισμός χ. και λ. γίνεται για!■ lj
αποφυγή σύγχισης , αφού με λ1.....λ]£. συμβολίζονται συνήθως οι k

πρώτες ιδιοτιμές του Λαπλασιανού τελεστή συμπαγών πολλαπλοτήτων
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Riemann. Όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχισης θα χρησιμοποιούμε τον 

συμβολισμό λ1,...,λ1ί.

Η έννοια των υποπολλαπλοτήτων πεπερασμένου τύπου έχειεισαχθεί 

από τον B.Y.Chen ([8]) στη δεκαετία του 1980. Τα πρώτα αποτελέσματα, 

στην προσπάθεια ταξινόμησης αυτών των υποπολλαπλοτήτων , δόθηκαν από 

τον ίδιο ([7] , [8], [9]).

Ένα από τα αποτελέσματα αυτά , που θα χρειαστούμε αργότερα, 

είναι η παρακάτω ([7])

Πρόταση 1.1.5. Α ν  Μη είναι πεπερασμένου k- τύπου 

υποπολλαπλότητα του Em με φασματική ανάλυση

χ = x0 + Xj + ... + xk , AXj = λίχί ,

λ ^ -.χλ ^  και με διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η , τότε 

ισχύουν οι σχέσεις

Akx - OjA*' *χ + ... + (-l)kok(x- χ0) = 0 ,

AkH - o1Ak" 1Η + ... + ( -1 ) \Η  = 0  ,

όπου Oj= Sj( λ ΐ5..., λ ^ , i=l,..., k και Sj είναι τα στοιχειώδη συμμετρικά 

πολυώνυμα.

Θα αναψερθούμε στη συνέχεια σε ένα χρήσιμο αποτέλεσμα της 

Διαφορικής Γεωμετρίας.

θεώρημα (Takahashi [37]). Για την υποπολλαπλότητα Μη του 

Em ισχύει Δ(χ - χ0) = λ(χ - χ0), όπου χ0 σταθερό διάνυσμα του Em

και λeR , αν και μόνο αν:

(ΐ) η ΜΠ είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης στον Em (λ = 0)
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ή

(ii) η Μη είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης σε μια υπερσφαίρα 

Sm' *(R) του Em κέντρου χ0 και ακτίνας R = (λ * 0).

Στη συνέχεια ας δούμε ποιές είναι οι πεπερασμένου 1- τύπου 

υποπολλαπλότητες. Σύμφωνα με τον ορισμό 1.1.3. η φασματική ανάλυση 

μιας 1-τύπου υποπολλαπλότητας είναι

X = X0 + Xj , AXj = λχ! ,

όπου λ Ε R . Επομένως ισχύει Δ(χ - χ^  = λ(χ - χ0) ,  οπότε λόγω του 

θεωρήματος του Takahashi οι 1- τύπου υποπολλαπλότητες του Em είναι 

οι υποπολλαπλότητες ελάχιστης έκτασης του Ευκλειδείου χώρου Em ή 

κάποιας υπερσφαίρας του Em. Είναι προφανές , ότι μια υπερεπιφάνεια του 

Em είναι ελάχιστης έκτασης υποπολλαπλότητα του εαυτού της.

Παραθέτουμε στη συνέχεια μερικά παραδείγματα υποπολλαπλοτήτων 

πεπερασμένου τύπου οι οποίες δεν είναι υποπολλαπλότητες ελάχιστης 

έκτασης.

Παράδειγμα 1.1.6. Έστω ο γενικευμένος κύλινδρος Sk (R)x En' k 

(lsk<n) με διανυσματικό πεδίο θέσης

n- k

x(e1,...,ek, t 1,...,tn_k) = R©(01,...,0k) + ^  (o ,...,o ,tj,o ,...,o),
ι=1

όπου Θ είναι το διανυσματικό πεδίο θέσης της μοναδιαίας σφαίρας Sk 

και η παράμετρος tj εμφανίζεται στην (i + k +1)- θέση. Από την (1.1.1) 

προκύπτει, ότι ο Λαπλασιανός τελεστής του κυλίνδρου είναι
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n- k -,
Α ____L a V

K  "  at?

όπου Δ είναι ο Λαπλασιανός τελεστής της σφαίρας Sk. Εύκολα 

διαπιστώνεται ότι

x = x j+ x 2 , AXj xi . Δχ2 = 0 ,

n- k—►
όπου Xj = R0 και χ2 = V (0,..., Ο, L, 0,..., 0 ) , δηλαδή ο γενικευμένος

ι=1
κύλινδρος Sk (R)xEn' k είναι μηδενικού 2 -τύπου.

Παράδειγμα 1.1.7. Έστω η επιφάνεια Μ2 του Ε4 που

είναι το γινόμενο Riemann μιας κυλινδρικής έλικας του Ε3 επί έναν 

Ευκλείδειο παράγοντα Ε . Συγκεκριμένα η Μ2 είναι μια επιφάνεια του

Ε4 με διανυσματικό πεδίο θέσης

x(s, t) = ( cos 4 = , sin 4 = , t ) , 
V2 V2 V2

όπου s είναι το μήκος τόξου της κυλινδρικής έλικας. Από την (1.1.1) 

βρίσκουμε, ότι ο Λαπλασιανός τελεστής είναι

Είναι φανερό ότι η φασματική ανάλυση της Μ2 είναι:

χ — Χ| 4" χ  ̂* ΔΧ| —- 2  Xj* Δχ2 — 0 ,
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όπου Xj = ( cos , sin ^j=, 0,0) και = (0,0, ^  , t ) .  Συνεπώς η Μ2 

είναι μηδενικού 2-τύπου.

Παράδειγμα 1.1.8. Έστω το γινόμενο Riemann S1(a)xS1(b) δύο 

κύκλων ακτίνων a, b. Το διανυσματικό πεδίο θέσης αυτής της επιφάνειας 

στον Ε4 είναι

x(u,v) = (acosu, asinu, bcosv, bsinv).

Υπολογίζοντας τον Λαπλασιανό τελεστή με τη βοήθεια της (1.1.1) 

βρίσκουμε

Δ = .  j_  A .  j _ i L
a2 du2 b2 dv2 '

Είναι σχεδόν φανερό ότι, για χ1 = (acosu, asinu, 0, 0) και Xj 

(0,0, bcosv, bsinv), ισχύουν οι σχέσεις

1 1 χ = X] + X-j , ΔΧι = ■ y Χι , Δχ, —  ̂ X-j.
L 1 or 1 L bz L

Έτσι η επιφάνεια S1(a)xS1(b) είναι 1-τύπου, αν a = b (βλ. π.χ. [33], 

σελ. 376) και 2- τύπου αν , a  * b. Επιπλέον αυτή η επιφάνεια κείται

πάνω σε μια σφαίρα S3(R) του Ε4 ακτίνας R = Va2 + b2 .

Παράδειγμα 1.1.9. Έστω Μ επιφάνεια της 5- διάστατης 

μοναδιαίας σφαίρας S5 με διανυσματικό πεδίο θέσης

x(u, vM ^/fcosu , ·\^ |cosucosv,'\yicosusinv, sinu, \ / | sinucosv, \J|sinusinv).
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Κάνοντας χρήση της (1.1.1) παίρνουμε

Είναι φανερό ότι ισχύουν οι σχέσεις

x = x j+ x 2 , AXj = Xj , Δχ2  = 4χ2 ,

όπου

<ο· λ /

επιφάνεια είναι 2 -τύπου.

Οι υποπολλαπλότητες πεπερασμένου τύπου παρουσιάζουν μεγάλο 

ενδιαφέρον , διότι συνδέονται και με άλλα προβλήματα της Διαφορικής 

Γεωμετρίας. Συχνά χρησιμεύουν ως παραδείγματα για τον έλεγχο κάποιων 

ισχυρισμών. Για να στηρίξουμε αυτή την άποψη αναφέρουμε το παρακάτω 

πρόβλημα: Έστω Μ συμπαγής επιφάνεια , Μ μια πολλαπλότητα 

Riemann και f : Μ -» Μ μια εμβάπτιση. Ορίζουμε το συναρτησοειδές

όπου Η είναι η μέση καμπυλότητα της f, δηλαδή το μέτρο του 

διανυσματικού πεδίου μέσης καμπυλότητας , και Κ η καμπυλότητα 

τομής της Μ , περιορισμένη στα εφαπτόμενα επίπεδα της Μ. Οι 

T.J.Willmore ([40], [41]) και B.Y.Chen ([6]) ρωτούν κατά πόσο υπάρχει 

η ελάχιστη τιμή του τ υπεράνω όλων των εμβαπτίσεων της Μ στην 

Μ και πως χαρακτηρίζονται οι εμβαπτίσεις με την ελάχιστη τιμή. Τα



κρίσιμα σημεία του συναρτησοειδούς τ λέγονται στάσιμα σημεία του τ 

(stationary surfaces ) ή επιφάνειες τον Willmore. Ο J.L.Weiner ([39]) 

απέδειξε, ότι οι συμπαγείς επιφάνειες ελάχιστης έκτασης της μοναδιαίας η- 

διάστατης σφαίρας Sn είναι στάσιμα σημεία του τ . Με αφορμή αυτό 

έθεσε το ερώτημα αν αυτές είναι οι μόνες. Ο N.Ejiri ([19]) απέδειξε, ότι η 

επιφάνεια του παραδείγματος 1.1.9 είναι στάσιμο σημείο του τ , αλλά 

δεν είναι ελάχιστης έκτασης στην S5. Όπως παρατηρήσαμε η επιφάνεια 

αυτή του Ε6 είναι πεπερασμένου 2-τύπου.

Επιπλέον αναφέρουμε ότι άλλο ένα πρόβλημα με το οποίο 

σχετίζονται οι υποπολλαπλότητες πεπερασμένου τύπου είναι η εύρεση

συμπαγούς υποπολλαπλότητας του Ευκλειδείου χώρου Em. Ο R.C.Reilly

πολλαπλότητες του Em με τη βοήθεια της πρώτης ιδιοτιμής του 

Λαπλασιανού τελεστή. Συγκεκριμένα απέδειξε ότι ισχύει

Ο B.Y.Chen ([7], [8]) , γενικεύοντας την ανισότητα του R.C. Reilly , 

απέδειξε ότι για συμπαγείς πεπερασμένου τύπου υποπολλαπλότητες του 

Em με φασματική ανάλυση

φραγμάτων για την ολική μέση καμπυλότητα μιας

([35]) εκτίμησε το ολοκλήρωμα ί _ |η  2 dMn για συμπαγείς υπο-
JM"

x = x0 + x p + . . .+xq ,Δχ1=λ1χί , i = p,..., q

ισχύουν οι σχέσεις
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και

Η dME
λ k.

* (-£ )2  vol(Mn) k= 1,2, 3,4.

Οι ισότητες στις παραπάνω ανισότητες ισχύουν μόνο αν η Μη είναι 

πεπερασμένου 1- τύπου.

Στα επόμενα τρία κεφάλαια θα εστιάσουμε την προσοχή μας στο 

πρόβλημα που τέθηκε. Στο δεύτερο κεφάλαιο θα μελετήσουμε το πρόβλημα 

σε μια κλάση υποπολλαπλοτήτων που αποτελείται από ειδικής μορφής 

πεπερασμένου τύπου υποπολλαπλότητες. Στο τρίτο κεφάλαιο εξετάζεται το 

πρόβλημα για σφαιρικές υπερεπιφάνειες ενώ στο τέταρτο κεφάλαιο μελε­

τούμε το ίδιο πρόβλημα για υπερεπιφάνειες του Ευκλειδείου χώρου. Τα 

κύρια αποτελέσματα αυτής της εργασίας αναλύονται στην εισαγωγική 

παράγραφο κάθε κεφαλαίου.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 - ΥΠΟΠΟΛΛΑΠΛΟΤΗΤΕΣ ΕΙΔΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ

2.1. Εισαγωγικά - κύρια αποτελέσματα

Έστω Μη υποπολλαπλότητα του Ευκλείδειου χώρου Em με 

διανυσματικό πεδίο θέσης x ως προς κάποια αρχή. Οι συναρτήσεις 

συντεταγμένων της Μη ορίζονται από τις σχέσεις

Χ|=<Χ , ej> , i = l ,  ...,m 

όπου {e1? em} είναι η συνήθης ορθοκανονική βάση του Em και < , > 

είναι το κανονικό εσωτερικό γινόμενο του Em.

Ορισμός 2.1.1. Η υποπολλαπλότητα Μη του Em καλείται ειδικού 

τύπου (coordinate finite type ) , αν οι συναρτήσεις συντεταγμένων είναι 

ιδιοσυναρτήσεις του Ααπλασιανού τελεστή, δηλαδή αν υπάρχουν πραγματικοί 

αριθμοί λ1, i = 1, ..., m τέτοιοι, ώστε να ισχύει

(I) Λχί = λίχί ,i= l,...,m .

Η υποπολλαπλότητα ειδικού τύπου Μη με αντίστοιχες ιδιοτιμές των 

συναρτήσεων συντεταγμένων τις λ^..., λΠ) θα συμβολίζεται απλά ως 

Μ η(λ 1, ..., λΠ1). Είναι φανερό, (βλ. θεώρημα του Takahashi) , ότι η υπο­

πολλαπλότητα Μη του Ευκλειδείου χώρου Em είναι υποπολλαπλότητα 

ελάχιστης έκτασης του Ευκλειδείου χώρου Em , αν είναι υποπολλαπλότητα 

ειδικού τύπου Μη(0,..., 0).

Επίσης είναι φανερό , ότι οι υποπολλαπλότητες ειδικού τύπου είναι 

υποπολλαπλότητες πεπερασμένου τύπου και μάλιστα το πολύ m- τύπου, αφού 

ηΜ η είναι υποπολλαπλότητα του Em. Πραγματικά, αυτό είναι άμεση συνέπεια 

της σχέσης x = <χ, ej + ... + <χ, e^> και της (I).
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Ποώτος στόχος σε αυτό το κεφάλαιο είναι η ταξινόμηση τω ν  

υποπολλαπλοτήτων ειδικού τύπου μέσα στην κλάση των υποπολλαπλοτήτων 

πεπερασμένου τύπου.

Το πρώτο αποτέλεσμα προς αυτή την κατεύθυνση οφείλεται στον 

O.J.Garay ([20]), ο οποίος απέδειξε, ότι οι μόνες πλήρεις εκ περιστροφής 

επιφάνειες ειδικού τύπου του Ευκλειδείου χώρου Ε3 είναι το αλυσοειδές 

(catenoid), οι ορθοί κυκλικοί κύλινδροι και οι σφαίρες. Αυτόαποτέλεσε μια 

μερική απάντηση στην εικασία του B.Y.Chen ([9]), ότι οι μόνες συμπαγείς 

επιφάνειες πεπερασμένου τύπου στον Ε3 είναι οι σφαίρες. Στην εργασία [21] ο 

O.J.Garay απέδειξε , ότι οι μόνες υπερεπιφάνειες ειδικού τύπου του Εη+1 

είναι οι υπερεπιφάνειες ελάχιστης έκτασης , οι σφαίρες και οι γενικευμένοι 

κύλινδροι. Συνεπώς έχει ενδιαφέρον να δει κανείς τι συμβαίνει με τις 

υποπολλαπλότητες ειδικού τύπου του Em. Σε αυτή την κατεύθυνση τα πρώτα 

αποτελέσματα δόθηκαν στην εργασία [23] και περιγράφονται στα 

παρακάτω δύο θεωρήματα:

θεώρημα 2.1.2. Έστω Μη συμπαγής συνεκτική υποπολλαπλότητα του

En+k με διανυσματικό πεδίο θέσης x ως προς κάποια αρχή Ο. Η  Μη

είναι Μη(λ}, λ^,..., λ ^ ) ,  αν και μόνο αν είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης
n+k

έκτασης της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας με αναλυτική εξίσωση VXixi=n
V ί="ί

και επιπλέον κείταισε υπερσφαίρα του Ε με κέντρο Ο.

θεώρημα 2.1.3. Έστω Μη συμπαγής υποπολλαπλότητα ειδικού 

τύπου του Εη+2 .Τότε η Μη είναι:

(ϊ) υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης σε μια υπερσφαίρα Sn+1,

(ii) συνήθης n-διάστατη σφαίρα 

ή
(iii) γινόμενο Riemann S ^ r ^ x  Sn' p+1(r2) δύο υπερσφαι,ρών, όπου 2<: psn

και
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Το Θεώρημα 2.1.2 μπορεί να θεωρηθεί ως επέκταση του θεωρήματος 

Takahashi.

Σημειώνουμε ότι το γινόμενο Riemann SP'Vj) χ Sn' p+1(r2) δύο 

σφαιρών με ακτίνες r p r2 είναι υπερεπιφάνεια ελάχιστης έκτασης της 

(η+1)- διάστατης σφαίρας Sn+1(R) με ακτίνα R = Λ /τ] + γ2 , αν και μόνο 

αν ^  = (βλ· π·χ· [33] ’ σελ· 376 )■
Θεωρούμε μια υποπολλαπλότητα ειδικού τύπου Μη(λ1? ..., λ ^ .  

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι, αφού το διανυσματικό πεδίο θέσης x 

είναι x = (x j,..., χ ^ , η συνθήκη (I) είναι ισοδύναμη προς την

Δχ = Dx ,

όπου D είναι ο διαγώνιος (mxm)- πίνακας που στην κύρια διαγώνιο του 

εμφανίζονται οι ιδιοτιμές λ1?... , λΠ1. Σε κάθε άλλο σύστημα συντεταγμένων 

η παραπάνω σχέση παίρνει τη μορφή

(II) Δχ = Αχ+Β ,

όπου Α είναι ένας σταθερός (mxm)- πίνακας και Β ένα σταθερό 

διάνυσματου Em. Αυτό σημαίνει πως η (I) δεν είναι αναλλοίωτη ως προς το 

σύστημα συντεταγμένων και επομένως έχει νόημα να μελετήσει κανείς τις 

υποπολλαπλότητες εκείνες που πληρούν την (II). Το πρώτο αποτέλεσμα σε 

αυτή την κατεύθυνση οφείλεται στους F.Dillen , J.Pas και L. Verstraelen ([16]), 

οι οποίοι αποδεικνύουν ότι οι μόνες επιφάνειες του Ε3 που ικανοποιούν 

την (II) είναι οι επιφάνειες ελάχιστης έκτασης , οι ορθοί κυκλικοί κύλινδροι 

και οι σφαίρες.

Δεύτερος στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να δούμε ποιές 

υπερεπιφάνειες ικανοποιούν την (II). Το αποτέλεσμα αυτής της προσπάθειας 

περιέχεται στην εργασία [26] και περιγράφεται από το παρακάτω 

θεώρημα.
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θεώρημα 2.1.4. Οι μόνες συνεκτικές υπερεπιφάνειες του Εη+1, των 

οποίων το διανυσματικό πεδίο θέσης χ ικανοποιεί την Δχ = Αχ +Β , όπου 

Α είναι ένας σταθερός (η+1)χ(η+1) - πίνακας και Β ένα σταθερό 

διάνυσματου Εη+1 είναι:

(ΐ) οι υπερεπιφάνειες ελάχιστης έκτασης,

(ii) τα ανοιχτά τμήματα υπερσφαιρών του Εη+1, 

και

(ϊϊΐ)τα ανοιχτά τμήματα γενικευμένων κυλίνδρων SkxEn"k , lskcn , όπου 

Sk είναι k-διάστατη σφαίρα κάποιας ακτίνας.

2.2. Απόδειξη των θεωρημάτων 2.1.2 και 2.1.3

Έστω Μη υποπολλαπλότητα του Ευκλειδείου χώρου En+k , με 

διανυσματικό πεδίο θέσης x και διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η . 

Οι παρακάτω ισότητες

(2.2.1) Δχ = - ηΗ,

(2.2.2) |  ΔΙχΙ2= - η- η <Η, χ> ,

όπου < , > είναι το κανονικό εσωτερικό γινόμενο του En+k , είναι γνωστές 

(βλ. π.χ. [5], σελ. 68) και αποδεικνύονται εύκολα.

Αν {el5 e2,..., en+k} είναι η κανονική βάση του En+k , τότε

έχουμε

Δχ̂  = - η <Η, et > ,

όπου Xj = <x, ej> .



n+k
Όμως , επειδή Ixl = Υ  Xj , βρίσκουμε

1=1

n+k n+k
2  ΔΙχΙ2 = V  XjAXj - Υ IgradXjl2 ,

ί=1 ίΜ
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όπου gracbq είναι η κλίση της συνάρτησης Xj στην Μη. Ισοδύναμα

n+k
(2.2.3) ^ ΔΙχΙ2 = ^  xiAxi - η ,

ι=1

n+k

αφού IgradXjl2 = η.

Επιπλέον, αν η Μη είναι υποπολλαπλότητα μιας υποπολλαπλότητας Ν 

του En+k, τότε ισχύει (βλ. π.χ. [5], σελ. 79)

η

(2.2.4) H = H j + i y  B(Xj,Xi) ,

όπου Η είναι το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας της Μη στον En+k, 

Η j το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας της Μη στην Ν, Β η δεύτερη 

θεμελιώδης μορφή της Ν στον En+k και {X,} ,i = 1,..., η ορθοκανονικό
η

πλαίσιο της Μη . Προφανώς το διάνυσμα £ Υ  Β^,Χ-Λ είναι κάθετο στην Ν
_  " ί^ί 

κατά μήκος της Μη, το Η j εφαπτόμενο στην Ν και κάθετο στην Μη.

Σε αυτό το σημείο θα αποδείξουμε το παρακάτω λήμμα :

Λήμμα 2.2.1. Έστω Μη συνεκτική υποπολλαπλότητα του En+k . Αν  

η Μη είναι Μη(λΐ5..., λη+̂  και όχι ελάχιστης έκτασης στον En+k, τότε είναι

υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης σε μια τετραγωνική υπερεπιφάνεια Ν 

του En+k με αναλυτική εξίσωση
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n+k

^  i = c ,

όπου c είναι κατάλληλη σταθερά.

Απόδειξη . Έστω χ£Μ η . Η προβολή του εφαπτόμενου χώρου ΤχΜη 

στον υπόχωρο του Εη , που παράγεται από τα e ^ , ..., ein για κατάλληλη 

επιλογή των ϊρ ..., είναι αμφίεση . Συνεπώς , η συνάρτηση (χ^,..., χ^) είναι 

διαφορομορφισμός μιας περιοχής του x στην Μη στον Εη. Έτσι κάθε 

σημείο της Μ η έχει περιοχή στην οποία η κατάλληλες συναρτήσεις 

συντεταγμένων απαρτίζουν σύστημα συντεταγμένων . Χωρίς βλάβη της 

γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε , ότι οι συναρτήσεις χ ν ..., χη ορίζουν 

τοπικό σύστημα συντεταγμένων μιας περιοχής V του χ. Άρα , υπάρχουν 

λείες συναρτήσεις f +1, ..., Ρ 1* ορισμένες σε ανοιχτό υποσύνολο U του Εη 

τέτοιες , ώστε η περιοχή V να είναι το γράφημα της συνάρτησης 

f  :U -» Ek , όπου

f(xP ... , xn) = *n)» fn+k(xi’ xn}) ·

Έ,λτνειιώς to \  eancu xo σννολο χων ση\\£\ων

(xp ..., xn, f +1(Xi....... Xn).f^ V l· Xu)) ,

όπου (Xj,..., xn) SU . Η παραπάνω διαδικασία είναι ουσιαστικά εφαρμογή 

του θεωρήματος της αντίστροφης συνάρτησης. Τα διανυσματικά πεδία

ξρ= 1.....0 ) , I&qsIil,

( ο αριθμός 1 εμφανίζεται στην (η+ρ)-θέση ) είναι όλα κάθετα στο V και 

γραμμικώς ανεξάρτητα . Επομένως συνιστούν μια βάση του κάθετου χώρου



του V στον En+k και το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η της 

Μη στον En+k δίνεται από τη σχέση

(2-2.5) nH = J  .
6=1

όπου SQ, q = 1,..., k είναι λείες συναρτήσεις ορισμένες στο V. Λαμβάνοντας 

υπόψη την (2.2.1) και το γεγονός ότι η Μη είναι λη+]ί) ,

έχουμε

(2.2.6) ηΗ= - (λΑ ,..„ λ„ν

Από (2.2.5) και (2.2.6) βρίσκουμε τις σχέσεις

k
2 S<>C' = ¥ i  .1=1,·.·,n
6-1

Se = - W n+e> 0s1,··,* ,

από όπου έχουμε το σύστημα διαφορικών εξισώσεων

21

ν . ^ '  + - Α Η ^  = - λ 1Χ
+fcji+k

(2.2.7)

Ολοκληρώνοντας το σύστημα παίρνουμε:
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όπου c σταθερά. Άρα η Μη περιέχεται στην τετραγωνική υπερεπιφάνεια 

Ν με αναλυτική εξίσωση την

n+k

Από την προηγούμενη εξίσωση και την (2.2.6) βλέπουμε πως το διανυσματικό 

πεδίο Η είναι παράλληλο με το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο της 

Ν. Συνεπώς από τη σχέση (2.2.4) παίρνουμε Η ι = 0 , που σημαίνει ότι η Μη 

είναι ελάχιστης έκτασης στην Ν.

Παρατήρηση 2.2.2. Αν στο Λήμμα 2.2.1 η συνδιάσταση k είναι 

k=l, τότε λέγοντας ότι η Μη είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της Ν 

εννοούμε ότι είναι ανοιχτό τμήμα της Ν.

Παρατήρηση 2.2.3. Από το σύστημα (2.2.7) συμπεραίνουμε , ότι ένα 

τουλάχιστον από τα λη+ρ (ρ=1,...^) είναι μη μηδενικό. Πραγματικά, σε 

αντίθετη περίπτωση θα είχαμε λ ^ · · ^  λΏ=···= λη+]ί=0. Τούτο σημαίνει, ότι η 

Μη είναι Μη(0,..., 0) δηλαδή ελάχιστης έκτασης στον En+k , που είναι 

αντίφαση.

Στην συνέχεια υπολογίζουμε τη δεύτερη θεμελιώδη μορφή και το 

διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας υπερεπιφανειών στάθμης στον 

Ευκλείδειο χώρο Εη+1.

Λήμμα 2.2.4. Έστω g :E n+1-*E  λεία συνάρτηση και Μ  η 

υπερεπιφάνεια στάθμης M=g_1(c) , όπου c μια μη κρίσιμη τιμή της g. Η

1=1
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δεύτερη θεμελιώδης μορφή Β της Μ και το διανυσματικό πεδίο μέσης 

καμπυλότητας Η δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις:

(2 .2 .8)

(2.2.9) ηΗ = Ag+ - ^ r r ^ < v g , v |v g |2>
|v g |2 1 2 |v g|

v g ,

όπου Χ,Υ εφαπτόμενα διανυσματικό πεδία της Μ , Vg και Δ g είναι

αντίστοιχα η κλίση και η Λαπλασιανή της g στον Εη+1.
Vg

Απόδειξη.  Το διανυσματικό πεδίο ξ = —  η είναι μοναδιαίο και
IVg I

κάθετο στη Μ. Συνεπώς για τη δεύτερη θεμελιώδη μορφή έχουμε

Β(Χ,Υ) = - <V Χ( ] 3 ~ Γ), Υ>
lv g I lv g I

ή ισοδύναμα

Β(Χ,γ ) = - — <Vx (Vg) , Y>Vg
lvg I2

Ακόμη ισχύει
η

ηΗ = ^  B(x i»x i) »
1=1

όπου {Χ|}, ϊ=1,..., η είναι ορθοκανονικό πλαίσιο της Μ. Επομένως

η

ηΗ = - — -
ΚΙτ Σ < ν χ ι ( ν ®)· x i>vs"ΐ=1
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ή (σχέση (1.1.2))

" Η  =  [ Λ *  +  <V?(Vg), ξ> ] Vg.
|v g |'

Άρα

από προκύπτει η ζητούμενη σχέση (2.2.9).

Παρατήρηση 2.2.5. Αν η Μ είναι τετραγωνική υπερεπιφάνεια του

Εη+1, δηλαδή υπερεπιφάνεια στάθμης της

η+1
«<Χι.....xn+i) = 2  « Λ  .

1=1

τότε το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας δίνεται από τη σχέση

η+1

(2.2.10) ηΗ =

V 3 2 \
Σ-. ?.α,Χί
η+1

η+1

1=1

π+1

I
(α 1χ 1>- ’ « V n W

Πράγματι, επειδή

Vg = 2(α1χ 1,...,αΠ+1χη+1),

__ η+ι
A g = - 2 | j a i ,

η+1

| v g |2 = 4 Υ α ·χ2 .
1=1

και
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v |v g |2 = 8(a?x1,...,a,Jflxn+1) ,

η (2.2.10) προκύπτει εύκολα από την (2.2.9).

Λήμμα 2.2.6. Έστω Μη υποπολλαπλότητα του Ευκλειδείου χώρου 

En+k με διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η .Α ν  η Μη κείται σε 

τετραγωνική υπερεπιφάνεια Ν με αναλυτική εξίσωση

τότε

n+kJvU

n+k n

(2.2.11) nH = nH j --------- ^ -----------  < V i.....V t W ·

Σ -, 2 2 λ] Xj
1=1

όπου H j είναι το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας της Μη στη Ν 

και {Xj}, i=l,..., η ορθοκανονικό πλαίσιο εφαπτόμενο στη Μη
n+k

Α π ό δειξη . Θέτουμε f(xp ..., xn+k ) = ^ λ 1χ2- c, οπότε η δεύτερη
1=ί

θεμελιώδης μορψή Β της Ν είναι (βλ. σχέση (2.2.8))

Β ( Χ ·Χ )  =  '  . ΙΓ Γ ;  < V X (V f), X  > V f  
|v f |2

για Χ,Υ εφαπτόμενα διανύσματα στην Ν . Όμως νί=2(λ1χ 1..... λη+]ίχη+̂  ,

οπότε η προηγούμενη σχέση δίνει
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Β(Χ, X) - n+k <(\1Xx1,...,^n+kXxI1+k), Χ> (XjXj,...,
Σ \ 2 2 λίΧί

1=1

Λαμ|3άνοντας υπόψη ότι X = (Xxj,..., Xxn+k) παίρνουμε τελικά

n+k

Β(Χ, X) — n+k (λιχ ι,..., n̂+kXji+k)·
Σ λ 2  2Μ ι
1=1

Έτσι για τυχαίο ορθοκανονικό πλαίσιο {Xi}, i=l,..., η βλέπουμε πως

n+k n

2 'ΛΣ*·.ν)
^ B (X 1,X j)= - n+t (λ,Χ, '̂n+'txn-k)i
1=1 V  \2 2

1=1

Η ζητούμενη σχέση προκύπτει τώρα από την προηγούμενη και την (2.2.4).

Η επόμενη πρόταση χαρακτηρίζει τις υποπολλαπλότητες ειδικού τύπου 

στον En+k.

Πρόταση 2.2.7. Έστω Μη συνεκτική υποπολλαπλότητα του En+k και 

Η το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας. Η  Μηείναι 

λη+1, ) , αν και μόνο αν είναι:

(i) υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης του En+k, 

ή

(ΐί) υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας
n+k

Ν με αναλυτική εξίσωση f(x1(..., x ^ )  = Υ  λ ^ -  c = 0 και επιπλέον
— _  ί^Ι

ισχύει 2nH=-Vf.
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Α πόδειξη.  Έστω ότι η Μη είναι Μη(λ 1;..., X̂ +k) με ένα 

τουλάχιστον λί διάφορο του μηδενός. Από το Λήμμα 2.2.1 γνωρίζουμε, ότι η Μη 

είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας Ν
n+k

με αναλυτική εξίσωση f(xls..., \ +ί)= ^ λ ^ -  c = 0 . Επειδή η Μη είναι\=\
υποπολλαπλότητα ειδικού τύπου, ισχύει

Δχ -  ^ jXj,..., λη+1{χη+̂ ).

Αυτή η ισότητα σε συνδυασμό με την (2.2.1) και το γεγονός ότι Vf = 

2(λ1χ 1,..., δίνει 2n Η = -Vf. Το αντίστροφο είναι τετριμμένο.

Παρατήρηση 2.2.8. Σημειώνουμε, για διευκρίνηση της περίπτωσης
(ii) της Πρότασης 2.2.7, τα εξής : Οι συναρτήσεις συντεταγμένων χ 1,χ 2,χ 3, χ4

της επιφάνειας Μ του Παραδείγματος 1.1.7 ικανοποιούν τις σχέσεις 
Δ χ1= ^Xj, Δ χ 2  = ^  χ 2  και Δχ3 = Δχ4 = 0. Έτσι η Μ είναι μια επιφάνεια

ειδικού τύπου στον Ε4, δηλαδή Μ(^, ^ ,  0 > 0). Η επιφάνεια Μ είναι ελάχι-
1 2 1 2 1στης έκτασης στον κύλινδρο με εξίσωση ^ Χι + 2 χ2 = 2 · Ομοια παρατηρούμε,

ότι στο Παράδειγμα 1.1.8 η Μ είναι συμπαγής Μ (-\ > \  » Λ  , Λ) καιct ct ο ο
X 2 „ 2  χ 2 χ 2

ελάχιστης έκτασης στο ελλειψοειδές με εξίσωση - W + ^ - + -V  +~V = 1.
α  ̂ α b b

Παρατήρηση 2.2.9. Απλή συνέπεια της Πρότασης 2.2.7 είναι το

θεώρημα του Takahashi: Οι μόνες υποπολλαπλότητες Μη(λ,...,λ) του ΕΠ1με

λ * 0 είναι οι υποπολλαπλότητες ελάχιστης έκτασης υπερσφαιρών του Em 
/ημε ακτίνα .

Το κύριο αποτέλεσμα του O.J.Garay στην εργασία [21] προκύπτει 

εύκολα από την Πρόταση 2.2.7 και περιγράφεται στο παρακάτω πόρισμα.
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Πόρισμα 2.2.10. Μια συνεκτική υπερεπιφάνεια Μη του Εη+1 είναι 
Μη(λΐ5 ...,λ η+1) ,αν  και μόνο αν είναι

(ί) υπερεπιφάνεια ελάχιστης έκτασης του Εη+1,

(ii) ανοιχτό τμήμα υπερσφαίρας του Εη+1, 

ή

(iii) ανοιχτό τμήμα γενικευμένου κυλίνδρου SkxEn' k με Is k< η, όπου Sk 

είναι k -διάστατη σφαίρα κάποιας ακτίνας.

Απόδειξη. Εξετάζουμε την περίπτωση , όπου η Μη δεν είναι ανοιχτό 

τμήμα υπερεπιφάνειας ελάχιστης έκτασης. Από την Πρόταση 2.2.7 

συμπεραίνουμε , ότι η Μη είναι τμήμα της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας με 

αναλυτική εξίσωση (Παρατήρηση 2.2.2)

Επιπλέον ισχύει η σχέση 2nH =-Vf. Όμως (βλ. σχέση (2.2.10)) το 

διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η της Μη δίνεται από τη σχέση

η+1

ί(χ ι, . . . ,χη+ι) = 2 λ ίχ? - ε = 0.

η Η  =

/

1=1

( λ ^ , . . . ,  λη+1χη+1) .

/

Αυτή συνδυαζόμενη με την 2nH =-Vf δίνει



<2·2·12) - s i r —  + - ϊτ ϊ---------=■>■

(Σ^ ) 2
1=1 1=1

Από την Παρατήρηση 2.2.3 μπορούμε να δεχτούμε χωρίς βλάβη της 

γενικότητας , ότι το λη+1 δεν είναι μηδέν. Αρα έχουμε

η
2 C

1=1

Γράψουμε την (2.2.12) στη μορφή

(
η+1 η+1 η+1 η+1

1=1 1=1 1=1 ιΤι

και αντικαθιστούμε το από την παραπάνω ισότητα. Έτσι έχουμε

η+1 / η

< Σ λ·> Χ λΛ + Λ η+Γλη+ΐΧ
1=1 1=1 1=1



Έχουμε δηλαδή ένα πολυώνυμο των ανεξάρτητων μεταβλητών που

είναι εκ ταυτότητας μηδέν σε ανοιχτό υποσύνολο του Εη. Έτσι, οι συντελεστές 

του πολυωνύμου πρέπει να είναι μηδέν. Δηλαδή λί(λί - λη+1) = 0, i  = 1,..., η. 

Από αυτό συμπεραίνουμε ότι ή όλα τα i= l , . . . ,n  είναι ίσα προς το λη+1 

ή μερικά από αυτά είναι μηδέν και τα υπόλοιπα ίσα προς το λη+1. Η 

περίπτωση όλα τα λί ,i = 1,..., η να είναι μηδενικά αποκλείεται, διότι τότε η 

Μη θα ήταν υπερεπιφάνεια ελάχιστης έκτασης . Επομένως η Μη είναι τμήμα 

υπερσφαίρας στην περίπτωση που λ ^  λη+1, i = 1,..., η ή τμήμα γενικευμένου 

κυλίνδρου SkxEn' k , όταν μερικά από τα λί, i = 1,..., η είναι μηδέν και τα 

υπόλοιπα ίσα προς το λη+1. Το αντίστροφο είναι τετριμμένο.

Είμαστε τώρα σε θέση να δείξουμε τα Θεωρήματα 2.1.2 και 2.1.3.

Α πόδειξη  τον θεω ρήματος 2.1.2. Έστω ότι η Μη είναι 

Μη(λ 1;..., λη+1ί.), δηλαδή AXj = λίχ ί για κάθε i = 1,..., n+k. Τότε από τις

(2.2.2) και (2.2.3) παίρνουμε
n+k

V  λ^2 = - η <Η, χ>.
1=1

Από το Λήμμα 2.2.1 γνωρίζουμε πως η Μη είναι υποπολλαπλότητα 

ελάχιστης έκτασης της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας με αναλυτική εξίσωση

n+k

2  λ,Χ? =  C.
ι = 1

-*■ Q
Από τις δύο προηγούμενες σχέσεις βρίσκουμε ότι <Η ,χ> = - — . Άρα η

(2.2.2) γράφεται ΔΙχΙ2 = 2(c- η) και από το Λήμμα του Hopf συνάγεται ότι 

txl2 είναι σταθερό και c = η. Αντίστροφα , έστω ότι η Μη περιέχεται σε 

σφαίρα με κέντρο το Ο και είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της
n+k

τετραγωνικής υπερεπιφάνειας με εξίσωση Τ λ ^  = η. Επειδή Ixl2 ε ίν α ι
Μ

30



31

σταθερό , η (2.2.2) δίνει <Η, χ> = - 1. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 2.2.6 για την 

παραπάνω τετραγωνική υπερεπιφάνεια βρίσκουμε τη σχέση:

n+k η

Σ λ ^ χ * ) 2)
1=1 j=l

η Η = '  n+k ( λ ι χ ι , . . . ,  ^rt+lcXn+k).
, 2 2 2, Μι

Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά με χ και λαμβάνοντας υπόψη ότι <Η, χ> = - 1, 

έχουμε
n+k η

& )= ι

2>ίχί
1=1

n+k

αφού Υ  λ1χί = η. Συνεπώς ισχύει ηΗ = - ( λ ^ , . . . ,  Xn+kxn+k). Με τη βοήθεια
ι=1

της (2.2.1) βρίσκουμε Δχί = λ1χί , για κάθε i = 1,..., n+k, που δείχνει ότι 

η Μη είναι Μ11̂ , . . . ,  λ ^ ) .

Παρατήρηση 2.2.11. Είναι φανερό ότι, αν η Μη είναι συμπαγής και 

Μη(λ!,..., λη+]ί), τότε οι ιδιοτιμές λί, ΐ =1,..., n+k είναι μη αρνητικές. Αν λ~0,

τότε η αντίστοιχη συνάρτηση συντεταγμένων Xj είναι σταθερή και επομένως

η Μη βρίσκεται σε υπερεπίπεδο του En+k κάθετο στο διάνυσμα q της

κανονικής βάσης του En+k.

Απόδειξη τον θεωρήματος 2.1.3. Έστω ότι η Μη είναι συμπαγής και 

Μη(λ ρ ..., λη+2) υποπολλαπλότητα του Εη+2. Από το Θεώρημα 2.1.2 

γνωρίζουμε , ότι περιέχεται σε υπερσφαίρα Sn+1(R) με εξίσωση Υ  x2=R2 και 

είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της τετραγωνικής υπερεπιφάνειας Ν
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του Εη+2, με αναλυτική εξίσωση Y Lxi=n. Θεωρούμε τις συναρτήσεις
η+2

πεδία Vf1? Vf2 ή θα είναι γραμμικώς εξαρτημένα παντού στην Μη ή θα 

υπάρχει ένα σημείο όπου θα είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και λόγω συνέχειας 

γραμμικώς ανεξάρτητα σε ανοιχτή περιοχή U της Μη. Έστω ότι Vf1; Vf2 είναι 

παντού γραμμικώς εξαρτημένα. Από την Πρόταση 2.2.7 το διανυσματικό πεδίο 

μέσης καμπυλότητας της Μη στον Εη+2 είναι

από όπου φαίνεται ότι είναι παράλληλο προς το κάθετο της Sn+1(R) δηλαδή το 
Vf,
ι_*, . Επομένως από την (2.2.4) συμπεραίνουμε , ότι η Μη είναι υπο-lvfj I

πολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της Sn+1(R).

Υποθέτουμε τώρα, ότι τα διανυσματικά πεδία Vfj, Vf2 είναι γραμμι­

κώς ανεξάρτητα σε ένα ανοιχτό U της Μη. Ορίζουμε τότε τα διανυσματικά 

πεδία

τα οποία αποτελούν ορθοκανονική βάση του κάθετου χώρου της U στον Εη+2. 

Κατά συνέπεια το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η στο U δίνεται 

από τη σχέση

(2.2.13)
Vf

nH = (ίτΑξι)ξ1 + (ΐΓΑξ2)ξ2 ,
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όπου Αξ , Αξ  ̂ είναι οι απεικονίσεις Weingarten του U στον Εη+2 ως προς τις 

διευθύνσεις ξ2 αντίστοιχα. Με τη βοήθεια της (2.2.13) και των ιδιοτήτων των 

απεικονίσεων Weingarten εύκολα διαπιστώνουμε ότι

R

(2.2.14) ηΗ=(—■* / trA yfi trAv y  n trAyf? \ -  R2 trAVfj ~ lT trAVf

K _  U
V f i ‘ n Vf 2 Vfi - T ? f 2

■Vfj.

Επειδή όμως η Mn είναι υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της Ν , πρέπει 

λόγω της (2.2.4) το Η να είναι παράλληλο με το κάθετο της Ν, δηλαδή το Vf2. 

Έτσι ο συντελεστής του Vfj στην (2.2.14) είναι ταυτοτικά μηδέν στο U. 

Δηλαδή ισχύει

R2
(2.2.15)

trAVf1

Κ 12 v f i - r v f 2
= 0.

Στην συνέχεια υπολογίζουμε τις ποσότητες trAyf  ̂και trA y ^ . Αν Χ ν ..., 

είναι ορθοκανονικό πλαίσιο της Μη , τότε έχουμε

η

ή
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trAy ̂  = - 2n.

Για xo trAyf , λόγω της (1.1.2), έχουμε ότι

ή (σχέση (1.1.2))

trAyf2 = Δ ί 2 + <V ^(V f2), %> + <V ^ (V f2),

η

η+2

&Avf2= - 2 g λ, + Τ 3 7 ρ  <V v f,(Vf2). Vf,>

1 R

V f l-  T V f2

<V— R2-  (Vf?) , V f r ^ V f 9 >v f . - —v f. 2 1 n 22 V fr T Vf2

Αρα

(2.2.16)
n+2

1

v f r T V f 2

■ ΊΓ <VV f/Vy ·  Vf2> + ^  <V Vf2<Vf2>' Vf2>]·

Όμως
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Vf1= 2x

και

Συνεπώς

και

Vf2-  2(λ1χ1,..., λη+2χη+2).

“ 4 (λίΧί,---, λη+2ΧΙ1+2)

V yf (Vf2) -  4 (XjXj,..., λη+2χη+2).

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω στην (2.2.16) βρίσκουμε

trAVf2=
n+2

- 2 Σ * ι  + ^  +

ι
1=1

__ η ζ__

VV T Vf2

/ ^ 9  n+2 λ η+2 .
L  16R ν  ι 2 2 8R ν , 3  2̂

8η " “ Η-  2^ Xi + ^ 2 “ Ζ 1λί Χ1

Επίσης, μετά από υπολογισμό προκύπτει

η

ν ί , - τ ν ί 2
,n+2 n+2

2 2 
i

και συνεπώς

2 4 Π+2
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις στην (2.2.15) βρίσκουμε ότι στο U 

ισχύει ταυτοτικά η ισότητα

η+2 η+2

(2.2.17) ( Υ  λ·χ2 )2 + Υ qxf + d = 0 ,
ι=1 ι=Ι

όπου d, q , i = 1,..., η+2 είναι σταθερές που εξαρτώνται από τα η, R και λί , ΐ = 

1,..., η+2. Είναι φανερό , ότι δύο τουλάχιστον από τα λ̂  , i = 1,..., η+2 είναι 

διαφορετικά μεταξύ τους , αφού τα Vf, και Vf, είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
η+2

\  /

2 2Αντικαθιστώντας τα X] και χ2 στην (2.2.17) προκύπτει ένα πολυώνυμο των 

ανεξάρτητων μεταβλητών χ3,..., Χυ+2 , που είναι εκ ταυτότητας μηδέν σε 

ανοιχτό υποσύνολο του Εη. Ο συντελεστής του xf (ΐ^3) αυτού του πολυωνύμου 

είναι ο αριθμός (λΓ λ2)2(λί- λ^2. Συνεπώς πρέπει (λΓ λ2)(λί- λ ^ =  0, για ΐ = 

3,..., η+2. Τούτο σημαίνει πως καθένα από τα λ1, i = 1,..., η+2 είναι ίσο προς 

το λ1 ή το λ^.Έστω ότι p από τα λί είναι ίσα προς το λ! και τα υπόλοιπα ίσα 

προς το λ2 , όπου 1«; p <; η+1. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να 

υποθέσουμε , ότι λ 1 = ... = λρ= λ, και λρ+1 = ... = λη+2 = μ , όπου λ * μ (σε 

διαφορετική περίπτωση αλλάζουμε το σύστημα συντεταγμένων του Εη+2). Από 

τις εξισώσεις
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ρ η+2

λ 2  x? + μ Σ  X? = η
1=1 ί=ρ+1

και
ρ η+2

1:

Ρ η+2

ρ = η+1 , τότε θα έχουμε Xj = σταθερό ή xn+2 = σταθερό και η Μη είναι μια 

συνήθης υπερσφαίρα. Αν l<p<n+l, τότε η Μη είναι το γινόμενο Riemann

υποπολλαπλότητα ελάχιστης έκτασης της Sn+1(R). Το αντίστροφο του 

θεωρήματος είναι άμεσο.

Αμεση συνέπεια του Θεωρήματος 2.1.3 είναι το παρακάτω πόρισμα:

Πόρισμα 2.2.12. Οι μόνες συμπαγείς επιφάνειες ειδικού τύπου του Ε4 

είναι οι συνήθεις σφαίρες, οι επιφάνειες ελάχιστης έκτασης υπερσφαιρών του 

Ε4 και τα γινόμενα Riemann κύκλων διαφορετικών ακτίνων.

Παρατήρηση 2.2.13. Είναι φανερό, από το Θεώρημα 2.1.3, ότι οι 

συμπαγείς και συνεκτικές υποπολλαπλότητες ειδικού τύπου του Εη+2 είναι το 

πολύ 2-τύπου.

, αφού η Μη δεν είναι

2.3. Απόδειξη του θεωρήματος 2.1.4

Έστω Μη υπερεπιφάνεια του Εη+1για την οποία ισχύει

(2.3.1) Δχ = Αχ+Β,
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όπου A=(Ojp είναι ένας (η+1)χ(η+1) σταθερός πίνακας , B=(3d) ένα 

σταθερό διάνυσμα του Εη+1 και χ το διανυσματικό πεδίο θέσης. Σημαντικό 

ρόλο στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.1.4 παίζει το ακόλουθο

Λήμμα 2.3.1. Αν για μια υπερεπιφάνεια Mn (η&2) του Εη+1 ισχύει η 

σχέση Δχ = Αχ+Β, τότε τα σταθερά διανύσματα του Εη+1

Cjj -  (0,..., 0, α̂ η+1 - 0,..., 0, an+li - 0,..., 0, α^ - α^), Is i<j sn

(όπου το α^+1 - an+1j κατέχει την i-θέση και το an+li - ain+1 κατέχει την 

]-θέση) είναι εφαπτόμενα σε κάθε σημείο της Μη.

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε , ότι η Μητοπικά 

είναι γράφημα μιας λείας συνάρτησης f:U-*E , όπου U είναι ανοιχτό 

υποσύνολο του Εη. Αυτό σημαίνει, ότι η Μη τοπικά είναι το σύνολο των ση­

μείων ( x v ..., xn, f(xp ..., xn)) με (Xj,..., xn) Ε U. Επειδή το διανυσματικό πεδίο 

(- fX]..... - fx , 1) είναι κάθετο στην Μη , έχουμε

ηΗ = φ(- fΧ - fx , 1) ,λ 1 Αη

όπου Η είναι το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας της Μη και φ 

κατάλληλη λεία συνάρτηση, που ορίζεται στο U. Από την παραπάνω ισότητα 

και λόγω της (2.2.1) παίρνουμε το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων

AXj = φίχ, i = Ι,.,.,η

και

Δί = - φ.
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Λαμβάνοντας υπόψη την (2.3.1), οι παραπάνω σχέσεις γράφονται αντίστοιχα

(2.3.2) φ ^ =  2 αΛ  + αΐη+ιί + β ΐ’ ί= 1 —  n
m=l

<2 3 ·3) -Φ= 2 “ntlmxm+ “n+lntlf + Pta+l·m=l

Επίσης έχουμε

<2·3·4) Vfxj = 2  W m  + < V if + 3j ·
m=l

Παραγωγίζοντας τα μέλη της (2.3.2) ως προς Xj και της (2.3.4) ως προς jq , 

παίρνουμε αντίστοιχα

( 2 ·3 ·5 )  (F x j f x i  +  V V j  =  Ctii  +  a l n + l f Xj ’

(2·3 ·6) V x ]  + ¥ψΓ °Ji +  a jn+lfXi ·

Από την (2.3.3) βρίσκουμε

(2.3.7) φχ_ ‘ an+li* an+ln+l̂ Xj

και

( 2 ·3 ·8 ) Φχ  ̂ =  - α η+ 1ί -  a n+ln+1f x,

Αφαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (2.3.5) , (2.3.6) και αντικαθιστώντας τα 

φΧ., φχ από τις (2.3.7) και (2.3.8) αντίστοιχα, παίρνουμε

(2.3.9) (ajn+r an+lj)fx. + (an+li - α ^ ) ^  = aij - ttji, U  i<j =sn.
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Από την παραπάνω σχέση προκύπτει αμέσως το ζητούμενο , αφού το

διανυσματικό πεδίο (- fv fv , 1) είναι κάθετο στην Μη.
1 Αη

Στην συνέχεια, για λόγους συντομίας θέτουμε = an+li - ain+1 και 

γ^ = α^ - αΗ , Is i< j sn , οπότε η (2.3.9) γίνεται

(2.3.10) - Ojfx. + Ojfx. = γ^ , lsicjsn.

Κάνοντας χρήση της (2.3.10) , διαπιστώνουμε ότι

- a ^ M + a ^ kj = a ^ y , Is k<i<j sn.

Επειδή όμως = (0,..., 0, - aj, 0,..., 0, ai; 0,..., 0, γ4ρ , lsi<jsn, από την 

προηγούμενη ισότητα έχουμε

(2.3.11) -OjCy + ajC^j = a k Cy , lsk<i<jsn.

Τα διανύσματα (lsi< jsn) είναι σε πλήθος .

Συμβολίζουμε με C το σύνολο τους και με rankC τη διάσταση του υποχώρου 

που παράγεται από το C. Προφανώς ισχύει rankCs η.

Λήμμα 2.3.2. Για την βαθμίδα τον συνόλου C (rankC) ισχύει 

rankCs n-1. Επιπλέον, αν rankC<n-l , τότε ο πίνακας Α είναι συμμετρικός.

Απόδειξη. Έστω ότι ισχύει a d =  0 για κάθε i =  1,..., η. Από την (2.3.10) 

έχουμε = 0 για κάθε i, j = 1,..., η, δηλαδή ο Α είναι συμμετρικός και 

επομένως το σύνολο C περιέχει μόνο το μηδενικό διάνυσμα ήτοι rankC = 0. 

Ας υποθέσουμε τώρα πως υπάρχει k , με Is  k sn , τέτοιος ώστε ak * 0 και
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aj= ...=  ak_! = 0. Από την (2.3.11) με κατάλληλες επιλογές των δεικτών 

παίρνουμε

- α̂  Cjj-j + ttj ^  = ak Cjj, lsk<i<j<n,

- ttj cik + ak Cy = cq c ^ , l<d<k<j<n

και

- ak Cy + â  Cjk = aj cjk , l«a<j<k^n,

από όπου φαίνεται, ότι όλα τα Cy ανήκουν στον υπόχωρο που παράγεται 

από τα διανύσματα clk ,..„ ck_lk , ΰ^+1,..., c^  , τα οποία είναι σε πλήθος 

π-1 . Έτσι έχουμε rankCs n-1.

Έστω rankC<n-l. Αυτό σημαίνει, ότι οποιοδήποτε υποσύνολο του C , 

που περιέχει τουλάχιστον η-1 διανύσματα , είναι γραμμικώς εξαρτημένο. 

Έτσι τα διανύσματα c12 cln είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Από αυτό 

συνεπάγεται εύκολα ότι aj = 0. Όμοια, επειδή c12 , c23,..., c2n είνα ι 

γραμμικώς εξαρτημένα και λαμβάνοντας υπόψη ότι aj = 0 , συμπεραίνουμε 

ότι α, = 0. Έστω ότι aj = 0 για κάθε l^ icr. Τότε τα διανύσματα 

cl r ,..., cr_l r , c ^ , . . . ,  cm είναι γραμμικώς εξαρτημένα και επομένως Oj. = 0. 

Τέλος τα διανύσματα cln ,..., cn_ln είναι γραμμικώς εξαρτημένα και έτσι 

αη = 0. Συνεπώς Oin+i = an+ii i = 1,..., η+1. Από την (2.3.10) βλέπουμε

ότι a4j = α^ για όλα τα i, j = 1, ..., η , που σημαίνει ότι ο Α είναι

συμμετρικός.

Στο παρακάτω παράδειγμα φαίνεται ότι ο πίνακας Α δεν είναι 

πάντοτε συμμετρικός.

Παράδειγμα 2.3.3. Έστω Μη το υπερεπίπεδο του Εη+1 με εξίσωση 
Xj,+1 = 0. Τότε Αχ = 0 ή
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Δχ = Αχ ,

οπου

Α =

/  0  . . . 0  1 \

: °  ::
\ ο  . . . 0 1 /

Στην περίπτωση αυτή είναι

Cy = (Ο,..., Ο, Ι,Ο,.,.,Ο,-1, 0,...,0) IsKjsn,

όπου οι αριθμοί 1 και -1 κατέχουν τις ϊ και j θέσεις αντίστοιχα. Τα 

διανύσματα c12,..., cln είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, δηλαδή rankC = n-1.

Παράδειγμα 2.3.4. Έστω Μη ο κύλινδρος του Εη+1 με εξίσωση
2 2 9Χι + x n + i=  R · Εύκολα διαπιστώνουμε ότι

Δχ = Αχ ,

όπου

&
Α =

ο 0

0 0

\

χ  
R2/

Έστω y ένα άλλο σύστημα συντεταγμένων με χ = By + d όπου Β ένας 

ορθογώνιος (n+l)x(n+l) πίνακας και d ένα σταθερό διάνυσμα. Έχουμε τότε 

στο νέο σύστημα συντεταγμένων

A(By + d) = A(By + d)
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ή
Δγ = Aty + dj

με Α: = Β_1ΑΒ και dj = B_1Ad. Παρατηρούμε , ότι και ο πίνακας Aj είναι 

συμμετρικός, αφού ο Β είναι ορθογώνιος. Επίσης στην περίπτωση αυτή ισχύει 

rankC = 0.

Δίνουμε παρακάτω την απόδειξη μιας πρότασης των F.Dillen, J. Pas και 

L.Verstraelen [16] για λόγους πληρότητας:

Πρόταση 2.3.5. Εστω y(s) επίπεδη καμπύλη με παράμετρο το μήκος 

τόξου, που ικανοποιεί τη σχέση Δγ = Αγ + Β , όπου Α ένας σταθερός 2x2 

πίνακας και Β ένα σταθερό διάνυσμα. Τότε η καμπύλη γ έχει σταθερή 

καμπυλότητα και επομένως είναι τμήμα ευθείας ή κύκλου.

Απόδειξη. Θεωρούμε το πλαίσιο Serret- Frenet Τ, Ν της καμπύλης. 

Ισχύουν οι εξισώσεις Serret- Frenet

T’ = kN 

Ν' =- kT,

όπου k είναι η προσημασμένη καμπυλότητα της καμπύλης. Στην περίπτωση 
d2μας είναι Δ = - —̂ . Έτσι η Δγ = Αγ + Β γίνεται

- Τ’ = Αγ +Β

ή ισοδύναμα

(2.3.12) - kN = Αγ + Β .

Με παραγώγιση των μελών της (2.3.12) παίρνουμε

(2.3.13) AT = k ^  - k' Ν.
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(2.3.14) kAN = 3kk' Τ + (k3- k")N.

Υποθέτουμε τώρα , ότι η γ δεν έχει καμπυλότητα μηδέν στην περιοχή ενός 

σημείου της. Δουλεύοντας στην περιοχή αυτού του σημείου βρίσκουμε από τις

(2.3.13) και (2.3.14) ότι

<ΑΤ, Τ> = k2 , <ΑΤ, Ν> = - k'

<ΑΝ, Τ> = 3k', <ΑΝ, Ν> = ^(k3- k").

2k3- k"Επομένως trA = — ^— και detA = - kk" + 3(k' )2+ k4. Επειδή ο Α είναι

σταθερός πίνακας ισχύουν οι σχέσεις

(2.3.15) 2k3- k" = ck 

και

- kk" + 3(k' )2 + k4 = d ,

όπου c = trA και d = detA είναι σταθεροί αριθμοί. Αντικαθιστώντας το k"

από την πρώτη στην δεύτερη παίρνουμε τη σχέση

3(k’)2+ck2-k 4=d ,

από την οποία με παραγώγιση βρίσκουμε

6k' k" + 2ckk'- 4k3k' = 0.

Η τελευταία σχέση μαζί με την (2.3.15) συνεπάγεται

Παρόμοια από την (2.3.13) λαμβάνουμε
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Έτσι στην περιοχή του σημείου που εξετάζουμε η καμπυλότητα της καμπύλης 

είναι παντού σταθερή και συνεπώς η καμπύλη θα είναι τμήμα ευθείας ή 

κύκλου.

Μετά από τα παραπάνω αποδεικνύουμε το Θεώρημα 2.1.4.

Απόδειξη τον θεωρήματος 2.1.4. Έστω Μη υπερεπιφάνεια του 

Εη+1, για την οποία ισχύει η (2.3.1). Σύμφωνα με το Λήμμα 2.3.1 τα 

διανύσματα του συνόλου C εφάπτονται της Μη και μάλιστα ισχύει rankCsn-1

(Λήμμα 2.3.2). Για την απόδειξη διακρίνουμε δύο περιπτώσεις :

Περίπτωση I. Έστω rankC = n - 1.Τότε, σύμφωνα με το Λήμμα 2.3.1, 

υπάρχουν n-Ι σταθερά γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα του Εη+1 που 

εφάπτονται της Μη σε κάθε σημείο της. Αυτό σημαίνει πως η Μη είναι της 

μορφής γχΕη' \  όπου Εη~1 είναι ένας Ευκλείδειος υπόχωρος του Εη+1 και 

γ μια καμπύλη σε επίπεδο Ε2 κάθετο προς το Εη' ι. Έτσι το διανυσματικό 

πεδίο θέσης της Μη δίνεται από τη σχέση

n - 1
x(s, tj,..., tn_ j) = γ(8) + Y  ifa ,

i î

όπου {ξρ ξ2 ξη_!} είναι ορθοκανονική βάση του Εη"1 και s είναι το μήκος 

τόξου της καμπύλης γ. Μπορούμε να υποθέσουμε, χωρίς βλάβη της 

γενικότητας, ότι

^=(0,..., 1,0,...,0) ,

όπου ο αριθμός 1 εμφανίζεται στην (ϊ+2)- θέση. Ο Λαπλασιανός τελεστής της 

Μη έχει την έκφραση

k' k (2k2- c) = 0.
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Έτσι έχουμε Δχ = -γ" και λόγω της (2.3.1) ιοχύουν οι

η+1

(2.3.16) -Υι" = αιιΥι + αι2Υ2 + yaiiti_2 + Pi .
1:

η+1

(2.3.17) - Υ2 " = «2 ΐΥΐ + 0 2 2 Ϊ 2  + 2  + β  ’

η+1

(2.3.18) 0  =  OiiY 1 +  Oi2Y2 +  2 +  βί 2<i=sn+l .

Παραγωγίζουμε ως προς ts , i = 1,..., η- 1, τα μέλη των ισοτήτων (2.3.16),

(2.3.17), (2.3.18) και παίρνουμε

Παρατηρούμε τώρα ότι, αν |αΠ| + |a i2| *0 για κάποιο 2<i sn+Ι , τότε από 

την (2.3.18) συνάγεται, ότι η γ είναι τμήμα ευθείας και επομένως η Μη 

είναι τμήμα υπερεπιφάνειας ελάχιστης έκτασης. Εξετάζουμε την περίπτωση 

a u= ai2= 0 για κάθε ΐ = 3,..., η+1. Οι σχέσεις (2.3.16) και (2.3.17) 

γράφονται στη μορφή

α1̂ = 0, Is is n+1, 3s j sn+1.



— d2όπου Δ = - — j  είναι ο Λαπλασιανός τελεστής της καμπύλης γ. Σύμφωνα με
UJ

την Πρόταση 2.3.5 η γ είναι τμήμα κύκλου ή ευθείας και κατά συνέπεια η 

Μη είναι τμήμα υπερεπιπέδου του Εη + 1  ή τμήμα κυλίνδρου της μορφής 

S!xEn' ι. Η δεύτερη περίπτωση αποκλείεται, λόγω του παραδείγματος 2.3.4, 

αφού τότε είναι rankC = 0.

Περίπτωση II. Έστω rankC <n- 1 .0  πίνακας Α είναι συμμετρικός, λόγω 

του Λήμματος 2.3.2. Υπάρχει τότε ένας ορθογώνιος πίνακας Ρ τέτοιος , 

ώστε

(2.3.19) Ρ' 1ΑΡ = D ,

όπου D είναι ο διαγώνιος πίνακας που στην κύρια διαγώνιο του

εμφανίζονται οι ιδιοτιμές του πίνακα Α. Θεωρούμε στη συνέχεια ένα νέο

σύστημα συντεταγμένων y στον Εη + 1  που ορίζεται ως εξής:

(2.3.20) y = Ρ" *χ .

Με τη βοήθεια των σχέσεων (2.3.19) και (2.3.20) η (2.3.1) στο νέο σύστημα 

συντεταγμένων παίρνει τη μορφή

Ay=Dy + d ,

όπου d = Ρ_1Β . Μεταβάλλοντας ίσως την αρίθμηση των συντεταγμένων 

μπορούμε να υποθέσουμε ότι (συμβολίζουμε ξανά με x το σύστημα 

συντεταγμένων χάριν ευκολίας)

(2.3.21) Ax = Ax + d,
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όπου



και r είναι η βαθμίδα του πίνακα Α. Αν ιΜ), τότε η (2.3.21) γίνεται Δχ = 

d και από την (2.2.1) βρίσκουμε ότι - nH = d, το οποίο σημαίνει ότι η Μη 

έχει σταθερό κάθετο διανυσματικό πεδίο, είναι δηλαδή τμήμα υπερεπιπέδου, 

άρα Η = 0 και επομένως η Μη είναι υπερεπιφάνεια ελάχιστης έκτασης. 

Υποθέτουμε από εδώ και στο εξής ότι Ocrsn+l. Θεωρούμε νέο σύστημα

συντεταγμένων στον Εη + 1  που ορίζεται ως εξής:

diyi = xj + - y i =  1 ,.. .,Γ

και

yi =xJ,i = r+l,...,n+l.

Ως προς αυτό το σύστημα η (2.3.21) μετασχηματίζεται στην

(2.3.22) Ay = Ay + B ,
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οπου

Β =

/ ° \

0

dr+l

\ w

Έστω (y^Up..., yn+1 (Uj,..., un)) παραμέτρηση της Mn. Τότε από την

(2.2.1) και την (2.3.22) βλέπουμε , ότι το διανυσματικό πεδίο Ay + Β = 

(λ^ χ ,..., λΓγΓ, dj.+1,..., d,1+1) είναι κάθετο στην Μη. Έχουμε επομένως

« λ ,ν , , . . . ,  λ * .  dr+I,..„ d„+1) , ( ^ - ..... )> = 0, i = 1..................Π
θΐΐ; dll;

ή ισοδύναμα

r n+1
2(2.3.23) 2 ^ y f  +2 2 d jy, = c,

1=1 j= r + l  '

όπου c σταθερά. Από την τελευταία σχέση βλέπουμε, ότι η Μη είναι ανοιχτό

τμήμα τετραγωνικής υπερεπιφάνειας με εξίσωση g(y) = c, όπου g:E'>n+l
n+1

με S(y) = Υ  λ ^  +2 ^  ̂  . Από το Λήμμα 2.2.4 έχουμε
—  '  j= r + l1=]

nH = -  lAg +
|v g |2 I 2 |v g |2

< v g , v |v g |2> Vg

ή ισοδύναμα
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ηΗ =

Σ ι, 3 2 

1

\

Γ η + 1  . γ  η + 1  .

<Σ&?)+Σί Σ»*ν+Σί
ι = 1  i = r + l  1=1 i = r + l

( •̂ΐΥΐ.....^ΓΥΓ> r̂+i»···» ^η+ι)·

Επιπλέον από την (2.2.1) και την (2.3.22) λαμβάνουμε

n H = - a iy 1 , . . . ^ ryr,dr+1 ,...,dn+1).

Συνεπώς

& ΙΜι=ι

Κ *  + . Σ ί  Σ ^ + . Σ . ί 2
ι = 1  ι = γ + 1  ι = 1  i = r + l  |

V !

= - 1

ή ισοδύναμα

(2.3.24)
r η+1 . Γ γ  / Γ η+1

Σ»*ν+ ΣίΚΣ^-'Σ^Σ^Ν Σί
ι = 1  i = r + l  J ^ i  ι = 1  i ^ r + 1

=  0 ,

Θα δείξουμε ότι ( ^ + 1  =... = = 0. Έστω αντίθετα ότι κάποιος από αυτούς

τους αριθμούς είναι διαφορετικός του μηδενός. Τότε η (2.3.24) μετατρέπεται σε 

πολυώνυμο των ανεξάρτητων μεταβλητών yj,...,yr που είναι εκ ταυτότητας
4 4μηδέν σε κάποιο ανοιχτό σύνολο. Έτσι ο συντελεστής λΐ του yj (i = 1,..., γ) 

είναι μηδέν, πράγμα άτοπο. Συνεπώς η εξίσωση (2.3.23) της υπερεπιφάνειας 

γίνεται



ενώ η (2.3.24) παίρνει τη μορφή

(2.3.26)
1 = 1  1 = 1  1 = 1  1 = 1

2 2 Ν
= 0,

Είναι προφανές από την (2.3.25) ότι ,αν Γ=1,τότεη Μη είναι ανοιχτό

τμήμα υπερεπιπέδου. Ας υποθέσουμε επομένως ότι 2srsn+l. Λύνοντας την
2

(2.3.25) ως προς Υι και αντικαθιστώντας το στην (2.3.26) βρίσκουμε

λ ί ( ν ^ ) 2 y? + 2  J W V λιΚλ,-λι)γ2 γ·
2si<jsr

\=ι
λ|(λ̂  - λ̂ )(2 ολ̂  + λ̂  + λ̂  - yj + ο2 λ̂  + ολ̂  - — 0 .

F i ) # 1

Το παραπάνω πολυώνυμο είναι εκ ταυτότητας μηδέν σε ανοιχτό υποσύνολο 

του Ε1"'1. Επομένως ο συντελεστής του y\ είναι μηδέν, δηλαδή λί = λ 1 ,

i = 2,..., r . Επιπλέον c = r - 1. Έτσι, αν r = n+1, τότε η Μη είναι τμήμα 

υπερσφαίρας ακτίνας Λ ί  . Αν 2s r< η+1 , τότε η Μη είναι ανοιχτό 

τμήμα του γενικευμένου κυλίνδρου Sr' 1 (R)xEn"Γ+1, όπου Sr~ *(R) είναι η 

(γ- 1)-διάστατη σφαίρα ακτίνας R =



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 - ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΥΠΕΡΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ 

ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟΥ ΤΥΠΟΥ

3.1 Εισαγωγικά - κύρια αποτελέσματα

Μια υποπολλαπλότητα Μ της m- διάστατης σφαίρας S^R) ακτίνας 

R του χώρου Em + 1  είναι πεπερασμένου 2- τύπου (ορισμός 1.1.3) , αν το 

διανυσματικό πεδίο θέσης x ως προς κάποια αρχή δέχεται φασματική 

ανάλυση

όπου χ0  είναι σταθερό διάνυσμα του Em+1, Xp, xq είναι μη σταθερές λείες 

διανυσματικές απεικονίσεις επί της Μ με τιμές στον Em + 1  τέτοιες, ώστε 

Δ χρ = λρχ ρ , Δχς = λςχ ς και λ_ , λς είναι διαφορετικοί μεταξύ τους 

πραγματικοί αριθμοί. Αν επιπλέον η Μ είναι συμπαγής , τότε το σταθερό 

διάνυσμα χ 0  συμπίπτει με το κέντρο μάζας (centroid) της Μ στον Ευκλεί­

διο χώρο Em + 1  ([8 ], σελ. 253), δηλαδή με το σημείο Γ xdM /Γ  dM.J Μ JM

Ορισμός 3.1.1. Μια συμπαγής υποπολλαπλότητα της σφαίρας 

Sm(R) του Em + 1  καλείται συμμετρική ως προς τη μάζα (mass- 

symmetric) στην Sm(R) , αν το κέντρο μάζας της είναι το κέντρο της 

Sm(R).

Πρωταρχική επιδίωξη του παρόντος κεφαλαίου είναι η ταξινόμηση 

των 2- τύπου σφαιρικών υπερεπιφανειών. Τα μέχρι στιγμής αποτελέσματα 

προς αυτή την κατεύθυνση αναφέρονται κυρίως σε 2 - τύπου επιφάνειες της 

3- διάστατης σφαίρας S3. Συγκεκριμένα ο B.Y.Chen στην μονογραφία 

[8 , σελ. 279] απέδειξε ότι: οι μόνες συμπαγείς, συνεκτικές, 2- τύπου και 

συμμετρικές ως προς τη μάζα (mass- symmetric) επιφάνειες στην S3  είναι
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τα γινόμενα Riemann κύκλων διαφορετικών ακτινών. Ακολούθως οι 

M.Barros και Ο.J.Garay στην εργασία τους [1] απέδειξαν το ίδιο 

αποτέλεσμα χωρίς την υπόθεση ότι η επιφάνεια είναι συμμετρική ως προς τη 

μάζα στην S3, με τη βοήθεια όμως της συμπαγότητας. Τα παραπάνω 

συμπεράσματα είναι ολικού χαρακτήρα . Είναι ενδιαφέρον το πρόβλημα της 

τοπικής ταξινόμησης των 2- τύπου επιφανειών της S3  και γενικότερα των 

2 - τύπου σφαιρικών υπερεπιφανειών.

Η μελέτη του προβλήματος αυτού για την περίπτωση επιφανειών της 

S3  είναι το αντικείμενο της εργασίας [24] και δίνεται από το παρακάτω 

θεώρημα:

θεώρημα 3.1.2. Οι μόνες συνεκτικές (όχι αναγκαστικά 

συμπαγείς) 2- τύπου επιφάνειες στην 3- διάστατη σφαίρα S3 (R) είναι τα 

ανοιχτά τμήματα των γινομένων Riemann κύκλων διαφορετικών ακτίνων.

Η τοπική ταξινόμηση των 2- τύπου σφαιρικών υπερεπιφανειών 

μελετάται στην εργασία [25] και περιγράφεται από το

θεώρημα 3.1.3. Μια συνεκτική (όχι αναγκαστικά συμπαγής) 

υπερεπιφάνεια της (η+1 )- διάστατης σφαίρας Sn+1 (R) (η*2 ) είναι 2 - τύπου,

αν και μόνο αν έχει σταθερή αριθμητική καμπυλότητα , σταθερή μη 

μηδενική μέση καμπυλότητα και δεν περιέχεται σε μικρή υπερσφαίρα της 

Sn+1 (R). Επιπλέον κάθε συμπαγής 2- τύπου σφαιρική υπερεπιφάνεια είναι 

συμμετρική ως προς τη μάζα στην Sn+1 (R) .

Τέλος αποδεικνύουμε το παρακάτω συμπέρασμα , ως επακόλουθο της 

αναζήτησης 3- τύπου σφαιρικών υπερεπιφανειών :

θεώρημα 3.1.4. Δεν υπάρχουν 3- τύπου (όχι αναγκαστικά συμπαγείς) 

σφαιρικές υπερεπιφάνειες με σταθερή μέση καμπυλότητα.
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Από το Θεώρημα 3.1.2. προκύπτει , ότι η κλάση των 2- τύπου 

επιφανειών της S3  δεν είναι ευρεία σε αντίθεση με αυτή των 1- τύπου, 

αφού υπάρχει πληθώρα επιφανειών ελάχιστης έκτασης στην S3.

Το αποτέλεσμα του Θεωρήματος 3.1.3. μπορεί να θεωρηθεί και ως 

κριτήριο για τη σταθερότητα της αριθμητικής και μέσης καμπυλότητας 

σφαιρικών υπερεπιφανειών. Επισημαίνουμε , δε ότι είναι το καλύτερο δυνατό, 

δοθέντος ότι για διάσταση μεγαλύτερη του 2  υπάρχουν άφθονες σφαιρικές 

υπερεπιφάνειες με σταθερή μέση καμπυλότητα και σταθερή αριθμητική 

καμπυλότητα, μεταξύ των οποίων είναι και οι ισοπαραμετρικές, αυτές δηλαδή 

των οποίων οι κύριες καμπυλότητες είναι σταθερές.

Τέλος να παρατηρήσουμε εδώ , ότι το Θεώρημα 3.1.2 μπορεί να 

προκύψει από το Θεώρημα 3.1.3. Θεωρούμε όμως , ότι η ξεχωριστή απόδειξη 

του είναι ενδιαφέρουσα εξαιτίας της απλότητας που εμφανίζει. Έτσι, μετά από 

κάποια προκαταρκτικά στη δεύτερη παράγραφο, στην τρίτη και τέταρτη 

παράγραφο παραθέτουμε τις αποδείξεις των Θεωρημάτων 3.1.2 και 3.1.3 

αντιστοίχως και στην τελευταία παράγραφο αποδεικνύουμε το Θεώρημα 

3.1.4.

3.2. Βασικές σχέσεις για πεπερασμένου 2- τύπου και 3- τύπου 

σφαιρικές υπερεπιφάνειες

Έστω Μn προσανατολισμένη υπερεπιφάνεια της σφαίρας Sn+1 (R), 

ακτίνας R του Εη+2, εφοδιασμένη με την επαγόμενη μετρική < , > και με 

διανυσματικό πεδίο θέσης x ως προς κάποια αρχή. Με V , V και Β 

παριστάνουμε αντίστοιχα την κανονική συνοχή του Εη+2, την επαγόμενη 

συνοχή της Μη και τη δεύτερη μορφή της Μη στον Ευκλείδειο χώρο Εη+2. 

Θα συμβολίζουμε με y το διανυσματικό πεδίο θέσης της υπερεπιφάνειας Μη



ως προς το κέντρο της Sn+1 (R). Έτσι, το διανυσματικό πεδίο e = ^
R
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μαζί με το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο en + 2  της Μη στην 

Sn+1 (R) ορίζουν ορθοκανονικό πλαίσιο του κάθετου χώρου της Μη στον 

Ε . Η απεικόνιση Weingarten Α της Μη ως προς en + 2  δίνεται από 

την εξίσωση του Weingarten

ΑΧ = - Vx en + 2  .

Ισχύει επίσης η εξίσωση του Gauss ([31], κεφάλαιο V II)

ν χ Υ = ν χ Υ + Β(Χ,Υ),

όπου

(3.2.1) Β(Χ,Υ) = - i  < Χ,γ> en + 1  + <ΑΧ.Υ> en + 2

και Χ,Υ εφαπτόμενα διανυσματικά πεδία της Μη. Θα παριστάνουμε με S το 

τετράγωνο του μήκους της απεικόνισης Weingarten Α, δηλαδή S = trA2. Από 

την (3.2.1) βρίσκουμε , ότι το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η 

της Μη στον Ευκλείδειο χώρο Εη + 2  είναι

(3.2.2) Η = - -  e + —  e
'  R  n + i +  n  n+2 ·

Επιπλέον τα y, Η συνδέονται μέσω της σχέσης (βλ. π.χ. [5], σελ. 6 8 )

(3.2.3) Ay = - ηΗ .

Για περαιτέρω χρήση θα υπολογίσουμε τις Λαπλασιανές των διανυσματικών 
πεδίων en + 1  και en+2.
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^ a n trA
(3 -2 .4 )  Δ ε η+1 “ r 2 e n + l ‘ R  e n+2 ·

Από τον ορισμό του Ααπλασιανού τελεστή (σχέση (1.1.6)) έχουμε

η

Δ ε η+2 =  ( V  γ χ  X V 2  '  ’

όπου {Xi}, i = 1 , . . η είναι ορθοκανονικό πλαίσιο της Μη. Χρησιμοποιώντας 

τις εξισώσεις Gauss και Weingarten βρίσκουμε

n n η

A<W  = Α^ χ Χ « ) + Σ, ν Χ,<ΑΧι> + 2 ,  Α χ <>·

Με τη βοήθεια της (3.2.1) παίρνουμε

n η η

A e n + 2  =  2  ( V x A ) X i -  έ  Σ  < A X i ’ X i >  < A 2 X i ’ C n + 2  ·ι= 1  1 ι= 1  ι= 1

Από τις (3.2.2) και (3.2.3) , επειδή y = Ren+1 , λαμβάνουμε

η η η

Επειδή Υ  (Vx  A)Xj = gradtrA , Υ  <AXj, Xj> = trA και S = Y  <A2 Xi? Xi>, 
1 = 1  1 1 = 1  1 = 1

συνάγουμε ότι

trA(3.2.5) Aen + 2  = - en+! + Sen + 2  + gradtrA

Παρατήρηση 3.2.1. Έστω f:Mn->E μια λεία πραγματική συνάρτηση, 

ορισμένη στην Μη και ν διαφορίσιμη απεικόνιση επί της Μη με τιμές 

στον Εη + 2  . Από τον ορισμό του Ααπλασιανού τελεστή έχουμε (σχέση

( 1. 1.6))
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A (fV) =  V(v  ( f v ) . V x V v ( f v ) )
1 = )  Λ ; Λ Ι  1 ]

και λόγω των ιδιοτήτων της κανονικής συνοχής του Εη + 2  βρίσκουμε

(3·2·6) Δ(ίν) = (Δί)ν + ίΔν - 2V _,„ν
gradf ’

Λήμμα 3.2.2. Χρησιμοποιώντας τον προηγούμενο συμβολισμό ισχύει 
η σχέση

(3.2.7) ΔΗ = |  A(gradtrA) + ~  gradtrA + (- )e +
1 1 π nR ^n+l Τ

+( „ AtrA + ^  + —  s)e ,v n R2 η 'η+2

Ειδικά, αν η Μη έχει σταθερή μέση καμπυλότητα στην Sn+1(R ), τότε

(3.2.8) ΔΗ = (- Λ  - *  , rtrA trA ̂ R3 nR ^η+ι + (Κ2 + l p S ) e n+2,

και

(3.2.9) δ2Η = toA  A(gradS) + ( .S | . 2  ( S A f . (M l!  s)Cn+[ +

+( n t * + (trA ) 3  trA trA „ 2  . trA . 
VR4trA nR2 + R2 Λ + 1 Γ "  + Ί Γ Δ^η+2·
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1 1 tr A  —
Δ Η  =  * R  A e n+ 1 +  n  (A tr A ) e n+2 +  Τ  A e n+2 ’ 2 V g r a d ( ^ ) e n+2 ■

Απόδειξη. Από την (3.2.2) και λόγω της (3.2.6) έχουμε

Αντικαθιστώντας τα Aen+1, Aen + 2  από τις (3.2.4), (3.2.5) στην προηγούμενη 

σχέση και λαμβάνοντας υπόψη την εξίσωση του Weingarten καταλήγουμε στην

(3.2.7).

Αν υποθέσουμε τώρα , ότι η Μη έχει σταθερή μέση καμπυλότητα στην 

Sn+1 (R), τότε trA είναι σταθερό και η (3.2.8) προκύπτει από την (3.2.7). 

Επιπλέον από την (3.2.8) παίρνουμε, λόγω της (3.2.6), ότι

, n (trA)2 XA , 1 .  , . ΛτΑ . trΑ „ Ν 4

Δ  Η  =  r 3 '  nR  ̂ η + 1 +  ή  tr A  A S  en+2 ^  +  Ί Γ  S ) A e n+2

2V trA e η+2. g ra d (~ S ) n+z

Με αντικατάσταση των Aen+1, Aen + 2  από τις (3.2.4) , (3.2.5) και με τη 

βοήθεια της εξίσωσης Weingarten, η παραπάνω σχέση δίνει την (3.2.9).

Η παρακάτω ανάλυση είναι χρήσιμη για την απόδειξη των κυρίων

αποτελεσμάτων αυτού του κεφαλαίου.

Θεωρούμε ένα σταθερό διάνυσμα α του Εη + 2  και το συμβολισμό που

προηγήθηκε. Αναλύοντας το α , σε κάθε σημείο της Μη , σε εφαπτόμενη 

συνιστώσα ατ και σε κάθετη συνιστώσα παίρνουμε

(3.2.10) α = αχ + <α, en+1> en + 1  + <α, en+2> en+2.



Λήμμα 3.2.3. Για κάθε σταθερό διάνυσμα α του Εη + 2  ισχύουν οι 

σχέσεις

(3.2.11) ν χ ατ = <α, en+2>AX - <α, en+1>X ,

(3.2.12) grad<a, en+1> = ^

και

(3.2.13) grad<a, en+2> = - Αατ ,

όπου X εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο στην Μη .

Απόδειξη. Έστω X τυχαίο εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο της 

Μη. Από την (3.2.10) με παραγώγιση βρίσκουμε

ν χ ατ + Χ<α, en+1> en + 1  + <α, en+1> Vx en + 1  + Χ<α, en+2> en + 2  +

+ <a,en+2 >Vx en + 2 = 0
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ή λόγω των εξισώσεων Gauss και Weingarten

- <α, en+2>AX = 0.

Η τελευταία σχέση με αντικατάσταση του Β(Χ, ατ ) από την (3.2.1) 

γίνεται



ν χ α τ - £  <Χ, ν  en + 1  + <Αατ, Χ> en + 2  + Χ<α, en+1> en + 1  + \  <α, en+1> X +
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+  Χ < α ’ e n+2> e n+2 '  < α > en+2 > A X  =  ° ·

Παίρνοντας εφαπτομενικές συνιστώσες και συνιστώσες στις κατευθύνσεις 

των en+1, en + 2  αντίστοιχα , έχουμε

Χ<α, en+1> = -^ <Χ, ac >,

και

Χ<α, en+2> = - <Acl1, Χ> ,

από τις οποίες προκύπτουν οι ζητούμενες σχέσεις.

Λήμμα 3.2.4. Αν η Μη είναι 2- τύπου υπερεπιφάνεια της Sn+1 (R) 

με φασματική ανάλυση x = Xq + Xp + xq, Δχρ = λρΧρ, Δχς = Xqxq (λρ*λς), τότε 

ισχύουν οι σχέσεις

(3.2.14) 2A(gradtrA) + trAgradtrA = - λρλςατ ,

— + ίΐΓΑ) 2  _ \>+ . W R <Π ρ >(3.2.15) r 3  nR “ R n R + n <α’ en+i>’ 

και
1 * . . .  trA . trA „ ^ + . , Κ Κ(3.2.16) -  AtrA + ψ  + —  S = trA - ^  <α, en+2>,

όπου α = χ „ - b και b είναι το κέντρο της Sn+1 (R)
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Απόδειξη. Επειδή χ = b + y , η φασματική ανάλυση γράφεται ως

εξής:
y = a + xp + xq ,Δχρ = λρχρ ,Δχς = λ(1χ(1.

Από την παραπάνω σχέση καίμε τη βοήθεια της (3.2.3) βρίσκουμε

~ 2 2 -ηΗ =λρχρ + λςχς και -ηΔ Η  =λρ χρ + λς χς .

Έτσι έχουμε

ΔΗ = (λρ + λς)Η + (y - a).

Αν αντικαταστήσουμε στη σχέση αυτή τα Η , α , από τις (3.2.2) , (3.2.10) , 
και λάβουμε υπόψη ότι y = Ren+1, τότε παίρνουμε

Δ Η = -  ^ a l + ( - ^  + ^ R - ^ < a , e „ +1>)entl +

+ ( tTA - ^  <α, V 2 > ) en+2·

η οποία σε σύγκριση με την ( 3.2.7) δίνει τις ζητούμενες σχέσεις (3.2.14) ,

(3.2.15) και (3.2.16).

Λήμμα 3.2.5. Αν η Μη είναι 2- τύπον νπερεπιφάνεια της Sn+1 (R ),

τότε το διαννσματικό πεδίο gradtrA, εκεί πον δεν μηδενίζεται, είναι κύριο

διανυσματικό πεδίο (δηλαδή ιδιοδιάννσμα τον τελεστή Α ) με αντίστοιχη
3κύρια καμπνλότητα - ^ trA. Επιπλέον ισχύουν οι σχέσεις



(3.2.17)
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V q < a ’  V i > =  ^ ( t r A ) 2  +  C l

και

(3.2.18) λρλς <a, en+2> = (trA) 3  + ,

όπου Cj, C2  είναι κατάλληλες σταθερές.

Α πόδειξη. Παίρνουμε την κλίση των δύο μελών της (3.2.15) και 

βρίσκουμε

2
p- trA gradtrA = λρλς grad <α, en+1>

ή ισοδύναμα, με τη βοήθεια της (3.2.12),

(3.2.19) 2 trA gradtrA = λρλς ατ .

Από την προηγούμενη και την (3.2.14) βλέπουμε ότι

(3.2.20) AgradtrA = - 1 trAgradtrA.

Συνεπώς στα σημεία Ρ της Μη όπου (gradtrA)(P) * 0, το (gradtrA)(P)

είναι κύριο διάνυσμα με αντίστοιχη κύρια καμπυλότητα - 1 trA.
2

Η (3.2.17) είναι άμεση απόρροια της (3.2.15) με c, = - 3  - §  (λΠ + λ„) +
Κ Κ  Ρ 4

λ ρ λ ^ . Από την (3.2.19) είναι προφανές ότι 2 trA A(gradtrA) = λρλςΑατ ή

ισοδύναμα, λόγω της (3.2.20) , - 3(trA)2gradtrA = λρλςΑ α . . Αυτή σε

συνδυασμό με την (3.2.13) δίνει

3(trA)2gradtrA = λρλς grad <α, en+2> ,
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Στο επόμενο λήμμα βρίσκουμε τις εξισώσεις που πληρεί μια 

πεπερασμένου 3-τύπου υπερεπιφάνεια με σταθερή μέση καμπυλότητα.

Λήμμα 3.2.6. Αν η Μη είναι 3- τύπου υπερεπιφάνεια της

Sn+1 (R) με σταθερή μέση καμπυλότητα και φασματική ανάλυση χ =

χ0+ x j + x 2  + x3  ,Δχί = λ4χί, ί=1,2, 3, τότε ισχύουν οι σχέσεις

(3.2.21) 2trA A(gradS) = λ 1 λ2 λ3 ατ ,

n o w  Π* + 9  (trA) 2  (trA) 2  . f n (trA)2.(3.2.22) r 5 +2 r 3  + ^  S - a [ + X2 + X3)(R3+ ^  ) -

από όπου προκύπτει άμεσα η (3.2.18) για κάποια σταθερά .

και

(3.2.23) ^ t r A + ^  + ^ S  + ̂  + ^ A S ^ i  + V ^ X ^  + ^ S )

- ( I fo  + V-3 + <«■ en+2 > ·

όπου a = xc - b και b είναι το κέντρο της Sn+1 (R).

Απόδειξη. Επειδή χ = b + y , η φασματική ανάλυση γράφεται

y = a + Xj + χ2  + χ 3  , AXj = λίχ1, i =1,2,3.

Από αυτή, με τη βοήθεια της (3.2.3), βρίσκουμε
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- η Η = XjXj + λ ^  + λ3χ3 ,

2 2 2- η ΔΗ = Xj xt + λ2 X2  + λ3 χ3 ,

- η Δ2Η = λι Xj + λ2  χ2  + λ 3  χ 3

και επομενως

Γ, —*  —*  —» Λ.ιΛλΑ,τ
Δ Η = (Xj + λ2  + λ3)ΔΗ - ( λ ^  + λ ^  + ^X3)H - (y - α ) .

Θέτοντας τα ΔΗ , Η και α σε αυτή από τις (3.2.8), (3.2.2), (3.2.10) και 

επειδή y = Ren + 1  , λαμβάνουμε

Λ ^ = λ ^ α ι + ( - ( λ ι  +  λ 2  +  λ 3 ) φ + ^ )  +

1 Λ>ΐΛ*')Α»'2 \
+ ^  ( λ ^  + λ 1 λ3  + λ ^ )  - -  R + -  <α, en+1> je n + 1  +

( (λ ,  + λ2 + λ ,χ 1̂  S)- ft.Xj + λ,λ3 + «χ, en+2> ) e n+2.

Οι ζητούμενες σχέσεις (3.2.21), (3.2.22) και (3.2.23) προκύπτουν από τη σύγκριση 

της παραπάνω με την (3.2.9).

3.3. Απόδειξη του θεωρήματος 3.1.2

Έστω Μ μια προσανατολισμένη και συνεκτική επιφάνεια της σφαίρας 

S3 (R) του Ε4. Διατηρώντας τον συμβολισμό της προηγουμένης παραγράφου 

μπορούμε να δείξουμε το ακόλουθο
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Λήμμα 3.3.1. Αν η Μ είναι 2- τύπου επιφάνεια της S3 (R), τότε έχει 

σταθερή μέση καμπυλότητα στην S3 (R). Επιπλέον το διανυσματικό πεδίο 

μέσης καμπυλότητας Η της Μ στον Ε4  είναι παράλληλο στην κάθετη 

δέσμη.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι gradtrA είναι παντού μηδέν στην

Μ. Υποθέτουμε , αντίθετα, πως το σύνολο Μ0  = {PGM/ (trAgradtrA)(P>0}

είναι μη κενό και θεωρούμε ένα σημείο P0 eM 0. Υπάρχει ανοιχτή περιοχή

V του Ρ0  τέτοια ώστε V£M0. Από εδώ και στο εξής εργαζόμαστε στο V.

Γνωρίζουμε από το Λήμμα 3.2.5 , ότι το διάνυσμα gradtrA είναι κύριο

διάνυσμα του Α με αντίστοιχη κύρια καμπυλότητα - 2  trA . Συνεπώς οι
"1

κυρίες καμπυλότητες της Μ στα σημεία της περιοχής V είναι - ^  trA 

και |  trA. Στο V διαλέγουμε ορθοκανονικό πλαίσιο κυρίων διευθύνσεων 

& 2 με ei = jgradtrAI ' Συμβολίζουμε το δυϊκό πλαίσιο με ωΡ ω2  και τη 

μορφή συνοχής με ω12, όπου ω 1 2 (Χ) = e2>, για X εφαπτόμενο

διάνυσμα της Μ . Η απεικόνιση Weingarten Α , ως προς τη βάση e l 5  e^ 

έχει ως αντίστοιχο πίνακα

Α =
/ -1 trA 0

0 |  trA

Επομένως η καμπυλότητα Gauss της Μ στο V δίνεται από τη σχέση

(3.3.1) Κ. = ~ 2  f  (trA)2 .

Από την εξίσωση Codazzi ([31], Κεφ.ΥΙΙ) (V A)e2  = (V A)e, προκύπτει,
e i  e 2

οτι

5 3
2  v e j(trAe2 ) - co2 1 (e1 )Ae1 = ‘ 2  v e (trAe^ - ω 1 2 (ε2 )Αε2

I
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I  e ^ trA ^  + 4trA ω2 1 (ε 1 )ε 1 = - 4trA co1 2 (e2 )e2.

Κατά συνέπεια ισχύουν

(3.3.2) I  ej(trA) = - (trA)co1 2 (e2) , trA ω 1 2 (6 1) = 0.

Επειδή trA * 0 στο V η δεύτερη από τις παραπάνω σχέσεις δίνει

Wi2 (ej) = 0  ή Ve = 0  , το οποίο σημαίνει, ότι οι ολοκληρωτικές καμπύλες

του ex είναι γεωδαισιακές της Μ. Από την (3.3.2) λαμβάνουμε

_  5 e i(trA)(3.3.3) ωΐ2 - '  8  trA ω2·

Παίρνοντας την εξωτερική παράγωγο της (3.3.3) βρίσκουμε

S x^trA X  5 e,(trA) 
άωΐ2 8 d( trA ) Λω2 '  8  trA dt02 ·

Από τις εξισώσεις δομής της Μ έχουμε, ϋω2  = ω21Λω1, όπου λ είναι το

εξωτερικό γινόμενο (exterior product) διαφορικών μορφών . Με τη βοήθεια της 

σχέσης (3.3.3) έχουμε

5  c^trA)
2  -  " 8  trA ωι Αω2 ’

Τελικώς βρίσκουμε

και αφού e^trA) = < gradtrA> = 0, έχουμε

, 5  e^e^trA)) 65 /ej(trA) ν,ν 
dl°i2 = {- 8  ~ Ι Ϊ Α  + 64 v t r A  ) Γ ι Λω2·
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Συνεπώς , με τη βοήθεια της εξίσωσης του Gauss

do)12 = - Κω1Λω2

παίρνουμε

K _ 5 e_i(e_i(trA)) 65 , ^ ( t rA )^  
{ό'όΑ) 8  trA 64 \ trA  / '

Έστω y(s) η ολοκληρωτική καμπύλη του ej με γ(0) = Ρ0. Θέτοντας h(s) = 

trA(y(s)) και συγκρίνοντας την (3.3.1) με την (3.3.4) έχουμε κατά μήκος της 

Y(s) τη διαφορική εξίσωση

(3.3.5) hh"--^(h ’ ) 2  = - 6 h4  + i h 2,
δ 5R“

όπου ο τόνος δηλώνει την παράγωγο ως προς s, δηλαδή h' (s) = ej(trA(Y(s))).
34 οΕπιπλέον, επειδή S = ^-(trA) , η σχέση (3.2.16) του Λήμματος 3.2.4 γίνεται 

^AtrA + ^ y  (trA) 3  = trA- ^ < a , e 4>

ή , λόγω της (3.2.18),

(3.3.6) AtrA = - y  (trA) 3  + (λρ + λς - ^  )trA - c2-

Από τον ορισμό του Λαπλασιανού τελεστή (σχέση (1.1.3))

2

AtrA = J  ((V e^trA ) - e^drA )) 
ι= 1  i



και τις σχέσεις V ej = Ο, e2 (trA) = Ο, έχουμε
ei

ΔϊγΑ = co^e^e^trA) - eje^trA).

Με τη βοήθεια της (3.3.3) η τελευταία σχέση γίνεται

5  (e,(trA ) ) 2

(3.3.7) ΔϊγΑ = g ‘tfA - e^ itrA ).

Περιορίζοντας την (3.3.6) κατά μήκος της καμπύλης γ(8 ) και λαμβάνοντας 

υπόψη την (3.3.7), έχουμε

(3.3.8) - hh" + 1 (h' ) 2  = - y  h4  + (λρ + λς - ^ 2  )h2  - ^h.

Με πρόσθεση κατά μέλη των (3.3.5) και (3.3.8) βρίσκουμε

<h' ) 2  = ^ h 4 - Op- α , -  ^ 2 )h2 +c,h.

Η (3.3.5) με ολοκλήρωση δίνει

(h') 2 = ch13'4 - 16h'l - ^ | ? h2 ,

όπου c κατάλληλη σταθερά . Τελικώς από τις δύο προηγούμενες σχέσεις 

βρίσκουμε, ότι

68

chi3/4 = h4 + ( ^ _ y h2 ^
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Τούτο οδηγεί στο συμπέρασμα, ότι η συνάρτηση h(s) είναι σταθερή. Δηλαδή 
κατά μήκος της γ έχουμε gradtrA = 0 , πράγμα άτοπο . Αρα το Μ0  είναι το

κενό σύνολο και κατά συνέπεια η συνάρτηση trA είναι σταθερή στη Μ και

μάλιστα μη μηδενική, αφού σε αντίθετη περίπτωση , σύμφωνα με το θεώρημα 
του Takahashi , η Μ θα ήταν 1 - τύπου. Επιπρόσθετα τα e3  , e4  είναι

παράλληλα στην κάθετη δέσμη της Μ. Έτσι από την (3.2.2) καταλήγουμε στο 

συμπέρασμα , ότι η Μ έχει διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας Η 

στον Ε4  παράλληλο στην κάθετη δέσμη.

Αποδεικνύουμε τώρα το Θεώρημα 3.1.2.

Απόδειξη τον Θεωρήματος 3.1.2. Έστω ότι η Μ είναι 2- τύπου

επιφάνεια στην S3 (R). Σύμφωνα με το Λήμμα 3.3.1, το trA είναι σταθερό

και διάφορο του μηδενός. Από τις (3.2.18) και (3.2.16) συμπεραίνουμε, ότι το

S είναι σταθερό και επειδή η καμπυλότητα Gauss Κ δίνεται από τη σχέση

2K = (trA) - S + = ^ , ([5], σελ.55 ) η Μ έχει σταθερή καμπυλότητα Gauss και 
Κ

διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας στον Ε4  παράλληλο στην κάθετη 

δέσμη. Σύμφωνα με ένα αποτέλεσμα των Β.Υ.Chen και G.D.Ludden ([4], σελ. 

167) ή του D.A.Hoffman ([29], σελ. 168) η Μ είναι ανοιχτό τμήμα 2- 

διάστατης σφαίρας ή ανοιχτό τμήμα γινομένου Riemann δύο κύκλων. Επειδή 

όμως οι σφαίρες και τα γινόμενα Riemann κύκλων της ίδιας ακτίνας είναι 

υποπολλαπλότητες πεπερασμένου 1 - τύπου, οδηγούμαστε στο συμπέρασμα, ότι η 

Μ είναι τμήμα γινομένου Riemann κύκλων διαφορετικών ακτίνων.

Άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 3.1.2 είναι τα εξής πορίσματα:

Πόρισμα 3.3.2. Οι μόνες 2- τύπου πλήρεις σφαιρικές επιφάνειες 

του Ε4  είναι τα γινόμενα Riemann κύκλων διαφορετικών ακτίνων.
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Πόρισμα 3.3.3. Οι μόνες πεπερασμένου τύπον σννεκτικές σφαιρικές 

επιφάνειες τον Ε4  πον είναι το πολύ 2 -τύπον είναι:

(ΐ) τα ανοιχτά τμήματα συνήθων 2- διάστατων σφαιρών,

(ίί)οι επιφάνειες ελάχιστης έκτασης 3-διάστατων σφαιρών, 

και

(iii) τα ανοιχτά τμήματα των γινομένων Riemann κύκλων διαφορετικώ ν  

ακτίνων.

Απόδειξη. Έστω ότι η επιφάνεια Μ της 3- διάστατης σφαίρας S3 (R), 

κέντρου b, είναι πεπερασμένου τύπου και μάλιστα το πολύ 2- τύπου. Αν η Μ 

είναι πεπερασμένου 1 - τύπου , τότε από τη φασματική ανάλυση χ = χ 0  + Χρ 

έχουμε ότι Δ(χ - χ0) = λρ(χ - χ0). Από το θεώρημα του Takahashi συνάγουμε , 

ότι η Μ είναι επιφάνεια ελάχιστης έκτασης σε μια σφαίρα κέντρου χ0. 

Επειδή όμως είναι και επιφάνεια της S3 (R) συμπεραίνουμε , ότι θα είναι 

μια μικρή σφαίρα (b * χ 0) της S3 (R) ή επιφάνεια ελάχιστης έκτασης 

(b = x0) της S3 (R). Τέλος , αν η Μ είναι πεπερασμένου 2- τύπου, τότε το 

συμπέρασμα προκύπτει από το Θεώρημα 3.1.2.

3.4. Απόδειξη του θεωρήματος 3.1.3

Έστω Μη 2- τύπου υπερεπιφάνεια της Sn+1 (R) με φασματική 

ανάλυση

X — Χ0  + Χρ + Χς , ΔΧρ — λρΧρ , AXq — ληΧ̂  , λρ < λς .

Ισοδύναμα έχουμε

y = a + xp + xq, ΔΧρ = λρΧρ , Δ χ ^ λ ^ ,
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όπου a = x0-b  και b το κέντρο της Sn+1 (R). Θεωρούμε το σύνολο Μ0  = 

{PEMn / (trAgradtrA)(P) = 0 } και το συμπλήρωμα του στη Μη το = Μ - 

Μ0. Στόχος είναι να δείξουμε , ότι η Μη έχει σταθερή μέση καμπυλότητα 

στην Sn+1 (R). Ισοδύναμα θα δείξουμε , ότι το σύνολο Mj είναι το κενό 

σύνολο.

Υποθέτουμε , ότι το Mj δεν είναι κενό και θεωρούμε μια ανοιχτή 

συνεκτική συνιστώσα του V. Στο V ορίζουμε το διαφορίσιμο διανυσματικό 

πεδίο e^gradtrA/ IgradtrAI, το οποίο βάσει του Λήμματος 3.2.5 είναι κύριο 

διανυσματικό πεδίο με αντίστοιχη κύρια καμπυλότητα kj=- |  trA. Θεωρούμε 

ακολούθως διαφορίσιμα διανυσματικά πεδία e2,..., en στο V (ίσως σε ένα 

ανοιχτό υποσύνολο του V, βλ. [36]) τέτοια, ώστε το πλαίσιο els e2,..., να 

είναι ορθοκανονικό πλαίσιο κυρίων διευθύνσεων της Μη, με αντίστοιχες κύριες 

καμπυλότητες kj,..., k ,̂ δηλαδή Ae} = k ^ , i =1,..., η. Οι παρακάτω ισότητες 

είναι προφανείς

Οι μορφές συνοχής του πλαισίου e1;..., en είναι οι 1 - μορφές που 

ορίζονται ως εξής:

η

(3.4.1)

η

(3.4.2)

ω^(Χ) = <Vx e,,ej> , i, j = 1..... η,

όπου X είναι διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο εφαπτόμενο στην Μη.



Λήμμα 3.4.1. Οι ολοκληρωτικές καμπύλες του ej στο V είναι

γεωδαισιακές της Μη, δηλαδή ισχύει V e, = Ο στο V.
e i  1

Απόδειξη. Παραγωγίζουμε την (3.2.19) ως προς τυχαίο διαφορίσιμο 

διανυσματικό πεδίο X εφαπτόμενο στην Μη και παίρνουμε

2X(trA)gradtrA + 2trA Vx gradtrA = LAq ν χ α τ .

Αν λάβουμε υπόψη την (3.2.11) και την ισότητα gradtrA = IgradtrAle λ η 

προηγούμενη σχέση γίνεται

(3.4.3) 2X(trA)lgradtrAle1 + 2(trA)X(lgradtrAI)e1 + 2 trA IgradtrAIV^ej =

0 στο V.

Λήμμα 3.4.2. Χρησιμοποιώντας τον προηγούμενο συμβολισμό , 

ισχύουν στην περιοχή V οι ακόλουθες σχέσεις:

(3.4.4) 2trAlgradtrAlo) H(et) = ^λρλ(} <α, en+2> - ^  <α, en+1>

ο
(3.4.5) λρλς<α, en+2>S = - 5 trA IgradtrAI2  - ^ (ίΓΑ)2λρλς<α, en+2> +
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Απόδειξη. Έστω X εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο της Μη κάθετο 

στο e1; Προφανώς X(trA) = 0 , οπότε η (3.4.3) γίνεται

2(trA)X(lgradtrAI)e1 + 2 trA IgradtrA IV ^ =

W < a ’ e n+2> A X  '  R  < « ·  e n+ l > X )·

Επειδή το X είναι κάθετο στο ε ΐ 5 το ej είναι ιδιοδιάνυσμα του Α και ο Α 

είναι αυτοπροσηρτημένος, συμπεραίνουμε ότι το <α, en+2>AX - “  <α, en+1>X 

είναι κάθετο στο ep οπότε από την παραπάνω σχέση παίρνουμε

X(lgradtrAI) = 0

και συνεπώς
2 trA lgradtrAIVx e1 = λρλς(<α, en+2>AX - <α, en+1 >X).

Ειδικά για X = q , ί>1, έχουμε

2 trA lgradtrAIVe ej = λρλς(<α, en+2 >ki - γ  <α, εη+1>)^ ,

από όπου προκύπτει η (3.4.4).

Από την εξίσωση του Codazzi ([31], Κεφάλαιο VII) (V A)e: = (V A)e=,
ei ej

και επειδή Aej = k ^ , παίρνουμε

από όπου προκύπτει e^kp = ( 1 k^to^e^ , για i * j . Ειδικά

e^lq) = (kr  kjjcou^), i *1



Απόχην (3.4.4) και με τη βοήθεια της προηγούμενης σχέσης βρίσκουμε

2 trA (gradtrAtejOCj) = λρλς<α, en+2> k^kj- kt) - λρλς<α, en+1> (kr  kj), i > l .

Άρα
n n

2 trA IgradtrAI k j) = - λρλς<α, en+2> ̂  kf +
1 = 2  1 = 2

n

^p^q(~ ο ^A  <a, en+2> + <ct, £n+i>) ^  kj + 3 2 r  trA λρλ  ̂<a, £n+]> ·
i= 2

H (3.4.5) προκύπτει άμεσα από την προηγούμενη σχέση χρησιμοποιώντας τις

(3.4.1) και (3.4.2).

Λήμμα 3.4.3. Αν η Μη είναι 2- τύπου υπερεπιφάνεια της Sn+1 (R)

με φασματική ανάλυση x = χ 0  + xp + xq , τότε έχει σταθερή μη μηδενική μέση

καμπυλότητα στην Sn+1 (R) και επιπλέον το χ 0  είναι το κέντρο της

σφαίρας Sn+1 (R).

Απόδειξη. Έστω b το κέντρο της σφαίρας Sn+1 (R). Θεωρούμε τη

φασματική ανάλυση y = a + xp+x q ως προς το κέντρο της Sn+1 (R),

όπου a = χ0- b. Είναι προφανές από την (3.2.15) ότι, αν λρλ^αΙ = 0 , τότε trA

είναι σταθερό στην Μη. Στη συνέχεια υποθέτουμε, ότι το δεν είναι κενό

και εργαζόμαστε σε ανοιχτή καί συνεκτική συνιστώσα V του Mj. Προφανώς,

επειδή e^trA) = 0 για ϊ>1 και V = 0 (Λήμμα 3.4.1), ισχύει (σχέση
ei



Με τη βοήθεια των (3.4.4), (3.4.1) και επειδή e^trA) = IgradtrAI, η παραπάνω 

σχέση γράφεται

5 n 1
(3.4.6) AtrA = - e^O rA ) -  ̂λρλς <α, ^ +2> + 2RttA W  <α’ en+i>-

Θεωρούμε τώρα μια ολοκληρωτική καμπύλη γ(8 ) του ej και τη συνάρτηση 

h(s) = trAMs)). Με τη βοήθεια των (3.2.17) , (3.2.18) , (3.4.5) και (3.4.6) η 

εξίσωση (3.2.16) περιοριζόμενη κατά μήκος της καμπύλης γ(β) γράφεται

' h" + ίϊ3^  ( ' 5 h ( h ' ) 2  ' 2 h 2 ( h 3  + c2) + ( R + ci)h) = 4 ( h 3  + c2)

A
n - l j i  , , ,,  ̂ η „
2 Rh(R +ci> + < W  " i? ·)» '

όπου ο τόνος δηλώνει τη παράγωγο ως προς s , δηλαδή h' (s) = e^trA ^s))). 

Ισοδύναμα έχουμε

(3.4.7) - hh"- (h’ ) 2  = | h 4  + (Xp + Xq- ^ - ) h 2  +

Co (n- l)c, 3 n + 2  h3  ,tr
4 2R ' 2R h3  + C2(R +Cl)‘

Από την (3.2.10) είναι προφανές, ότι



. 2  _ , „ | 2
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Κ |ζ + <α, en+1> + <α, en+2>z = ΙαΗ

ή ισοδυνάμως, λόγω των (3.2.17), (3.2.18) και (3.2.19),

4(trA)2 lgradtrAI2  + (trA) 2  + Cj) 2  + ((trA) 3  + ĉ ) 2  = λ^ ΙαΙ2.

Αν κι αυτή την περιορίσουμε κατά μήκος της καμπύλης γ(5 ), τότε λαμβάνουμε

(3.4.8) (h’ ) 2  = - | h 4 - ^ j h 2 - f h -  ^  + ̂ ( > 4 > 4 ta|2 -Cl-C2)·

Παραγωγίζοντας την (3.4.8) βρίσκουμε

(3.4.9) hh” + (h' ) 2  = - | h 4 - ^ f h2 - ^ h -  ^

Με πρόσθεση κατά μέλη των (3.4.7) και (3.4.9) παίρνουμε

χ2  u4  Λ 3η , ,  «2 . ncj 3η + 2 h3  .h2

h3  + C2  ( 5  “  h + (λΡ + \ ' 2R2  } 2 h '  2R '  2R h3  + (^ VR + Cj) ’

καίμε αντικατάσταση του (h' ) 2  από την (3.4.8) καταλήγουμε στην

/  Λ ΐ.^ \ ί  l u 4  1 ΐ .? ^ 2 .  C1 . 1 2 2 , ,2 2 2ν. \
(C2  - 4h' )f - ^ h - λ h ο 2R Ah2  qlCtl '  ci ‘ ^  -

\

(h3  + c^h*  + (λρ + λ, - ^  )h2  - 1  h - " I ) - ^ ± 2  h3 ( f  + c )

Μετά από πράξεις τελικά έχουμε κατά μήκος της γ©  τη σχέση
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/λ . ι 3η+2 ^ L 7  ^  ι. 6  (2n+3)c1 λ  ̂ gn. \ ] Λ
Q ’ )h ' 4 h ' R h + ^  + ^ ' 4r2 )c2h +

+(4 ^ la l 2 - q - c ^ ) h 3- h2  - ^  ( l ^ la l 2  - c, - 4 ) = 0 .

Επειδή η h(s) είναι μη σταθερή συνάρτηση του s , από τη τελευταία σχέση
3π+2

συμπεραίνουμε ότι Cj = % = Ο , λρ + λς = και λρλςΙαΙ = 0  , το οποίο

οδηγεί σε αντίφαση , όπως σημειώσαμε στην αρχή της απόδειξης. Άρα το Mt

είναι κενό και επομένως η συνάρτηση trA είναι σταθερή και μη μηδενική,

αφού η Μη είναι 2 -τύπου.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι το χ 0  είναι το κέντρο της σφαίρας. Αρκεί να

δείξουμε , ότι a  = χ 0  - b = 0. Ας υποθέσουμε ότι λρλς * 0 . Τότε από την

(3.2.17), επειδή trA είναι σταθερό , βρίσκουμε <y, α> = σταθερό. Αν α * 0,

αυτό σημαίνει ότι η Μη είναι τομή της Sn+1 (R) με υπερεπίπεδο του Εη + 2

κάθετο στο α, δηλαδή είναι τμήμα μικρής υπερσφαίρας της 8 η+1̂ ) κ α ι ω ς

εκ τούτου είναι 1-τύπου. Αυτό είναι άτοπο, άρα α = 0 . Ας υποθέσουμε τώρα

ότι λρ= 0 και λς * 0. Από τις (3.2.15) , (3.2.16) βρίσκουμε αντίστοιχα, αφού
2

trA είναι σταθερό, (trA) 2  = ηλ„ - ~ ΐ και S = λ- - —j . Σε αυτιΊ W  περίπτωση
Η Κ '■· R

Λ
ισχύει (trA) = nS , που δηλώνει ότι η Μη είναι ολικά ομφαλική 

υπερεπιφάνεια της Sn+1 (R) , δηλαδή είναι τμήμα μικρής υπερσφαίρας της 

Sn+1 (R) και έτσι η Μη είναι 1-τύπου, πράγμα άτοπο.

Μπορούμε τώρα να δείξουμε το κεντρικό αποτέλεσμα αυτής της 

παραγράφου.

Απόδειξη τον θεωρήματος 3.1.3. Έστω ότι η Μη είναι 2- τύπου 

υπερεπιφάνεια της Sn+1 (R). Από την εξίσωση (3.2.16) με τη βοήθεια της (3.2.18) 

οδηγούμαστε στο συμπέρασμα , ότι το S είναι επίσης σταθερό στην Μη. Όμως 

από την εξίσωση του Gauss η αριθμητική καμπυλότητα τ της Μη δίνεται



από την ισότητα τ = (trA) 2  - S + - ^  ^  ([5], σελ. 55), από όπου συμπεραίνουμε, 

ότι και η αριθμητική καμπυλότητα είναι σταθερή.

Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι η Μη έχει σταθερή αριθμητική 

καμπυλότητα, σταθερή μη μηδενική μέση καμπυλότητα στην Sn+1 (R) και δεν 

είναι τμήμα μικρής υπερσφαίρας της Sn+ 1 (R) , δηλαδή έχουμε 

nS > (trA)2. Θεωρούμε τη λύση λρ, λς του συστήματος

K +K = ^ } + s *

λρλ^ 2  = nS - (trA)2.

Προφανώς λρ * λς , αφού trA είναι μη μηδενική σταθερά. Θεωρούμε τα 

διανυσματικά πεδία

*ρ =  - R >en+l + trA  en+2) ’

xq = ((- ψ  + R )en+l * trA ^+ 2 ) ·
,vq μ

Είναι φανερό ότι xp + xq = Ren + 1  = y. Ισχυριζόμαστε ότι κανένα από τα xp , 

xq δεν είναι σταθερό στην Μη. Πράγματι, χρησιμοποιώντας την εξίσωση 

Weingarten παίρνουμε
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για X εφαπτόμενο διάνυσμα στην Μη. Έτσι, το Xp είναι σταθερό , αν και μόνο 

αν η Μη είναι ολικά ομφαλική στην Sn+1 (R). Αυτό είναι αντίφαση, αφού η Μη 

σε αυτή την περίπτωση είναι ανοιχτό τμήμα μικρής υπερσφαίρας. Επιπλέον

qR - R ) R - (trA)AX)
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ΔΧρ = — γ —  ( a qR - 1  )Δ ε η+1 + (trA)Aen+2) ,
1  l '  1

ή, ισοδυνάμως, με τη βοήθεια των (3.2.4.) και (3.2.5)

2 2

^  = λ ^ ” ( ( R ^  '  R 3 ■ ^  )Cn+1 + (_ (trA )X Q + R 2 trA  + (t rA )S) e n+2) ■

Όμως από την επιλογή των λρ,λς έχουμε

η2  , (trA) 2  η - , π , .
r 3  R “ R ^P  + V  ' Κλρλς

και

ρ  trA + (trA)S = (λρ + λς) trA ,

οπότε Δχρ = λρΧρ. Όμοια Δχς = λςχ(} και επομένως η Μη είναι 2- τύπου.

Τέλος ας υποθέσουμε ότι η Μη είναι συμπαγής 2- τύπου υπερε- 

πιφάνεια της Sn+1 (R). Από το Λήμμα 3.4.3 έχουμε α = 0 , δηλαδή x0  = b, 

όπου b είναι το κέντρο της Sn+1 (R). Όμως το χ0  είναι το κέντρο μάζας της 

Μη και επομένως η Μη είναι συμμετρική ως προς τη μάζα στην Sn+1 (R).

Τελειώνουμε αυτή τη παράγραφο με την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 3.4.4. Αν η Μη είναι 2- τύπου υπερεπιφάνεια της Sn+1 (R)

με φασματική ανάλυση χ = χ 0  + Xp + xq , ΔΧρ = λρχ ρ , Δχς = λςχ ς και

λρ < λς , τότε τα Χρ , xq είναι σε κάθε σημείο της Μη κάθετα , του ίδιου

σταθερού μήκους και επιπλέον \ < ^ 2  καί ^α> ίΤ2  *Κ  ̂ R



Απόδειξη. Λόγω του Λήμματος 3.4.3 η φασματική ανάλυση της Μη 

ως προς το κέντρο της Sn+1 (R) είναι

y — Xp + Xq , ΔΧρ — λρΧρ , AXq — λqXq με λρ < λq.

Είναι προφανές, λόγω της (3.2.3), ότι

ΔΧρ + Δχς = - ηΗ

ή ισοδύναμα με τη βοήθεια της (3.2.2)

λρΧρ + λqXq — pj en + 1  - trA en+2.

Από αυτή τη σχέση και την xp + xq = Ren + 1  βρίσκουμε

(3.4.10) Χρ=— —-  ί(λςΚ- ^ ) e n + 1  + trA en+2\ ,
ΐ  V

και

(3-4.11) xq = τ - ^ γ "  ((- X„R + §  )en + 1  - trA ent2) .

Επιπλέον , αφού α = 0 , η (3.2.15) γράφεται

2

(3.4.12) (trA) 2  = η(λρ + λς) - λpλqR2  - ^  = (- λpR + ^  ) ^ qR - | ) .

Κάνοντας χρήση της (3.4.12), από τις (3.4.10) και (3.4.11) βλέπουμε 

ότι <Xp, Xq> = 0  και
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από όπου προκύπτει το συμπέρασμα.

Παρατήρηση 3.4.5. Αν η Μη είναι συμπαγής, η πρώτη ανισότητα της 

Πρότασης 3.4.4 αποδείχθηκε από τον B.Y.Chen στην εργασία [10] και η 

δεύτερη ανισότητα της Πρότασης 3.4.4 αποδείχθηκε στην μονογραφία [8 , σελ. 

307].

Παρατήρηση 3.4.6. Παράλληλα με τα αποτελέσματα της εργασίας 

[25] ο Y.Nagatomo στην εργασία του [32] απέδειξε πολύ ειδικές περιπτώσεις 

του Θεωρήματος 3.1.3.

3.5. Πεπερασμένου 3- τύπου σφαιρικές υπερεπιφάνειες

Σε αυτή την παράγραφο θα προβούμε αμέσως στην απόδειξη του 

Θεωρήματος 3.1.4, αφού πρώτα αναφέρουμε ότι αυτό το αποτέλεσμα 

αποδείχθηκε παράλληλα από τους B.Y.Chen και S.J.Li στην εργασία [13]. 

Επίσης να σημειώσουμε , ότι η μέση καμπυλότητα είναι μη μηδενική , αφού σε 

αντίθετη περίπτωση , σύμφωνα με το Θεώρημα του Takahashi, η υπερεπιφάνεια 

θα ήταν 1 - τύπου.

Απόδειξη τον θεωρήματος 3.1.4. Έστω ότι η Μη είναι 3- τύπου 

υπερεπιφάνεια της Sn+1 (R) με σταθερή μη μηδενική μέση καμπυλότητα στην
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Sn+1 (R) και φασματική ανάλυση αυτή του Λήμματος 3.2.6. Αν α = 0,τότε 

από την (3.2.22) βλέπουμε , ότι και το S είναι σταθερό, άρα από την εξίσωση 

του Gauss ([5], σελ.55 ) η Μη θα είχε και σταθερή αριθμητική καμπυλότητα 

και επομένως σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1.3 η Μη θα ήταν 2 -τύπου ή 

τμήμα μικρής υπερσφαίρας, δηλαδή 1- τύπου, πράγμα άτοπο. Συνεπώς α * 0. 

Παίρνοντας την κλίση των δύο μελών της (3.2.22), επειδή trA είναι σταθερό, 

βρίσκουμε

ή, ισοδύναμα, με τη βοήθεια της (3.2.12)

(3.5.1) - (trA)2gradS = λ 1 λ2 λ3 ατ .

Συνδυάζοντας την προηγούμενη με την (3.2.21) βρίσκουμε

(3.5.2) AgradS = - gradS .

Ξανά από την (3.2.22), επειδή trA είναι σταθερό , παίρνουμε

ή, λόγω της (3.2.4),

- (trA)aAS = ^  λ ^ λ ^ α ,  en+1> - λ 1 λ2 λ3ίΓΑ <α, en+2> .

Από αυτή τη σχέση κάνοντας χρήση των (3.2.12) και (3.2.13) καταλήγουμε 

στην
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- (trA)2gradAS = ^  λ 1 λ2 λ3 ατ + λ1 λ2 λ3 (ΐΓΑ)ΑαΙ

ή, ισοδύναμα, με χρήση των (3.5.1) και (3.5.2),

(3.5.3) gradAS = (=V - SgradS .\Κ£ ί- )

Όμοια από την (3.2.23), λόγω της (3.2.13), παίρνουμε την 

Χ- ψ  gradAS + gradS + 2 lĴ  SgradS = (λ j + ^  + λ3) ^  gradS - Αα,,

η οποία , αν λάβουμε υπόψη μας τις (3.5.1) και (3.5.2), γράφεται

2

gradAS = ( - ρ - 2 5  + λ1 + λ2  + λ3- ^ ^ jg r a d S  .

Συγκρίνοντας την παραπάνω με την (3.5.3) έχουμε

(- ^  - 2S + λ 1 + λ2  + λ3)gradS = 0

ή ακόμη (- + λ! + + X3)S - S2  = σταθερό το οποίο τελικώς σημαίνει, ότι

το S είναι σταθερό. Έτσι από την εξίσωση του Gauss ([5], σελ. 55) και επειδή 

trA είναι σταθερό , η Μ η έχει και σταθερή αριθμητική καμπυλότητα, οπότε 

σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1.3 θα είναι 2- τύπου ή τμήμα μικρής 

υπερσφαίρας, δηλαδή 1 - τύπου, πράγμα άτοπο.



ΣΤΟΝ ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΟ ΧΩΡΟ

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 - ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟΥ ΤΥΠΟΥ ΥΠΕΡ ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ

4.1. Εισαγωγικά - κύρια αποτελέσματα
-%

Από ότι φαίνεται το πρόβλημα της ταξινόμησης των πεπερασμένου τύπου 

υπερεπιφανειών είναι δυσκολότερο στην περίπτωση του Ευκλειδείου χώρου 

παρά για υπερεπιφάνειες της σφαίρας. Έτσι ενώ για πεπερασμένου 2 - τύπου 

υπερεπιψάνειες της σφαίρας γνωρίζουμε , ότι έχουν σταθερή μη μηδενική μέση 

καμπυλότητα και σταθερή αριθμητική καμπυλότητα , για υπερεπιφάνειες 2 - 

τύπου του Ευκλειδείου χώρου δεν γνωρίζουμε τίποτα, εκτός αν θεωρήσουμε 

κάποιες συνθήκες. Επίσης για 3- τύπου υπερεπιφάνειες της σφαίρας 

γνωρίζουμε από το Θεώρημα 3.1.4 , ότι δεν έχουν σταθερή μέση 

καμπυλότητα.

Στην κατεύθυνση επίλυσης ανάλογων προβλημάτων για την περίπτωση 

υπερεπιφανειών του Ευκλειδείου χώρου θα εργαστούμε σε αυτό το 

κεφάλαιο.

Στον Ε 3  υπάρχει μια πληθώρα επιφανειών με σταθερή μέση 

καμπυλότητα ([30]) , μεταξύ των οποίων υπάρχει πληθώρα από επιφάνειες εκ 

περιστροφής , γνωστές ως επιφάνειες του Delaunay ([14],[18]).

Ο πρώτος στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να απαντήσουμε στο 

ερώτημα:

"Ποιές επιφάνειες του Ε3 με σταθερή μέση

καμπυλότητα είναι πεπερασμένου τύπου;"
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Τα πρώτα αποτελέσματα επίλυσης αυτού του προβλήματος και συνάμα 

ταξινόμησης πεπερασμένου τύπου επιφανειών στον Ε3  περιέχονται στην 

εργασία [28] και περιγράφονται από τα παρακάτω θεωρήματα:

θεώρημα 4.1.1. Λεν υπάρχουν 3- τύπου (όχι αναγκαστικά  

συμπαγείς) επιφάνειες του Ευκλειδείου χώρου Ε 3  με σταθερή μέση 

καμπυλότητα.

θεώρημα 4.1.2. Αν ^ Μ είναι πεπερασμένου τύπου εκ περι­

στροφής επιφάνεια στον Ε3  με σταθερή μέση καμπυλότητα, τότε η Μ 

είναι ανοιχτό τμήμα επιπέδου, σφαίρας, αλυσοειδούς ή ορθού κυκλικού 

κυλίνδρου.

Από την άλλη πλευρά, στην κατεύθυνση ταξινόμησης πεπερασμένου 

τύπου υπερεπιφανειών του Ευκλειδείου χώρου ένα σημαντικό αποτέλεσμα 

περιέχεται στην εργασία [ 1 1 ] του B.Y.Chen , όπου απέδειξε ότι: Οι μόνες 

μηδενικού 2 -τύπου επιφάνειες (ορισμός 1.1.3) του Ε3  είναι τα ανοιχτά 

τμήματα ορθών κυκλικών κυλίνδρων.

Προς αυτή την κατεύθυνση, δηλαδή της μελέτης των μηδενικού 2- 

τύπου υπερεπιφανειών του Ευκλειδείου χώρου θα δείξουμε τα παρακάτω δύο 

θεωρήματα, που περιέχονται στην εργασία [27]:

θεώρημα 4.1.3. Οι υπερεπιφάνειες του Εη + 1  με μη σταθερή μέση

καμπυλότητα Η, έτσι ώστε το διανυσματικό πεδίο gradH να είναι
π Ηιδιοδιάνυσμα της απεικόνισης Weingarten με ιδιοτιμή - ~ γ  γράφονται 

τοπικά ως εξής:

y(u1 ,...,un_i,s) = χΟΐρ . , . , ν  ι) + A ^edij,..., ι^. ^ + B(s)w(u1 ,...,un_ j)
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όπου A(s) , B(s) είναι κατάλληλες συναρτήσεις και χ ^ , . . . ,  un_ j) 

περιγράφει μια υποπολλαπλότητα συνδιάστασης 2 στον Εη + 1  με επίπεδη 

κάθετη δέσμη , η οποία παράγεται από τα ορθοκανονικά διανυσματικά 

πεδία e και w.

θεώρημα 4.1.4. Μια μηδενικού 2- τύπου υπερεπιφάνεια του Ε4  

έχει σταθερή μη μηδενική μέση καμπυλότητα και σταθερή αριθμητική 

καμπυλότητα ή είναι ανοιχτό τμήμα μιας 0 (2 )χ0 (2 )-αναλλοίωτης υπερε- 

πιφάνειας με διανυσματικά πεδίο θέσης

χ (u,v, s) = (x(s)cosu, x(s)sinu, y(s)cosv, y(s)sinv) ,

όπου η καμπύλη (x(s), y(s)) είναι τμήμα της αλγεβρικής καμπύλης

Ρ0 (χ, y) + λΡ^χ, y) + λ2 Ρ2 (χ, y) + λ3 Ρ3 (χ, y) + λ4 Ρ4 (χ, y) + λ5 Ρ5 (χ, y) = 0,

με Ρ0, Ρ1? Ρ2, Ρ3, Ρ 5  κατάλληλα ομογενή πολυώνυμα και λ μη 

μηδενική σταθερά.

Όπως είναι γνωστό , από τη σχέση Δχ = - ηΗ προκύπτει εύκολα ότι 

οι μόνες υποπολλαπλότητες του Ευκλειδείου χώρου που έχουν αρμονικό 

διανυσματικά πεδίο θέσης είναι οι υποπολλαπλότητες ελάχιστης έκτασης. 

Εύλογο είναι το ερώτημα που τέθηκε από τον B.Y.Chen στην εργασία [12]

"ποιές υποπολλαπλότητες του Ευκλειδείου χώρου έχουν 

αρμονικό διανυσματικά πεδίο μέσης καμπυλότητας; "

Με άλλα λόγια, για ποιές υποπολλαπλότητες του Em ισχύει Δ Η = 0  ή Δ χ = 

0. Οι υποπολλαπλότητες με αρμονικό διανυσματικό πεδίο μέσης
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καμπυλότητας , δηλαδή ΔΗ = Ο έχουν ονομαστεί από τον B.Y.Chen 

διαρμονικές (biharmonic) υποπολλαπλότητες. Εικάζεται πως η απάντηση στο 

παραπάνω ερώτημα είναι ότι: Μόνο οι ελάχισης έκτασης υποπολλαπλότητες 

είναι διαρμονικές υποπολλαπλότητες του Ευκλειδείου χώρου. Σε αυτό το ερώ­

τημα έχουν δοθεί απαντήσεις σε ειδικές περιπτώσεις από τον I.Dimitric 

([17]) στη διδακτορική του διατριβή. Η θεωρία που θα αναπτυχθεί για τη 

μελέτη των υπερεπιφανειών μηδενικού 2 - τύπου μας βοηθάει να απαντήσουμε 

μερικά στο ερώτημα τούτο με το παρακάτω θεώρημα:

θεώρημα 4.1.5. Οι μόνες διαρμονικές επιφάνειες του Ε 3  και 

νπερεπιφάνειες τον Ε4, είναι οι ελάχιστης έκτασης.

Παρατήρηση 4.1.6. 'Οπως αναφέρει ο B.Y.Chen στην εργασία του 

[1 2 ], έχει αποδείξει χωρίς να έχει δημοσιευτεί, ότι οι μόνες διαρμονικές επι­

φάνειες του Ε3  είναι οι επιφάνειες ελάχιστης έκτασης.

4.2. Βασικές σχέσεις για μηδενικού 2- τύπου και 3- τύπου

υπερεπιφάνειες του Εη + 1

Έστω Μη υπερεπιφάνεια του Εη + 1  , εφοδιασμένη με την επαγόμενη μετρική 

< , > και με διανυσματικό πεδίο θέσης x ως προς κάποια αρχή 0 . 

Συμβολίζουμε με V και V αντίστοιχα την κανονική συνοχή του Εη + 1  και την

επαγόμενη συνοχή της Μη . Αν Ν είναι ένα διαφορίσιμο μοναδιαίο κάθετο 

διανυσματικό πεδίο της Μη και Α η αντίστοιχη απεικόνιση Weingarten , τότε 

από την εξίσωση του Weingarten ([31], κεφ. VII) έχουμε

ν χ Ν = - ΑΧ,
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ν χ Υ = ν χ Υ + <ΑΧ,Υ>Ν ,

όπου Χ,Υ είναι διαφορίσιμα διανυσματικά πεδία εψοπτόμενα της Μη. 

Συμβολίζουμε επίσης με Η τη μέση καμπυλότητα και με S το τετράγωνο 

του μήκους της απεικόνισης Weingarten A , δηλαδή Η = ~ trA και S = 

trA2.

Η συνάρτηση στήριξης p της Μη ως προς την αρχή 0 ορίζεται ως, 

p=<x,N> . Αν αναλύσουμε το διανυσματικό πεδίο θέσης της Μη σε εφαπτό- 

μενη συνιστώσα χΤ και σε κάθετη συνιστώσα, τότε έχουμε

(4.2.1) x = xT + pN.

Θέτοντας r = ΙχΙ, είναι γνωστό ότι

(4.2.2) χτ = 2  gradr2  .

Παραγωγίζοντας την (4.2.1) , ως προς X εφαπτόμενο της Μη , και 

χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις Gauss και Weingarten , καταλήγουμε στις εξής 

γνωστές σχέσεις (βλ. [22], σελ. 835)
ν χ χΤ = X + ρΑΧ

και

(4.2.3) Αχτ = - gradp .

ενώ η εξίσωση του Gauss ([31], κεφ. VII) είναι

Οι παρακάτω σχέσεις



(4.2.4) Δτ2 = - 2η- 2ηρΗ ,

(4.2.5) Δρ = η <χτ , gradH> + ηΗ + pS

και

(4.2.6) Δχ = - ηΗ ,

όπου Η είναι το διανυσματικό πεδίο μέσης καμπυλότητας , δηλαδή Η=ΗΝ, 

είναι επίσης γνωστές (βλ. π.χ. [5] και [22]). Θα υπολογίσουμε, επειδή μας είναι 

χρήσιμο για τα επόμενα , τη Λαπλασιανή του καθέτου διανυσματικού πεδίου 

Ν.

Από τον ορισμό του Λαπλασιανού τελεστή (σχέση (1.1.6)) έχουμε

όπου [Χΐ} , i=l,..., η είναι ορθοκανονικό πλαίσιο εφαπτόμενο της Μη , ή 

ισοδύναμα λόγω των εξισώσεων Gauss και Weingarten ,

η

η η

ΔΝ = Σ  (Vx A)Xi + ^  <Α2  Xj, Χι>Ν .
i=l i ι=1

η η

Όμως J  (ν ν  Α)χ ί = gradtrA. , 5  <A2 Xi, Xi> = S ,

και έτσι

(4.2.7) ΑΝ = η gradH + SN .

Παρατήρηση 4.2.1. Έστω f μια λεία πραγματική συνάρτηση , 

ορισμένη στην Μη. Σύμφωνα με την Παρατήρηση 3.2.1 ισχύει
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Λήμμα 4.2.2. Χρησιμοποιώντας τον προηγούμενο συμβολισμό ισχύει

(4.2.9) ΔΗ = 2AgradH + nHgradH + (ΔΗ + SH)N .

Ειδικά, αν η Μη έχει σταθερή μέση καμπυλότητα, τότε

(4.2.10) ΔΗ = HSN 

και

(4.2.11) Δ2Η = 2HAgradS + H(AS + S2 )N.

Απόδειξη. Από την Η = ΗΝ και λόγω της σχέσης (4.2.8) βρίσκουμε 

ΔΗ = (ΔΗ)Ν +ΗΔΝ - 2VgradHN ,

απ' όπου , με τη βοήθεια της (4.2.7) και της εξίσωσης Weingarten , καταλή­

γουμε στην (4.2.9).

Έστω τώρα ότι Η είναι σταθερή. Η (4.2.10) είναι άμεση συνέπεια της

(4.2.9). Επιπλέον από την (4.2.10) παίρνουμε, λόγω της (4.2.8),

Δ2  Η = H(AS)N + HSAN - 2Vgrad(HS)N .

Η (4.2.11) προκύπτει από την παραπάνω σχέση λαμβάνοντας υπόψη την εξίσωση 

Weingarten και την (4.2.7).



Λήμμα 4.2.3. Αν η Μη είναι μηδενικού 2- τύπου (ορισμός 1.1.3) 

υπερεπιφάνεια τον Εη + 1  με φασματική ανάλυση χ -  χ { + χ2 , Δχ^Ο, 

Δχ2= λχ2  (λ * 0 ) , τότε ισχύει

(4.2.12) AgradH = - - γ  gradH ,

(4.2.13) ΔΗ + SH = λΗ .

Απόδειξη. Από τη φασματική ανάλυση βρίσκουμε Δχ=λχ2  ή ακόμη
— ^

Δ ^ ^ Δ χ  και με τη βοήθεια της (4.2.6) Δ Η =λΗ. Αντικαθιστώντας στην 

τελευταία το ΔΗ από την (4.2.9) και λαμβάνοντας υπόψη ότι Η=ΗΝ 

καταλήγουμε στις (4.2.12) και (4.2.13).

Λήμμα 4.2.4. Αν η Μη είναι 3- τύπου υπερεπιφάνεια του Εη + 1  με 

σταθερή μέση καμπυλότητα και φασματική ανάλυση χ = Xj + χ^ + χ3 , Δχί = 

λίχ1, ϊ=1,2, 3 , τότε ισχύει

(4.2.14)

(4.2.15) AS + S2  — (λ^+λ2 +λ^)5 - (λ^λ^λ^^+λιλ-^) -  ̂ ^  3  p .

Απόδειξη. Από τη φασματική ανάλυση με τη βοήθεια της (4.2.6) βρίσκουμε
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- η Δ2 Η = λ] Xj + λ\ *2 + ^ 3  χ3 ’

Δ2  Η = (Xj + b> + λ3)ΔΗ - ( λ ^  + λ ^  + λχλ3)Η - χ.

Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση τα ΔΗ , x από τις (4.2.10), (4.2.1) 

αντίστοιχα και λαμβάνοντας υπόψη ότι Η=ΗΝ , βρίσκουμε

Δ2Η = - χΤ + Η(λ! + λ2  + X3)SN - H f tj^  + λ ^  + λ ^ 3)Ν - ^ ^ - ρ Ν .

Οι ζητούμενες σχέσεις (4.2.14) και (4.2.15) προκύπτουν από τη σύγκριση της 

προηγούμενης με την (4.2.11).

4.3. Απόδειξη του θεωρήματος 4.1.1

Χρειαζόμαστε το ακόλουθο γνωστό αποτέλεσμα (βλ. π.χ. [34], σελ.46):

Λήμμα 4.3.1. Αν Μ είναι επιφάνεια του Ε3  με σταθερή μέση 

καμπυλότητα Η και καμπυλότητα Gauss Κ , τότε σε περιοχή μη 

ομφαλικού σημείου ισχύει

Δ1θβ(Η2  - Κ) = - 4Κ .

Παρατήρηση 4.3.2. Σημειώνουμε , ότι ο Λαπλασιανός τελεστής Δ 

έχει εδώ αντίθετο πρόσημο από αυτό που έχει στην [34].

Μπορούμε τώρα να αποδείξουμε το Θεώρημα 4.1.1.

και επομένως
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Απόδειξη τον θεωρήματος 4.1.1. Υποθέτουμε, ότι η Μ είναι 3- 

τύπου επιφάνεια στον Ε3  με σταθερή μέση καμπυλότητα. Μπορούμε, χωρίς 

βλάβη της γενικότητας , να υποθέσουμε ότι η φασματική ανάλυση είναι αυτή του 

Λήμματος 4.2.4. Πράγματι με κατάλληλη μεταφορά στον Ε3  αυτό επι­

τυγχάνεται. Επίσης είναι Η * 0 , αφού για Η = 0 η επιφάνεια θα ήταν 

ελάχιστης έκτασης και συνεπώς 1- τύπου, πράγμα άτοπο. Για ευκολία θέ­

τουμε λ = - . Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις :
4ϋ

Περίπτωση ΐ. λ = 0 , δηλαδή η Μ είναι μηδενικού 3- τύπου. Σ' αυτή την 

περίπτωση η (4.2.14) γίνεται AgradS = 0. Θα δείξουμε ότι το S είναι σταθερό 

στη Μ . Πράγματι, αν gradS είναι διάφορο του μηδενός σ' ένα ανοιχτό σύνο­

λο UCM , τότε οι κύριες καμπυλότητες στο U είναι οι σταθερές 0 και

2Η· αυτό όμως θα σήμαινε ότι S = 4Η2  και κατά συνέπεια gradS=0 , 

πράγμα άτοπο. Συνεπώς το S είναι σταθερό στη Μ και επειδή 2Κ=4Η2- S , 

η Μ έχει σταθερή καμπυλότητα Gauss και σταθερή μη μηδενική μέση 

καμπυλότητα . Έτσι η Μ είναι τμήμα σφαίρας (1- τύπου) ή τμήμα ορθού 

κυκλικού κυλίνδρου (μηδενικού 2 - τύπου), πράγμα άτοπο .

Περίπτωση i i . λ * 0. Οι (4.2.14) και (4.2.15) γράφονται αντίστοιχα

(4.3.1) AgradS = λχΤ 

και

(4.3.2) AS + S2  = (λ̂  + λ2  + λ3)5 - (λ < ^ 2 + + λ^λ3) + 2λρ .

Από την (4.3.1) και επειδή A2gradS = 2ΗAgradS - KgradS , όπου Κ είναι η 

καμπυλότητα Gauss, παίρνουμε

KgradS = 2λΗχΤ - λΑχτ ,



η οποία με κατάλληλη χρήση των (4.2.2) και (4.2.3) γράφεται

KgradS = grad^p + λΗΓ2) .

Απ' αυτή, παίρνοντας την απόκλιση των δύο μελών και λαμβάνοντας υπόψη 

την (1.1.4) και την 2Κ=4Η2- S , βρίσκουμε

(4Η2- S)AS + IgradSI2  = 2λΔρ + 2λΗΔι2  .

Η τελευταία με τη βοήθεια των (4.2.4) , (4.2.5) και επειδή Η σταθερό , 

γράφεται

(4.3.3) (4Η2- S)AS + IgradSI2  = - 4λΗ + 2λρ5- 8 λΗ2ρ .

Από το Λήμμα 4.3.1, επειδή 2K = 4H2-S , παίρνουμε

(4.3.4) (S- 2H2)AS + IgradSI2  = 2(S- 4H2 )(S- 2H2 ) 2  .

Μετά από αφαίρεση κατά μέλη των (4.3.3) και (4.3.4) βρίσκουμε

(S- 3H2)AS = (S- 4H2 )(S- 2Η2 ) 2  + 2λΗ- λρ$ + 4λΗ2ρ ,

η οποία με αντικατάσταση του AS από την (4.3.2) γίνεται

(4.3.5) 2S3- (λ!+λ2 +λ3 +11H3 )S2  + ((λ 1 λ2 +λ2 λ3 +λ1 λ3) +3Η2 (λ1 +λ2 +λ3) + 20H4)S

- 3λρ5 +10λΗ2 ρ- 3Η2(λ1λ2+λ1λ3+λ2λ3)+2λΗ-16Η6 = 0.

Επιπλέον απ'την (4.3.5) βρίσκουμε

(4.3.6) agradS + βgradp = 0 ,

94
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(4.3.7) α = 6 S2  - 2S(Κγ + ^  + λ3  +11Η2) + ( λ ^  + λχλ3  + λ ^ )

+ 3H2 (Xj + ^  + λ3) +20Η4- 3λρ

και

(4.3.8) β = ΙΟλΗ2  - 3XS .

όπου

Αν το β είναι μηδέν σε ανοιχτό σύνολο UCM , τότε το S είναι 

σταθερό στο U, το οποίο είναι άτοπο επιχειρηματολογώντας όπως ακριβώς στην 

περίπτωση i . Έτσι,  μπορούμε να υποθέσουμε ότι το β δεν είναι μηδέν παντού 

στη Μ . Από την (4.3.6) λαμβάνουμε

aAgradS + βΑβταάρ = 0

ή , ισοδύναμα , λόγω των (4.3.1), (4.2.3) και της Α2 χτ = 2ΗΑχΤ - Κχτ , έχουμε

^  _αλ + βΚ 
τ ~ 2βΗ ·

Αν Xy= 0 σε ανοιχτό σύνολο VCM, τότε από την (4.2.2) το V είναι

τμήμα σφαίρας και επομένως είναι 1-τύπου , πράγμα άτοπο . Συνεπώς

οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι το χΤ είναι κύρια διεύθυνση με

αντίστοιχη κύρια καμπυλότητα · Η άλλη κύρια καμπυλότητα είναι

2Η - aU F  αλλά τότε ζρίι

κ  _ αλ + βΚ r?TT αλ + βΚ \
2βΗ ' 2βΗ }

ή ισοδύναμα

(4.3.9) β2Κ2 + 2αβλΚ + α2λ2 - 4αβλΗ2 = 0.
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Βρίσκοντας το p από την (4.3.5) και αντικαθιστώντας το στην (4.3.7) 

βλέπουμε ότι το α είναι μια ρητή συνάρτηση του S . Λαμβάνοντας υπόψη 

αυτή την έκφραση του α , την (4.3.8) και την 2Κ = 4Η2- S η (4.3.9) γράφεται 

στη μορφή
6

sl = 0 >

όπου μ4 , ΐ=0,..., 6  είναι σταθεροί αριθμοί με μ6  = λ4  * 0 . Αυτό 

σημαίνει ότι το S είναι σταθερό, άτοπο όπως στην περίπτωση i .

4.4. Απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.2

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.2 χρειαζόμαστε το ακόλουθο 

λήμμα:

Λήμμα 4.4.1. Έστω x(s, θ) = (f(s)cos0, f(s)sin0, g(s)) με s e i  και 

f(s)>0, το διανυσματικό πεδίο θέσης μιας εκ περιστροφής επιφάνειας Μ του 

Ε3  της οποίας η γενέτειρα καμπύλη C έχει καμπυλότητα k(s), όπου s είναι 

το μήκος τόξου για την C . Αν η Μ έχει σταθερή μέση καμπυλότητα c , τότε

(4.4.1) k(s) = c + ̂  ,

όπου Cj είναι κατάλληλη σταθερά, και επιπλέον

(4.4.2) g’ (s) = cf(s) -



Απόδειξη. Είναι γνωστό , ότι η καμπυλότητα k(s) της καμπύλης C 

και οι κύριες καμπυλότητες kj(s, θ), k^s, θ) της Μ δίνονται αντίστοιχα 

από τις σχέσεις

k(s) = f  (s)g" (s) - f" (s)g’(s) , kj(s, Θ) = k(s) και ty s , Θ) = .

Έτσι για τη μέση καμπυλότητα H(s, θ) της Μ έχουμε

(4.4.3) 2 H (s ,0 )= k (s ) + ^  .

Επίσης , επειδή η καμπύλη C έχει ως παράμετρο το μήκος τόξου από τους 

τύπους Serret- Frenet βρίσκουμε

(4.4.4) Γ (s) = - k(s)g' (s) και g" (s) = k(s)f (s).

Αν υποθέσουμε τώρα ότι η Μ έχει σταθερή μέση καμπυλότητα c , τότε από

την (4.4.3) έχουμε

(4.4.5) g' (s) = 2cf(s) - k(s)f(s).

Παραγωγίζοντας τα μέλη της (4.4.5) και χρησιμοποιώντας τη δεύτερη σχέση από 

τις (4.4.4) παίρνουμε

^((k (s>  c)f2 (s)) = 0 ,

απ'όπου προκύπτει η (4.4.1). Τέλος η (4.4.2) προκύπτει από την (4.4.5) με τη 

βοήθεια της (4.4.1).

Μπορούμε τώρα ν' αποδείξουμε το Θεώρημα 4.1.2 .

97
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Απόδειξη τον θεω ρήματος 4.1.2. Έστω ότι η Μ είναι εκ 

περιστροφής επιφάνεια του Ε3  με διανυσματικά πεδίο θέσης όπως στο Λήμμα 

4.4.1 και με σταθερή μέση καμπυλότητα c. Αν υποθέσουμε τώρα , ότι η Μ 

είναι πεπερασμένου τύπου και μάλιστα k- τύπου (1α>1 ) , τότε είναι γνωστό

(Πρόταση 1.1.5) ότι το διανυσματικά πεδίο θέσης χ πληρεί την εξίσωση 

Ahi - OjA^x + ... + (-l)k' 1 ok.1Ax + (-1 ) \ ( χ -  Χο) = 0  ,

όπου χ0  είναι σταθερό διάνυσμα και q  , i=l,..., k σταθεροί αριθμοί. Απ' 

αυτή βλέπουμε, λόγω της μορφής του διανυσματικού πεδίου θέσης , ότι

Akg(s) - o 1 Ak lg(s) + ... + (-D ^ .jA g is )  + (-l)\(g (s)- go) = 0  ,

όπου g0  είναι σταθερά, ή ακόμη

(4.4.6) Ak+1 g(s) - o ^ ^ s )  + ... + ( - l ^ o ^ A ^ s )  + (-l)kokAg(s) = 0 .

Επειδή η γενέτειρα καμπύλη C έχει παράμετρο το μήκος τόξου έχουμε 

(f (s))2+ (g' (s) ) 2  = 1 , οπότε η μετρική της Μ είναι ds2 +f2 (s)d02  και έτσι 

(σχέση ( 1 . 1 .1 )) ο Λαπλασιανός τελεστής Δ έχει έκφραση :

μ Λ ·7> Δ = ' fM Τ ί - ^ 1  ■f(s) as as2 f (s) dQ

Υπολογίζοντας το Ag(s) με τη βοήθεια των (4.4.7), (4 .4 .2 ), (4 .4 .4 ) και

(4.4.1) βρίσκουμε

(4.4.8) Ag(s) = - 2cf (s).
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Όμοια από την (4.4.8), με τη βοήθεια των (4.4.7), (4.4.1), (4.4.4), (4.4.2) 

και της (f (s) ) 2  +(g’ (s) ) 2  = 1  , βρίσκουμε

Δ g(s) = - 4cf (s)
f  (s)

όπου P2 (t) είναι το πολυώνυμο P2 (t) = q  + c2 1 4  . 

Έστω τώρα ότι

Amg(s) = - 4cf (s) ~ ^ 4  . m^l ,

όπου Pm είναι πολυώνυμο με σταθερό όρο , βαθμού το πολύ 4m- 4 . Από 

την προηγούμενη σχέση με τη βοήθεια των (4.4.7), (4.4.1), (4.4.4), (4.4.2) και 

της (f (s))2 +(g' (s))2 = l , καταλήγουμε στη σχέση

(4.4.9) Am+1g(s) = - 4cf (s) Pf̂ +l(4f̂ S)) , maO ,
f(s)

όπου Pm + 1  είναι πολυώνυμο βαθμού το πολύ 4m , με P^t) = ^ και σταθερό 
/ 2

°Q° ^m+i = (4m- 3)(4m- 2)Cj_ djH . Επομένως δείξαμε επαγωγικά , ότι οι 

ανώτερες Λαπλασιανές της συνάρτησης g δίνονται από την (4 .4 .9 ) , όπου 

P 1 (t) = ^ και

dm + 1  = 5.6.9.10 ... (4m- 3)(4m- 2)c^m , m&2 .

Αντικαθιστώντας τις (4.4.8) και (4.4.9) στην (4.4.6) βρίσκουμε

(4.4.10) 4cf (s)Q(f(s)) = 0 ,

όπου Q(t) είναι το πολυώνυμο
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Q(t) = Pk+1 (t)- o 1 Pk(t)t4+ ... + (-I)*'1 0 k. 1 P2 (t) t4 k ' 4  + (-l)k ° y  t4k.

Είναι προφανές , ότι ο σταθερός όρος του Q(t) είναι ο c^+1.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

Περίπτωση i . Έστω cf (s)=0 , για κάθε sE I. Τότε c=0 ή f(s) είναι 

σταθερή συνάρτηση στο I . Αν c=0, τότε η Μ είναι εκ περιστροφής επιφάνεια

ελάχιστης έκτασης στον Ε 3  και επομένως είναι τμήμα επιπέδου ή 

αλυσοειδούς . Αν η f(s) είναι σταθερή στο I ,  τότε η Μ είναι τμήμα ορθού

κυκλικού κυλίνδρου.

Περίπτωση i i . Υποθέτουμε ότι cf (s) * 0 σε ανοιχτό διάστημα JC I. Σ'

αυτή την περίπτωση η f(s) δεν είναι σταθερή στο J και από την (4.4.10)

παίρνουμε Q(f(s))=0 στο J , το οποίο σημαίνει ότι το Q(t) έχει άπειρο πλήθος

ριζών , είναι δηλαδή το μηδενικό πολυώνυμο . Έτσι ο σταθερός όρος του 
πολυωνύμου Q(t) και κατά συνέπεια και ο σταθερός όρος του Pk+1 (t) είναι

μηδέν , δηλαδή c^O . Από την (4.4.3) βρίσκουμε τότε k^s, θ) = k2 (s, θ) = c ,

δηλαδή όλα τα σημεία της Μ για sEJ είναι ομφαλικά και επομένως , αφού

οΟ , η Μ είναι ανοιχτό τμήμα σφαίρας.

4.5. Απόδειξη του θεωρήματος 4.1.3

Είδαμε στο Λήμμα 4.2.3 , ότι οι μηδενικού 2- τύπου υπερεπιφάνειες του
ι ηΗΕη + 1  ικανοποιούν τη σχέση AgradH = - - γ  gradH . Κατ' αρχή θα μελετήσουμε

υπερεπιφάνειες που ικανοποιούν την παραπάνω σχέση . Για τον σκοπό αυτό

δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό , αφού τονίσουμε, ότι διατηρούμε τον συμβολισμό

της παραγράφου 4.2:



Ορισμός 4.5.1. Μία υπερεπιφάνεια του Ε η + 1  καλείται Η-
τ ί Ηυπερεπιφάνεια , αν ισχύει η σχέση AgradH = - - γ  gradH σε κάθε σημείο 

της.

Προφανώς οι υπερεπιφάνειες του Εη + 1  με σταθερή μέση καμπυλό­

τητα είναι Η- υπερεπιφάνειες.

Λήμμα 4.5.2 . Αν  Χ,Υ είναι εφαπτόμενα διαφορίσιμα διανυσματικά 

πεδία μιας Η- υπερεπιφάνειας Μη του Εη + 1  , τότε ισχύει:

(4.5.1) <ΑΧ , VygradH> = <ΑΥ , Vx gradH> .

Απόδειξη.  Επειδή η Μη είναι Η- υπερεπιφάνεια , έχουμε 

AgradH= grad(- ^  Η2). Παραγωγίζουμε ως προς X τα μέλη της τελευταίας 

σχέσης, οπότε λαμβάνουμε

( ν χ A)gradH + A(Vx gradH) = Vx grad ( -1 Η2)

ή

< ( ν χ Α )  gradH,Υ> + <A(Vx gradH),Y> = V2(- ^  Η2 )(Χ,Υ).

Όμως οι τανυστές Α και ν χ Α  είναι αυτοπροσηρτημένοι και έτσι έχουμε 

< ν χ Α ) Υ  , gradH> + < Α Υ  , Vx gradH> = V2(- ^  Η 2) ( Χ , Υ ) .

Ομοίως έχουμε
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< ( ν γ Α ) Χ  , gradH> + < Α Χ  , Vy gradH> = V2(- ~ Η 2) (Υ ,Χ )
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Αφαιρώντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω σχέσεις και λαμβάνοντας υπ' όψη 

το γεγονός ότι ο Εσσιανός τελεστής V2  είναι συμμετρικός , βρίσκουμε

<ΑΥ , Vx gradH> - <ΑΧ , VygradH> + <(νχ Α)Υ- (V γ Α)Χ , gradH> = 0 .

Η ανωτέρω ισότητα δίνει τη ζητούμενη σχέση λόγω της εξίσωσης Codazzi 

(VYA)Y = (Vv A)X (βλ. [31], κεφ. V II).
J *, A·

Υποθέτουμε στη συνέχεια , ότι η Μη είναι Η- υπερεπιφάνεια του

Εη + 1  με μη σταθερή μέση καμπυλότητα και θεωρούμε ανοιχτό υποσύνολο U

της Μη όπου το gradH είναι διάφορο του μηδενός σε κάθε σημείο .
cr&dHΟρίζουμε στο U το διαφορίσιμο διανυσματικό πεδίο en = '

Προφανώς το en είναι κύριο διανυσματικό πεδίο στο U με αντίστοιχη 
η Ηκύρια καμπυλότητα - - γ  .

Λήμμα 4.5.3 . Οι ολοκληρωτικές καμπύλες τον en στο U είναι 

γεωδαισιακές, γραμμές καμπνλότητας της Μη και σννεπώς επίπεδες 

καμπύλες με καμπυλότητα - ^  .

Απόδειξη.  Θα αποδείξουμε ότι V£ en =  0 . Έστω αντίθετα ότι για 

κάποιο σημείο P0eU είναι (Ve en)(Po)*0 . Τότε υπάρχει, λόγω συνέχειας , 

ανοιχτή περιοχή WCU του Ρ0  όπου το Ve en είναι σε κάθε σημείο διάφορο 

του μηδενός. Στην περιοχή W θέτουμε e, = Ve e / I V e e l  .Προφανώς το
η  η

η Ηείναι κάθετο στο en και μοναδιαίο. Θα αποδείξουμε ότι Aej = - =τ£ ej . 

Πράγματι έχουμε

grad(- ψ ) = grad <Aen, en> = (V ^A )^ =- \  en(H)en - |  H V ^  - Α ( ν ^ η)

ή
- f  en(H)en = - 1 en(H)en - |  H - A ( V ^ n)

ή



Αλλά τότε
Aej = - y - e j  στο W

Με όμοιο τρόπο από τη τελευταία σχέση συνάγουμε ότι

και έτσι en(H)=0 στο W , πράγμα αδύνατο , αφού en(H)=lgradHI και το 

gradH είναι μη μηδενικό στο W . Συνεπώς V e e =0 στο U , το οποίο
η

σημαίνει ότι οι ολοκληρωτικές καμπύλες του en είναι γεωδαισιακές της Μη .
πΗΌμως , επειδή Aen= - y -  en , οι ολοκληρωτικές καμπύλες είναι και γραμμές 

καμπυλότητας . Έτσι, από τις εξισώσεις Gauss και Weingarten έχουμε 

αντίστοιχα

V e —  ΝCn η 2  W ’

Ϋ Ν= —  e
en 2 en ·

Ας θεωρήσουμε τώρα τη μοναδική γεωδαισιακή γ(β) της Μη που περνά από 

ένα σημείο PEU με αρχική ταχύτητα en(P) . Αν T(s) είναι το μοναδιαίο 

εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο της γ , τότε οι δύο τελευταίες σχέσεις κατά
, / Ρ Π Η  * η |4μήκος της γ γραφονται Τ =- Ν και Ν = -y- Τ , όπου η τελεία δηλώνει 

παραγώγιση ως προς s . Από αυτές συμπεραίνουμε, ότι το Ν είναι το πρώτο 

κάθετο διανυσματικό πεδίο της καμπύλης γ στον Εη + 1  , το επίπεδο π που 

παράγεται από τα διανύσματα T(s) και N(s) είναι ανεξάρτητο του s και
* * Π ΐ"ΐεπιπλέον η καμπύλη γ ανήκει στο π και έχει καμπυλότητα - y -  .



104

Ορίζουμε τώρα μια (η-1)-διάστατη κατανομή D στο U ως εξής: Σε 

κάθε σημείο PGU αντιστοιχούμε το ορθοσυμπλήρωμα του gradH(P) στον 

εφαπτόμενο χώρο TpMn στο Ρ . Η κατανομή D είναι διαφορίσιμη , αφού

gradH * 0 στο U .

Λήμμα 4.5.4. Η κατανομή D είναι ολοκληρώσιμη και οι 

ολοκληρωτικές της πολλαπλότητες έχουν επίπεδη κάθετη δέσμη (flat normal 

bundle) ως υποπολλαπλότητες του Εη+1.

Απόδειξη. Έστωσαν Χ,Υ διαφορίσιμα διανυσματικά πεδία της κατα­

νομής D . Από τις σχέσεις <Χ, gradH>=0 και <Υ, gradH>=0 με παραγώγιση 

παίρνουμε

<VyX, gradH> + <X,VygradH> = 0

και
< ν χ Υ ,  gradH> + <Y,Vx gradH> = 0 .

Με αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει

<[Χ,Υ], gradH> + V2 H(X,Y) - V2 H(Y,X) = 0

ή λόγω της συμμετρίας του Εσσιανού τελεστή

<[Χ,Υ], gradH> = 0 ,

που σημαίνει ότι το [Χ,Υ] ανήκει στην κατανομή D και επομένως αυτή είναι 

ολοκληρώσιμη. Σύμφωνα με το Θεώρημα του Frobenius μπορούμε να 

κατασκευάσουμε τις ολοκληρωτικές πολλαπλότητες της κατανομής D . Έστω 

Μ„ η ολοκληρωτική πολλαπλότητα που διέρχεται από το σημείο P0EU ,
Ο

όπου Η(Ρ0 )=Η 0  . Προφανώς η Μ„ είναι υποπολλαπλότητα του Εη + 1

Ο
συνδιάστασης 2  , της οποίας ο κάθετος χώρος παράγεται από τα διανυσμα-
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τικά πεδία Ν και en περιορισμένα κατά μήκος της Μ„ . Θα δείξουμε ότι
Ο

το Ν είναι παράλληλο στην κάθετη δέσμη της Μ„ . Πράγματι , για τυχαίο 

εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο X της Μ„ έχουμε <ΑΧ, e_> = <Χ, Aen> =
n o

0 , δηλαδή το ΑΧ είναι επίσης εφαπτόμενο διανυσματικό πεδίο της Μ„ και
ο

από την εξίσωση Weingarten ν χ Ν=- ΑΧ προκύπτει ότι Ν = 0 , όπου V1  

είναι η κάθετη συνοχή της Μ„ . Επομένως η Μ„ έχει επίπεδη κάθετη δέσμη
Πο η ο

ως υποπολλαπλότητα του Εη+1.

Παρατήρηση 4.5.5. Είναι φανερό ότι η μέση καμπυλότητα της Μη

είναι σταθερή κατά μήκος των ολοκληρωτικών πολλαπλοτήτων της D.

Ισχυριζόμαστε πως το αυτό ισχύει και για το IgradHI . Πράγματι, αν X

είναι διανυσματικό πεδίο της κατανομής D , τότε επειδή Ve e_ = 0 (Λήμμαη
4.5.3) και

VgradHgradH = + lgradHlen(lgradHI)en ,

έχουμε

\  X(lgradHI2) = <Vx gradH, gradH> = x>  = 0  ·

Θυμίζουμε ότι με Μ„ συμβολίζουμε την ολοκληρωτική πολλαπλότητα τηςο
κατανομής D κατά μήκος της οποίας η μέση καμπυλότητα της Μη έχει 

σταθερή τιμή Η0  . Θεωρούμε τώρα μία ολοκληρωτική καμπύλη y(s) του 

διανυσματικού πεδίου en , δηλαδή ^<s) = enM s)). Προφανώς ισχύει

(4.5.2) ^  (ΗογΧβ) = IgradHfCYCs)).

Επιπλέον , κάθε ολοκληρωτική πολλαπλότητα της D τέμνει την καμπύλη γ το 

πολύ σε ένα σημείο . Πράγματι, αν η ολοκληρωτική πολλαπλότητα Μ„



106

τέμνει την γ στα σημεία γ ^ )  και y(s2) , τότε HMSj)) = H(y(s2)) , οπότε 

^(HoY)(so) = 0 γιακατάλληλο s0  μεταξύ Sj και ^ . Αυτό όμως οδηγεί σε 

αντίφαση λόγω της (4.5.2), αφού το gradH δεν είναι πουθενά μηδέν στο 

U.

Θεωρούμε τώρα δύο ολοκληρωτικές καμπύλες του en τις γ ^ ) ,  Y2 (s), 

τέτοιες ώστε γ 1 (0) = Ρ 1 ΕΜΗ και γ2 (0) = Ρ2 ΕΜΗ , όπου s, s είναι οι παρά­

μετροι μήκους τόξου για τις καμπύλες γ^ γ2  αντίστοιχα.

Λήμμα 4.5.6. Οι ολοκληρωτικές καμπύλες του en κοντά στα σημεία 

Pj και Ρ2  είναι ισομετρικές στον Εη+1.

Απόδειξη. Επειδή οι ολοκληρωτικές πολλαπλότητες της κατανομής D 

τέμνουν τις καμπύλες γ 1 ,γ2  το πολύ σε ένα σημείο , υπάρχει διαφορίσιμη 

συνάρτηση s = h(s) με h(0) = 0 και sE(- ε, ε) , για κατάλληλα μικρό θετικό 

αριθμό ε , έτσι ώστε για κάθε se(- ε, ε) τα σημεία γ^β) και γ2 (Κ$)) να 

ανήκουν στην ίδια ολοκληρωτική πολλαπλότητα. Έτσι έχουμε

(4.5.3) H(Yl(s)) = H(Y2 (h(s))).

Παραγωγίζοντας τα μέλη της (4.5.3) και λαμβάνοντας υπόψη την (4.5.2) έχουμε 

IgradHlfrjCs)) = IgradHΙ(γ2 ^ ( 5 )))Η’ (s) .

Επειδή τα σημεία γ ^ )  και γ2 (1ι(8)) ανήκουν στην ίδια ολοκληρωτική 

πολλαπλότητα, λόγω της Παρατήρησης 4.5.5 είναι

IgradHl^j(s)) = lgradHlft2 (h(s)))

και έτσι έχουμε h’ (s)=l. Από το γεγονός ότι ισχύει h(0)=0, συμπεραίνουμε ότι 

s = h(s) = s . Συνεπώς οι καμπύλες γ ^ )  και γ2 (8 ) κοντά στα σημεία Pj και Ρ2
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έχουν την ίδια παραμέτρηση . Επιπλέον οι καμπύλες αυτές είναι επίπεδες και 

έχουν στα αντίστοιχα τους σημεία την ίδια καμπυλότητα - ^  HCy^ s)) (Λήμμα

4.5.3). Συνεπώς είναι ισομειρικές στον Εη+1.

Στη συνέχεια θα κατασκευάσουμε μια χρήσιμη παραμέτρηση της περιοχής 

U της Η- υπερεπιφάνειας Μη, εκεί δηλαδή όπου το gradH δεν είναι μηδέν . 

Έστω Μ„ ολοκληρωτική πολλαπλότητα της κατανομής D . Υποθέτουμε ότι e
ο

και w είναι τα διανυσματικά πεδία en και Ν αντίστοιχα περιορισμένα στην 

Μ„ . Υποθέτουμε επίσης , ότι Ρ0  είναι ένα σημείο της Μ „ και y(s) είναι η
“ Ο ο

ολοκληρωτική καμπύλη του en που διέρχεται από το Ρ 0  . Σύμφωνα με το 

Λήμμα 4.5.3 η καμπυλότητα k(s) της καμπύλης γ(β) δίνεται από τη σχέση 

k(s) =- ^ H(y(s)) και η y(&) ανήκει στο επίπεδο που παράγεται από τα 

διανύσματα e(P0) , w(P0) . Κατά συνέπεια έχουμε

S t  S t
Y(s) = γ(0) + (jcos (^k(u)du)dt)e(P0) + (^sin (^k(u)du)dt)w(P0) .

Απόδειξη τον Θεωρήματος 4.1.3. Έστωσαν ( u ...,un_j) τοπικές

συντεταγμένες σε μια περιοχή του Ρ0  της ΜΗ και χ(ι^ ......un-1) το

διανυσματικό πεδίο θέσης της Μ„ στην εν λόγω περιοχή . Επειδή οι
ο

ολοκληρωτικές καμπύλες του en είναι ισομετρικές στον Εη + 1  κοντά στα 

σημεία της Μ„ , έχουμε την ακόλουθη τοπική παραμέτρηση του U γύρω
ο

από το Ρ0

s t
(4.5.4) y(uv ..., i^.j, s) = x(uj,..., Uh.j) + ycos (j,k(u)du)dt)e(u1 ,...,un.1)

s t
+ ysin  (^k(u)du)dt)w(u1 ,...,un_1) ,
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όπου sE(- ε,ε) και k(s) είναι η καμπυλότητα μιας ολοκληρωτικής καμπύλης 

του en που ξεκινά από ένα σημείο της Μ„ (σημειώνουμε εδώ ότι οι
η ο

ολοκληρωτικές καμπύλες είναι ισομετρικές στον Εη+1) .

Θα συνεχίσουμε με μερικούς ακόμη υπολογισμούς. Θέτουμε

S t  S t
A(s) = ^cos (^k(u)du)dt και B(s) = ^sin (^k(u)du)dt, 

οπότε η (4.5.4) γίνεται

(4 .5 .5 ) yCUj.—.iin.j, s) = x(u1 ,...,un_i)+A(s)e(u1 ,...,un_i) +

+ B(s)w(u1 ,...,un_1).

To μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο της Mn στο U δίνεται από τη 

σχέση

(4.5.6) s) = - Β' (s)e(u1 ,...,un_1) + A’ (s)w(u1 ,...,un_1) , 

όπου ο τόνος δηλώνει παράγωγο ως προς s .

Συνεχίζουμε με τον υπολογισμό των κυρίων καμπυλοτήτων της y σε 

σχέση με τις κύριες καμπυλότητες της x . Επειδή η ΜΗ έχει επίπεδη κάθετη
"Ο

δέσμη (Λήμμα 4.5.4) , μπορούμε να διαλέξουμε παραμέτρηση της Μ„ γύρω
ο

από το Ρ0  τέτοια, ώστε x(Uj,...,u£_i) = PoeM H και x (u°,.. .,Un-t), 1 = 1 ,..n-1
ο i

να είναι ιδιοβάση των απεικονίσεων Weingarten Ae^p ) , AW(po) της ΜΗ . 

Υποθέτουμε ότι
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(4.5.7)

, °  ο . , ο Ο ,eUi(Ui.....Un.!) = - ajX^U!,...,^.!)

/ Ο Ο · .  λ  / Ο Ο · .
W (U1,...,Un.1) =  - 3 i X ( U i , . . . ^ )  

i ι

, i=l,—, η-1.

Από την (4.5.5) παίρνουμε

(4.5.8) , Ο Ο , , Ο ο . . . .  , ο ο .y (U j,...,^.!, s) = X (u1 ,...,un_1 )+A(s)e (u^^un-i) + 
i i ui

+ B(s)wu (ui,...,u^_1)

Παραγωγίζοντας την (4.5.6) ως προς Uj στο (u”,. . .^ ,! )  και λαμβάνοντας 

υπόψη τις (4.5.7) και (4.5.8), φτάνουμε στη σχέση

ο ο Β' (8 )0 ,-A' (8 )β, ο ο 
l^.tUj.-.Un.i.S) -  l-A(s)ai-B(s)P4 yui(Ul’*"’Un-l* s)

Επίσης εύκολα βλέπουμε ότι

Ns(uif...,un.1 ,s):

όπου k(s) είναι η καμπυλότητα της καμπύλης y(s) . Από την εξίσωση του 

Rodrigues προκύπτει ότι τα διανύσματα y (u°,...,un_1? s ) , i=l, 2 ,..., n - 1  είναι
Π

κύρια διανύσματα της y με αντίστοιχες κύριες καμπυλότητες

Α’ β, - Β' α,
(4.5.9) = 1 - Αα4- Β(^ ’ .η-1



στο σημείο y ( u j , s )  και το ys(Ui,...,Un_i, s) είναι επίσης κύριο διάνυ- 

σμα με αντίστοιχη κύρια καμπυλότητα

(4.5.10) k ^ k is ) .

4.6. Η- υπερεπιφάνειες στον Ε3 και Ε4

Σ' αυτή την παράγραφο θα συνεχίσουμε τη μελέτη των Η- υπερεπι- 

φανειών των Ευκλειδείων χώρων Ε3  και Ε4  προσπαθώντας να τις 

ταξινομήσουμε (Πρόταση 4.6.1 και Πρόταση 4.6.9).

Έστω Μ μια Η- επιφάνεια του Ε3. Θεωρούμε το σύνολο 

Μ 0 ={ΡΕΜ/ (HgradH)(P)=0) και το σύνολο Μ ^Μ  - Μ0  . Σημειώνουμε πως , 

αν το Mj είναι κενό τότε , η Μ έχει σταθερή μέση καμπυλότητα . Ας 

υποθέσουμε ότι το Mj δεν είναι κενό και ότι U είναι μια συνεκτική 

συνιστώσα του Mj με μη κενό εσωτερικό.

Στην επόμενη πρόταση αποδεικνύουμε , ότι οι Η- επιφάνειες του Ε3  

κατασκευάζονται από επιφάνειες με σταθερή μέση καμπυλότητα και κα­

τάλληλες εκ περιστροφής επιφάνειες.

Πρόταση 4.6.1. Η επιφάνεια U είναι εκ περιστροφής επιφάνεια 

που παράγεται από την επίπεδη καμπύλη (f(s), g(s)), όπου s είναι το μήκος 

τόξου και η f είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης 3ff"=l- (f ) 2  . Επιπλέον 

η μέση καμπυλότητα Η της επιφάνειας U πληρεί την διαφορική εξίσωση

(4.6.1) (H ' ) 2  = cH7/2- 16Η4 ,

όπου ο τόνος δηλώνει παραγώγιση ως προς το μήκος τόξου και c είναι 

θετική σταθερά.
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Α πόδειξη , θεωρούμε το ορθοκανονικό πλαίσιο e1? e2  κυρίων

με A e ^ H e j και A e^-H ^  . Για τη μορφή συνοχής ω 1 2  του πλαισίου αυτού 

έχουμε, λόγω της εξίσωσης Codazzi,

το οποίο σημαίνει ότι το et είναι παράλληλο στον Ε3  κατά μήκος των 

ολοκληρωτικών καμπύλών του % .

Υπολογίζουμε στη συνέχεια την καμπυλότητα και τη στρέψη μιας 

ολοκληρωτικής καμπύλης γ του e j . Σημειώνουμε , ότι Η και ω2 1 (ε1) 

είναι σταθερά κατά μήκος της γ σύμφωνα με την Παρατήρηση 4.5.5 και τη 

σχέση (4.6.2). Από την εξίσωση του Gauss έχουμε

διευθύνσεων , όπου e. grad Η 
2 ~ IgradHI ■Οι κύριες καμπυλότητες είναι 3Η και -Η

(4.6.2)

Από την εξίσωση του Gauss έχουμε

^e2e i ~ ^e2ei -  ωΐ2^2 )e2 -  0 ’

Ve = ω 1 2 (6 1 )ε2  + 3ΗΝ .

Έτσι η καμπυλότητα της γ είναι

(4.6.3)

και το διάνυσμα της πρώτης καθέτου αυτής είναι

(4.6.4) η = |  (ω 1 2 (ε 1 )ε2  + 3ΗΝ)
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V6i η + kej = Ve (co ^ e^ + S H N )) + kej

Επιπλέον έχουμε

ή
Ve η + k e1 = ^ (o)12(ej)Ve 3HVe N) + ke!

Επομένως

Vei η + ke, = £ (- ω^ιίε^ - ίΉ2) ^  + ket = 0

Συνεπώς η γ έχει στρέψη μηδέν και σταθερή μη μηδενική καμπυλότητα. 
Αυτό σημαίνει , ότι οι ολοκληρωτικές καμπύλες του ej είναι τμήματα

κύκλων.

Από την (4.6.3) έχουμε

(4.6.5) e2 (k) = ^ 1 2 (e1 )e2 (ro1 2 (e1)) + iiHe^H)]

Από την εξίσωση του Gauss du>1 2  = - KgojAO  ̂ , όπου Κ η καμπυλότητα 

Gauss και α^ ,α^  τοδυϊκό πλαίσιο , παίρνουμε λόγω της (4.6.2)

62(ω12(ε 1))ω2Λω1 + ω2  (e^  ω 1 Λω2  = - Κο^λο^ ,

οπότε
(4.6.6) ε2 (ω1 2 (β1)) = ω2̂ )  - 3Η2  .

Η (4.6.5) με τη βοήθεια των (4.6.2), (4.6.6) γίνεται
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(4.6.7) e^k) = koo^ej).

Έτσι έχουμε

Ve 2  η = e2  (£  ) ^ 1 2 (ej)e2  + 3HN] + ^ [ e2 (m1 2 (e1 ))e2  + ω 1 2  (e^

+ 3e2 (H)N + 2H V^N]

ή
- — e,(k) r π 1 rVe n =- -=-5 -  [m1 2 (e1 )e2  + 3HN] + ;; [e2 (ro1 2 (e1 ))e2

 ̂ K K

- Hoo^e^N + 3e2 (H)N + 3H2 e2  ] .

Αντικαθιστώντας τις ποσότητες 6 2 (ω1 2 (ε1)), e2 (k) από τις σχέσεις (4.6.6),
4Η - —*■

(4.6.7) και επειδή e2 (H) = - ^ ω 1 2 (ε1), λόγω της (4.6.2), βρίσκουμε Ve η =
2 .

0. Έτσι το η είναι παράλληλο στον Ε3  κατά μήκος των ολοκληρωτικών 

καμπύλών του ^  ■ Επιπλέον , επειδή το e t είναι επίσης παράλληλο 

συμπεραίνουμε ότι οι κύκλοι είναι σε παράλληλα επίπεδα . Τα κέντρα 

αυτών των κύκλων διαγράφουν μια καμπύλη β(5 )=γ2 (β) + η , όπου γ 2

είναι ολοκληρωτική καμπύλη του e2  με παράμετρο μήκος τόξου.

ΓΙαραγωγίζοντας ως προς s έχουμε

β' = e2  + e2( ^ ) η

και με τη βοήθεια της (4.6.7)

β' = e2  -
^ 12(e t)

Ακόμη έχουμε

P” = ^ e 2e2
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ή
β" = - ΗΝ - 4?· (ke2 (co1 2 (e1)) - CDj^e^e^k))!! ,

και τελικά με τη βοήθεια των (4.6.6), (4.6.7) προκύπτει

β" = Η ( ^ η  -Ν) .

Άρα

και επομένως τα κέντρα των κύκλων είναι σε ευθεία γραμμή κάθετη στα 

επίπεδα των κύκλων. Αυτό σημαίνει πως το U είναι επιφάνεια εκ περιστρο­

φής. Υποθέτουμε , χωρίς βλάβη της γενικότητας , ότι η επιφάνεια U παρά- 

γεται με περιστροφή της επίπεδης καμπύλης (f(s), g(s)) , όπου s η 

παράμετρος μήκος τόξου. Έτσι έχουμε την ακόλουθη παραμέτρηση για την 

επιφάνεια U

x(s,0 ) = (f(s)cos0  , f(s)sin0  , g(s)),

όπου f(s)>0 και (f(s))2 +(g'(s) ) 2  = 1 . Επειδή οι κύριες καμπυλότητες είναι - — 

και ^  έχουμε

Γ

(4.6.8) Ρ'Ο

και
(4.6.9)

Από τις (4.6.8) και (4.6.9) βρίσκουμε
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3ff' = 3fHg' = (g’)2 = 1 - (f)2 . 

Με παραγώγιση της (4.6.9) βρίσκουμε

g" = 3H'f+3Hf .

Η παραπάνω σχέση μαζί με την (4.6.8) συνεπάγεται την

μλιπλ Γ 3Η'(4.6.10) Τ = ' 4 Η ’

από την οποία με ολοκλήρωση βρίσκουμε

(4.6.11) f ^ H ' 3 7 4

όπου Cj σταθερά. Από τις (4.6.11),(4.6.9) προκύπτουν οι εξισώσεις

Γ = - ^ Η · 7 /4 Η· , g' = 3c,H 1 / 4  .

Αυτές μαζί με την (f)2 +(g')2=l συνεπάγονται την (4.6.1).

Ως εφαρμογή της Πρότασης 4.6.1 θα αποδείξουμε το αποτέλεσμα του 

B.Y.Chen ([11]) αναφορικά με τις μηδενικού 2 - τύπου επιφάνειες στον 

Ε3.

Πρόταση 4.6.2. Οι μόνες μηδενικού 2- τύπου επιφάνειες του Ε3  

είναι τα ανοιχτά τμήματα των ορθών κυκλικών κυλίνδρων.

Απόδειξη. Έστω Μ μία μηδενικού 2- τύπου επιφάνεια στον Ε3  και 
Mj = {PGM / (HgradH)(P)p:0} .Αν Mj = 0  , τότε η Μ έχει σταθερή μέση

καμπυλότητα . Υποθέτουμε ότι Μ 1 * 0  και ότι U είναι μία ανοιχτή

συνεκτική συνιστώσα του ΜΡ Σύμφωνα με την Πρόταση 4.6.1 το U



είναι επιφάνεια εκ περιστροφής η οποία επιπλέον ικανοποιεί την εξίσωση 

(Λήμμα 4.2.3)

(4.6.12) ΔΗ + SH = λΗ .

Ας υποθέσουμε ότι το διανυσματικό πεδίο θέσης του U είναι

x(s,0 ) = (f(s)cos0 ,f(s)sin0 ,g(s)),

όπου f(s)>0 και (f(s))2 +(g'(s))2 = l . Τότε (σχέση (1.1.1))

Λ = _ - ί .  _ _ 1  

ds2  f ds f2  3Θ2

f
και ετσι ΔΗ = - Η" -  ̂ Η’ . Επειδή οι κύριες καμπυλότητες στο U είναι 

-Η  και 3Η η εξίσωση (4.6.12) γίνεται

-Η" - ^Η ' + 10Η3= λΗ , 

η οποία με τη βοήθεια της (4.6.10) γράφεται

- 4ΗΗ" + 3(Η' ) 2  + 40Η4 = 4λΗ2  .

Με ολοκλήρωση της τελευταίας εξίσωσης βρίσκουμε

(Η ' ) 2  = ς 1 Η 3 / 2  + 8Η4 -4λΗ2  .

Συγκρίνοντας την τελευταία με την εξίσωση (4.6.1) έχουμε
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(cr  cH2)H3/2 +24Η4 - 4λΗ2 = 0 ,
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απ' όπου φαίνεται ότι Η είναι σταθερό στο U , πράγμα άτοπο . Επομένως 

η Μ έχει σταθερή μη μηδενική μέση καμπυλότητα και λόγω της (4.6.12) έχει και 

σταθερή Gauss καμπυλότητα , επομένως είναι τμήμα ορθού κυκλικού 

κυλίνδρου (βλ. [29], σελ. 168).

Στη συνέχεια υποθέτουμε, ότι η Μ3  είναι Η- υπερεπιφάνεια του Ε4. 

Θεωρούμε τα σύνολα Μ0  = [PGM3  / (HgradH)(P) = 0] και Mj=M3- Μ0 . Αν 

Mj = 0  , τότε η Μ3  έχει σταθερή μέση καμπυλότητα . Από εδώ και στο εξής 

υποθέτουμε ότι Mj * 0  . Υπάρχουν δύο ενδεχόμενα για τις κύριες καμπυ­

λότητες στο Mj : Είτε υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο με δύο διαφορετικές 

κύριες καμπυλότητες, είτε υπάρχει ένα ανοιχτό υποσύνολο με τρεις 

διαφορετικές κύριες καμπυλότητες . Πραγματικά , αν όλες οι κύριες 

καμπυλότητες ήταν ίσες, θα είχαμε Η=0, πράγμα αδύνατο στο Mj.

Ας υποθέσουμε τώρα, ότι U είναι μη κενή ανοιχτή συνεκτική περιοχή 

του Mj με δύο διαφορετικές κύριες καμπυλότητες . Οι κύριες καμπυ­

λότητες στο U θα είναι - , 9~ , ^  ή - , - ~  , 6 Η . Η δεύτερη
Ο Τ Τ

περίπτωση δεν συμβαίνει, επειδή η διπλή κύρια καμπυλότητα - γ -  θα ήταν 

σταθερή στον αντίστοιχο ιδιοχώρο της ([15], σελ. 252), δηλαδή e 3 (H)=0, 

πράγμα αδύνατο. Για το U αποδεικνύουμε την ακόλουθη πρόταση :

Πρόταση 4.6.3. Η υπερεπιφάνεια U είναι υπερεπιφάνεια εκ περι­

στροφής στον Ε4  που παράγεται από την επίπεδη καμπύλη (f(s),g(s)) με 

παράμετρο το μήκος τόξου, όπου η f ικανοποιεί την

3ff = 2(1- (f)2) .

Επιπλέον η μέση καμπυλότητα στο U πληρεί τη διαφορική εξίσωση

(4.6.13) (H')2 = cH16/5- ^ - H 4 ,
16
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Q T T

Απόδειξη . Επειδή οι κύριες καμπυλότητες στο U είναι - ~γ-, ~  ,
9Η συμπεραίνουμε , με τη βοήθεια ενός αποτελέσματος των Μ. Do Carmo 

και M.Dajczer ([2], σελ. 701, Θεώρημα 4.2), ότι το U περιέχεται σε μια εκ 

περιστροφής υπερεπιφάνεια του Ε4  . Υποθέτουμε , χωρίς βλάβη της γενικό­

τητας, ότι το διανυσματικό πεδίο θέσης στο U είναι

όπου c είναι πραγματική θετική σταθερά .

x(s, θ ) = f(s) θ + g(s) ε ,

όπου f(s) > 0  , (f)2 +(g')2=l , θ είναι το διανυσματικό πεδίο θέσης της 

διδιάστατης μοναδιαίας σφαίρας και ε σταθερό μοναδιαίο διάνυσμα

στον άξονα περιστροφής . Επειδή οι κύριες καμπυλότητες στο U είναι
ρ" s' ε'

- fr , f · f * έχουμε

(4.6.14) f = - f .

(4.6.15) I  = ψ .

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει αμέσως η σχέση 3ff' = 2(1- (f)2) . 

Παραγωγίζοντας τα μέλη της (4.6.15) και λαμβάνοντας υπόψη την (4.6.14), 

βρίσκουμε

(α λ 1 ^  f  _ 3FT(4.6.16) f - ' 5 H -

Ολοκληρώνοντας την (4.6.16) παίρνουμε



(4.6.17)
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f = CjH" ,

3C
όπου Cj σταθερά. Έτσι έχουμε f = - - ^ H  Η' και από τις (4.6.15) και

Qc 2/5
(4.6.17) συνάγουμε ότι g' = Η . Από αυτές σε συνδυασμό με την 

(f)2 +(g')2=l προκύπτει η ζητούμενη σχέση (4.6.13).

Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι V είναι μη κενό ανοιχτό συνεκτικό 

υποσύνολο του Mj με τρεις διαφορετικές κύριες καμπυλότητες. Θεωρούμε στο

V ορθοκανονικό πλαίσιο κυρίων διευθύνσεων e1? e2, e3  (e3= gradH/ IgradHI) 

με αντίστοιχες κύριες καμπυλότητες kj .k 2 . k 3  (k3 = - ^ p ) .  Αν ω ΐ 5  ω2, ω 3  

είναι το δυϊκό πλαίσιο και ω^ οι μορφές συνοχής του ανωτέρω πλαισίου , τότε 

οι εξισώσεις δομής είναι:

3
dco, = Υ  ω„ λ ω( , 1=1,2, 3

] = 1  ‘J J

και
3

d0}ij =  Wik Λ “ kj + ω ί4 Λ ω4 ί ’

3
όπου ωί 4  = ^  ω̂  και hy = <Aet, ep . Επιπλέον για το παραπάνω 

πλαίσιο είναι ωί 4  = ^ω ί .Από το Λήμμα 4.5.3 έχουμε

ω3ΐ(ε3) = ω32(ε3) = 0  ·

Εφαρμόζοντας τη σχέση (4.5.1) για X = ej και Y = e2  παίρνουμε

(kj - k2) cV-^gradH , et> = 0

ή ισοδύναμα

a)13(e2) = 0.



Ακόμη είναι φανερό ότι

ή ισοδύναμα
ω2 3 (ε1) = 0 .

Η εξίσωση του Codazzi δίνει

(kr  k2 )<x>j2 (c3) = (k3  - Ι^ ω ^ ^ ι)  

και με τη βοήθεια της παραπάνω σχέσης

ω ΐ2^3)= ® · 

Επιπλέον η εξίσωση του Gauss γίνεται
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cV^gradH , e2> = 0

Όμοια

Ve3el = W1 2 (e3 ) e 2  + w13(e3)e3 = 0

Συνοψίζοντας έχουμε αποδείξει το επόμενο λήμμα:

Λήμμα 4.6.4. Οι μορφές συνοχής δίνονται από τις σχέσεις

ω ΐ3 =  ω ΐ3 ^ ι) ω ι ’

^ 2 3  =  ^ 2 3 ^ 2 ^ 2  ’



ω 12 =  ω 12(ε ΐ ) ω 1 +  ω 12(ε 2 )ω 2 ·

Επιπλέον τα e l 5  ^  είναι παράλληλα στον Ε4  κατά μήκος των ολοκλη­

ρωτικών καμπύλων του % .

Έστωσαν Μ„ μια ολοκληρωτική επιφάνεια της κατανομής D στο 
Ηο

V και (α, β), (γ, δ) οι ιδιοτιμές των απεικονίσεων Weingarten Α και Α 0
W L

αντίστοιχα, της επιφάνειας Μ„ στον Ε4  .
Ο

Χρειαζόμαστε το ακόλουθο λήμμα:

Λήμμα 4.6.5. Οι ιδιοτιμές των απεικονίσεων Weingarten Α και
W

Α της ολοκληρωτικής επιφάνειας Μ„ είναι σταθερές στην Μ„ .e χΐ0  π 0

Α π ό δ ε ιξ η . Λόγω των σχέσεων (4.5.9) και (4.5.10) οι κύριες 

καμπυλότητες στο V δίνονται από τις σχέσεις

, - γΒ' + αΑ'
1“  1-γΑ-αΒ ’

- -δΒ’ + βΑ’
Κ2 "  1 - δΑ- βΒ

k3 =k(s),

όπου k(s) είναι η καμπυλότητα της επίπεδης καμπύλης με την οποία οι

ολοκληρωτικές καμπύλες του e3  είναι ισομετρικές στον Ε4  . Επειδή η Μ3

ΊΗείναι Η-υπερεπιφανεια , εχουμε k t + k2  = - 3k3  , όπου k3  = ή ισοδύ­

ναμα



S t  S t
Υπενθυμίζουμε ότι A(s) = ^cos (^k(u)du)dt και B(s) = ^sin (^k(u)du)dt . 

H (4.6.18) για s=0 δίνει

(4.6.19) α + β = - 3k(0).

Παραγωγίζουμε τρεις φορές τα μέλη της (4.6.18) ως προς s , οπότε στη θέση 

s= 0  βρίσκουμε:

(4.6.20) - γ^Ο) + αγ- 0k(0) + βδ = - 3k'(0),

(4.6.21) - γ£(0) - ak2 (0) - 2γ2 k(0) + a 2 k(0) + 2αγ2- 6k’(0)

- β^(0)- 202 k(0) + β\(0) + 2βδ2  = - 3k"(0),

(4.6.22) - γ (k"(0)- k 3 (0))- 3ak(0)k’(0)- 3γ2 k'(0)- 7αγ^(0)

- 6 γ ^ ( 0 ) + a2 k'(0 ) + 6 a2 γk(0 ) + 6 αγ3

- 0(k"(0)- k 3 (0))- 3βΜ0)^(0)- 302k'(0)- 7βδ^(0)

- 603k(0) + β2 ^(0) + 6β2 δk(0) + 6 βδ3  = - 3k’"(0).

Η εξίσωση (4.6.19) μπορεί να γραφεί ως

(4.6.23) β = - 3k(0)- α ή β - k(0) = - (4k(0) + a) .

Η (4.6.20) με τη βοήθεια της (4.6.19) γίνεται

(4.6.24) γ(α- k(0)) = - 3k'(0) + 6(4k(0) + a)
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η

(4.6.25) γ(α- k(0)) + δ(β - k(0)) = - 3k'(0).
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Πολλαπλασιάζουμε την (4.6.21) με α- k(0) και αντικαθιστούμε τα 

β και γ από τις (4.6.23) και (4.6.24) αντίστοιχα, οπότε έχουμε

(4.6.26) 10k(0)(4k(0) + α)δ2- k'(0)(5 lk(0) +14α)δ +3k"(0)a +

+ 6k3 (0)a + 4k2 (0)a2  + 2k(0)a3- 3k(0)k"(0)- 12k4 (0)

Θέτουμε

+ 2 1 (k'(0 ) ) 2  = 0 .

p =10k(0)(4k(0) + a) , 

q = ^ (5 1 k (0 )+ 1 4 a ) ,

r = 3k"(0)a + 6k3 (0)a + 4k2 (0)a2+ 2k(0)a3  -

- 3k(0)k"(0) - 12k4 (0) + 21(k'(0) ) 2

και

R = Vq2- pr .

Av a = k(0) σε ανοιχτό υποσύνολο της Μ„ , τότε από την (4.6.23) προ-
ο

κύπτει ότι το β είναι σταθερό . Ακόμη οι (4.6.26) και (4.6.22) δείχνουν ότι, δ

και γ είναι επίσης σταθερά. Ας δεχτούμε ότι a  * k(0) σε ανοιχτό υποσύνολο

της Μ„ .Από την (4.6.26) βρίσκουμε 
ο

δ = ^ ± * .
Ρ Ρ

Μελετούμε την περίπτωση που

(4.6.27) 6  = f l + -
Ρ Ρ



124

Α1= q(4k(0) + a)-3k’(0)p ,

Γ = - k"(0) + k3 (0) - 7ak2 (0) + 6k(0)a2 ,

Δ = - k"(0) +76k3(0) + 43k2 (0)a + 6k(0)a2  .

Η άλλη περίπτωση μελετάται όμοια . Θέτουμε

Από τις σχέσεις (4.6.24), (4.6.27) παίρνουμε

_ Αι 4k(Q) + α
(4·6·28) γ "  p(a- k(0 )) ρ(α- k(0 ))

Η ισότητα (4.6.22) γράφεται ισοδύναμα

- 3k(0)k’(0)(a + β) + k’(0)(a2  + β2) + γ(- k"(0) + k3 (0) - 7ak2 (0) + 6a2 k(0))

- 3γ2  k'(0) + 6 γ3 (α- k(0)) + δ(- k"(0) + k3 (0)- 7β^(0) + 6β2 k(0))

- 362k'(0) + 6 δ3(β - k(0)) = - 3k'"(0).

Αντικαθιστούμε το β από την (4.6.23) στην παραπάνω σχέση και 

βρίσκουμε

- 3 k"'(0 ) - 18k2(0)k'(0)- 2 k’(0 )a2- 6 k(0 )k'(0 )a = 

γ(- k"(0) + k3 (0)- 7ak2 (0) + 6a2 k(0))- 21k'(0ft2  + 6(4k(0) + α)γ2δ 

+ δ(- k"(0) + 76k3(0) + 43k2 (0)a + 6k(0)a2)- 3k’(0)02- 6(4k(0) + α)δ3

ή
Γγ - 21^(0)γ2  + 6(4k(0) + α)γ2δ + Δδ- 3k'(0)02  -

- 6 (4 k(0 ) + α)δ3  = - 3 k"'(0 ) - 18k2(0)k’(0)- 2 k'(0 )a2  - 6 k(0 )k’(0 )a .
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A +(4ki0> + a)R +(4k(°) +a)2 R2  + 2(4k(0) + a)AtR
p (a - k(0 )) Γ '  21k(0) p2 (a- k(0 ) ) 2  +

qA2  + q(4k(0) + a)2 R2  + 2(4k(0) + a)ALR2  

p3 (a-k(0 ) ) 2

A2  + 2q(4k(0) + a) A, + (4k(0) + a)2 R2

+ ----------------- =----------~----------------R] + A-9—  -
p3 (a- k(0)) J P

. 31,,0 )fli± R l± 2aR  . 6(4k(0) + a )(a!±3gR* + 3fli+R^R) =
P P P

= - 3k'"(0) - 18k2(0)k'(0) - 2k'(0)a2  - 6k(0)k'(0)a .

Στην παραπάνω σχέση απομονώνουμε το R και υψώνουμε στο τετράγωνο . 

Μετά από πράξεις βλέπουμε, ότι το α είναι ρίζα ενός μη τετριμμένου 

πολυωνύμου 14ου βαθμού με σταθερούς συντελεστές, του οποίου ο συντελεστής 

του μεγιστοβαθμίου όρου είναι 2472104k6(0)(k'(0))2 . Επομένως το α είναι 

σταθερό στο V . Εύκολα τώρα προκύπτει από τις (4.6.19) , (4.6.26) και

(4.6.28) ότι τα β, δ, γ είναι σταθερά στο V .

Λήμμα 4.6.6. Οι ολοκληρωτικές επιφάνειες της κατανομής D στο

V είναι ανοιχτά τμήματα γινομένων κύκλων ή ανοιχτά τμήματα ορθών 

κυκλικών κυλίνδρων.

Απόδειξη. Έστω ΜΗ μια ολοκληρωτική επιφάνεια της D στο V .
"Ο

Από την εξίσωση Codazzi έχουμε

Αντικαθιστώντας το γ από την (4.6.28) στην παραπάνω σχέση έχουμε

+ 6(4k(0) + α)[

ej(k2) = (kr  k2)co12(e2) ,
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Λόγω του Λήμματος 4.6.5 είναι e 1 (k2) = 0 και e2 (k1) = 0 , αφού k : 

και k2  εξαρτώνται μόνο από το s . Έτσι έχουμε

(4.6.29) ro1 2 (e2) = (o2 1 (e1) = 0.

Από τη δεύτερη εξίσωση δομής

άωι2  ~ ω3 2  - kjk^jA »

και με τη βοήθεια του Λήμματος 4.6.4 , βρίσκουμε

(4.6.30) w 1 3 (e1 )co2 3 (e2) + i f a  = 6 2 (ω 1 2 (ε1))- q ^ ) -  ε 1 (ω 1 2 (ε2))- α έ(ε2) .

Από τις (4.6.29) και (4.6.30) συμπεραίνουμε, ότι η Μ„ έχει μηδενική
ο

καμπυλότητα Gauss. Επιπλέον η Μ „ έχει διανυσματικό πεδίο μέσης
Ηο

καμπυλότητας παράλληλο στην κάθετη δέσμη, αφού e και w είναι 

παράλληλα και η Μ„ έχει σταθερές κύριες καμπυλότητες στις ανωτέρω
Ο

διευθύνσεις . Επομένως, σύμφωνα με ένα αποτέλεσμα των B.Y.Chen και

G.D.Ludden ([4], Πόρισμα 2) ή του D.A.Hoffman ([29], Θεώρημα 3.1) η

επιφάνεια ΜΗ είναι ανοιχτό τμήμα γινομένου κύκλων ή τμήμα ορθού 
—ο

κυκλικού κυλίνδρου.

Πρόταση 4.6.7. Το διανυσματικό πεδίο θέσης της Η- υπέρ επι­

φάνειας V ως προς κατάλληλη αρχή είναι

^(k j) = (k2 - k1)co21(e1) .
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0 ) y (u,v,s) = (f(s)cosu, f(s)sinu, v, g(s)),

όπου (f(s),g(s)) είναι καμπύλη με παράμετρο το μήκος τόξου, με μη στα­

θερή μέση καμπυλότητα, τέτοια ώστε

3ff ’ = 1- (f)2 .

Επιπλέον η μέση καμπυλότητα Η ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

(4.6.31) (Η ' ) 2  = cH7 / 2  - 36Η4 , 

όπου c είναι θετική σταθερά.

(ϋ) y^u/v.s) = (x(s)cosu, x(s)sinu, y(s)cosv, y(s)sinv) ,

όπου (x(s), y(s)) καμπύλη με παράμετρο μήκος τόξου με μη σταθερή 

καμπυλότητα, τέτοια ώστε

(4.6.32) χ' y" - χ" y' = 4τ ( — - ,3 y χ

Απόδειξη . Έστω Μ„ ολοκληρωτική επιφάνεια της κατανομής D
“ ο

στο V . Στηριζόμενοι στο Λήμμα 4.6.6 μπορούμε να υποθέσουμε, ότι το

διανυσματικό πεδίο θέσης της Μ„ είναι
“ ο

(ί)

ή
(ϋ)

x(u,v) = (Rcosu, Rsinu, ν, 0)

Xj(u,v) = (x0 cosu, x0 sinu, y0 cosv, y0 sinv) ,
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όπου R , χ 0  και y0  είναι μη μηδενικές σταθερές . Διακρίνουμε δύο 

περιπτώσεις:

Περίπτωση ΐ. Έστω ότι x(u,v)=(Rcosu, Rsinu, ν, 0). Τα μοναδιαία

διανυσματικά πεδία ξ 1 = (cosu, sinu, 0 , 0 ) , ^  = (0 * 0 , 0 ,1 ) αποτελούν ορθοκα-

νονικό πλαίσιο του καθέτου χώρου της Μ„ στον Ε4  . Επιπλέον ξ ι ,  ξ2

ο
είναι παράλληλα στην κάθετη δέσμη . Επειδή και τα διανυσματικά πεδία e , 

w είναι παράλληλα στην κάθετη δέσμη (Λήμμα 4.5.4), μπορούμε να 

γράψουμε

όπου θ είναι κατάλληλη σταθερή γωνία. Από την (4.5.4) προκύπτει, ότι 

το διανυσματικό πεδίο θέσης του V είναι

e(u,v) = οο8 θξ1 + 8 ϊηθξ2, 

w(u,v) = - 8 ΐηθξ1 + 008θξ2 ,

6
s t

Έτσι έχουμε

y (u,v,s) = (f(s)cosu, f(s)sinu, v, g(s))

ή

(4.6.33)

όπου

y (u,v,s) = (f(s)cosu, f(s)sinu, 0 , g(s)) + v(0 , 0 ,1 , 0 ) ,

f(s) = R + A(s)cos0 - B(s)sin0 

g(s) = A(s)sin0 + B(s)cos0

και
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Διαπιστώνεται εύκολα , ότι η καμπύλη (f(s), g(s)) έχει παράμετρο μήκος 

τόξου και ότι η καμπυλότητα της είναι k(s), δηλαδή μη σταθερή . Ως προς 

την παραπάνω παραμέτρηση το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στο

V δίνεται από τη σχέση

N(u,v,s) = (-g’(s)cosu, -g'(s)sinu, 0, f(s)) .

Από τον τύπο του Rodrigues συνάγουμε, ότι οι κύριες καμπυλότητες στο

V είναι , 0 και . Έτσι έχουμε

(4.6.34) ? = Τ ·

(4.6.35) = - ψ  ■

Οι (4.6.34) και (4.6.35) συνεπάγονται την 3ff'=l- (f ) 2  . Παραγωγίζονταςτα 

μέλη της (4.6.34) και λαμβάνοντας υπόψη την (4.6.35) φτάνουμε στη σχέση

Ολοκληρώνοντας την προηγούμενη σχέση βρίσκουμε

f = c H 3/4.

όπου c είναι μη μηδενική σταθερά . Επομένως έχουμε
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Συνδυάζοντας τις τελευταίες σχέσεις με την εξίσωση (f)2 +(g' ) 2  =1 καταλή­

γουμε στην ζητούμενη σχέση (4.6.31).

Περίπτωση ϋ . Υποθέτουμε ότι το διανυσματικό πεδίο θέσης της MHq

είναι

Xj(u,v) = (x0 cosu, x0 sinu, y0 cosv, y0 sinv).

Τα διανυσματικό πεδία

^  = ~= (cosu, sinu, - cosv, - sinv),

ξ2  = ĵ= (- cosu, - sinu, - cosv, - sinv) 

συνιστούν ορθοκανονικό πλαίσιο του καθέτου χώρου της Μ„ στον Ε4  .
η ο

Επιπλέον τα ξ 1? ξ2  είναι παράλληλα στην κάθετη δέσμη . Επειδή και τα 

διανυσματικά πεδία e,w είναι παράλληλα στην κάθετη δέσμη (Λήμμα 4.5.4), 

μπορούμε να γράψουμε

e(u,v) = cos5 + sin0  ξ2  , 

w(u,v) = - sinB + cos0  ξ2,

όπου θ είναι κατάλληλη σταθερή γωνία. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία 

όπως και στην περίπτωση i καταλήγουμε στο συμπέρασμα, ότι το διανυ- 

σματικό πεδίο θέσης στο V δίνεται από την ισότητα

(4.6.37) y^u.v.s) = (x(s)cosu, x(s)sinu, y(s)cosv, y(s)sinv),
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x(s) = xG + ^ ^  (cos0  - sin θ) - ^ ( c o s 0  + sin0 ) , 

y(s) = y0- (cos0  + sin0 ) + (sinfj - cos0 ) .

To μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο στο V είναι

N(u,v,s) = (- y'(s)cosu, - y'(s)sinu, x'(s)cosv, x'(s)sinv) .

Με τη βοήθεια του τύπου Rodrigues βλέπουμε ότι οι κύριες καμπυλότητες στο

V είναι x'y"- x"y' , ^  και - γ  . Η εξίσωση (4.6.32) προκύπτει από το

γεγονός , ότι το V είναι Η- υπερεπιφάνεια . Επιπλέον επειδή στο V οι
, νΤ X 'κυρίες καμπυλότητες είναι διαφορετικές , έχουμε τ- * - — , το οποίο

χ  y

σημαίνει ότι x2 (s) + y2 (s) δεν είναι σταθερό . Επίσης επειδή το s είναι 

μήκος τόξου για την καμπύλη (x(s),y(s)), η καμπυλότητα της είναι x'y" - x"y' 

και είναι μη σταθερή , αφού το V έχει μη σταθερή μέση καμπυλότητα .

Παρατήρηση 4.6.8. Από την Πρόταση 4.6.7 προκύπτει ότι το V 

είναι γενικευμένος κύλινδρος υπεράνω επιφάνειας εκ περιστροφής του Ε3  

(σχέση (4.6.33)) ή 0(2)χ0(2)- αναλλοίωτη υπερεπιφάνεια του Ε4  (σχέση

(4.6.37)). Συνοψίζοντας έχουμε αποδείξει την ακόλουθη πρόταση :

Πρόταση 4.6.9. Μια Η- υπερεπιφάνεια του Ε4  τοπικά είναι ανοιχτά 

τμήματα α π ό :

(ΐ) υπερεπιφάνειες με σταθερή μέση καμπυλότητα,

(ii) εκ περιστροφής υπερεπιφάνειες με μη σταθερή μέση καμπυλότητα που  

περιγράφονται στην Πρόταση 4.6.3,

όπου



λ
(iii) γενικευμένους κυλίνδρους υπεράνω επιφανειών εκ περιστροφής του Ε 

που περιγράφονται στην Πρόταση 4.6.7 (περίπτωση ϊ) με μη σταθερή μέση 

καμπυλότητα,

(ϊν) 0 (2 )χ 0 (2 )- αναλλοίωτες υπερεπιφάνειες με μη σταθερή μέση καμπυ­

λότητα που περιγράφονται στην Πρόταση 4.6.7 (περίπτωση ΐί).
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4.7. Απόδειξη του θεωρήματος 4.1.4

Για την απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.4 χρειαζόμαστε τα επόμενα 

λήμματα:

Λήμμα 4.7.1. Οι εκ περιστροφής υπερεπιφάνειες του Ε4  με μη

σταθερή μέση καμπυλότητα που περιγράφονται στην Πρόταση 4.6.3 δεν

είναι μηδενικού 2- τύπου.

Απόδειξη. Έστω x(s, θ) = f(s)0 + g(s) ε παραμέτρηση μιας

μηδενικού 2- τύπου εκ περιστροφής υπερεπιφάνειας του Ε4  με μη

σταθερή μέση καμπυλότητα, όπου (f(s), g(s)) είναι η γενέτειρα καμπύλη

με παράμετρο το μήκος τόξου f(s) > 0  και ε μοναδιαίο διάνυσμα

παράλληλο στον άξονα περιστροφής. Επειδή οι κύριες καμπυλότητες είναι

^  , “ jp , - .το τετράγωνο του μήκους της δεύτερης θεμελιώδους μορφής

είναι

99 ο
(4.7.1) S = T H ·

Επιπλέον έχουμε λόγω της (1.1.1)

(4.7.2) ΔΗ = - 2 jH ' - Η”.
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Η (4.2.13) με τη βοήθεια των (4.6.16), (4.7.1) και (4.7.2) γράφεται 

(4.7.3) - ΗΗ" + |  (Η’ ) 2  + γ  Η4  = λΗ2.

Παραγωγίζοντας τα μέλη της (4.6.13) παίρνουμε

2H’ H" = -ycH 1 1 /5 H’- ^ - Η 3 Η'

και από αυτή, με τη βοήθεια της (4.7.3), βρίσκουμε

(Η’ )2= Ί  cH1 1 / 5  + j -  Η2  - Η4 ,

η οποία αντίκειται στην (4.6.13), αφού η μέση καμπυλότητα δεν είναι 

σταθερή.

Λήμμα 4.7.2. Οι γενικευμένοι κύλινδροι, υπεράνω επιφανειών εκ 

περιστροφής τον Ε3  με μη σταθερή μέση καμπυλότητα, οι οποίοι 

περιγράφονται στηγ Πρόταση 4.6.7. (περίπτωση i ) δεν είναι μηδενικού 2- 

τύπου.

Α πόδειξη . Υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι το 

διανυσματικό πεδίο θέσης ενός τέτοιου κυλίνδρου είναι

χ (u, ν, s) = (f(s)cosu, f(s)sinu, ν, g(s)), 

όπου (f(s), g(s)) είναι καμπύλη με παράμετρο το μήκος τόξου και f(s)>0 .
Q T T  - 5 Π

Οι κύριες καμπυλότητες είναι , 0, - γ - ,  οπότε έχουμε
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(4.7.4) S = ~ H 2.

Ως προς την παραπάνω παραμέτρηση η έκφραση του Λαπλασιανού τελεστή 

είναι (σχέση ( 1 . 1 . 1 ))

ι  d2 a2 p a  s2_

f  au2 av2 f as as2

Έτσι έχουμε

ΔΗ = - j  Η' - Η"

και με τη βοήθεια της (4.6.36)

(4.7.5) ΔΗ = | - ^ - Η "

Η (4.2.13) λαμβάνοντας υπόψη τις (4.7.4) και (4.7.5) γράφεται

(4.7.6) - Η" + + 22 Η3  = λΗ.

Επιπλέον με παραγώγιση των μελών της (4.6.31) λαμβάνουμε

(4.7.7) Η" = ^  Η5 / 2  - 72Η3.

Με πρόσθεση των (4.7.6) και (4.7.7) κατά μέλη βρίσκουμε τη σχέση

(Η' f  = y  Η7/2 + y  Η2 - 126Η4 ,
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η οποία αντίκειται στην (4.6.31) αφού η μέση καμπυλότητα δεν είναι 

σταθερή.

Λήμμα 4.7.3. Έστω Μ μια 0(2)χ0(2)- αναλλοίωτη υπερεπιφάνεια 

του Ε4  με μη σταθερή μέση καμπυλότητα και με διανυσματικό πεδίο 

θέσης

χ (u,v, s) = (x(s)cosu, x(s)sinu, y(s)cosv, y(s)sinv),

όπου η καμπύλη (x(s), y(s)) έχει το s ως παράμετρο το μήκος τόξου. Αν η 

Μ είναι μηδενικού 2- τύπου υπερεπιφάνεια του Ε4  , τότε η καμπύλη 

(x(s), y(s)) είναι τμήμα της αλγεβρικής καμπύλης

Ρ0 (χ, y) + λΡ^χ, y) + λ2 Ρ2 (χ, y) + λ3 Ρ3 (χ, y) + λ4 Ρ4 (χ, y) + λ5 Ρ5 (χ, y) = 0,

όπου Ρ0, Ρ ΐ 5  Ρ2, Ρ3, Ρ4, Ρ5  είναι κάποια ομογενή πολυώνυμα βαθμών 

16,18,20,22,24,26 αντίστοιχα και λ μη μηδενική σταθερά.

Απόδειξη. Υποθέτουμε, ότι το διανυσματικό πεδίο θέσης μιας μηδε­

νικού 2 - τύπου 0 (2 )χ0 (2 )-αναλλοίωτης υπερεπιφάνειας είναι

χ (u,v, s) = (x(s)cosu, x(s)sinu, y(s)cosv, y(s)sinv),

όπου (x(s), y(s)) είναι μια επίπεδη καμπύλη με παράμετρο μήκος τόξου. Οι 

συναρτήσειες x(s), y(s) δεν είναι σταθερές , αφού η μέση καμπυλότητα 

δεν είναι σταθερή. Από την (4.6.32) και την εξίσωση χ' χ" + y' y" = 0 

βρίσκουμε

(4.7.8) χ-ν '  3 ν χ y ;
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και
(4.7.9)

'  V XΕπειδή οι κύριες καμπυλότητες είναι χ' y" - χ" yf , ^  και - — , κάνονταςχ y
χρήση των (4.7.8) και (4.7.9), βρίσκουμε

2  ν' χ 1

(4.7.10) Η = 9 ( χ  ' Ρ '

Με παρόμοια διαδικασία βρίσκουμε

μ  7 11Ί ς _ 1 0 ( χ ^  . 1 0 (υΊ 2 2 £ £
(4./.H) 9 y 2  Τ 9 χ2  '  9 xy

Ο Λαπλασιανός τελεστής ως προς την παραπάνω παραμέτρηση έχει την 

ακόλουθη μορφή (σχέση ( 1 . 1 . 1 )):

λ -  -L —  „ 1 d2  (xy£_3
x2  du2 y2  dv2  ds ds2

Με τη βοήθεια της παραπάνω σχέσης και των (4.7.8), (4.7.9), (4.7.10) και

(4.7.11) η (4.2.13) γίνεται

(4.7.12) (χ' )2 y' (12x2y - 30y3) + χ’ (y' )2 (-12xy2  + 30χ3) + x' (4xy2  - 14x3) +

+ y' (- 4x2y + 14y3) = 9Xx2y3y' - 9λχ3γ2χ ' .

Θεωρώντας το y ως συνάρτηση του χ ( y = y(x), x e i ) έχουμε

(4.7.13) y' = t o X'·

Επιπλέον ισχύει
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(4.7.14) (χ')2 =
l + ( * L 4  
1 + ( dx '

και
(4.7.15) y" = -------L------£ x

(l + (;£)2)2dx

Χρησιμοποιώντας κατάλληλα τις (4.7.13), (4.7.14) και (4.7.15) η (4.6.32) 

γράφεται

<4·7·16) £Η<Η£>ρ+<£λ·

Ανάλογα η (4.7.12) γίνεται

(4.7.17) Α3 (χ, y)( ̂  ) 3  + Α2 (χ, y)( &  ) 2  + Α^χ, y)( ^ ) + Α0 (χ, y) = 0 ,

όπου

Α 3(χ, y) = - 4x2y + 14y3 - 9λχ^ 3  

Α 2(χ, y) = - 8 xy2  + 16χ3 + 9 λ χ ν ,

Aj(x, y) = 8 x2y - 16y3 - 9λχ^ 3  ,

A0 (x, y) = 4x>  ̂-14x3 + 9λx3 y2  .

Παραγωγίζοντας τα μέλη της (4.7.17) και λαμβάνοντας υπόψη την (4.7.16), 

βρίσκουμε

Β 5(χ, Υ) ( ^  )5 + Β4(χ, Υ) ( ^  )4 +  Β 3(χ, y) ( ^  )3 +

+ Β 2(χ, y) ( ^  ) 2  + Bj(x, y) &  + Β 0(χ, y) = 0,
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οπου

Β5(χ , y) = - 12x2y2 + 42y4 - 27Xx2y4,

B4 (x, y) = 56x3y - 184xy3 + 126Xx3y3 ,

B 3(x, y) = 84x2y2 - 32x4 + 26y4 + 18λχΥ - 72λx4y2 ,

B2 (x, y) = - 132x3y + 126xy3 + 54Xx3 y3  ,

Bj(x, y) = - 48x2y2 - 32x4 - 16y4 - 72Xx4y2 + 4 5 λ χ Υ ,

B0 (x, y) = 118x3y + 4xy3  - 72Xx3y3.

Σημειώνουμε εδώ ότι ισχύει B5 (x, y) = 3yA3 (x, y). Θεωρούμε τα πολυώνυμα

f(z)= A3 (x1 , y 1 )z3  + A2 (x1 , y 1)z2+ A f a ,  y})z+ \ ( x v  y^ ,

g(z) = B 5(Xj, y^z5  + B4(x 1, yt)z4  + B 3(x1; y^z3  +

+ B1(xl, y^z 2  + BjiXj, yj)z+ B0 (Xj, y^ ,

όπου XjEI και = yCxj). Με τη βοήθεια υπολογιστή ελέγχουμε ότι η 

επιλύουσα των πολυωνύμων f(z), g(z) , με προσέγγιση σταθεράς, είναι η

R(f, δ) = (X? - Υι )(4xi - 14y* + 9 λ χ ^  )(ρο(Χι, Υι) + λ Ρ ^ ,  yt) +

+λ2 Ρ2 (χ1( yj) + λ3? ^ ,  yj) + λ4 Ρ4 (χ1? yL) + λ ^ χ ^  y^),
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όπου Pj(x, y),i=0,l,2, 3,4,5 είναι τα παρακάτω ομογενή πολυώνυμα :

P0 (x, y) = 26880000χ16 - 70294400x14y2 + 43869056Χ1 V  + 34700192x10y6

- 104814400x8y8 + 34700192x6y10 + 43869Q56x4y12

- 70294400x2y14 +26880000y16,

Ρ}(χ, y) = - 14336000x18 + 142511360x16y2 - 203510080x14y4 + 299759904x12y6

- 63472352x10y8 - 63472352x8y10 + 299759904x6y12

- 203510080x4y14+ 142511360x2y16 - 14336000y18,

P2 (x, y) = - 58521600X1V  + 163236096x16y4 - 250900056x14y6

+180082080x12ys - 158754744x10y10 + 180082080xsy12

- 250900056x6y14 +163236096x4y16 - 58521600x2y18,

P3 (x, y) = - 43545600x18y4 - 33988896x16y6 + 99268416x14y8 - 65010276x12y10

- 65010276x10y12 + 99268416xsy14 - 33988896x6y16 - 43545600xV 8

P4 (x, y) = 3965760Qx18y6 - 96782040x16y8 + 18669690x14y10- 7189398Qx12y12 

+18669690x10y14 - 96782040x8y16 + 39657600x6y18,

P5 (x, y) = 10497600x18y8 + 23783625x16y10 + 18862875x14y12 +18862875x12y14 + 

+ 23783625x10y16 + 10497600x8y18.

Επειδή τα πολυώνυμα f(z), g(z) έχουν το ^  (Xj) ως κοινή ρίζα , 

συμπεραίνουμε ότι στο (x1? yt) ισχύει η σχέση

R(f, g) = 0.
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(4.7.17) είναι τμήματα της αλγεβρικής καμπύλης με εξίσωση

χ ψ  (χ2  - y2  )(4χ2  - 14y2+ 9λχ^ 2  )(ρο(χ, y) + λΡ^χ, y) +

+ λ2 Ρ2 (χ, y) + λ3 Ρ3 (χ, y) + λ4 Ρ4 (χ, y) + λ5 Ρ5 (χ, y)) = 0

ή ισοδύναμα οι κοινές λύσεις των (4.7.16) και (4.7.17) είναι τμήματα 

των παρακάτω καμπύλών:

(4.7.18) f1 (x,y) = x2 -y 2  = 0 ,

(4.7.19) f2 (x, y) = 4χ2  - 14^+ 9λx2 y2  = 0 ,

(4.7.20) f3 (x, y) = Ρ0 (χ, y) + λΡ^χ, y) + λ2 Ρ2 (χ, y)+ λ3 Ρ3 (χ, y)

+ λ4 Ρ4 (χ, y) + λ5 Ρ5 (χ, y) = 0.

Αν η κοινή λύση είναι τμήμα της (4.7.18) τότε, σύμφωνα με την (4.7.10), 

η υπερεπιφάνεια θα ήταν ελάχιστης έκτασης στον Ε4  , δηλαδή 1- τύπου, 

πράγμα που έρχεται σε αντίθεση με την υπόθεση. Ας υποθέσουμε τώρα ότι 

η κοινή λύση των (4.7.16) και (4.7.17) είναι τμήμα της καμπύλης (4.7.19). 

Παίρνοντας το ^  από την (4.7.19) και αντικαθιστώντας το στην

(4.7.17) βρίσκουμε

f4 (x, y) = (- 8064λχ - 1944λ2χ3 + 5832λ3χ5̂ 6 +

+(- 448χ + 5040λχ3 - 1296λ2χ5 + 2916λ3χ7̂ 4 +

+(- 9696χ3 + 18144λχ5 - 4536λ2χ7̂ 2 + 1024χ5 = 0.

Επομένως οι κοινές λύσεις των διαφορικών εξισώσεων (4.7.16) και
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Η επιλύουσα των πολυωνύμων f2 (x, y) και f4 (x, y) ως προς y δίνεται 

από τη σχέση

Ry(f2’ f4> = 23933229465600Χ10 - 188415006474240λχ12 + 592378902872064λ2χ 14

- 978912668418048λ3χ16 + 951698911887360λ4χ1δ - 567199819726848λ5χ20 

+204765560782848λόχ22 - 41258732396544λ7χ24 + 3570467226624λ8χ2ό= Ε(χ),

είναι δηλαδή ένα μη τετριμμένο πολυώνυμο ως προς χ . Όμως τα 

πολυώνυμα f2 (x, y) και f4 (x, y) έχουν το y(x) ως κοινή ρίζα για 

κάθε χ Ε I  και επομένως πρέπει το Ε(χ) να έχει άπειρο αριθμό 

ριζών , άτοπο άτοπο. Συνεπώς η κοινή λύση των (4.7.16) και (4.7.17) 

είναι τμήμα της αλγεβρικής καμπύλης (4.7.20).

Είμαστε πλέον σε θέση να αποδείξουμε το Θεώρημα 4.1.4.

Απόδειξη τον θεωρήματος 4.1.4. Έστω Μ μια μηδενικού 2- 

τύπου υπερεπιφάνεια του Ε4. Η Μ είναι Η- υπερεπιφάνεια και επομένως 

σύνφωνα με την Πρόταση 4.6.9 κατασκεύαζεται από υπερεπιφάνειες με 

σταθερή μέση καμπυλότητα, κάποιους γενικευμένους κυλίνδρους υπεράνω 

επιφανειών εκ περιστροφής με μη σταθερή μέση καμπυλότητα και 

0 (2 )χ 0(2) - αναλλοίωτες υπερεπιφάνειες του Ε4  με μη σταθερή μέση

καμπυλότητα. Αν η Μ έχει σταθερή μέση καμπυλότητα , τότε από την

(4.2.13) βλέπουμε ότι S είναι σταθερό στη Μ και επομένως η 

αριθμητική καμπυλότητα τ της Μ είναι σταθερή , λόγω της 

εξίσωσης Gauss τ = 9Η2  - S . Αν η Μ δεν έχει σταθερή μέση 

καμπυλότητα, τότε το συμπέρασμα προκύπτει από τα Λήμματα 4.7.1,4.7.2. 

και 4.7.3.

Παρατήρηση 4.7.4. Είναι πολύ πιθανό ότι τμήματα της αλγεβρικής 

καμπύλης (4.7.20) να μην είναι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων (4.7.16)
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και (4.7.17). Μια παρόμοια αποδεικτική διαδικασία, όπως αυτή που 

εφαρμόστηκε για την αλγεβρική καμπύλη (4.7.19), δεν απέδωσε ως τώρα. Σε 

περίπτωση που αυτό είναι αλήθεια, τότε θα έχει αποδειχθεί το εξής 

συμπέρασμα: Οι μηδενικού 2- τύπου υπερεπιφάνειες του Ε4  έχουν σταθερή 

μέση και αριθμητική καμπυλότητα.

4.8. Απόδειξη του θεωρήματος 4.1.5

θ α  προβούμε κατ' ευθείαν στην απόδειξη του Θεωρήματος 4.1.5, 

αφού το απαραίτητο υλικό έχει αναπτυχθεί στις προηγούμενες 

παραγράφους και κυρίως στις 4.6 και 4.7.

Απόδειξη τον θεωρήματος 4.1.5. Περίπτωση ϊ. Έστω Μ μια 

διαρμονική επιφάνεια του Ε , δηλαδή ισχύει ΔΗ = 0 . Από την (4.2.9) 

συμπεραίνουμε ότι ισχύουν οι σχέσεις

(4.8.1) AgradH = - HgradH ,

(4.8.2) ΔΗ + SH = 0.

Από την (4.8.1) προκύπτει, ότι η διαρμονική επιφάνεια Μ είναι Η- 

επιφάνεια του Ε3. Αν Η = σταθ., από την (4.8.2) προκύπτει S = 0 ή 

Η= 0, δηλαδή η Μ είναι επιφάνεια ελάχιστης έκτασης. Αν υποθέσουμε, 

ότι η Μ δεν έχει σταθερή μέση καμπυλότητα, τότε με τη βοήθεια της 

Πρότασης 4.6.1 και ακολουθώντας τα βήματα της απόδειξης της 

Πρότασης 4.6.2 καταλήγουμε σε άτοπο.

Περίπτωση i i . Έστω Μ μια διαρμονική υπερεπιφάνεια του Ε4. 

Από την (4.2.9) βλέπουμε ότι ισχύουν οι σχέσεις
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