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 Ππόλογορ 

Η παξνύζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία εθπνλήζεθε ζην Δξγαζηήξην Μαζεκαηηθήο 

Μνληεινπνίεζεο θαη Δπηζηεκνληθώλ Υπνινγηζκώλ ηνπ Τκήκαηνο Μεραληθώλ Δπηζηήκεο Υιηθώλ ηνπ 

Παλεπηζηεκίνπ Ισαλλίλσλ ζηα πιαίζηα ηνπ Γηαηκεκαηηθνύ Πξνγξάκκαηνο Μεηαπηπρηαθώλ Σπνπδώλ 

«Φεκεία θαη Τερλνινγία Υιηθώλ». 

Βαζηθό ζηόρν θαηά ηελ εθπόλεζε ηεο δηπισκαηηθήο απνηέιεζε ε θαηαλόεζε ησλ βαζηθώλ 

αξρώλ ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ κέζα από ηελ εθαξκνγή ηεο ζηε δπλακηθή αλάιπζε 

ησλ κεκβξαλώλ θαη ησλ πιαθώλ Mindlin. Παξάιιεια κε ηελ αλάπηπμε ησλ πξνγξακκάησλ πνπ 

επηιύνπλ ηα δπν απηά κνληέια κε ηελ κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ζηε γιώζζα 

πξνγξακκαηηζκνύ Matlab, επηηεύρζεθε κηα πεξαηηέξσ εμνηθείσζε ηόζν ζηνλ πξνγξακκαηηζκό όζν 

θαη ζηελ εθαξκνγή ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. 

Δςσαπιζηίερ 

Η εξγαζία πξαγκαηνπνηήζεθε ππό ηελ επίβιεςε ηνπ Καζεγεηή θ. Καιπαθίδε Βαζηιείνπ, ηνλ 

νπνίν ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ζεξκά γηα ηελ επθαηξία πνπ κνπ έδσζε κε ηελ αλάζεζε ηεο παξνύζαο 

δηπισκαηηθήο, θαζώο επίζεο θαη γηα ηε ζπλερή ππνζηήξημε θαη θαζνδήγεζε ηνπ, ζε όιε ηε δηάξθεηα 

εθπόλεζεο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο 

Τέινο επραξηζηώ ηα κέιε ηεο ηξηκεινύο ζπκβνπιεπηηθήο επηηξνπήο, ηνλ Δπίθνπξν Καζεγεηή 

ηνπ Τκήκαηνο Μεραληθώλ Δπηζηήκεο Υιηθώλ θ. Δπάγγειν Φαηδεγεσξγίνπ, θαη ηνλ Δπίθνπξν 

Καζεγεηή ηνπ Τκήκαηνο Μεραληθώλ Δπηζηήκεο Υιηθώλ θ. Λεσλίδα Ν. Γεξγίδε, γηα ηελ ηηκή πνπ κνπ 

έθαλαλ λα απνηειέζνπλ κέιε ζηελ ηξηκειή ζπκβνπιεπηηθή επηηξνπή. 
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 Πεπίλητη 

Αληηθείκελν ηεο παξνύζαο εξγαζίαο απνηειεί ε δπλακηθή αλάιπζε πιαθώλ Mindlin θαη 

κεκβξαλώλ ζηα πιαίζηα ηεο γξακκηθόηεηαο κε ηε ρξήζε ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. 

Σπγθεθξηκέλα αλαπηύζζνληαη νη αζζελείο εμηζώζεηο θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο θαζώο θαη ησλ πιαθώλ 

Mindlin θαη κε ηε βνήζεηα ησλ πξνγξακκάησλ πνπ αλαπηύρζεθαλ ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ 

Matlab εθαξκόδνληαη ζε θπθιηθή επηθάλεηα λενπξελίνπ δηακέηξνπ ίζεο κε 0.112 m. Τα πξνγξάκκαηα 

γηα ηα δύν απηά κνληέια επηιύνπλ ην δπλακηθό πξόβιεκα ηεο ειεύζεξεο ηαιάλησζεο ηεο θπθιηθήο 

επηθάλεηαο κε παθησκέλε ηελ πεξηθέξεηα ηεο, θαζώο θαη ην δπλακηθό πξόβιεκα ζην νπνίν 

επηβάιιεηαη κηα ρξνληθά εμαξηεκέλε δύλακε ζην θέληξν ηεο θπθιηθήο επηθάλεηαο θαη ζε εκβαδόλ ίζν 

κε 6 10
-5

 m
2
, ελώ ε πεξηθέξεηα εμαθνινπζεί λα είλαη παθησκέλε. Σηελ πξώηε πεξίπησζε 

πξνζδηνξίδνληαη νη ηδηνζπρλόηεηεο θαη νη ηδηνκνξθέο ηνπ θπθιηθνύ λενπξελίνπ γηα ηα δύν κνληέια, 

ελώ ζηε δεύηεξε πεξίπησζε κε εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ Newmark ζηα πεπεξαζκέλα ζηνηρεία 

πξνζδηνξίδνληαη νη κεηαηνπίζεηο πνπ πξνθαιεί ε δύλακε ζην θπθιηθό λενπξέλην ηόζν γηα ην κνληέιν 

ηεο κεκβξάλεο όζν θαη γηα ην κνληέιν ηεο πιάθαο Mindlin. 

Ο βαζηθόο ζηόρνο ηεο δηπισκαηηθήο είλαη ε θαηαλόεζε ησλ βαζηθώλ αξρώλ ηεο κεζόδνπ ησλ 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ θαη ησλ δπλαηνηήησλ ηεο θαζώο θαη ε εθαξκνγή ηεο ζηνλ πξνγξακκαηηζκό 

θαη ζπγθεθξηκέλα ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ Matlab. Σπλεπώο ζηελ πξώηε ελόηεηα αλαιύεηαη ε 

κέζνδνο ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, αξρίδνληαο από κηα εηζαγσγή ζηελ νπνία αλαθέξνληαη θάπνηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο κεζόδνπ θαζώο θαη ηα βήκαηα πνπ αθνινπζνύληαη θαηά ηελ πινπνίεζε ηεο. Με 

γλώκνλα απηά ηα βήκαηα ε ελόηεηα έλα δηαξζξώλεηαη ζε ππνελνηήηεο. Σηα παξαξηήκαηα Α θαη Β 

παξαηίζεληαη ηα πξνγξάκκαηα πνπ αλαπηύρζεθαλ γηα ηελ εμίζσζε θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο θαη γηα ηηο 

εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ πιαθώλ Mindlin. 

Σηελ δεύηεξε ελόηεηα απνδεηθλύεηαη ε εμίζσζε θίλεζεο ησλ κεκβξαλώλ, αλαπηύζζεηαη ε 

αζζελήο δηαηύπσζε ηεο θαη ζηελ ελόηεηα 5.1 παξαηίζεληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο κειέηεο ηεο. Η 

εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ζηελ δπλακηθή αλάιπζε ηεο κεκβξάλεο γίλεηαη κε ζθνπό ηελ κειέηε ηεο 

επίδξαζεο ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο ζηηο ηηκέο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ ηεο ειεύζεξεο ηαιάλησζεο 

ηνπ θπθιηθνύ λενπξελίνπ. Όπσο θαίλεηαη ζηελ ελόηεηα 5.1.1 αύμεζε ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο 

πξνθαιεί αύμεζε ζηηο ηηκέο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ. Σε δεύηεξν ζηάδην ε κεκβξάλε ππόθεηηαη ζε 

ρξνληθά εμαξηεκέλε δύλακε ζην θέληξν ηεο ζε εκβαδόλ ίζν κε 6 10
-5

 m
2
 θαη εμεηάδεηαη κε ηε κέζνδν 

Newmark ζηα πεπεξαζκέλα ζηνηρεία ε επίδξαζε ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο ζηηο κεηαηνπίζεηο 

πνπ πξνθαινύληαη ζε έλαλ από ηνπο θεληξηθνύο θόκβνπο ζηνπο νπνίνπο αζθείηαη θαη ε δύλακε. Σηελ 

ελόηεηα 5.1.2 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα απηήο ηεο κειέηεο ζύκθσλα κε ηα νπνία κηα αύμεζε 

ηεο αξρηθήο ηάζεο νδεγεί ζηελ απαίηεζε κεγαιύηεξεο δύλακεο γηα λα πξνθαιέζεη ηελ ίδηα 

κεηαηόπηζε ζηε κεκβξάλε λενπξελίνπ. 
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Οη εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ πιαθώλ Mindlin θαζώο θαη ε αζζελήο δηαηύπσζεο ηνπο 

απνδεηθλύνληαη ζηελ ελόηεηα 3, ελώ ζηελ ελόηεηα 5.2 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο κειέηεο. 

Σην πξόβιεκα ηεο ειεύζεξεο ηαιάλησζεο ηεο θπθιηθήο πιάθαο λενπξελίνπ, εμεηάδεηαη ε επίδξαζε 

ηνπ πάρνπο ηεο πιάθαο ζηηο ηηκέο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ. Σύκθσλα κε ηελ ελόηεηα 5.2.1 όζν κεγαιώλεη 

ην πάρνο ηόζν απμάλνληαη νη ηηκέο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ ηδηαίηεξα γηα ηηο ηδηνζπρλόηεηεο πνπ είλαη 

κεγαιύηεξεο από ηελ πξώηε-ζεκειηώδε. Η επίδξαζε ηνπ πάρνπο ηεο θπθιηθήο πιάθαο λενπξελίνπ 

εμεηάδεηαη θαη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ κηα ρξνληθά εμαξηώκελε δύλακε δξα ζην θέληξν ηεο θαη ζε 

εκβαδόλ ίζν κε 6 10
-5

 m
2
. Με ηελ βνήζεηα ηεο κεζόδνπ Newmark ζηα πεπεξαζκέλα ζηνηρεία 

ππνινγίδεηαη ε κέγηζηε κεηαηόπηζε πνπ πξνθαιείηαη ζε έλαλ από ηνπο θεληξηθνύο θόκβνπο ζηνπο 

νπνίνπο αζθείηαη θαη ε δύλακε γηα δηαθνξεηηθό πάρνο θάζε θνξά. Τα απνηειέζκαηα απηά θαίλνληαη 

ζηελ ελόηεηα 5.2.2, ζύκθσλα κε ηελ νπνία γηα κεγαιύηεξν πάρνο πιάθαο απαηηείηαη κεγαιύηεξε 

δύλακε γηα λα πξνθαιέζεη ηελ ίδηα κεηαηόπηζε.  
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 Abstract 

The object of this study is the dynamic analysis of Mindlin plates and membranes using the 

finite element method. Specifically weak forms of membrane equation of motion and Mindlin plates 

extracted and applied by means of two programs developed in Matlab programming language in 

neoprene circular surface with diameter equal to 0.112 m. The programs for these two models solve 

the dynamic problem of free vibration of the circular surface with its circumference anchored and the 

dynamic problem on which a time-dependent force is imposed to the center of the circular surface and 

within an area equal to 6 10
-5

 m
2
 while the circumference is still anchored. Firstly the natural 

frequencies and mode shapes of the circular neoprene for both models are determined, while secondly 

by applying the Newmark's method in finite element the displacements caused by force in circular 

neoprene are identified for both the membrane and Mindlin plate model. 

The main objective of the project is to understand the basic principles of the finite element 

method its capabilities and the programming implementation specifically to the Matlab programming 

language. Therefore first section deals with the finite element method, beginning with an introduction 

that states some features of the method and the steps followed during its implementation. In light of 

these steps the first section is divided into subsections. Appendices A and B list the two programs 

developed for the membrane equation of motion and for Mindlin plate equations of motion. 

Membrane equation of motion and weak formulation is presented in the second section while 

Section 5.1 lists the results of the study. The membrane dynamic analysis is performed in order to 

study the initial tensile stress effect to the eigenvalues of the circular neoprene's free oscillation. As 

shown in section 5.1.1 increase of the initial tensile stress causes eigenvalues to increase. Then 

membrane is subjected to time-dependented force to its center within an area equal to 6 10 
-5

 m
2
 and 

by Newmark's method the effect of the initial tensile stress to the displacements caused in one of the 

central nodes is examined. According to Section 5.1.2 which presents the results of this study as initial 

tensile stress increase neoprene membrane requires larger forces in order to achieve the same 

displacements. 

The Mindlin plates equations of motion and their weak formulation demonstrated in section 3, 

while in Section 5.2 the results of the study are presented. For this model the effect of plate thickness 

is examined in the eigenvalues while the circular neoprene freely oscillates. According to section 5.2.1 

as the thickness increases the eigenvalues also increases, especially the natural frequencies that are 

larger than the first-fundamental. The effect of the neoprene circular plate thickness is examined in 

case that a time dependent force acts at its center within an area equal to 6 10
-5

 m
2
. By means of 

Newmark's method in finite elements, the maximum displacement caused in one of the central nodes is 

calculated each time for a different plate thickness. These results are shown in section 5.2.2, according 

to which a thicker plate requires larger force in order to cause the same displacement. 
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1 Πεπεπαζμένα ζηοισεία 

Σην θεθάιαην απηό αθνινπζεί κηα ζύληνκε πεξηγξαθή ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ 

ζηνηρείσλ. Γίλεηαη κηα αλαθνξά ζηηο βαζηθέο αξρέο ηεο κεζόδνπ θαη αλαιύνληαη ηα ζηάδηα εθαξκνγήο 

ηεο, σζηόζν κηα ιεπηνκεξέζηεξε αλάιπζε κπνξεί λα βξεζεί ζηε παξαπεκπόκελε βηβιηνγξαθία. 

Τα ηειεπηαία ρξόληα ε κέζνδνο έρεη γεληθεπηεί θαη ρξεζηκνπνηείηαη ζε θάζε πξόβιεκα 

κεραληθνύ, θαη κάιηζηα έρεη απινπνηεζεί ε ρξήζε ηεο κε εμειηγκέλα πξνγξάκκαηα ππνινγηζηώλ, ηα 

νπνία απινπνηνύλ ηηο δηαδηθαζίεο εηζαγσγήο ηνπ θπζηθνύ πξνβιήκαηνο, θαη ην θπξηόηεξν έρνπλ 

νπηηθή έμνδν πνπ θάλεη πην θαηαλνεηή θαη πην ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ 

1.1 Διζαγωγή  

Τα πεξηζζόηεξα θπζηθά πξνβιήκαηα, κπνξνύλ λα πεξηγξαθνύλ καζεκαηηθά κε ηελ ρξήζε 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Σηελ πεξίπησζε πνπ ζην πξόβιεκα ππεηζέξρνληαη πνιιέο παξάκεηξνη έρνπκε 

δηαθνξηθή εμίζσζε κε κεξηθέο παξαγώγνπο. Τέηνηεο εμηζώζεηο πεξηγξάθνπλ ηόζν ηα πξνβιήκαηα 

κεραληθήο ηνπ ζπλερνύο κέζνπ όζν θαη πνιιά άιια πξνβιήκαηα πνπ αθνξνύλ ηνπο κεραληθνύο όπσο. 

πξνβιήκαηα κεραληθήο ξεπζηώλ ή κεηάδνζεο ζεξκόηεηαο. 

Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο κπνξνύλ λα είλαη ηξηώλ ηύπσλ. Σηελ πεξίπησζε πνπ είλαη δεδνκέλεο 

δπλάκεηο ζε θάπνην ζεκείν ή πηέζεηο πάλσ ζε επηθάλεηα θαινύληαη δεπηεξεύνπζεο ή “θπζηθέο” 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ή ζπλζήθεο Neumann. Σηελ πεξίπησζε πνπ είλαη δεδνκέλεο νη κεηαβιεηέο, 

όπσο ηζρύεη γηα γεσκεηξηθέο δεζκεύζεηο ζε δηάθνξα ζεκεία όπσο νη ζηεξίμεηο θαινύληαη 

πξσηεύνπζεο ή “βαζηθέο” ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ή ζπλζήθεο Dirichlet. Ο ηξίηνο ηύπνο ζπλνξηαθώλ 

ζπλζεθώλ θαιείηαη κεηθηόο θαη ραξαθηεξίδεηαη από ηελ παξνπζία θαη ησλ δύν ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ 

πνπ αλαθέξζεθαλ (Neumann θαη Dirichlet). 

Η κέζνδνο ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ είλαη κηα αξηζκεηηθή ηερληθή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα ηελ πξνζεγγηζηηθή επίιπζε κεξηθώλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, ζε πξνβιήκαηα πνπ επηδέρνληαη 

κεηαβνιηθή δηαηύπσζε. Η βάζε ηεο κεζόδνπ έγθεηηαη ζην όηη ε ιύζε κίαο δηαθνξηθήο εμίζσζεο 

κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο θαηάιιεια επηιεγκέλσλ ζπλαξηήζεσλ 

(πξνζεγγηζηηθέο ζπλαξηήζεηο) θαη αγλώζησλ κεηαβιεηώλ ζην ρώξν ηνπ πξνβιήκαηνο. Οη κεηαβιεηέο 

απηέο πξνζδηνξίδνληαη έηζη ώζηε λα ηθαλνπνηνύλ ηε δηαθνξηθή εμίζσζε ελώ νη πξνζεγγηζηηθέο 

ζπλαξηήζεηο επηιέγνληαη έηζη ώζηε λα ηθαλνπνηνύλ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Η βαζηθή έλλνηα ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ είλαη ε δπλαηόηεηα πξνζέγγηζεο 

ελόο πξαγκαηηθνύ ρώξνπ κε έλα πιήζνο απιώλ γεσκεηξηθά ζπζηαηηθώλ ζηνηρείσλ ηα νπνία 

ζπλδένληαη ζε έλα πεπεξαζκέλν αξηζκό θόκβσλ (Σρήκα 1.1) θαη νλνκάδνληαη πεπεξαζκέλα ζηνηρεία. 

Σε θάζε ζηνηρείν εθαξκόδεηαη κηα πξνζέγγηζε παξαπιήζηα κε απηέο ησλ Ritz θαη Galerkin 
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(Καιπαθίδεο, 2009). Σηελ πεξίπησζε ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ νη πξνζεγγηζηηθέο ζπλαξηήζεηο 

είλαη πνιπώλπκα παξεκβνιήο θαη γηα απηό νλνκάδνληαη θαη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο. 

 

Σρήκα 1.1: Σηνηρεία θαη θόκβνη. 

Πιενλεθηήκαηα ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ: 

1.Η κέζνδνο εθαξκόδεηαη απνηειεζκαηηθά ζε πεξηπηώζεηο δπζεπίιπησλ θαη πνιύπινθσλ 

πξνβιεκάησλ πνπ επηδέρνληαη αζζελή δηαηύπσζε. 

2.Μπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε θάζε γεσκεηξία κε θαλνληθό ή αθαλόληζην ζρήκα. 

3.Λακβάλεη ππόςε νπνηνπδήπνηε είδνπο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. 

4. Μπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε αληζόηξνπα ή κε-νκνηνγέλε πιηθά ρσξίο ηδηαίηεξε δπζθνιία. 

5.Μπνξεί λα ιάβεη ππόςε θάζε είδνπο ζπλζήθε θόξηηζεο. 

6.Η κέζνδνο απηή είλαη απνηειεζκαηηθόηεξε από άιιεο πξνζεγγηζηηθέο κεζόδνπο όπσο νη Galerkin 

θαη Rayleigh-Ritz ηδηαίηεξα όηαλ ε γεσκεηξία ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη πνιύπινθε. 

7.Σε απηή ηε κέζνδν, νη πξνζεγγίζεηο ησλ άγλσζησλ κεηαβιεηώλ γίλνληαη ζε κηθξά επηκέξνπο 

ζηνηρεία. 

8.Πξνθεηηαη γηα κηα κέζνδν πνπ κπνξεί λα επηιπζεί κε ρξήζε ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ είηε κε 

ζρεηηθά απιά πξνγξάκκαηα είηε κε αξθεηά ζύλζεηα εκπνξηθά ή κε. 

Μεηνλεθηήκαηα ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ  

1. Σε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο ν ππνινγηζηηθόο ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

είλαη πςειόο. Γηα ηα πξνβιήκαηα ξεπζηνδπλακηθήο θάπνηεο άιιεο κέζνδνη αλάιπζεο κπνξεί λα 

απνδεηρζνύλ απνηειεζκαηηθόηεξεο. 
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Κάζε πξόβιεκα δηακνξθώλεηαη κε ηελ εηζαγσγή νξηζκέλσλ απινπνηήζεσλ θαη ππνζέζεσλ, 

έηζη ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, θιαζηθή ή αξηζκεηηθή, αλάγεηαη ζε έλα πξόβιεκα πεξηνξηζκώλ πνπ 

επηβάιινληαη από απηέο ηηο απινπζηεύζεηο. Γηα παξάδεηγκα ην πιηθό κπνξεί λα ζεσξεζεί σο νκνγελέο 

θαη ηζόηξνπν, ελώ ε ζπκπεξηθνξά ηνπ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο γξακκηθή ειαζηηθή. Ωο εθ ηνύηνπ, γηα 

ηελ πξνζνκνίσζε ηεο πξαγκαηηθήο ζπκπεξηθνξάο ηεο δνκήο πξέπεη λα εμεηαζηνύλ νη ελ ιόγσ 

απινπζηεύζεηο θαη ηα πξνθαλή ζθάικαηα πνπ παξεηζθξένπλ ζηνπο ππνινγηζκνύο. Έηζη, ε εηζαγσγή 

ησλ δεδνκέλσλ ζα πξέπεη λα γίλεηαη κε κεγάιε πξνζνρή γηαηί αλ ππάξρεη θάπνην ζθάικα ζηα 

δεδνκέλα εηζόδνπ ηα απνηειέζκαηα ζα είλαη ιαλζαζκέλα.  

Όηαλ έλα ζπλερέο ζώκα δηαθξηηνπνηείηαη, έλα ζύζηεκα κε άπεηξνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο 

κεηαηξέπεηαη ζε έλα κνληέιν πνπ έρεη πεπεξαζκέλνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο. Η εληαηηθή θαη ε 

παξακνξθσηηθή θαηάζηαζε ηνπ ζώκαηνο, ελώ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο, 

αληηθαζίζηαληαη από ηκεκαηηθά ζπλερείο ζπλαξηήζεηο εληόο ησλ επηκέξνπο ζηνηρείσλ. Έηζη, ην 

πξαγκαηηθό ζπλερέο ζώκα αληηθαζίζηαηαη από έλα ζύλνιν πξνζεγγίζεσλ. 

Η αθξίβεηα εμαξηάηαη ζε κεγάιν βαζκό από ηηο δηαζηάζεηο ηεο δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ ζπλερνύο 

κέζνπ. Σε πεξηνρέο ηεο πνπ ε κεηαβνιή ηεο παξακόξθσζεο είλαη κεγαιύηεξε απαηηείηαη ππθλόηεξε 

δηαθξηηνπνίεζε, ελώ ζε πεξηνρέο ηνπ πνπ ε κεηαβνιή ηεο παξακόξθσζεο είλαη κηθξόηεξε, κπνξεί λα 

επηιεγεί έλα αξαηόηεξν πιέγκα. Γεληθόηεξα κε ηε κείσζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζηνηρείνπ, ην ζθάικα 

δηαθξηηνπνίεζεο κεηώλεηαη. 

Δπηινγή ζηνηρείνπ αθαηάιιεινπ ζρήκαηνο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ζεκαληηθά ζθάικαηα. Γηα 

παξάδεηγκα κηα δηαθξηηνπνίεζε ελόο ηεηξαγσληθνύ ρσξίνπ κε ηζόπιεπξα ή νξζνγώληα ηξηγσληθά 

ζηνηρεία νδεγεί ζε θαιύηεξα απνηειέζκαηα από κηα δηαθξηηνπνίεζε κε ζηνηρεία πνπ έρνπλ πιεπξέο 

κε άληζα κήθε. Δπίζεο παξαηεξείηαη όηη γηα πνιύ ππθλή δηαθξηηνπνίεζε, ε επίηεπμε ηεο ζύγθιηζεο 

είλαη εμαηξεηηθά αξγή. 

Σηελ αλάιπζε πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο επηβάιινληαη ζηνπο 

θόκβνπο ηνπ ζηνηρείνπ, ελώ ζε έλα πξαγκαηηθά ζπλερέο ζώκα, νξίδνληαη ζε νιόθιεξν ην ζύλνξν. Οη 

πξαγκαηηθέο νξηαθέο ζπλζήθεο, κεηαμύ ησλ θόκβσλ, ζα εμαξηώληαη από ηηο ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο 

ηνπ ζηνηρείνπ πνπ νξίδεη ην ζύλνξν. 

Καηά ηε δηάξθεηα ησλ αξηζκεηηθώλ πξάμεσλ, νη αξηζκνί ζα ζηξνγγπινπνηνύληαη ζπλερώο. Τα 

ζθάικαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε ζηξνγγπινπνίεζε κπνξεί λα ζπζζσξεπηνύλ κε απνηέιεζκα λα 

επεξεάζνπλ ηελ αθξίβεηα ηεο ιύζεο ζε κεγάιν βαζκό. 
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Τα βήκαηα πνπ αθνινπζνύληαη γηα ηελ επίιπζε νπνηνπδήπνηε πξνβιήκαηνο κε ηε κέζνδν ησλ 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ είλαη ηα εμήο: 

I. Τν ρσξίν δηαθξηηνπνηείηαη ζε έλα πιήζνο πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, 

II. Γηαηππώλεηαη ε αζζελήο κνξθή ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, 

III. Ταπηνπνίεζε ησλ κεηαβιεηώλ: Τα ζηνηρεία ζπλδένληαη ζε ζεκεία πνπ αλαθέξνληαη σο 

θνκβηθά ζεκεία. Σε θάζε έλα από απηνύο ηνπο θόκβνπο, πξέπεη λα νξηζηνύλ νη άγλσζηεο 

κεηαηνπίζεηο. 

IV. Δπηινγή ηεο πξνζεγγηζηηθήο ζπλάξηεζεο: Η ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο αληηπξνζσπεύεη ηε 

κεηαηόπηζε ζην ζηνηρείν θαη είλαη ην ζεκείν εθθίλεζεο ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο. Μπνξεί 

λα είλαη κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε ή ζπλάξηεζε πςειόηεξεο ηάμεο, ελώ ν βνιηθόηεξνο ηξόπνο 

γηα λα εθθξάζνπλ είλαη κε πνιπώλπκα. Τν ζρήκα ή ε γεσκεηξία ηνπ ζηνηρείνπ θαζνξίδνπλ ηηο 

πξνζεγγηζηηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ κεηαηνπίζεσλ. 

V. Σρεκαηηζκόο ηνπ κεηξώνπ ζηηβαξόηεηαο ηνπ ζηνηρείνπ: Μεηά ηε δηαθξηηνπνηεζε ηνπ 

ζπλερνύο ζώκαηνο κε ηα επηζπκεηά ζηνηρεία, ζρεκαηίδεηαη ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο ηνπ 

ζηνηρείνπ ην νπνίν πιένλ εμαξηάηαη από ηηο ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο. Γηα νξηζκέλα ζηνηρεία, ε 

κνξθή ηνπ πίλαθα είλαη αξθεηά πνιύπινθε. Σηε ζπλέρεηα, όπνπ απηό είλαη απαξαίηεην 

αθνινπζεί κεηαζρεκαηηζκόο ζπληεηαγκέλσλ από ην θπζηθό ζην ηνπηθό ζύζηεκα. 

VI. Σρεκαηηζκόο ηνπ ζπλνιηθνύ κεηξώνπ ζηηβαξόηεηαο: Μεηά ην ζρεκαηηζκό ηνπ κεηξώνπ 

ζηηβαξόηεηαο ηνπ ζηνηρείνπ ζηηο ηνπηθέο ζπληεηαγκέλεο, αθνινπζεί ε δηαδηθαζία ηεο 

ζπλάζξνηζεο ζηνπο θόκβνπο πνπ είλαη θνηλνί ζε γεηηνληθά ζηνηρεία. Λακβάλεηαη έηζη ην 

ζπλνιηθό κεηξών ζηηβαξόηεηαο ην νπνίν είλαη ζπκκεηξηθό 

VII. Σρεκαηηζκόο ηνπ δηαλύζκαηνο δύλακεο ηνπ ζηνηρείνπ: Η δύλακε απνηειεί νπζηαζηηθή 

παξάκεηξν ζε νπνηνδήπνηε θαηαζθεπαζηηθό πξόβιεκα. Η δύλακε κέζα ζε έλα ζηνηρείν 

κεηαθέξεηαη ζηα θνκβηθά ζεκεία θαη έηζη ζρεκαηίδεηαη ην κεηξών δύλακεο ηνπ ζηνηρείνπ. 

VIII. Σρεκαηηζκόο ηνπ ζπλνιηθνύ δηαλύζκαηνο δύλακεο: Όπσο θαη ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο ηνπ 

ζηνηρείνπ, έηζη θαη ηα δηαλύζκαηα ησλ δπλάκεσλ ησλ ζηνηρείσλ ζπλαζξνίδνληαη γηα ην 

ζρεκαηηζκό ηνπ ζπλνιηθνύ δηαλύζκαηνο δύλακεο.  

IX. Δλζσκάησζε ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ: Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πξέπεη λα επηβάιινληαη 

ζην κεηξών ζηηβαξόηεηαο. Υπάξρνπλ δηάθνξεο ηερληθέο πνπ είλαη δηαζέζηκεο γηα ηελ επηβνιή 

ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ζηε κηα εθ' ησλ νπνίσλ ην κέγεζνο ηνπ κεηξώνπ ζηηβαξόηεηαο 

κπνξεί λα κεησζεί ή λα ζπκππθλσζεί ζε ηελ ηειηθή ηνπ κνξθή. Ωζηόζν γηα ηελ δηεπθόιπλζε 

ζηνλ πξνγξακκαηηζκό, ην κέγεζνο ηνπ ζπλνιηθνύ κεηξώνπ κπνξεί λα δηαηεξείηαη ζηαζεξό. 

X. Δπίιπζε ησλ εμηζώζεσλ: Οη άγλσζηεο κεηαηνπίζεηο ζηνπο θόκβνπο ππνινγίδνληαη είηε κε 

πνιιαπιαζηαζκό ηνπ δηαλύζκαηνο δύλακεο κε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ κεηξώνπ ζηηβαξόηεηαο, 

είηε κε ρξήζε αξηζκεηηθώλ επαλαιεπηηθώλ κεζόδσλ όπσο ε κέζνδνο απαινηθήο Gauss. 
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1.2 Γιακπιηοποίηζη ηος σώπος  

Αξρηθό ζηάδην ζηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ είλαη ε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρώξνπ 

ζε απιά γεσκεηξηθά ζηνηρεία, κπνξεί όκσο λα επαλαιεθζεί ζε επόκελν ζηάδην κε ζηόρν ηε βειηίσζε 

ηνπ πιέγκαηνο θαη ηεο πνηόηεηαο ηνπ. Οη γεληθέο νδεγίεο γηα ηελ θαηαζθεπή ελόο ηθαλνπνηεηηθνύ 

πιέγκαηνο είλαη νη εμήο: 

 Η γεσκεηξία ηνπ ρώξνπ ζα πξέπεη λα αλαπαξηζηάηαη ιεπηνκεξώο θαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο 

ζα πξέπεη λα κπνξνύλ λα εηζαρζνύλ κε αθξίβεηα, 

 Τν πιέγκα πξέπεη λα είλαη αξθεηά ππθλό ώζηε λα κπνξεί λα πεξηγξάςεη ηθαλνπνηεηηθά ηηο 

πεξηνρέο κε έληνλεο κεηαβνιέο ησλ θπζηθώλ κεγεζώλ θαη 

 Τα ζηνηρεία πνπ απνηεινύλ ην πιέγκα ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ έλα ζύλνιν πνηνηηθώλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ όπσο εκβαδόλ ηνπ ζηνηρείνπ ή αλαινγίεο δηαζηάζεσλ, έηζη ώζηε ε πνηόηεηα 

ηνπ πιέγκαηνο λα ζεσξείηαη θαιή. 

1.3 Βαζική απσή  

1.3.1 Η έλλνηα ηεο δπλαηήο κεηαβνιήο 

Γηα δεδνκέλε δηαθνξηθή εμίζσζε αλαδεηείηαη κηα ζπλάξηεζε ε νπνία είλαη ηόζν νκαιή όζν 

επηβάιιεη ε δηαθνξηθή εμίζσζε θαη ζα πιεξνί ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο Dirichlet. Έηζη 

πξνζδηνξίδεηαη ην ζύλνιν κέζα ζην νπνίν βξίζθεηαη ε ιύζε. Απηό ην ζύλνιν πνπ εκπεξηέρεη άπεηξν 

αξηζκό ζπλαξηήζεσλ, θαιείηαη ζύλνιν απνδεθηώλ ζπλαξηήζεσλ θαη θάζε ζπλάξηεζε πνπ αλήθεη ζε 

απηό θαιείηαη απνδεθηή ζπλάξηεζε. Αλ u είλαη ε ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο θαη u* κηα απνδεθηή 

ζπλάξηεζε ηόηε ε δπλαηή κεηαβνιή ηνπ u είλαη: 

  (1.1) 

Ιζνδύλακα κπνξεί λα γξαθεί όηη ε δπλαηή κεηαβνιή είλαη ε δηαθνξά κεηαμύ ηεο πξαγκαηηθήο ιύζεο 

θαη κηαο πηζαλήο ιύζεο. Δπεηδή ηόζν ε πξαγκαηηθή ιύζε u, όζν θαη ε απνδεθηή ζπλάξηεζε u* 

ηθαλνπνηνύλ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζπκπεξαίλεηαη όηη θαη ε δu ζα ηηο πιεξνί ηηο νκνγελείο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο Dirichlet  (Καιπαθίδεο, 2009).  
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1.3.2 Αξρή ησλ δπλαηώλ έξγσλ 

Η αξρή ησλ δπλαηώλ έξγσλ ρξεζηκνπνηείηαη ζηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα λα 

εθθξάζεη ηηο ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο θαη ζπκβηβαζηόηεηαο. Δθθξάδεη ην έξγν κηαο δύλακεο θαζώο απηή 

επηδξά ζε δπλαηέο κεηαηνπίζεηο ηνπ πιηθνύ. 

Τν πξόβιεκα ηεο ηζνξξνπίαο ησλ πξνβιεκάησλ ηεο κεραληθήο ηνπ ζπλερνύο κέζνπ, ζεσξώληαο όηη 

πθίζηαληαη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο κεηθηνύ ηύπνπ ζηε γεληθή ηνπ κνξθή δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

  ζην Ω, (1.2) 

  (1.3) 

Όπνπ τ είλαη ν ηαλπζηήο ησλ ηάζεσλ πνπ αζθνύληαη ζην ζώκα, f είλαη νη καδηθέο δπλάκεηο αλά 

κνλάδα όγθνπ, g θαη P δεδνκέλεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη ζηα ∂ΩD θαη ∂ΩΝ αληίζηνηρα. 

Τν δπλαηό έξγν ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ f θαη P νξίδεηαη: 

  (1.4) 

Τν έξγν πνπ παξάγνπλ νη δπλαηέο κεηαβνιέο ή δπλαηέο κεηαηνπίζεηο δu, θαιείηαη δπλαηό έξγν ησλ 

εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

  (1.5) 

Λακβάλνληαο ππόςε ηε ζρέζε (1.3), είλαη εκθαλέο όηη ε δπλαηή κεηαηόπηζε ζην ρσξίν ∂ΩD γίλεηαη 

ίζε κε κεδέλ, ζπλεπώο ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ην έξγν ησλ επηθαλεηαθώλ δπλάκεσλ ζην ρσξίν απηό. 

Έηζη ην δπλαηό έξγν ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ γίλεηαη: 

 

 

 

(1.6) 

Σύκθσλα κε ηελ αξρή ησλ δπλαηώλ έξγσλ, νπνηνδήπνηε ζπλερέο ζώκα ζε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο ζην 

νπνίν εθαξκόδνληαη καδηθέο δπλάκεηο f θαη επηθαλεηαθέο δπλάκεηο P θαη ηθαλνπνηεί ηηο ζπλνξηαθέο 

ζπλζήθεο, γηα θάζε δπλαηή κεηαηόπηζε δu πξέπεη λα ηζρύεη: 

  (1.7) 

Τν δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο απηήο νλνκάδεηαη δπλαηό έξγν ησλ ηάζεσλ ή δπλαηό έξγν ησλ 

εζσηεξηθώλ δπλάκεσλ. Σπλεπώο ε αξρή ησλ δπλαηώλ έξγσλ δηαηππώλεηαη σο ηζόηεηα κεηαμύ ηνπ 

δπλαηνύ έξγνπ ησλ εμσηεξηθώλ κε ην δπλαηό έξγν ησλ εζσηεξηθώλ δπλάκεσλ (Καιπαθίδεο, 2009). 

  

 

(1.8) 
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1.3.3 Αζζελήο δηαηύπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

Η αζζελήο ή κεηαβνιηθή δηαηύπσζε είλαη κηα γεληθεπκέλε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηε 

δηακόξθσζε ηνπ κεηξώνπ ζηηβαξόηεηαο ηνπ ζηνηρείνπ θαη ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ θνξηίνπ.  

Φάξε παξαδείγκαηνο αο ζεσξεζεί ε γεληθή κνξθή κηαο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηεο νπνίαο αλαδεηείηαη ε 

ιύζε: 

  

 

(1.9) 

 Η κεηαβνιηθή δηαηύπσζε ιακβάλεηαη αλ πνιιαπιαζηαζηεί ε ζρέζε κε κηα δπλαηή κεηαβνιή θαη 

νινθιεξσζεί ζην ρσξίν. Σπλεπώο: 

  (1.10) 

Σην ζηάδην απηό είλαη ρξήζηκε ε νινθιήξσζε θαηά κέιε κε ηε ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss: 

 

 

(1.11) 

1.3.4 Θεώξεκα ηνπ ειαρίζηνπ ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο 

Τν ζεώξεκα απηό όπσο ζα αλαθεξζεί ζηελ επόκελε παξάγξαθν, απνηειεί ηε βαζηθή αξρή ηεο 

κεζόδνπ Ritz γηα ηελ πξνζεγγηζηηθή επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο. 

Ωο νιηθή δπλακηθή ελέξγεηα ειαζηηθνύ ζώκαηνο ζεσξείηαη ε ζπλνιηθή ελέξγεηα παξακόξθσζεο κείνλ 

ην ζπλνιηθό έξγν ησλ εμσηεξηθώλ δπλάκεσλ. 

 . (1.12) 

Γηα θάζε επηινγή ζπλάξηεζεο ui ε ζρέζε (1.12) δίλεη έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό. Σηελ 

πεξίπησζε πνπ ε ζπλάξηεζε ui ειαρηζηνπνηεί ην ζπλαξηεζηαθό ηεο νιηθήο δπλακηθήο ελέξγεηαο ηόηε 

ε ζπλάξηεζε απηή απνηειεί ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηζνξξνπίαο. Σπλεπώο ζε απηή ηελ πεξίπησζε ε 

κεηαβνιή ηνπ ζπλαξηεζηαθνύ ζην ui κεδελίδεηαη γηα νπνηαδήπνηε δπλαηή κεηαηόπηζε δui 

(Καιπαθίδεο, 2009). 

  (1.13) 

1.3.5 Η κέζνδνο Ritz 

Σηε κέζνδνο ηνπ Ritz γίλεηαη ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ ειαρίζηνπ ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο 

γηα ηελ πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηζνξξνπίαο. Η εύξεζε ηεο ιύζεο δελ γίλεηαη κε ηελ 

επίιπζε ησλ εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο αιιά κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζπλαξηεζηαθνύ ηεο νιηθήο 

δπλακηθήο ελέξγεηαο (Καιπαθίδεο, 2009). Σπγθεθξηκέλα αλαδεηείηαη κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηεο 

κνξθήο: 

  (1.14) 
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Οη φ0,…φn είλαη γλσζηέο ζπλαξηήζεηο ηνπ xj (ζηε πεξίπησζε ηνπ ηξηζδηάζηαηνπ πξνβιήκαηνο x1, x2 

θαη x3) θαη νλνκάδνληαη ζπληεηαγκέλεο ζπλαξηήζεηο. Η επηινγή ησλ ζπληεηαγκέλσλ ζπλαξηήζεσλ δελ 

είλαη κνλαδηθή θαη πξέπεη λα γίλεηαη κε ζθνπό λα: 

I. Μπνξνύλ λα παξαγσγηζηνύλ όζεο θνξέο απαηηείηαη από ην πξόβιεκα, 

II. Ιθαλνπνηνύλ ηηο νκνγελείο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο Dirichlet θαη 

III. Δίλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηεο.  

Αθνύ νη ζπληεηαγκέλεο ζπλαξηήζεηο είλαη γλσζηέο, αξθεί λα πξνζδηνξηζηνύλ νη ζπληειεζηέο c1,…cn 

γηα λα βξεζεί ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε (Καιπαθίδεο, 2009). Με ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο (1.14) ζην 

ζπλαξηεζηαθό θα αθνύ ππνινγηζηνύλ ηα νινθιεξώκαηα νη κνλαδηθνί άγλσζηνη ζηε ζπλάξηεζε ηεο 

νιηθήο δπλακηθήο ελέξγεηαο είλαη νη παξάκεηξνη c1,…cn. 

  (1.15) 

Γηα ηελ ύπαξμε ειάρηζηεο ηηκήο, πξέπεη λα ηζρύεη: 

  (1.16) 

Σπλεπώο πξνθύπηεη έλα ζύζηεκα n εμηζώζεσλ κε n αγλώζηνπο, ηηο παξακέηξνπο c1,…cn πνπ κπνξεί 

λα επηιπζεί θαη λα πξνζδηνξηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε. 

1.3.6 Η κέζνδνο ησλ ζηαζκηθώλ ππνινίπσλ 

Η αξρή ησλ δπλαηώλ έξγσλ όπσο θαη ε κεηαβνιηθή δηαηύπσζε εθαξκόδνληαη ζηα 

πεξηζζόηεξα από ηα πξνβιήκαηα. Ωζηόζν, ζε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο, ε ζπλάξηεζε ηεο δπλακηθήο 

ελέξγεηαο δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί, επεηδή δελ έρεη ζαθή θπζηθή ζεκαζία ή δελ ππάξρεη. Γηα ηέηνηα 

πξνβιήκαηα εθαξκόδεηαη ε κέζνδνο ζηαζκηθώλ ππνινίπσλ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο ιύζεο. Η 

κέζνδνο ζηεξίδεηαη ζην γεγνλόο όηη νη πξνζεγγηζηηθέο ιύζεηο κηαο δηαθνξηθήο εμίζσζεο κπνξνύλ λα 

ηθαλνπνηνύλ κόλν θάπνηεο από ηηο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο, έηζη, κηα δηαθνξηθή εμίζσζε κπνξεί λα 

ηθαλνπνηείηαη κόλν ζε κεξηθά ζεκεία, θαη όρη ζην θαζέλα. Σύκθσλα κε ηε κέζνδν ησλ ζηαζκηθώλ 

ππνινίπσλ ζεσξείηαη αξρηθά κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο θαη ζηε ζπλέρεηα 

αμηνινγείηαη ε ηζρύο ηεο (Καιπαθίδεο, 2009). 

Έζησ ε γεληθή κνξθή κηαο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ηεο νπνίαο αλαδεηείηαη ε ιύζε: 

 . (1.17) 

Σύκθσλα κε ηελ κέζνδν ησλ ζηαζκηθώλ ππνινίπσλ ζεσξείηαη, όπσο θαη ζηε κέζνδν Ritz, 

πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηεο κνξθήο: 

  (1.18) 

Οη φ0,…φn είλαη γλσζηέο ζπλαξηήζεηο ηνπ xj όπσο θαη ζηε κέζνδν Ritz, ζηε πεξίπησζε ησλ 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ νλνκάδνληαη πξνζεγγηζηηθέο ζπλαξηήζεηο ή ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο. Γηα λα 

πξνζδηνξηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε πξέπεη λα ππνινγηζηνύλ νη άγλσζηεο παξάκεηξνη c1,…cn. 
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Με αληηθαηάζηαζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο (1.18) ζηε δηαθνξηθή εμίζσζε πξνθύπηεη έλα ππόινηπν 

Rn επεηδή ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε δελ είλαη αθξηβήο: 

  (1.19) 

Οη παξάκεηξνη c1,…cn ππνινγίδνληαη από ηελ αζζελή δηαηύπσζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο: 

  (1.20) 

νη ςi νλνκάδνληαη ζηαζκηθέο ζπλαξηήζεηο, είλαη γλσζηέο θαη θαηάιιεια επηιεγκέλεο. Οη ζρέζεηο 

(1.20) ππνδειώλνπλ όηη απαηηείηαη ην ππόινηπν Rn λα είλαη νξζνγώλην πξνο όιεο ηηο ζηαζκηθέο 

ζπλαξηήζεηο. Γηα θάζε ζύλνιν ζηαζκηθώλ ζπλαξηήζεσλ πξνθύπηεη δηαθνξεηηθή πξνζεγγηζηηθή 

κέζνδνο (Καιπαθίδεο, 2009). 

Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη κε ηελ έθθξαζε ηεο αζζελνύο δηαηύπσζεο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο νη 

πξνζεγγηζηηθέο ιύζεηο πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηε δηαθνξηθή εμίζσζε ζην ηκήκα ηνπ ρσξίνπ ηνπ 

νινθιεξώκαηνο θαη όρη ζε θάζε ζεκείν (Καιπαθίδεο, 2009). 

Με ηε παξαηήξεζε όηη ην ππόινηπν Rn είλαη ζπλάξηεζε ησλ ci, φi θαη f ε (1.20) κπνξεί λα γξαθεί 

ηζνδύλακα: 

  (1.21) 

Μεηά ηνλ ππνινγηζκό ησλ νινθιεξσκάησλ δεδνκέλνπ όηη νη παξάκεηξνη ψi, φi θαη f είλαη γλσζηέο 

πξνθύπηεη ζύζηεκα n εμηζώζεσλ κε n αγλώζηνπο, ηηο παξακέηξνπο c1,…cn, πνπ κπνξεί λα επηιπζεί θαη 

λα πξνζδηνξηζηεί ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε. 

1.3.7 Η κέζνδνο Galerkin 

Μηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο κεζόδνπ ησλ ζηαζκηθώλ ππνινίπσλ είλαη ε κέζνδνο Galerkin. Πξνθύπηεη 

κε ηελ ζεώξεζε όηη νη ζηαζκηθέο ζπλαξηήζεηο ψi ηαπηίδνληαη κε ηηο ζπλαξηήζεηο θi. 

1.4 Σςναπηήζειρ ζσήμαηορ  

Σηελ ελόηεηα απηή ζα αλαθεξζνύλ ηα θξηηήξηα κε ηα νπνία επηιέγνληαη νη ζπλαξηήζεηο πνπ 

πξνζεγγίδνπλ ηηο κεηαηνπίζεηο θαη πσο από ηηο ηειεπηαίεο πξνθύπηνπλ νη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο. 

Αλαιπηηθά, ζα γίλεη αλαθνξά ζηα ηξηγσληθά θαη ηεηξαγσληθά δηζδηάζηαηα ζηνηρεία πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ παξνύζα εξγαζία. Με αλάινγν ηξόπν ιακβάλνληαη νη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο 

θαη γηα άιινπ ηύπνπ ζηνηρεία. 

Η επηινγή ηεο πξνζεγγηζηηθήο ζπλάξηεζεο κεηαηόπηζεο απνηειεί ζεκαληηθό ζεκείν ζηε 

κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. Απηή ε ζπλάξηεζε αληηπξνζσπεύεη ηε κεηαηόπηζε κέζα ζην 

ζηνηρείν. Αλάινγα κε ην πξόβιεκα πνπ πξέπεη λα επηιπζεί, ε ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο κπνξεί λα 

ζεσξεζεί είηε γξακκηθή είηε πνιπώλπκν πςειόηεξεο ηάμεο. Απαξαίηεηε πξνϋπόζεζε γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο κεηαηόπηζεο, είλαη λα κελ παξνπζηάδνπλ θακία αζπλέρεηα ή επηθάιπςε, κεηαμύ 
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γεηηνληθώλ ζηνηρείσλ θαζώο ην ζώκα παξακνξθώλεηαη. Η ζύγθιηζε κπνξεί λα επηηεπρζεί εθόζνλ 

πιεξνύληαη νη αθόινπζεο ηξεηο πξνϋπνζέζεηο:  

 Η ζπλάξηεζε ηεο κεηαηόπηζεο πξέπεη λα είλαη ζπλερήο κέζα ζηα ζηνηρεία. Απηό κπνξεί λα 

εμαζθαιηζηεί κε ηελ επηινγή ελόο θαηάιιεινπ βαζκνύ πνιπσλύκνπ, 

 Η ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Σηελ πξάμε απηό επηηπγράλεηαη κε ηνπο ζπλερείο όξνπο από α0 έσο αn πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζην πνιπώλπκν, 

 Η ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο πξέπεη λα πεξηιακβάλεη ηηο ζηαζεξέο παξακνξθώζεηο ηνπ 

ζηνηρείνπ. Καζώο ην ζηνηρείν κηθξαίλεη, ε παξακόξθσζε πξέπεη λα κέλεη ζηαζεξή ζην 

ζηνηρείν, ζπλεπώο, ε ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο πξέπεη λα πεξηιακβάλεη ηνπο όξνπο πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηηο ζηαζεξέο παξακνξθώζεηο. 

Σηελ αλάιπζε κε πεπεξαζκέλα ζηνηρεία, νη κεηαηνπίζεηο κέζα ζε έλα ζηνηρείν εθθξάδνληαη 

κε όξνπο θνκβηθώλ κεηαηνπίζεσλ ρξεζηκνπνηώληαο ζπλαξηήζεηο παξεκβνιήο ή ζρήκαηνο n βαζκνύ, 

αθνύ ε πξαγκαηηθή κεηαηόπηζε ζην εζσηεξηθό ηνπ ζηνηρείνπ είλαη άγλσζηε. Υπάξρνπλ δύν ηύπνη 

ζπλαξηήζεσλ παξεκβνιήο νη ζπλαξηήζεηο Lagrange θαη νη Hermitian. Σηελ παξνύζα εξγαζία 

εθαξκόζηεθαλ νη επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελεο ζπλαξηήζεηο παξεκβνιήο Lagrange. Η κεηαηόπηζε ζε 

έλα ζηνηρείν δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

  (1.22) 

όπνπ u ε κεηαηόπηζε ηνπ ζηνηρείνπ, uj ε κεηαηόπηζε ηνπ j θόκβνπ, Nj ε ζπλάξηεζε ζρήκαηνο ηνπ j 

θόκβνπ θαη n ν ζπλνιηθόο αξηζκόο θόκβσλ ηνπ ζηνηρενπ. 

1.4.1 Σπλαξηήζεηο ζρήκαηνο ηξηγσληθώλ ζηνηρείσλ 

Τα ηξηγσληθά ζηνηρεία είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκα ζε πεξηπηώζεηο αθαλόληζησλ ζρεκάησλ 

γεσκεηξίαο. Με βάζε ηα παξαπάλσ θξηηήξηα γηα ηελ πεξίπησζε ησλ ηξηγσληθώλ ζηνηρείσλ ζε έλα 

δηζδηάζηαην πξόβιεκα ε ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο πξέπεη λα είλαη ζπλερήο, λα νξίδνληαη νη παξάγσγνη 

πξώηεο ηάμεο σο πξνο ηα x θαη y θαη λα εκπεξηέρεη κηα ζηαζεξά. Δπνκέλσο κπνξεί λα ζεσξεζεί ε 

αθόινπζε κνξθή γηα ηε ζπλάξηεζε ησλ κεηαηνπίζεσλ:  

  (1.23) 

όπνπ νη ζηαζεξέο α0, α1, α2 είλαη νη ζηαζεξέο πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξηζηνύλ θαη u, ε κεηαβνιή ηεο 

κεηαηόπηζεο.  
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Γηα ηνπο ηξείο θόκβνπο νη ζπληεηαγκέλεο ησλ νπνίσλ είλαη, (x1,y1), (x2,y2) θαη (x3,y3) ε (1.23) 

γξάθεηαη: 

 

 

 

 

(1.24) 

Ιζνδύλακα ζηε κνξθή πηλάθσλ: 

  (1.25) 

Τν ζύζηεκα εμηζώζεσλ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο πξνο ηηο άγλσζηεο κεηαβιεηέο α0, α1, α2 : 

  (1.26) 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ α0, α1, α2 ηεο ζρέζεο (1.26) ζηελ ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο (1.23). 

 

 

(1.27) 

Η πάλσ ζρέζε ηζνδπλακεί κε ηελ ζρέζε πνπ δίλεη ηε κεηαηόπηζε ζε έλα ζηνηρείν. Έηζη ε ζρέζε 

γξάθεηαη σο: 

 . (1.28) 

Αλαιπηηθόηεξα νη εθθξάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο ελόο ηξηγσληθνύ ζηνηρείνπ πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηε δηαδηθαζία απηή είλαη: 

 

  (1.29) 

 

όπνπ Α είλαη ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ: 

  (1.30) 
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1.4.2 Σπλαξηήζεηο ζρήκαηνο ηεηξαγσληθώλ ζηνηρείσλ 

Τα ηεηξαγσληθά ζηνηρεία είλαη ρξήζηκα ζε πεξηπηώζεηο απιώλ ζρεκάησλ γεσκεηξίαο. Με 

βάζε ηα παξαπάλσ θξηηήξηα γηα ηελ πεξίπησζε ησλ ηεηξαγσληθώλ ζηνηρείσλ ζε έλα δηζδηάζηαην 

πξόβιεκα κπνξεί λα ζεσξεζεί ε αθόινπζε ζπλάξηεζε γηα ηηο κεηαηνπίζεηο:  

  (1.31) 

όπνπ νη ζηαζεξέο α0, α1, α2, α3 είλαη νη ζηαζεξέο πνπ πξέπεη λα πξνζδηνξηζηνύλ θαη u, ε κεηαβνιή ηεο 

κεηαηόπηζεο. 

Γηα ηεηξαγσληθά ζηνηρεία κε ηέζζεξεηο θόκβνπο νη ζπληεηαγκέλεο ησλ νπνίσλ είλαη, (x1,y1), (x2,y2), 

(x3,y3) θαη (x4,y4), νη παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο κεηαηόπηζεο γξάθνληαη: 

 

 

 

 

. 

(1.32) 

Ιζνδύλακα, ζηε κνξθή πηλάθσλ: 

  (1.33) 

Τν ζύζηεκα εμηζώζεσλ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο πξνο ηηο άγλσζηεο κεηαβιεηέο α0, α1, α2, α3 : 

  (1.34) 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ α0, α1, α2 ηεο ζρέζεο (1.34) ζηελ ζπλάξηεζε κεηαηόπηζεο (1.31): 

 

 

(1.35) 
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Αλαιπηηθόηεξα νη εθθξάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο ελόο ηεηξαγσληθνύ ζηνηρείνπ πνπ 

πξνθύπηνπλ από ηε δηαδηθαζία απηή είλαη: 

 

 

 

 

 

(1.36) 

Τα a,b είλαη ην ήκηζπ ηνπ κήθνπο ησλ δύν αθκώλ ηνπ ηεηξαγσληθνύ ζηνηρείνπ. Οη ζπλαξηήζεηο 

ζρήκαηνο ηόζν ησλ ηξηγσληθώλ ζηνηρείσλ, όζν θαη ησλ ηεηξαγσληθώλ ζηνηρείσλ ηθαλνπνηνύλ ηε 

ζρέζε: 

  (1.37) 

1.5 Ιζοπαπαμεηπικά ζηοισεία 

Γηα εμαγσγή ηνπ κεηξώνπ αθακςίαο, κάδαο θαη ησλ ππόινηπσλ δηαλπζκάησλ απαηηείηαη ε 

νινθιήξσζε ησλ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο ή ησλ παξαγώγσλ ηνπο ζην ζηνηρείν. Απηά ηα 

νινθιεξώκαηα κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ κε επθνιία αλ νη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο εθθξάδνληαη ζε 

έλα ηνπηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ μερσξηζηά γηα θάζε ζηνηρείν. Απηό ην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

ζπρλά απνθαιείηαη θπζηθό ζύζηεκα επηιέγεηαη κε βάζε ηελ γεσκεηξία ελόο ζηνηρείνπ θαη ζπλήζσο 

ιακβάλεη ηηκέο κεηαμύ 0 θαη 1 ή κεηαμύ –1 θαη +1. Με ηε ρξήζε ησλ θπζηθώλ ζπληεηαγκέλσλ ε 

νινθιήξσζε ησλ ζπλαξηήζεσλ ζρήκαηνο δηεπθνιύλεηαη ζεκαληηθά. 

Η κεηαηξνπή ησλ ζπληεηαγκέλσλ από ην έλα ζύζηεκα ζην άιιν γίλεηαη κε ηελ αξρηθή ππόζεζε : 

  (1.38) 

όπνπ x θαη y είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηπραίνπ ζεκείνπ ηνπ ζηνηρείνπ θαη xi, yi (i=1,… n) είλαη νη 

ζπληεηαγκέλεο ησλ n θόκβσλ ηνπ ζηνηρείνπ. Οη ζπλαξηήζεηο παξεκβνιήο Νi νξίδνληαη ζην θπζηθό 

ζύζηεκα αλαθνξάο κε κεηαβιεηέο ξ, η πνπ ιακβάλνπλ ηηκέο από -1 έσο +1. 

Γηα ηηο κεηαηνπίζεηο ηνπ ζηνηρείνπ ε παξεκβνιή γίλεηαη κε ηνλ ίδην ηξόπν κε ηηο παξεκβνιέο ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ θόκβσλ: 

  (1.39) 

όπνπ u θαη v είλαη νη κεηαηνπίζεηο νπνηνπδήπνηε ζεκείνπ ζην ζύζηεκα αλαθνξάο ηνπ ζηνηρείνπ θαη 

ui, vi, (i=1, . . .,n) είλαη νη αληίζηνηρεο κεηαηνπίζεηο ζηνπο θόκβνπο. 
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Οη ζρέζεηο (1.38) έρνπλ ηελ γεληθή κνξθή x=x(ξ, η) όπνπ ην δηάλπζκα xT=[x y z] θαη επνκέλσο ζην 

ηνπηθό ζύζηεκα αλαθνξάο νη παξάγσγνη ∂/∂x, ∂/∂y, ππνινγίδνληαη θάλνληαο ρξήζε ηνπ θαλόλα 

αιπζίδαο 

  (1.40) 

Αλάινγεο ζρέζεηο ηζρύνπλ γηα ηηο παξαγώγνπο σο πξνο y θαη z. Παξαηεξείηαη όηη γηα λα 

ππνινγηζζνύλ νη δεηνύκελεο παξάγσγνη πξέπεη λα είλαη γλσζηέο νη ηηκέο ησλ ∂μ/∂x, ∂ε/∂x νη νπνίεο 

ππνινγίδνληαη από ηηο αληίζηνηρεο ζρέζεηο ξ=ξ(x, y, z). Δπεηδή ζε πνιιέο πεξηπηώζεηο νη παξαζηάζεηο 

απηέο δελ κπνξνύλ λα εθθξαζζνύλ αλαιπηηθά, είλαη πξνηηκόηεξν λα δηαηππσζεί ην πξόβιεκα ζηελ 

παξαθάησ κνξθή: 

  (1.41) 

Ή ηζνδύλακα: 

  (1.42) 

όπνπ [J] είλαη ν Ιαθσβηαλόο πίλαθαο κεηαηξνπήο ν νπνίνο ζπλδέεη ηηο παξαγώγνπο ζην θπζηθό 

ζύζηεκα αλαθνξάο κε ηηο παξαγώγνπο ζην γεληθό ζύζηεκα αλαθνξάο.  

Γηα λα έρεη λόεκα ε παξαπάλσ εμίζσζε ν πίλαθαο [J] πξέπεη λα κελ είλαη ηδηάδσλ (non-singular). Οη 

όξνη ηνπ [J] ππνινγίδνληαη κε ηε ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (1.38): 

 

 

 

(1.43) 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ αληηζηξόθνπ [J] αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε είλαη ε νξίδνπζα ηνπ λα κελ 

είλαη κεδεληθή ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν ηνπ ρσξίνπ . 
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1.5.1 Τξηγσληθά ζηνηρεία 

 

Σρήκα 1.2: Αιιαγή ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ ηξηγσληθώλ ζηνηρείσλ. 

Η κεηαηξνπή γίλεηαη κε βάζε ηα εμήο θξηηήξηα: 

 Κάζε ζεκείν ηνπ κεηξηθνύ ζηνηρείνπ αληηζηνηρεί ζε έλα θαη κόλν ζεκείν ηνπ ζηνηρείνπ 

αλαθνξάο θαη αληίζηξνθα, 

 Οη θόκβνη ηνπ κεηξηθνύ ζηνηρείνπ αληηζηνηρνύλ ζηνπο θόκβνπο ηνπ ζηνηρείνπ αλαθνξάο θαη 

αληίζηξνθα θαη 

 Κάζε ηκήκα ηνπ ζπλόξνπ ηνπ αξρηθνύ ζηνηρείνπ πνπ νξίδεηαη από ηνπο θόκβνπο πνπ 

ζπλδένληαη κε απηό θαη αληηζηνηρεί ζην ηκήκα ηνπ ζπλόξνπ ηνπ ζηνηρείνπ αλαθνξάο πνπ 

θαζνξίδεηαη από ηνπο αληίζηνηρνπο θόκβνπο πνπ επηζπλάπηνληαη ζε απηό. 

Γηα ηνλ θαζνξηζκό ηνπ γεσκεηξηθνύ κεηαζρεκαηηζκνύ, ππνζέηνπκε όηη νη ζπληεηαγκέλεο (x, 

y) ελόο απζαίξεηνπ ζεκείνπ ηνπ κεηξηθνύ ζηνηρείνπ είλαη νη άγλσζηεο ζπλαξηήζεηο πνπ νξίδνληαη επί 

ηεο πεξηνρήο πνπ αληηπξνζσπεύεηαη από ην ζηνηρείν αλαθνξάο ζην ηνπηθό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

(ξ, η). Οη ζπλαξηήζεηο x θαη y αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ζπλαξηήζεσλ C0 δεδνκέλνπ όηη είλαη ζπλερείο 

θαη νη πξώηεο παξάγσγνη ηνπο είλαη ζηαζεξέο ίζεο κε ηε κνλάδα. Ωο εθ ηνύηνπ, ζεσξείηαη ε γεληθή 

πξνζέγγηζε γηα ην x ζε όξνπο ξ θαη η: 

  (1.44) 

Η έθθξαζε ηεο πξνζέγγηζεο (1.44) σο πξνο ηηο θνκβηθέο ηηκέο x1, x2, x3 γηα ηνπο θόκβνπο 1, 2 θαη 3 

αληίζηνηρα γίλεηαη παξαηεξώληαο όηη ηα ξ η ιακβάλνπλ ηηο ηηκέο (0, 0), (1, 0) θαη (0, 1). Σπλεπώο: 

  (1.45) 

Ιζνδύλακα ζηε κνξθή πηλάθσλ: 

  (1.46) 
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Λύλνληαο ην ζύζηεκα κε αληηζηξνθή πίλαθα κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ νη ζηαζεξέο: 

  (1.47) 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζηαζεξέο ζηελ εμίζσζε (1.44): 

  (1.48) 

Αλαπηύζζνληαο ηελ (1.48) ιακβάλεηαη: 

  (1.49) 

Αθνινπζώληαο ηελ ίδηα κέζνδν θαη γηα ην y ιακβάλεηαη: 

  (1.50) 

Αθνινπζώληαο ηελ ίδηα κέζνδν θαη γηα ηε ζπλάξηεζε δνθηκήο W θαζώο θαη ζηηο κεηαηνπίζεηο 

δεδνκέλνπ όηη είλαη ηεο ίδηαο ηάμεο κε ηηο ζπληεηαγκέλεο x θαη y, ζα ρξεζηκνπνηεζεί μαλά ε ίδηα 

ζπλάξηεζε. Έηζη ιακβάλεηαη αληίζηνηρα: 

  (1.51) 

Οη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο είλαη: 

 

 

 

. 

(1.52) 

Τν ζηνηρείν νλνκάδεηαη ηζνπαξακεηξηθό επεηδή ρξεζηκνπνηείηαη ε ίδηαο κνξθήο ζπλάξηεζε ζρήκαηνο, 

ηόζν γηα ηελ κεηαηξνπή κεηαμύ ηνπ κεηξηθνύ θαη ηνπ ζηνηρείνπ αλαθνξάο όζν θαη γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε ησλ κεηαηνπίζεσλ.  

Ο Ιαθσβηαλόο πίλαθαο ηεο κεηαηξνπήο δίλεηαη: 

  (1.53) 
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1.5.2 Τεηξαγσληθά ζηνηρεία 

Γηα ην ηεηξαγσληθό ζηνηρείν ε γεληθή πξνζέγγηζε γηα ην x ζε όξνπο μ θαη ε δίλεηαη: 

  (1.54) 

Η έθθξαζε ηεο πξνζέγγηζεο (1.54) σο πξνο ηηο θνκβηθέο ηηκέο x1, x2, x3 θαη x4 γηα ηνπο θόκβνπο 1, 2 3 

θαη 4 αληίζηνηρα γίλεηαη παξαηεξώληαο όηη ηα ξ η ιακβάλνπλ ηηο ηηκέο (-1, -1), (1, -1), (1, 1) θαη (-1, 

1). Σπλεπώο: 

 

 

 

 

 

(1.55) 

 

 

Σρήκα 1.3: Αιιαγή ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ ηεηξαγσληθώλ ζηνηρείσλ. 

Ιζνδύλακα νη ζρέζεηο (1.55) ζηε κνξθή πίλαθα: 

  (1.56) 

Λύλνληαο ην ζύζηεκα κε αληηζηξνθή πίλαθα κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ νη ζηαζεξέο: 

  (1.57) 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζηαζεξέο ζηελ εμίζσζε (1.54): 

  (1.58) 
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Ιζνδύλακα: 

  (1.59) 

όπνπ ηα τ1,τ2,τ3 θαη τ4 ηζνύληαη κε: 

 

 

 

 

 

(1.60) 

Αθνινπζώληαο ηελ ίδηα κέζνδν θαη γηα ηε ζπλάξηεζε δνθηκήο W δεδνκέλνπ όηη είλαη ηεο ίδηαο ηάμεο 

κε ηηο ζπληεηαγκέλεο x θαη y, ζα ρξεζηκνπνηεζεί μαλά ε ίδηα ζπλάξηεζε. Έηζη ιακβάλεηαη αληίζηνηρα: 

  (1.61) 

 

  (1.62) 

όπνπ ηα Ν1,Ν2,Ν3 θαη Ν4 ηζνύληαη κε: 

 

 

 

 

 

(1.63) 

Τν ηεηξαγσληθό ζηνηρείν είλαη επίζεο ηζνπαξακεηξηθό αθνύ νη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο είλαη ίδηεο κε 

ηηο ζπλαξηήζεηο γηα ηελ αιιαγή ησλ ζπληεηαγκέλσλ. 

1.6 Ολοκλήπωζη Gauss‐Legendre 

Έλα απιό πνιπώλπκν είλαη ζρεηηθά εύθνιν λα νινθιεξσζεί. Σε πνιιέο πεξηπηώζεηο, σζηόζν, 

νη ζπλαξηήζεηο πξνο νινθιήξσζε είλαη ιόγνη πνιπσλύκσλ θαη είλαη αξθεηά δύζθνιν λα 

νινθιεξσζνύλ άκεζα. Σε θάζε πεξίπησζε, ζην πιαίζην ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ όπνπ πθίζηαηαη 

κεγάινο αξηζκόο ζηνηρείσλ θαη σο εθ ηνύηνπ, ηεξάζηηνο αξηζκόο νινθιεξώζεσλ, νη αλαιπηηθέο 

κέζνδνη δελ είλαη απνηειεζκαηηθέο. Γηα ην ιόγν απηό ρξεζηκνπνηνύληαη αξηζκεηηθέο κέζνδνη 

νινθιήξσζεο όπσο είλαη ν θαλόλαο ηξαπεδίνπ, ε κέζνδνο νινθιήξσζεο Gauss (Fagan, 1992).  

Σηελ παξνύζα εξγαζία εθαξκόδεηαη ε αξηζκεηηθή νινθιήξσζε θαηά Gauss‐Legendre. 

Πξόθεηηαη γηα κηα κέζνδν πνπ γηα ηελ εθαξκνγή ηεο απαηηείηαη ε έθθξαζε ηνπ νινθιεξώκαηνο ζε κηα 

ηεηξαγσληθή ή θπβηθή πεξηνρή ηέηνηα ώζηε -1≥ (ξ,η,ζ) ≤1 (Hoffman & Frankel, 2001). Η ζπλάξηεζε 

πξνο νινθιήξσζε αληηθαζίζηαηαη κε άιια πξνζεγγηζηηθά πνιπώλπκα, νπόηε δεκηνπξγνύληαη άιινη 

ηύπνη αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο, ηα δε ζεκεία παξεκβνιήο γεληθά δελ ηζαπέρνπλ.  
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Έζησ ην νινθιήξσκα: 

  (1.64) 

Η ζπλάξηεζε πξνο νινθιήξσζε κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή: 

  (1.65) 

Όπνπ ε w(x) είλαη κηα νινθιεξώζηκε ζπλάξηεζε πνπ νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε βάξνπο. Η ζπλάξηεζε 

g(x) είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ m: 

  (1.66) 

Τν νινθιήξσκα κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή: 

  (1.67) 

Τα βάξε εμαξηώληαη από ηα ζεκεία xi θαη ηε ζπλάξηεζε w(x) αιιά όρη από ηελ g(x). Γηα θάζε i 

δεηείηαη λα πξνζδηνξηζηνύλ ηα wi θαη ηα ζεκεία xi έηζη ώζηε ην ζθάικα ηεο πξνζέγγηζεο λα είλαη 

ειάρηζην.  

Αληηθαζηζηώληαο ηελ (1.66) ζην νινθιήξσκα (1.67): 

 
 

 

(1.68) 

Ιζνδύλακα: 

 
 

 

(1.69) 

 

Δπεηδή ε ηειεπηαία ηζόηεηα πξέπεη λα ηζρύεη γηα θάζε πνιπώλπκν ηεο κνξθήο (1.66), από ηελ (1.69) 

ζπλεπάγεηαη όηη πξέπεη λα ηζρύεη: 

 

 

 

 

 

(1.70) 
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Η (1.70) νξίδεη έλα ζύζηεκα εμηζώζεσλ: 

 Αξηζκνύ m+1 κε n αγλώζηνπο, ηα βάξε w1,… wn, 

 n αγλώζηνπο, ηα ζεκεία x1,… xn. 

Δπεηδή ην ζύζηεκα πξέπεη λα έρεη ιύζε γηα θάζε ζπλάξηεζε w(x) πξέπεη λα ηζρύεη: 

  (1.71) 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ην δηάζηεκα νινθιήξσζεο είλαη [x1, x2]=[-1, 1], όπσο ζπκβαίλεη κε ηελ ρξήζε 

ησλ ηζνπαξακεηξηθώλ ζηνηρείσλ πνπ αλαπηύρζεθαλ ζηελ παξάγξαθν 1.5 θαη ε ζπλάξηεζε βάξνπο 

w(x)=1, ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ (1.70) παίξλεη ηε κνξθή: 

 

 

 

 

 

(1.72) 

Έρεη απνδεηρζεί όηη νη ξίδεο ησλ πνιπσλύκσλ Legendre n βαζκνύ απνηεινύλ ηα ζεκεία xi πνπ 

επαιεζεύνπλ ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ (1.72). 

 

 

Σρήκα 1.4: Οινθιήξσζε Gauss κε έλα θαη δπν ζεκεία νινθιήξσζεο (Καξύδεο, 2005). 
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Πνιπώλπκα Legendre Pn(x) 

Τα πνιπώλπκα Legendre είλαη νξζνγώληα ζην δηάζηεκα [-1,1] σο πξνο ζηαζεξή ζπλάξηεζε βάξνπο 

w(x)=1 

  (1.73) 

Πξνθύπηνπλ κε δηαδνρηθή εθαξκνγή ηεο επαλαιεπηηθήο ζρέζεο: 

  (1.74) 

όπνπ P0(x)=1 θαη P1(x)=x 

Τα αληίζηνηρα βάξε wi ησλ ξηδώλ xi (ι=1,2,…n) ππνινγίδνληαη ή δίλνληαη από πίλαθεο.  

  (1.75) 

 

Ιζρύεη όηη: 

 Τα βάξε wi είλαη πάληα κεγαιύηεξα ηνπ κεδελόο, 

 Οη ξίδεο xi είλαη πξαγκαηηθέο θαη ζπκκεηξηθέο σο πξνο ην κεδέλ, 

 Τα βάξε wi πνπ αληηζηνηρνύλ ζε ζπκκεηξηθέο ξίδεο είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο.  

Η επηινγή ηεο κεζόδνπ έγηλε κε θξηηήξην όηη δίλεη ηε κεγαιύηεξε αθξίβεηα από θάζε άιιε 

κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηεί ηνλ ίδην αξηζκό ζεκείσλ. Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ε κέζνδνο δελ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηηο πεξηπηώζεηο πνπ ε ζπλάξηεζε δίλεηαη κε ηηο ηηκέο ηεο ζε νξηζκέλα ζεκεία xi, 

ηα νπνία δελ ζπκπίπηνπλ κε ηηο ξίδεο ησλ πνιπσλύκσλ Legendre, είλαη όκσο ε βέιηηζηε γηα ηελ 

πεξίπησζε πνπ ε f(x) δίλεηαη κε ηνλ αλαιπηηθό ηεο ηύπν. 
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Πίλαθαο 1.1: Οινθιήξσζε θαηά Gauss‐Legendre, ζπληεηαγκέλεο ζεκείσλ θαη βάξε. 

Σάξη ολοκλήπυζηρ n ημεία ολοκλήπυζηρ xi Βάπη wi 

1 x1 = 0.00000000 w1 = 2.00000000 

2 −x1 = x2 = 0.57735027 w1 = w2 = 1.00000000 

3 −x1 = x3 = 0.77459667 

x2 = 0.00000000 

w1 = w3 = 0.55555556 

w2 = 0.88888889 

4 −x1 = x4 = 0.86113631 

−x2 = x3 = 0.33998104 

w1 = w4 = 0.34785485 

w2 = w3 = 0.65214515 

5 −x1 = x5 = 0.90617985 

−x2 = x4 = 0.53846931 

x3 = 0.00000000 

w1 = w5 = 0.23692689 

w2 = w4 = 0.47862867 

w0 = 0.56888889 

6 −x1 = x6 = 0.93246951 

−x2 = x5 = 0.66120939 

−x3 = x4 = 0.23861919 

w1 = w6 = 0.17132449 

w2 = w5 = 0.36076157 

w3 = w4 = 0.46791396 
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1.7 Σςνάθποιζη 

Σύκθσλα κε ηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο ε εμαγσγή ηνπ κεηξώνπ ηνπ κνληέινπ ησλ 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα έλα νπνηνδήπνηε ηπραίν ζηνηρείν είλαη εύθνιε ππόζεζε. Σηε ελόηεηα 

απηή πεξηγξάθεηαη ε δηαδηθαζία ζπλάζξνηζεο ησλ κεηξώσλ ησλ ζηνηρείσλ ζηνπο θόκβνπο πνπ είλαη 

θνηλνί ζε γεηηνληθά ζηνηρεία. Κάζε θόκβνο αξηζκείηαη κε έλαλ θαζνιηθό αξηζκό πνπ αθνξά νιόθιεξν 

ην ζύζηεκα θαη κε έλαλ ηνπηθό αξηζκό πνπ αθνξά θάζε ζηνηρείν. Έηζη ν θαζνιηθόο θόκβνο 1 είλαη ν 

ηνπηθόο θόκβνο 2 ηνπ ζηνηρείνπ 1 θαη ν ηνπηθόο θόκβνο 1 ηνπ ζηνηρείνπ 2. Σεκεηώλεηαη όηη ε ηνπηθή 

αξίζκεζε ελόο ζηνηρείνπ γίλεηαη πάληα κε ηελ ίδηα θαηεύζπλζε, αληίζηξνθα ηεο θνξάο ησλ δεηθηώλ 

ηνπ ξνινγηνύ θαη πξώηνο θόκβνο ζεσξείηαη απηόο πνπ ιακβάλεη ηελ κηθξόηεξε ηηκή ηεο x 

ζπληεηαγκέλεο. Σηελ πεξίπησζε πνπ δύν θόκβνη ελόο ζηνηρείνπ έρνπλ ίδηα ηηκή ηεο x ζπληεηαγκέλεο 

θξηηήξην είλαη ε κηθξόηεξε ηηκή ηεο ζπληεηαγκέλεο y.  

 

Σρήκα 1.5: Γηαθξηηνπνίεζε ζε ηξηγσληθά ζηνηρεία. 
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Πίλαθαο 1.2: Σύλδεζε θόκβσλ ηξηγσληθώλ ζηνηρείσλ. 

Απιθμόρ 

ζηοισείος 

Σοπική απίθμηζη κόμβυν 

1 4 1 3 

2 1 2 3 

3 4 3 5 

4 3 2 5 

Έζησ όηη αλαδεηείηαη ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο ηνπ θόκβνπ κε θαζνιηθή αξίζκεζε 3, ελώ δελ 

αζθείηαη δύλακε ζην ρσξίν(F=0). Ο ελ ιόγσ θόκβνο παξνπζηάδεηαη ζηα ζηνηρεία 1, 2 3 θαη 4. Τα 

κεηξώα ζηηβαξόηεηαο απηώλ ησλ ζηνηρείσλ έρνπλ ππνινγηζηεί κε βάζε ηελ αζζελή κνξθή ηεο 

εμίζσζεο θίλεζεο θαη ηηο ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο. Γηα έλαλ βαζκό ειεπζεξίαο, ui, αλά θόκβν ηα 

κεηξώα ζηηβαξόηεηαο ησλ ζηνηρείσλ απηώλ δίλνληαη ζηε γεληθή ηνπο κνξθή: 

 

 

 

(1.76) 

Όπνπ ν άλσ δείθηεο ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκό ηνπ ζηνηρείνπ. Πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη νη 

πξσηεύνπζεο κεηαβιεηέο u ζηε παξαπάλσ εμίζσζε έρνπλ αλαγξαθεί κε ηελ θαζνιηθή αξίζκεζε. 

Γεληθά γηα ηε κεηαηόπηζε ζηνλ πξώην θόκβν ηζρύεη: 

  (1.77) 

Τν ζπλνιηθό κεηξών ζηηβαξόηεηαο είλαη: 

 (1.78) 

Με ηελ ίδηα δηαδηθαζία ηεο αληηζηνίρεζεο ησλ θόκβσλ από ηνπηθνύο ζε γεληθνύο πξνθύπηνπλ 

ηα κεηξώα ηνπ νιηθνύ ζπζηήκαηνο. Τν απνηέιεζκα είλαη έλα ζύζηεκα ίδηνπ αξηζκνύ εμηζώζεσλ κε 

ηνλ θαζνιηθό αξηζκό ησλ θόκβσλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Τν ζύζηεκα ζηε γεληθή ηνπ κνξθή είλαη: 

  (1.79) 
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1.8 Δθαπμογή ζςνοπιακών ζςνθηκών 

Όπσο αλαθέξζεθε ζηηο πξνεγνύκελεο ελόηεηεο νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο κπνξνύλ λα είλαη 

“θπζηθέο” ή ζπλζήθεο Neumann όηαλ είλαη δεδνκέλεο δπλάκεηο ζε θάπνην ζεκείν ή πάλσ ζε κηα 

επηθάλεηα είηε “βαζηθέο” ή ζπλζήθεο Dirichlet όηαλ είλαη δεδνκέλεο νη πξσηεύνπζεο κεηαβιεηέο, 

δειαδή νη κεηαηνπίζεηο. Η εθαξκνγή ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ζηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ 

ζηνηρείσλ πξαγκαηνπνηείηαη ζπλήζσο κε ηελ εθαξκνγή ηνπο ζηα κεηξώα. 

Σηελ πεξίπησζε ησλ ζπλζεθώλ Dirichlet, αλ νη κεηαηνπίζεηο , m βαζκώλ ειεπζεξίαο ηνπ 

ζπζηήκαηνο είλαη δεδνκέλεο, ηόηε ην ζύζηεκα n εμηζώζεσλ κεηαζρεκαηίδεηαη ζε έλα ζύζηεκα n-m 

εμηζώζεσλ. Έηζη αθαηξνύληαη νη γξακκέο θαη νη ζηήιεο ησλ κεηξώσλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζηνπο 

βαζκνύο ειεπζεξίαο ησλ νπνίσλ νη κεηαηνπίζεηο είλαη γλσζηέο θαη έπεηηα ιύλεηαη ην ζύζηεκα γηα 

ηνπο άγλσζηνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο. Αθνύ ιεθζνύλ νη ιύζεηο γηα ηηο άγλσζηεο κεηαηνπίζεηο, κε 

ρξήζε ηνπ ζπλνιηθνύ κεηξώνπ πνπ πεξηέρεη θαη ηνπο δεζκεπκέλνπο βαζκνύο ειεπζεξίαο κπνξνύλ λα 

πξνζδηνξηζηνύλ νη δπλάκεηο ζηηο ζηεξίμεηο. Γηα παξάδεηγκα γηα ηνλ θόκβν m ηζρύεη: 

  (1.80) 

Ωζηόζν ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη έλαο δηαθνξεηηθόο ηξόπνο γηα λα κελ ηξνπνπνηείηαη ν 

αξηζκόο ησλ πξνο επίιπζε εμηζώζεσλ. Έζησ όηη ε κεηαηόπηζε ηνπ m βαζκνύ ειεπζεξίαο είλαη γλσζηή 

θαη ίζε κε d. Σύκθσλα κε απηή ηε κέζνδν κεηαβάιιεηαη ην δηάλπζκα θόξηηζεο έηζη ώζηε ζηε ζέζε m 

ηνπ κεηξώνπ ε ηηκή ηεο δύλακεο λα ιακβάλεη ηελ γλσζηή ηηκή ηεο κεηαηόπηζεο d, ελώ ζηηο ππόινηπεο 

γξακκέο ιακβάλνληαη ζαλ θαηλνύξγηα ζηνηρεία ηα εμήο: 

  (1.81) 

Τέινο, ε γξακκή θαη ε ζηήιε ηνπ κεηξώνπ ζηηβαξόηεηαο Κ πνπ αληηζηνηρεί ζηε γλσζηή 

κεηαηόπηζε κεδελίδεηαη, ελώ ν δηαγώληνο όξνο ηνπ ιακβάλεη ηηκή ίζε κε ηε κνλάδα. Ιζνδύλακα ε 

ηξνπνπνίεζε ηνπ κεηξώνπ ζηηβαξόηεηαο γίλεηαη σο εμήο: 

 (1.82) 

Η εθαξκνγή ηεο ζπλζήθεο Neumann είλαη επθνιόηεξε θαη εθαξκόδεηαη κε ηελ απεπζείαο 

πξνζζήθε ηεο ηηκήο ηεο επηβαιιόκελεο δύλακεο ζηελ αληίζηνηρε ζέζε ζην δηάλπζκα F. Ιδηαίηεξε 

πξνζνρή πξέπεη λα δίλεηαη ζην είδνο ησλ δπλάκεσλ πνπ ελεξγνύλ ζην ζύλνξν. Απηέο κπνξεί λα είλαη 

ζπγθεληξσκέλα θνξηία, επηθαλεηαθά θνξηία ή παξακέλνπζεο ηάζεηο. Σηελ πεξίπησζε ησλ 

ζπγθεληξσκέλσλ δπλάκεσλ δελ απαηηείηαη θαλέλαο πεξαηηέξσ ππνινγηζκόο θαη ε δύλακε απιά 

ηνπνζεηείηαη ζηε ζπγθεθξηκέλε ζέζε ζην δηάλπζκα. Αληίζεηα ζηελ πεξίπησζε ησλ επηθαλεηαθώλ 

θνξηίσλ ε αλάιπζε είλαη πεξηζζόηεξν ζύλζεηε. Μηα επηθαλεηαθή θόξηηζε P πνπ αζθείηαη ζηελ 

επηθάλεηα ελόο ζηνηρείνπ κνηξάδεηαη ζε κεκνλσκέλα θνξηία πνπ έρνπλ ηε δηεύζπλζε ηεο θόξηηζεο 

ζηνπο θόκβνπο ηνπ ζηνηρείνπ.  
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Η θαηαλνκή κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε βάζε ηε ζρέζε: 

  (1.83) 

όπνπ S είλαη ε επηθάλεηα ηνπ ζηνηρείνπ θαη Ν νη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο ηνπ ζηνηρείνπ. Τν 

νινθιήξσκα απηό είλαη επηθαλεηαθό θαη κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε ηελ αξηζκεηηθή νινθιήξσζε 

Gauss. Οη δπλάκεηο πνπ ζα πξνθύςνπλ από ηελ αξηζκεηηθή νινθιήξσζε ζα αληηζηνηρνύλ ζηνπο 

θόκβνπο ηνπ ζηνηρείνπ θαη κπνξνύλ εύθνια λα αληηθαηαζηαζνύλ ζην δηάλπζκα δύλακεο. 

 

1.9 Γςναμικά πποβλήμαηα 

Σηελ ελόηεηα απηή ζα αλαπηπρζνύλ νη ζρέζεηο γηα ηε δπλακηθή αλάιπζε πξνβιεκάησλ 

κεραληθήο θαη ζα απνδεηρζνύλ νη ζπλζήθεο νξζνγσληθόηεηαο σο πξνο ηα κεηξώα κάδαο θαη 

ζηηβαξόηεηαο. Τέινο ζα απνδεηρζεί ε άκεζε απόξξνηα ησλ ζπλζεθώλ νξζνγσληθόηεηαο, δειαδή όηη 

ηα κεηξώα πνπ πξνθύπηνπλ από ην κεηαζρεκαηηζκό νκνηόηεηαο ησλ κεηξώσλ κάδαο θαη 

ζηηβαξόηεηαο κε ηε ρξήζε ηνπ ηδηνκνξθηθνύ κεηξώνπ είλαη δηαγώληα. 

Ο ζηόρνο ηεο δπλακηθήο αλάιπζεο ζηε κεραληθή ησλ θαηαζθεπώλ είλαη λα πξνζδηνξηζηνύλ νη 

ηδηνκνξθέο θαη νη ζπρλόηεηεο ελόο αληηθεηκέλνπ ή ελόο δνκηθνύ ζηνηρείνπ ηνπ θαηά ηελ ειεύζεξε 

ηαιάλησζε. Η ρξήζε ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα απηήλ ηελ αλάιπζε, γίλεηαη κε 

ζθνπό λα παξαθακθζνύλ πξνβιήκαηα πνπ αλαθύπηνπλ από ηελ πνιππινθόηεηα ηνπ ζρήκαηνο ηνπ 

αληηθεηκέλνπ πνπ αλαιύεηαη αιιά θαη ιόγσ ηεο επθνιίαο ηεο κεζόδνπ. Οη ηύπνη ησλ εμηζώζεσλ πνπ 

πξνθύπηνπλ ζηελ δπλακηθή αλάιπζε είλαη εθείλεο πνπ παξαηεξνύληαη ζε πξνβιήκαηα ηδηνηηκώλ. Οη 

ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα πνπ πξνέξρνληαη από ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο αληηπξνζσπεύνπλ 

ηηο ζπρλόηεηεο θαη ηηο αληίζηνηρεο κνξθέο παξακόξθσζεο. Σπρλόηεξα, ην κόλν πνπ ρξεηάδεηαη ζηε 

δπλακηθή αλάιπζε είλαη νη ρακειόηεξεο ζπρλόηεηεο επεηδή είλαη νη πην γλσζηνί ηξόπνη κε ηνπο 

νπνίνπο ζα δνλείηαη ην αληηθείκελν. 

Η γεληθή κνξθή ηεο εμίζσζεο θίλεζεο γηα νπνηνδήπνηε γξακκηθό ζύζηεκα ζε κνξθή πηλάθσλ, κεηά 

ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ θαη ηελ έθθξαζε ηεο ζηελ αζζελή δηαηύπσζε είλαη: 

  (1.84) 

όπνπ [K] ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο, [Μ] είλαη ην κεηξών κάδαο ηνπ ζπζηήκαηνο, {F} 

είλαη ην δηάλπζκα κηαο ρξνληθά κεηαβαιιόκελεο, εμσηεξηθά επηβαιιόκελεο θόξηηζεο θαη ηα  θαη 

 είλαη ηα δηαλύζκαηα ηεο κεηαηόπηζεο θαη επηηάρπλζεο αληίζηνηρα. Η ζρέζε (1.84) είλαη ζηελ 

νπζία έλα ζύζηεκα n γξακκηθώλ εμηζώζεσλ, κε ην n λα ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκό ησλ βαζκώλ 

ειεπζεξίαο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Σηελ πεξίπησζε ηεο κεδεληθήο εμσηεξηθά επηβαιιόκελεο δύλακεο, {F}=0, ην πξόβιεκα 

αλάγεηαη ζηελ πεξίπησζε ηεο ηαιάλησζεο ηνπ ζπζηήκαηνο-ζώκαηνο απνπζία αηηίνπ δηέγεξζεο. 
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Μαζεκαηηθά ην πξόβιεκα πεξηγξάθεηαη πιένλ από ζύζηεκα n νκνγελώλ ππεξβνιηθώλ γξακκηθώλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ. Σε θάζε εμίζσζε νη πξνο πξνζδηνξηζκό άγλσζηεο είλαη ε κεηαηόπηζε θαη ε 

επηηάρπλζε ηνπ εθάζηνηε βαζκνύ ειεπζεξίαο. 

Ηε ιύζε πξέπεη λα είλαη ηεο κνξθήο: 

  (1.85) 

Σηελ πεξίπησζε ηνπ ζπζηήκαηνο κε πνιινύο βαζκνύο ειεπζεξίαο, όπσο ην ππό κειέηε 

πξόβιεκα, γηα θάζε βαζκό ειεπζεξίαο, ζπλεπώο γηα θάζε εμίζσζε αληηζηνηρεί κηα ηδηνζπρλόηεηα ε 

νπνία νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθή ζπρλόηεηα ειεύζεξεο ηαιάλησζεο ωj. Σε θάζε ηδηνζπρλόηεηα 

ηαιάλησζεο αληηζηνηρεί έλα ηδηνδηάλπζκα {V} ην νπνίν θαιείηαη ηδηνκνξθή ηνπ ζπζηήκαηνο ζηελ 

εθάζηνηε ηδηνηηκή. Όηαλ έλα ζύζηεκα κε πνιινύο βαζκνύο ειεπζεξίαο, ηαιαληώλεηαη κε ζπρλόηεηα 

ηαιάλησζεο ίζε κε θάπνηα από ηηο ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ, ε απόθξηζε ηνπ ζε θάζε ρξνληθή ζηηγκή 

δίλεηαη σο γηλόκελν κηαο ρσξηθήο ζπλάξηεζεο gi(t) ε νπνία είλαη κνλαδηθή γηα θάζε ζπγθεθξηκέλε 

ηδηνκνξθή ηαιάλησζεο, κε κηα ρσξηθή ζπλάξηεζε ε νπνία είλαη ε i ηδηνκνξθή ηνπ ζπζηήκαηνο. 

  (1.86) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο γεληθήο κνξθήο ηεο αλακελόκελεο αξκνληθήο ιύζεο (Σρέζε 1.85) ζηελ 

εμίζσζε θίλεζεο (1.84) γηα F=0, ιακβάλεηαη ην πξόβιεκα ηδηνηηκώλ ηνπ ζπζηήκαηνο: 

  (1.87) 

Με επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηδηνηηκώλ πνπ πξνθύπηεη κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ ηόζν νη 

ηδηνζπρλόηεηεο όζν θαη νη ηδηνηηκέο. 

  (1.88) 

Δίλαη γλσζηό όηη γηα λα πξνζδηνξηζηεί κηα ιύζε ζα πξέπεη λα ηζρύεη όηη: 

  (1.89) 

Η αιγεβξηθή εμίζσζε (1.89) είλαη πνιπσλπκηθή, βαζκνύ n σο πξνο ηηο ηδηνζπρλόηεηεο  θαη 

νλνκάδεηαη ραξαθηεξηζηηθό πνιπώλπκν ηνπ ζπζηήκαηνο ή εμίζσζε ζπρλνηήησλ. Οη ξίδεο ηνπ είλαη 

πξαγκαηηθέο θαη ζεηηθέο θαζώο ηόζν ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο [Κ], όζν θαη ην κεηξών κάδαο [Μ] 

είλαη ζεηηθά νξηζκέλα (Larson & Bengzon, 2013). Σηα πξνβιήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε θαηαζθεπέο ην 

κεηξών ζηηβαξόηεηαο είλαη εμ’ νξηζκνύ ζεηηθά νξηζκέλν κε ηελ παξαδνρή όηη ε θαηαζθεπή δελ 

θηλείηαη σο άθακπην ζώκα, ελώ ην κεηξών κάδαο δεδνκέλνπ όηη εμαξηάηαη από ηηο ζπγθεληξσκέλεο 

κάδεο δελ κπνξεί παξά λα είλαη ζεηηθά νξηζκέλν.  

Μεηά ηελ επίιπζε ηεο ζρέζεο (1.89) πξνζδηνξίδνληαη ηόζεο ηδηνζπρλόηεηεο όζνη θαη νη 

βαζκνί ειεπζεξίαο ηνπ ζπζηήκαηνο, θαζώο θαη νη αληίζηνηρεο ηδηνκνξθέο {Vi} όπνπ i=1,2,…,n πνπ 

αληηζηνηρεί ζε θάζε ηδηνηηκή. Οη ηδηνζπρλόηεηεο ζρεηίδνληαη κε ηε δπζθακςία θαη ηε κάδα ηνπ πιηθνύ, 

δειαδή ηε θύζε ηνπ θαη είλαη νη ζπρλόηεηεο ειεύζεξεο ηαιάλησζεο. Τα ηδηνδηαλύζκαηα είλαη 

νπζηαζηηθά νη ραξαθηεξηζηηθέο κνξθέο παξακόξθσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο, δελ απνδίδνπλ όκσο κε 
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απόιπηα κεγέζε ηηο παξακνξθώζεηο απηέο αιιά ηηο αλαινγίεο κεηαμύ ησλ παξακνξθώζεσλ ησλ 

βαζκώλ ειεπζεξίαο. Κάζε ηδηνζπρλόηεηα είλαη ελ γέλεη δηάθνξε από κηα άιιε. Υπάξρεη όκσο ε 

πεξίπησζε ηδηνζπρλόηεηεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δηαθνξεηηθέο κνξθέο ηαιάλησζεο λα έρνπλ πνιύ 

θνληηλέο ηηκέο (Τζακαζθύξνο & Θενηόθνγινπ, 2005). Γηα δηαθεθξηκέλεο ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ 

ζπζηήκαηνο ηα ηδηνδηαλύζκαηα είλαη αλά γξακκηθώο αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο. Ωο εθ ηνύηνπ θάζε 

γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ηνπο, ζπληζηά έλα ζηνηρείν ηνπ δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ πνπ εκπεξηέρεη ην 

ζύλνιν ησλ δπλαηώλ κνξθώλ παξακόξθσζεο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη θάζε ζηνηρείν απηνύ ηνπ ρώξνπ 

γξάθεηαη κε κνλαδηθό ηξόπν σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ n ηδηνδηαλπζκάησλ. 

1.9.1 Οξζνγσληθόηεηα ησλ ηδηνκνξθώλ 

Οη θύξηνη ηξόπνη ηαιάλησζεο ζπζηεκάησλ κε πνιινύο βαζκνύο ειεπζεξίαο ραξαθηεξίδνληαη από κηα 

βαζηθή καζεκαηηθή ηδηόηεηα γλσζηή σο νξζνγσληθόηεηα σο πξνο ηα κεηξώα κάδαο θαη ζηηβαξόηεηαο 

Γηαηππώλνληαο ηελ εμίζσζε (1.87) γηα ηελ ηδηνκνξθή i: 

  (1.90) 

αληίζηνηρα αλ ε εμίζσζε (1.87) αλαγξαθεί γηα ηελ ηδηνκνξθή j:  

  (1.91) 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ εμίζσζε (1.90) κε {Vj}T θαη ηελ εμίζσζε (1.91) κε {Vi}T αληίζηνηρα 

ιακβάλνληαη νη ζρέζεηο: 

 , (1.92) 

θαη 

 . (1.93) 

Από ηε Γξακκηθή Άιγεβξα είλαη γλσζηό όηη ηζρύεη [A]
T
[B][C] =[C]

T
[B][A] όπνπ νη πίλαθεο [A], [B] 

θαη [C] είλαη όπνηνη πίλαθεο ησλ νπνίσλ ην γηλόκελν είλαη νξηζκέλν. Σπλεπώο αθαηξώληαο ηελ 

αλεζηξακκέλε εμίζσζε (1.92) από ηελ (1.93), πξνθύπηεη: 

  (1.94) 

Σύκθσλα κε ηελ αξρηθή ππόζεζε, , ην νπνίν γηα ζύζηεκα κε ζεηηθέο ηδηνζπρλόηεηεο 

ζεκαίλεη , πξνθύπηεη ε απόδεημε ηζρύνο ηεο ζπλζήθεο νξζνγσληθόηεηαο σο πξνο ην κεηξών 

κάδαο: 

  (1.95) 
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Γηα έλα ζύζηεκα n βαζκώλ ειεπζεξίαο νξίδεηαη ν πίλαθαο ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ [V] κε δηαζηάζεηο 

nxn  η θάζε ζηήιε ηνπ νπνίνπ αληηζηνηρεί ζε κηα ζπρλόηεηα, ελώ ε θάζε γξακκή αληηζηνηρεί ζε θάζε 

βαζκό ειεπζεξίαο. 

 . (1.96) 

Σύκθσλα κε ηε ζπλζήθε νξζνγσληθόηεηαο (Δμίζσζε (1.95)), θάζε όξνο ηνπ ηξηπινύ γηλνκέλνπ 

{Vi}T[Μ]{Vj} εθηόο απηώλ, ησλ δηαγσλίσλ όξσλ ηζνύηαη κε κεδέλ. Σπκπεξαζκαηηθά ν πίλαθαο πνπ 

πξνθύπηεη από ην γηλόκελν {Vj}T[Μ]{Vi} είλαη δηαγώληνο κε ηνπο κε κεδεληθνύο όξνπο λα δίλνληαη από 

ηε ζρέζε: 

 . (1.97) 

Γεδνκέλνπ όηη νη ηδηνκνξθέο δελ απνδίδνπλ κε απόιπηα κεγέζε ηηο παξακνξθώζεηο, νη ηηκέο ησλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ κπνξνύλ λα επηιεγνύλ θαηά ηέηνην ηξόπν ώζηε ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηεο ζρέζεο 

(1.97) λα παίξλνπλ νπνηαδήπνηε επηζπκεηή ηηκή. Σπγθεθξηκέλα αλ επηιεγεί: 

  (1.98) 

Τόηε ηα ηδηνδηαλύζκαηα θαινύληαη νξζνθαλνληθά θαη ην γηλόκελν ησλ ηξηώλ πηλάθσλ παίξλεη ηε 

κνξθή: 

  (1.99) 

Οη δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα [Ι] είλαη nxn. 

Γηα ηνλ όξν {V}T[K]{V} δεδνκέλνπ όηη ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο είλαη ζπκκεηξηθό ζπλάγεηαη όηη θαη ην 

γηλόκελν ζα είλαη επίζεο ζπκκεηξηθό. Αθινπζώληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ αλαπηύρζεθε γηα ην 

γηλόκελν {Vi}T[M]{Vj}  είλαη εύθνιν λα απνδεηρζεί όηη θαη ν πίλαθαο πνπ πξνθύπηεη από ην γηλόκελν 

{Vi}T[K]{Vj}, είλαη δηαγώληνο. Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ ζρέζε (1.87) κε {Vi}T ιακβάλεηαη: 

  (1.100) 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ν πίλαθαο ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ έρεη θαλνληθνπνηεζεί κε βάζε ην κεηξών κάδαο 

ηζρύεη: 

  (1.101) 

Σπλεπώο ην γηλόκελν {Vi}T[K]{Vj} παξάγεη έλαλ δηαγώλην πίλαθα κε ηα δηαγώληα ζηνηρεία ίζα κε ην 

ηεηξάγσλν ησλ θπζηθώλ ηδηνζπρλνηήησλ: 

  (1.102) 
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Αθνύ νη ηδηνκνξθέο δελ είλαη παξά κηα αλαινγία ησλ κεηαηνπίζεσλ θαη όρη νη πξαγκαηηθέο 

απόιπηεο ηηκέο ηνπο, αθνινπζείηαη ζπλήζσο κηα δηαδηθαζία θαλνληθνπνίεζεο ησλ ηδηνηηκώλ κε ζθνπό 

λα πξνθύςνπλ νκνηόκνξθα απνηειέζκαηα. Οη βαζηθόηεξεο δηαδηθαζίεο θαλνληθνπνίεζεο είλαη: 

 Καλνληθνπνίεζε ζε ζρέζε κε έλα θαζνξηζκέλν βαζκό ειεπζεξίαο: Σηελ πεξίπησζε απηή ε 

κεηαηόπηζε ηνπ επηιεγκέλνπ βαζκνύ ειεπζεξίαο ιακβάλεη ηηκή ίζε κε ηε κνλάδα, ελώ νη 

κεηαηνπίζεηο ησλ ππόινηπσλ βαζκώλ ειεπζεξίαο ππνινγίδνληαη σο πνζνζηά ηεο κεηαηόπηζεο 

ηνπ επηιεγκέλνπ βαζκνύ ειεπζεξίαο. 

 Καλνληθνπνίεζε ζε ζρέζε κε ηε κέγηζηε ηηκή ηνπ ηδηνδηαλύζκαηνο: Με ηε δηαδηθαζία απηή ν 

βαζκόο ειεπζεξίαο κε ηε κεγαιύηεξε ηηκή ηδηνδηαλύζκαηνο ιακβάλεη ηηκή κεηαηόπηζεο ίζε κε 

ηε κνλάδα, ελώ νη κεηαηνπίζεηο ησλ ππόινηπσλ βαζκώλ ειεπζεξίαο ππνινγίδνληαη σο 

πνζνζηά ηεο κεηαηόπηζεο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ βαζκνύ ειεπζεξίαο. 

 Καλνληθνπνίεζε κε βάζε ην κεηξών κάδαο: Σε απηή ηελ πεξίπησζε όια ηα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ δηαηξνύληαη κε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα . Με ηνλ 

ηξόπν απηό πξνθύπηνπλ νξζνγσληθά θαλνληθνπνηεκέλα ηδηνδηαλύζκαηα κε βάζε ην κεηξών 

κάδαο (Hutton, 2004). Αλαιπηηθόηεξα ε ζρέζε ηεο δηαδηθαζίαο δίλεηαη: 

  (1.103) 

Όπνπ ν δείθηεο i αλαθέξεηαη ζηελ εθάζηνηε ηδηνηηκή θαη ιακβάλεη ηηο ηηκέο i=1,2,…,n. 

 

1.10 Χπονικά εξαπηημένα πποβλήμαηα 

Όια ηα θνξηία πνπ ζεσξήζεθαλ ζηηο πξνεγνύκελεο ελόηεηεο ήηαλ ζηαηηθά. Σηελ πξάμε, 

σζηόζν, ηα κεραληθά πξνβιήκαηα αλάγνληαη ζε πξνβιήκαηα πνπ επηδέρνληαη δπλακηθέο δηαηαξαρέο 

πξνθαινύκελεο από εμσηεξηθέο δπλάκεηο νη νπνίεο εμαξηώληαη από ην ρξόλν. Σπλεπώο θαη νη 

κεηαηνπίζεηο είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ ρξόλνπ. Γπλακηθά θνξηία κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ, γηα 

παξάδεηγκα, ζε κεραλέο πνπ βξίζθνληαη ζε θαηάζηαζε εθηόο ηζνξξνπίαο, από θηλνύκελα νρήκαηα, 

ξηπέο αλέκνπ, ζεηζκηθέο δηαηαξαρέο, εθξήμεηο ή αθόκα θαη από ήρν. Έηζη ε δπλακηθή ησλ 

θαηαζθεπώλ εμεηάδεη ηηο ρξνληθά εμαξηεκέλεο θηλήζεηο ησλ θαηαζθεπώλ θαη αλαιύεη ηηο εζσηεξηθέο 

δπλάκεηο. Σηόρνο ηεο είλαη λα πξνζδηνξηζηεί ε επίδξαζε ησλ ηαιαληώζεσλ ζηελ απόδνζε ηεο 

θαηαζθεπήο. Οη ηαιαληώζεηο γηα παξάδεηγκα κηαο γέθπξαο κπνξεί λα είλαη δπζάξεζηεο ή αθόκα θαη 

θξίζηκεο γηα ηε ζηαηηθή ηεο, ελώ νη δνλήζεηο κηαο κεκβξάλεο κπνξεί λα είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ 

εθπιήξσζε ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο. Σηελ ελόηεηα απηή γίλεηαη αλαθνξά ζηηο καζεκαηηθέο κεζόδνπο 

νινθιήξσζεο ζην ρξόλν γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ κεηαηνπίζεσλ θαηαζθεπώλ πνπ βξίζθνληαη ππό 

ηελ επίδξαζε ρξνληθά εμαξηώκελσλ δπλάκεσλ. 
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1.10.1 Η κέζνδνο Newmark 

Τν 1959 ν Newmark παξνπζίαζε έλα ζύλνιν κεζόδσλ νινθιήξσζεο γηα ηελ επίιπζε ησλ 

δπλακηθώλ πξνβιεκάησλ ησλ θαηαζθεπώλ (Wriggers, 2008). Τα ηειεπηαία ρξόληα νη κέζνδνη απηνί 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ αλάιπζε πνιιώλ πξνβιεκάησλ ηεο κεραληθήο. Πνιινί ήηαλ νη εξεπλεηέο 

πνπ ηξνπνπνίεζαλ θαη βειηίσζαλ ηηο κεζόδνπο. Βαζηθή παξαδνρή ηεο κεζόδνπ είλαη ε πξνζέγγηζε 

ηεο ηξίηεο παξαγώγνπ ηεο κεηαηόπηζεο κε ηε ζρέζε: 

  (1.104) 

Θεσξνύκε ηηο γξακκηθέο δπλακηθέο εμηζώζεηο γξακκέλεο ζηελ αθόινπζε γεληθή κνξθή : 

  (1.105) 

Όπνπ [Κ] ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο, [Μ] ην κεηξών κάδαο, θαη F ην δηάλπζκα ηεο εμσηεξηθήο 

δύλακεο. Οη ζπκβνιηζκνί ,  θαη  δειώλνπλ ηε κεηαηόπηζε, ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζε, 

αληίζηνηρα. Με ρξήζε ηνπ αλαπηύγκαηνο Taylor γηα ηε κεηαηόπηζε θαη ηελ ηαρύηεηα ιακβάλνληαη νη 

αθόινπζεο ζρέζεηο: 

  (1.106) 

  (1.107) 

Ο Newmark εμέθξαζε ηηο εμηζώζεηο απηέο ζηελ αθόινπζε κνξθή, εηζάγνληαο ηηο ζηαζεξέο β θαη γ ηεο 

κεζόδνπ: 

  (1.108) 

  (1.109) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο εμίζσζεο (1.104) ζηηο ζρέζεηο (1.108) θαη (1.109) πξνθύπηνπλ νη ζρέζεηο ηνπ 

Newmark: 

  (1.110) 

  (1.111) 

Λύλνληαο ηε ζρέζε (1.115) σο πξνο  ιακβάλεηαη εμίζσζε: 

  (1.112) 

Τν ζύζηεκα εμηζώζεσλ ηεο ζρέζεο (1.105) κε αληηθαηάζηαζε ηεο (1.112) παίξλεη ηε κνξθή: 

  (1.113) 



 

 
32 

 

Η ζηαζεξόηεηα ησλ κεζόδσλ νινθιήξσζεο είλαη θξίζηκεο ζεκαζίαο γηα ηελ εθαξκνγή ηνπο. 

Οη παξάκεηξνη β θαη γ επεξεάδνπλ ηνλ ηξόπν πνπ κεηαβάιιεηαη ε επηηάρπλζε ζε έλα ρξνληθό 

δηάζηεκα ∆t θαη θαζνξίδνπλ ηε ζηαζεξόηεηα θαη ηελ αθξίβεηα ηεο αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο. Η 

κέζνδνο ηνπ Newmark γηα κεδεληθό πίλαθα απόζβεζεο είλαη νξηαθά επζηαζήο όηαλ ηζρύεη: 

  (1.114) 

όπνπ ωmax ζπκβνιίδεη ηελ κέγηζηε ζπρλόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Τν θξίζηκν ρξνληθό βήκα θαζνξίδεηαη από ηε θπζηθή ζπρλόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο. Όζν 

κεγαιύηεξε είλαη ε θπζηθή ζπρλόηεηα ηόζν κηθξόηεξν ρξνληθό βήκα απαηηείηαη γηαηί κεγάιε θπζηθή 

ζπρλόηεηα ζπλεπάγεηαη πεξηζζόηεξν ηαιαλησηηθή ιύζε ηόζν ζην ρξόλν όζν θαη ζην ρώξν. Γηα λα 

κπνξέζεη ε κέζνδνο λα ζπιιάβεη ηελ ηαιαλησηηθή θίλεζε ζην ρξόλν απαηηείηαη ην θαηάιιειν ρξνληθό 

βήκα. 

Έρεη απνδεηρζεί όηη γηα ηηκέο ηεο ζηαζεξάο γ κεγαιύηεξεο από ½ επηζέξρνληαη ζθάικαηα ζηε 

κέζνδν. Η κέζνδνο είλαη επζηαζήο γηα θάζε ζπλζήθε όηαλ γηα ηηο ζηαζεξέο β θαη γ ηζρύεη: 

  (1.115) 

Γηα ζπζηήκαηα κε πνιινύο βαζκνύο ειεπζεξίαο ην όξην ηνπ ρξνληθνύ βήκαηνο Δt πνπ δίλεηαη ζηε 

ζρέζε (1.114) κπνξεί λα εθθξαζηεί κε κηα ρξεζηκόηεξε κνξθή: 

  (1.116) 

όπνπ Tmin είλαη ε ειάρηζηε πεξίνδνο ηεο θαηαζθεπήο. Γηα κεγάιεο θαηαζθεπέο ην ζύζηεκα εκπεξηέρεη 

έλα κεγάιν αξηζκό πεξηόδσλ κε απνηέιεζκα λα είλαη θξίζηκε ε επηινγή παξακέηξσλ πνπ ζα 

θαζηζηνύλ ηε κέζνδν νινθιήξσζεο επζηαζή αλεμάξηεηα από ηηο ζπλζήθεο. 

Αξρηθά ν Newmark είρε πξνηείλεη ηηο ηηκέο ησλ ζηαζεξώλ γ=1/2 θαη β=1/4. Η κέζνδνο πνπ 

πξνθύπηεη γηα απηέο ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ νλνκάδεηαη κέζνδνο κέζεο ζηαζεξήο επηηαρύλζεσο 

(Average acceleration method) θαη είλαη επζηαζήο γηα θάζε ηηκή ρξνληθνύ βήκαηνο. Σηελ πεξίπησζε 

πνπ νη παξάκεηξνη ιακβάλνπλ ηηο ηηκέο γ=1/2 θαη β=1/6 πξνθύπηεη ε κέζνδνο ηεο γξακκηθήο 

επηηαρύλζεσο (Linear acceleration method) (Huebner et al., 2001) ε νπνία είλαη επζηαζήο γηα 

Δt/Τmin<0.551. Σην Σρήκα 1.6 παξνπζηάδεηαη γηα θάζε κηα από ηηο δύν κεζόδνπο ν ηξόπνο κε ηνλ 

νπνίν κεηαβάιιεηαη ε επηηάρπλζε θαηά ην δηάζηεκα Δt=τ=h, δειαδή κεηαμύ δπν δηαδνρηθώλ 

δηαθξηηώλ ηηκώλ ηνπ ρξόλνπ t σο t+ Δt. Σηελ πξώηε πεξίπησζε ε επηηάρπλζε παξακέλεη ζηαζεξή θαη 

ίζε κε ηελ κέζε ηηκή ησλ  θαη  ζην ρξνληθό δηάζηεκα Δt, ελώ ζηε δεύηεξε πεξίπησζε ε 

επηηάρπλζε κεηαβάιιεηαη γξακκηθά σο πξνο ην ρξόλν από ηελ ηηκή  σο ηελ ηηκή . 
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Σρήκα 1.6:Τξόπνο κεηαβνιήο ηεο επηηάρπλζεο αλάινγα κε ηηο ηηκέο ησλ ζηαζεξώλ β,γ. 

1.10.2 Η κέζνδνο Wilson Θ 

Η κέζνδνο απηή πνπ αλαπηύρζεθε από ηνλ E. L. Wilson ζεσξεί όηη ε επηηάρπλζε 

κεηαβάιιεηαη γξακκηθά γηα έλα εθηεηακέλν ρξνληθό δηάζηεκα από t έσο t=t+θΔt, γηα θ≥1. Απνηειεί 

νπζηαζηηθά κία επέθηαζε ηεο κεζόδνπ ηεο γξακκηθήο επηηάρπλζε γηαηί ζηελ πεξίπησζε πνπ ην θ 

ηζνύηαη κε ηε κνλάδα ε κέζνδνο αλάγεηαη ζηε κέζνδν γξακκηθήο επηηάρπλζεο. Αλ ην η ζπκβνιίδεη ηελ 

αύμεζε ηνπ ρξόλνπ από t έσο t+θΔt ηόηε ε επηηάρπλζε γηα ην ρξνληθό δηάζηεκα απηό ζύκθσλα κε 

ηελ κέζνδν Wilson ζ είλαη: 

  (1.117) 

 

Σρήκα 1.7: Γξακκηθή κεηαβνιή ηεο επηηάρπλζεο γηα ρξόλν από t σο t+θΔt. 
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Με δύν δηαδνρηθέο νινθιεξώζεηο σο πξνο ην ρξόλν ηεο εμίζσζεο (1.117) κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ 

νη ζρέζεηο γηα ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζε αληίζηνηρα: 

  (1.118) 

θαη 

  (1.119) 

Θεσξώληαο όηη τ=θΔt θαη αληηθαζηζηώληαο ζηηο ζρέζεηο γηα ηελ κεηαηόπηζε θαη ηελ ηαρύηεηα 

ιακβάλνληαη νη αθόινπζεο ζρέζεηο: 

 
 (1.120) 

 

 
 (1.121) 

Λύλνληαο ηελ (1.121) σο πξνο  θαη αληηθαζηζηώληαο ζηελ εμίζσζε (1.120) αληίζηνηρα 

ιακβάλνληαη νη βαζηθέο ζρέζεηο ηεο κεζόδνπ Wilson ζ: 

  (1.122) 

  (1.123) 

Με αληηθαηάζηαζε ηεο βαζηθήο ζρέζεο ηεο κεζόδνπ Wilson ζ (1.122) ζηελ γεληθή κνξθή ηνπ 

ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ (1.105): 

 
 

 
 

 

 

(1.124) 

Η κέζνδνο Wilson ζ είλαη επζηαζήο αλεμαξηήησο ζπλζεθώλ όηαλ θ≥1.37. 

1.10.3 Σθάικαηα ζηελ αξηζκεηηθή νινθιήξσζε 

Τα ζθάικαηα πνπ εκθαλίδνληαη θαηά ηελ αξηζκεηηθή νινθιήξσζε ηεο εμίζσζεο θίλεζεο 

κπνξνύλ λα θαηαηαγνύλ ζε ηξεηο θαηεγνξίεο (Καηζηθαδέιεο, 2012): 

(i) Σθάικα ζρεηηδόκελα κε ζηξνγγπινπνηήζεηο πνπ νθείινληαη ζε επαλαιακβαλόκελνπο 

ππνινγηζκνύο. Θεσξνύληαη ζπλεπεία κηθξνύ βήκαηνο νινθιήξσζεο. 

(ii) Σθάικα απνθνπήο θαηά ηελ πξνζέγγηζε ησλ θαη κε πεπεξαζκέλν αξηζκό 

όξσλ ηνπ αλαπηύγκαηόο ηνπο ζε ζεηξά Taylor. 

(iii) Σθάικα πνπ εηζάγεηαη από ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο κε εμίζσζε δηαθνξώλ. 

Η θύζε ηνπ ζθάικαηνο ζηξνγγπινπνίεζεο είλαη ηπραία θαη αληηκεησπίδεηαη κε ζηαηηζηηθέο 

κεζόδνπο πεξηνξίδεηαη ρξεζηκνπνηώληαο αξηζκεηηθή πςειήο αθξηβείαο θαηά ηνπο ππνινγηζκνύο. Τα 
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ζθάικαηα απνθνπήο ζπζζσξεύνληαη ηνπηθά ζε θάζε βήκα νινθιήξσζεο. Τν κέγεζνο ησλ ζθαικάησλ 

απηώλ απνηειεί κία θαιή έλδεημε ηεο αθξίβεηαο ηεο κεζόδνπ, αξθεί ε κέζνδνο νινθιήξσζεο λα είλαη 

επζηαζήο. Γηα λα κειεηεζεί ε επζηάζεηα ηεο αξηζκεηηθήο κεζόδνπ πξέπεη λα είλαη γλσζηή ε επηξξνή 

ηνπ ζθάικαηνο, πνπ εηζάγεηαη ζ’ έλα βήκα, ζην ακέζσο επόκελν ηνπ. Δάλ ην ζθάικα ηείλεη λα 

απμάλεη, ηόηε ε ιύζε ζύληνκα μεπεξλά θάζε άλσ θξάγκα θαη παύεη λα έρεη λόεκα. Σηελ πεξίπησζε 

απηή ζεσξείηαη όηη ε κέζνδνο είλαη αζηαζήο (Καηζηθαδέιεο, 2012). 

 

1.11 Απαλοιθή Gauss 

Γηα ηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ γξακκηθώλ αιγεβξηθώλ εμηζώζεσλ ππάξρνπλ δπν γεληθέο 

κεζνδνινγίεο, νη άκεζεο κέζνδνη θαη νη επαλαιεπηηθέο. Σηηο άκεζεο κεζόδνπο επηδηώθεηαη ν 

κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ αξρηθνύ πξνβιήκαηνο ζε έλα ηζνδύλακν κε άλσ ή θάησ ηξηγσληθνύο πίλαθεο 

ηνπ νπνίνπ ε επίιπζε απινπνηείηαη κε ηε ρξήζε ηεο πξνο ηα εκπξόο ή πξνο ηα πίζσ αληηθαηάζηαζε. 

Αληίζεηα νη επαλαιεπηηθέο κέζνδνη βαζίδνληαη ζηε δηαξθή βειηίσζε κηαο αξρηθήο πξνζεγγηζηηθήο 

ιύζεο. Τν πηζαλό ζθάικα ησλ άκεζσλ κεζόδσλ εηζέξρεηαη κόλν από ηεο ζηξνγγπινπνίεζε, ελώ ζηελ 

πεξίπησζε ησλ επαλαιεπηηθώλ κεζόδσλ ππεηζέξρεηαη θαη ζθάικα απνθνπήο (Νηανπηίδεο et al., 

2010).  

Σηελ παξνύζα εξγαζία γηα ηελ επίιπζε ρξεζηκνπνηείηαη ε απαινηθή Gauss επεηδή απνηειεί 

ηελ θύξηα άκεζε κέζνδν αξηζκεηηθήο επίιπζεο γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ κε ππθλνύο πίλαθεο, δειαδή 

πίλαθεο πνπ δελ έρνπλ θάπνηα ζπγθεθξηκέλε δνκή. Δθαξκόδεηαη ππό ηελ πξνϋπόζεζε όηη ην γξακκηθό 

ζύζηεκα εμηζώζεσλ έρεη κνλαδηθή ιύζε δειαδή όηαλ ηζρύεη det( K ) ≠ 0. Απνηειείηαη από δύν 

ζηάδηα: 

Τν ζηάδην ηεο ηξηγσλνπνίεζεο ζην νπνίν ην αξρηθό γξακκηθό ζύζηεκα [A]·{x} = {b} 

κεηαηξέπεηαη ζε έλα ηζνδύλακν ζύζηεκα [U ]·{ x } = { f }  όπνπ U είλαη έλαο άλσ ηξηγσληθόο πίλαθαο 

θαη ην b είλαη γλσζηό δηάλπζκα. Σηελ πεξίπησζε πνπ ηα δύν ζπζηήκαηα έρνπλ ηελ ίδηα ιύζε 

θαινύληαη ηζνδύλακα.  

Τν ζηάδην ηεο πξνο ηα πίζσ αληηθαηάζηαζεο ζην νπνίν ππνινγίδεηαη ε ιύζε x ηνπ γξακκηθνύ 

ζπζηήκαηνο [U ]·{ x } = { f } ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν ηεο πξνο ηα πίζσ αληηθαηάζηαζεο. 

Ο αιγόξηζκνο ηνπ ζηαδίνπ ηεο ηξηγσλνπνίεζεο πεξηγξάθεηαη έρεη σο εμήο: 

(α) Διέγρεηαη αλ ε ηηκή ηνπ k1,1 είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο. Σε αληίζεηε πεξίπησζε αλαδεηείηαη ε 

επόκελε εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο, έζησ όηη εληνπίδεηαη ζηε m γξακκή ηνπ πίλαθα, ηεο νπνίαο ν 

πξώηνο ζπληειεζηήο km,1 είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελόο θαη αληαιιάζζνπκε ηελ πξώηε κε ηελ n 

εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο λένο πίλαθαο πνπ πξνθύπηεη είλαη ν πίλαθαο K(1) ηνπ ζπζηήκαηνο κε 

ζηνηρεία ki,j(1) , i, j = 1, 2,..., n  
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  (1.125) 

(β) Σηελ πεξίπησζε πνπ ε ηηκή ηνπ k1,1 είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο ζεσξνύκε ηηο πνζόηεηεο:  

  (1.126) 

 (γ) Αθνινύζσο ε πξώηε εμίζσζε πνιιαπιαζηάδεηαη κε ην mi ,1 θαη ην απνηέιεζκα αθαηξείηαη από ηελ 

i εμίζσζε. Τν λέν απνηέιεζκα ηνπνζεηείηαη ζηελ ζέζε ηεο i εμίζσζεο. Τν ζηάδην απηό εθαξκόδεηαη 

γηα i = 2,3,..., n. Έηζη ην λέν ζύζηεκα πνπ πξνθύπηεη ζα είλαη ην εμήο: 

  (1.127) 

Με ην πέξαο ηνπ ζηαδίνπ απηνύ όια ηα ζηνηρεία ηεο πξώηεο ζηήιεο θάησ από ην ζηνηρείν k1,1 έρνπλ 

πάξεη ηελ ηηκή κεδέλ, ζπλεπώο ζεσξείηαη όηη ην πξώην βήκα ηεο δηαδηθαζίαο ηεο ηξηγσλνπνίεζεο 

νινθιεξώζεθε. Ωζηόζν ε πξώηε εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο δελ κεηαβάιιεηαη. Τα λέα ζηνηρεία πνπ ζα 

πξνθύςνπλ δίλνληαη αλαιπηηθά από ηελ ζρέζε: 

  (1.128) 

θαη ηελ: 

  (1.129) 

(δ) Σε απηό ην βήκα ε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεθε ζηηο παξαγξάθνπο (β) θαη (γ) επαλαιακβάλεηαη 

γηα ηνλ πξνθύπησλ πίλαθα αλ δηαγξαθεί ε πξώηε ζηήιε θαη ε πξώηε γξακκή ηνπ πίλαθα K(2). Με 

απηό ηνλ ηξόπν πξνθύπηνπλ νη ηηκέο: 

  (1.130) 

Σε πεξίπησζε πνπ ε ηηκή ηνπ k2,2(2) ηζνύηαη κε κεδέλ, εθαξκόδεηαη ε δηαδηθαζία ηνπ βήκαηνο 

(α), αλαδεηνύληαη δειαδή όιεο ηηο εμηζώζεηο από ηελ ηξίηε κέρξη θαη ηελ ηειεπηαία έσο όηνπ  βξεζεί 

θάπνηα κε ηηκή δηάθνξε ηνπ κεδελόο, km,2(2) m= 3, 4,..., n. Σηελ ζπλέρεηα ιακβάλεηαη ν γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ησλ εμηζώζεσλ όπσο πξνεγνπκέλσο νπόηε πξνθύπηεη έλα ζύζηεκα ζην νπνίν ε πξώηε 

θαη ε δεύηεξε γξακκή είλαη ε ίδηα κε ηνπ πξνεγνύκελνπ πίλαθα, ηα ζηνηρεία ηεο δεύηεξεο ζηήιεο 

όκσο θάησ από ην k2,2 έρνπλ γίλεη κεδέλ ελώ ηα ππόινηπα ζα δίλνληαη από ηνλ ηύπν: 

  (1.131) 
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  (1.132) 

Η λέα κνξθή ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

  (1.133) 

(ε) Αλ ζπλερηζηεί ε δηαδηθαζία ζην ηέινο ηνπ r-βήκαηνο ην ζύζηεκα πνπ πξνθύπηεη είλαη K ( r +1) ·x =f 

( r +1) , 1 ≤ r ≤ n – 1. α ζηνηρεία ηνπ πίλαθα K ( r +1) θαη ηνπ f ( r +1) δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο: 

 

 

 

 

 

 

(1.134) 

Οη ζρέζεηο (1.134) ζπλνςίδνπλ ηε δηαδηθαζία απαινηθήο Gauss. Τα ζηνηρεία kr,r(r) απνθαινύληαη 

νδεγνί θαη νη πνζόηεηεο mi,r θαινύληαη πνιιαπιαζηαζηέο. Τειηθά, εθαξκόδνληαο ηελ δηαδηθαζία κέρξη 

ηηο ηειεπηαίεο εμηζώζεηο ιακβάλεηαη: 

  (1.135) 

Δπνκέλσο ζην ηέινο ηεο ηξηγσλνπνίεζεο έρεη πξνθύςεη έλα ηζνδύλακν ζύζηεκα, Κ(n) · x = 

f(n), κε ην αξρηθό ζύζηεκα ηνπ νπνίνπ όκσο ν πίλαθαο K(n) είλαη άλσ ηξηγσληθόο. Έηζη κπνξεί λα 

γξαθεί  [U]·{ x} = { f}, [U] ≡ [K(n)
] , {f} ≡ {f(n)} θαη λα επηιπζεί ην ηειεπηαίν απηό ζύζηεκα κε ηνλ 

αιγόξηζκν ηεο πίζσ αληηθαηάζηαζεο. 

  



 

 
38 

 

Ο αιγόξηζκνο ηεο πξνο ηα πίζσ αληηθαηάζηαζεο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απνδνηηθή επίιπζε 

γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ ηεο κνξθήο U · x = f όπνπ U είλαη άλσ ηξηγσληθόο πίλαθαο, f είλαη γλσζηό 

δηάλπζκα θαη x είλαη είλαη ην πξνο αλαδήηεζε δηάλπζκα. Γηα λα έρεη ην πξόβιεκα απηό κνλαδηθή 

ιύζε ζα πξέπεη ν πίλαθαο U λα κπνξεί λα αληηζηξαθεί, δειαδή ζα πξέπεη ε νξίδνπζά ηνπ λα είλαη κε-

κεδεληθή, detU ≠ 0 . Γεδνκέλνπ όηη ν πίλαθαο είλαη ηξηγσληθόο ε νξίδνπζά ηνπ ηζνύηαη κε ην γηλόκελν 

ησλ δηαγσλίσλ ζηνηρείσλ ηνπ, ην νπνίν ζπλεπάγεηαη όηη όια ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ πξέπεη λα είλαη 

κε-κεδεληθά. 

  (1.136) 

Η ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο απηνύ ππνινγίδεηαη πνιύ εύθνια αλ αξρηθά ιπζεί σο πξνο ηελ κνλαδηθή 

άγλσζηε ηεο ε ηειεπηαία εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο, δειαδή ηνλ xn , σο εμήο: 

  (1.137) 

Η νπνία θπζηθά είλαη θαιά νξηζκέλε δηόηη όια ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα είλαη κε-κεδεληθά. 

Σηελ ζπλέρεηα παξαηεξείηε όηη ε δεύηεξε από ην ηέινο εμίζσζε έρεη κνλαδηθή άγλσζηε ηελ xn −1 ε 

νπνία κπνξεί λα ππνινγηζηεί  σο εμήο: 

  (1.138) 

Οκνίσο ε ηξίηε από ην ηέινο εμίζσζε έρεη κνλαδηθή άγλσζηε ηελ xn −2 ε νπνία κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί. Γεληθεύνληαο, ε m εμίζσζε από ην ηέινο εμίζσζε έρεη σο κνλαδηθή άγλσζηε ηελ xn − m 

+1 , όπνπ m=1,2,3,...,n. O αιγόξηζκνο ππνινγηζκνύ πξνθύπηεη κε ηελ παξαηήξεζε όηη ζε θάζε βήκα 

ηεο δηαδηθαζίαο ν κνλαδηθόο άγλσζηνο είλαη απηόο πνπ βξίζθεηαη ζηελ πην αξηζηεξή ζέζε ηεο 

ηξέρνπζαο εμίζσζεο, ν νπνίνο κάιηζηα είλαη θαη δηαγώληνο. Έηζη αλ γξαθνύλ νη εμηζώζεηο ηνπ 

ζπζηήκαηνο κε κνξθή αζξνίζκαηνο: 

  (1.139) 

Τν παξαπάλσ άζξνηζκα κπνξεί λα εθθξαζηεί ηζνδύλακα ζε δύν κέξε σο εμήο: 

  (1.140) 

Καη κπνξεί λα ιπζεί σο πξνο ηνλ άγλσζην xi , αξθεί λα μεθηλήζνπκε από ην ηέινο πξνο ηελ αξρή, 

δειαδή: 

  (1.141) 

  (1.142) 
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2 Μεμβπάνερ 

Οη κεκβξάλεο είλαη πνιύ ιεπηέο πιάθεο ρσξίο αληίζηαζε ζηελ θάκςε. Η δνκηθή ζπκπεξηθνξά 

ησλ ηελησκέλσλ κεκβξαλώλ κνηάδεη κε εθείλε ελόο δηθηύνπ ηελησκέλσλ ρνξδώλ. Καηά ζπλέπεηα, ηα 

πιεπξηθά θνξηία ησλ κεκβξαλώλ είλαη απνθιεηζηηθά θαη κόλν εθειθπζηηθέο δπλάκεηο ζην επίπεδν, 

πνπ ζεσξείηαη όηη είλαη νκνηόκνξθν θαηά κήθνο νπνηνπδήπνηε ηκήκαηνο ζην όξην. Η ζρέζε πάρνπο 

πξνο κήθνο δηέπεηαη από ηε ζρέζε  h / L <1/50 (Szilard, 2004). 

2.1 Δξίζωζη κίνηζηρ μεμβπανών 

Βαζηθέο παξαδνρέο 

 Η θίλεζε είλαη εγθάξζηα ζηελ επηθάλεηα ηεο κεκβξάλεο, 

 Η θιίζε ηεο κεκβξάλεο πξνο θάζε θαηεύζπλζε είλαη κηθξή, 

 Η ηάζε είλαη ηζόηξνπε θαη δελ κεηαβάιιεηαη κε ηελ παξακόξθσζε θαη 

 Τν πάρνο ηεο κεκβξάλεο είλαη ζηαζεξό θαη δελ κεηαβάιιεηαη. 

Με βάζε ηηο πάλσ παξαδνρέο, ζεσξείηαη κεκβξάλε ζηαζεξήο ππθλόηεηαο ρ θαη νκνηόκνξθνπ πάρνπο 

h πνπ ππόθεηηαη ζε εθειθπζηηθή ηάζε σ. Σπλεπώο ε ηάζε αλά κνλάδα κήθνπο δίλεηαη: 

  (2.1) 

 

 

Σρήκα 2.1: Μεκβξάλε πνπ ππόθεηηαη ζε εθειθπζκό θαη θάκςε (Szilard, 2004). 
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Γηα ηελ εμαγσγή ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πνπ δηέπνπλ ηηο κεκβξάλεο, ππνζέηεηαη όηη νη 

πιεπξηθέο παξακνξθώζεηο είλαη κηθξέο, θαη έηζη ε δύλακε εθειθπζκνύ αλά κνλάδα κήθνπο ε νπνία 

αζθείηαη ζηε κεζαία επηθάλεηα παξακέλεη ζηαζεξή (σx h = σY h = σ h). Απηόο ν πεξηνξηζκόο ηεο 

ζεσξίαο ησλ κεκβξαλώλ απαηηεί ν όξνο (wmax / h)2 λα είλαη ακειεηένο ζε ζρέζε κε ηε κνλάδα. Λόγσ 

ηεο αξρηθήο ππόζεζεο ησλ ζπκκεηξηθώλ εθειθπζηηθώλ δπλάκεσλ, νη δηαηκεηηθέο ηάζεηο ζην επίπεδν 

είλαη ίζεο κε κεδέλ. Καηά ζπλέπεηα, εθθξάδνληαο ηελ ηζνξξνπία όισλ ησλ δπλάκεσλ πνπ ελεξγνύλ 

πάλσ ζε έλα ζηνηρείν dx dy (Σρήκα 2.1), ην άζξνηζκα ησλ δπλάκεσλ ζηελ θαηεύζπλζε Z δίλεη: 

 

 

 

 

(2.2) 

Αλ αγλνεζνύλ νη ακειεηέεο πνζόηεηεο ιακβάλεηαη ε ζρέζε:  

  (2.3) 

Η πξνθύπηνπζα ππεξβνιηθή κεξηθή δηαθνξηθή εμίζσζε είλαη ε γλσζηή εμίζσζε Poisson ή αιιηώο 

θπκαηηθή εμίζσζε ζε δύν δηαζηάζεηο κε ηαρύηεηα θύκαηνο ην √Τ/μ.  

2.2 Αζθενήρ διαηύπωζη ηηρ εξίζωζηρ κίνηζηρ ηων μεμβπανών 

Σηελ ελόηεηα απηή εμάγεηαη ε αζζελήο δηαηύπσζε ηεο εμίζσζεο θίλεζεο ησλ κεκβξαλώλ, 

ζύκθσλα κε ηε δηαδηθαζία πνπ αλαπηύρζεθε ζε πξνεγνύκελε παξάγξαθν. Μπνξνύλ λα δηαθξηζνύλ 

ηξία ζηάδηα γηα ηελ αλάπηπμε ηεο αζζελνύο κνξθήο.  

1
ν
 Σηάδην 

Η εμίζσζε θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηε ζπλάξηεζε βάξνπο φ θαη νινθιεξώλεηαη 

ζην ρσξίν Ωe. 

  (2.4) 

2
ν
 Σηάδην 

Με ηε ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss ή αιιηώο ην ζεώξεκα ηεο απόθιηζεο ε εμίζσζε νινθιεξώλεηαη 

θαηά κέιε ηνλ πξώην όξν ζην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο: 

 (2.5) 
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Σπλεπώο ε εμίζσζε παίξλεη ηε κνξθή: 

 

 

(2.6) 

 

3
ν
 Σηάδην 

Σύκθσλα κε ηε κέζνδν Galerkin ε ζπλάξηεζε βάξνπο ζεσξείηαη ίζε κε ηε ζπλάξηεζε ζρήκαηνο. Έηζη 

ζην ζηάδην απηό εηζάγνληαη ζηελ εμίζσζε νη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο κε ηε ζεώξεζε ηεο πξνζέγγηζεο 

ηεο κεηαηόπηζεο ζύκθσλα κε ηε ζρέζε:  

  (2.7) 

 

 

 

(2.8) 

  



 

 
42 

 

3 Θευπία πλακών 

3.1 Δξιζώζειρ πλακών 

Οη ζπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ πνπ αζθνύληαη ζε έλα ηξηζδηάζηαην ζηεξεό ζώκα θαίλνληαη ζην 

Σρήκα 3.1. Ο πξώηνο δείθηεο δειώλεη ηε δηεύζπλζε ηεο θάζεηεο ζηελ εθάζηνηε έδξα θαη ν δεύηεξνο 

παξηζηά ηε δηεύζπλζε ζηελ νπνία αζθείηαη ε ηάζε (Αϋθαληήο, 2010). Οη ζπληζηώζεο σxx σyy θαη σzz 

δξνπλ θάζεηα ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζώκαηνο ελώ νη ζπληζηώζεο σxy σxz σyx σyz σzy θαη σzx είλαη νη 

δηαηκεηηθέο ζπληζηώζεο ηεο ηάζεο. Οη ζπληζηώζεο σxx, σxy θαη σxz νδεγνύλ ζηε δεκηνπξγία θακπηηθήο 

ξνπήο Mxx, πεξηζηξνθηθήο ξνπήο Μxy θαη ηεο θάζεηεο δηαηκεηηθήο δύλακεο αλά κνλάδα κήθνπο Qxz 

(Σρήκα 3.2). Αληίζηνηρα ηζρύεη θαη γηα ηηο ζπληζηώζεο σyy, σyx θαη σyz. 

 

Σρήκα 3.1: Σπληζηώζεο ησλ ηάζεσλ πνπ αζθνύληαη ζε έλα ηξηζδηάζηαην ζηεξεό ζώκα (Steele & 

Balch, 2009). 

  (3.1) 

  (3.2) 

 

  (3.3) 

  (3.4) 

  (3.5) 
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Σρήκα 3.2: Αλαπαξάζηαζε ησλ Mxx, Μxy θαη ηεο Qxz. 

 

Οη ζπληζηώζεο πνπ δξνπλ θάζεηα ζηηο επηθάλεηεο ηνπ ζώκαηνο σxx σyy θαη σxy νδεγνύλ ζηηο εμήο 

νξηδόληηεο δπλάκεηο: 

  (3.6) 

  (3.7) 

  (3.8) 

Όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 3.3 απηέο νη δπλάκεηο δξνπλ ζην επίπεδν xy. Όπνπ Nxx είλαη ε δύλακε αλά 

κνλάδα κήθνπο πνπ δξα ζηελ δηεύζπλζε x, Nyy ε δύλακε αλά κνλάδα κήθνπο πνπ δξα ζηε δηεύζπλζε 

y θαη Nxy ε δηαηκεηηθή ηάζε αλά κνλάδα κήθνπο. 

 

Σρήκα 3.3: Αλαπαξάζηαζε ησλ Nxx, Nyy, Nxy θαη Nyx. 

Γηα ηελ εμαγσγή ησλ εμηζώζεσλ ηζνξξνπίαο ε πιάθα ζεσξείηαη όηη θνξηίδεηαη κόλν από εγθάξζηεο 

δπλάκεηο. Σπλεπώο αθνύ δελ πθίζηαηαη δπλάκεηο ζην επίπεδν xy ηζρύεη: 

  (3.9) 
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Θεσξώληαο ην απεηξνζηό ζηνηρείν ηεο πιάθαο πνπ θαίλεηαη ζην Σρήκα 3.4, θαη κε δεδνκέλν όηη δελ 

δξνπλ δπλάκεηο ζην επίπεδν xy. Σεκεηώλεηαη όηη ε δηαηκεηηθή δύλακε Q ζην Σρήκα 3.4 ζπκβνιίδεηαη 

κε V.  

 

Σρήκα 3.4: Αλαπαξάζηαζε θάζεησλ δηαηκεηηθώλ δπλάκεσλ πνπ δξνπλ ζε απεηξνζηό ζηνηρείν ηεο 

πιάθαο. 

Η ηζνξξνπία ζην θάζεην επίπεδν απαηηεί λα ηζρύεη: 

  (3.10) 

Τν νπνίν ηζνδπλακεί κε ηε ζρέζε: 

  (3.11) 

Η ηζνξξνπία ξνπώλ ζην παξάιιειν επίπεδν ζηνλ άμνλα ησλ x απαηηεί λα ηζρύεη: 

 

 

 

(3.12) 

 

  (3.13) 

Δπεηδή ην dy ζηελ (3.13) είλαη απεηξνζηό πξνθύπηεη γηα ηελ ηζνξξνπία: 

  (3.14) 
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Γηα ηελ ηζνξξνπία ησλ ξνπώλ ζην παξάιιειν επίπεδν ζηνλ άμνλα ησλ y ιακβάλεηαη κε αλάινγν 

ηξόπν ε ζρέζε: 

 
 (3.15) 

 

3.2 Καηαζηαηικέρ Δξιζώζειρ  

Δπεηδή ε πιάθα είλαη ιεπηή, ζπλεπώο νη κεγαιύηεξεο ηάζεηο ζα είλαη νη σxx, σyy θαη σxy, 

εθαξκόδνληαο ην λόκν ηνπ Hooke κπνξεί λα ζεσξεζεί όηη ε ζεσξία ηεο επίπεδεο έληαζεο κπνξεί λα 

εθαξκνζηεί. Έηζη εθαξκόδνληαο ην Νόκν ηνπ Hooke, παίξλνπκε: 

  (3.16) 

όπνπ : 

 ,        και       (3.17) 

Σηελ πεξίπησζε απηή γηα ηηο παξακνξθώζεηο ηζρύεη: 

  (3.18) 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρεη ελίζρπζε ζηε θαηεύζπλζε z κπνξεί λα ζεσξεζεί ε πεξίπησζε ηεο 

επίπεδεο παξακόξθσζεο όπνπ ην εzz ιακβάλεη ηηο κηθξόηεξεο ηηκέο. Σε απηή ηελ πεξίπησζε ηζρύεη: 

  (3.19) 

Γηα ηηο παξακνξθώζεηο ηζρύεη: 

  (3.20) 

Οη ζπληζηώζεο ηεο δηαηκεηηθήο παξακόξθσζεο: 

 
 

(3.21) 

  (3.22) 

  (3.23) 
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όπνπ G είλαη ην κέηξν δηάηκεζεο θαη νξίδεηαη: 

  (3.24) 

3.3 Η θεωπία πλακών Mindlin  

Σηε ζεσξία Mindlin γίλεηαη ε παξαδνρή όηη νη επίπεδεο δηαηνκέο παξακέλνπλ επίπεδεο αιιά 

όρη θάζεηεο ζηε κέζε επηθάλεηα. Σπλεπώο ε κέζε ζηξνθή κηαο δηαηνκήο ιακβάλεηαη ζαλ ην άζξνηζκα 

κηαο ζηξνθήο ζηελ νπνία ε δηαηνκή ζεσξείηαη θάζεηε ζηε κέζε επηθάλεηα ζπλ κηα επηπιένλ ζηξνθή 

πνπ νθείιεηαη ζηε δηαηκεηηθή παξακόξθσζε. Λόγν ηεο ζηαζεξήο ζηξνθήο ζπλεπάγεηαη όηη ε 

παξακόξθσζε θαη ζπλεπώο θαη ε δηαηκεηηθή ηάζε είλαη νκνηόκνξθε. 

Οη βαζηθέο παξαδνρέο ηεο ζεσξίαο ηνπ Mindlin ζπλνςίδνληαη ζηηο εμήο (Τζακαζθύξνο & 

Θενηόθνγινπ, 2005): 

1. Οη κεηαηνπίζεηο w ηεο πιάθαο είλαη κηθξέο ζε ζρέζε κε ην πάρνο ηεο, 

2. Τα θάζεηα επίπεδα ζηε κέζε-επηθάλεηα παξακέλνπλ επίπεδα κεηά ηελ παξακόξθσζε αιιά όρη 

θάζεηα ζηε κέζε επηθάλεηα θαη 

3. Οη θάζεηεο ηάζεηο ζηε κέζε-επηθάλεηα είλαη ακειεηέεο. 

 

Σρήκα 3.5: Σηξνθή ηεο δηαηνκήο γύξσ από ηνπο άμνλεο x θαη y (Τζακαζθύξνο & Θενηόθνγινπ, 

2005). 

Σύκθσλα κε ηελ νπνία νη δηαηκεηηθέο παξακνξθώζεηο ππνινγίδνληαη: 

  (3.25) 

  (3.26) 

Οη παξαπάλσ εμηζώζεηο βαζίδνληαη ζηηο παξαδνρέο όηη νη νιηθέο ζηξνθέο θx θαη θy είλαη κηθξέο θαη 

όηη ε εγθάξζηα παξακόξθσζε εxx είλαη κεδεληθή. 
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Καη ε δηαηκεηηθή δύλακε παίξλεη ηε κνξθή: 

  (3.27) 

  (3.28) 

Όπνπ ην θιάζκα 6/5 είλαη έλαο δηνξζσηηθόο παξάγνληαο πνπ πξνθύπηεη από ηελ ζεώξεζε ηεο 

ηξηζδηάζηαηεο θαηαλνκήο ηεο δηαηκεηηθήο ηάζεο. 

Σύκθσλα κε ηελ θιαζζηθή ζεσξία ησλ πιαθώλ: 

  (3.29) 

  (3.30) 

  (3.31) 

Όπνπ ην 0 ζπκβνιίδεη ηε κεηαηόπηζε ηεο κεζ-επηθάλεηαο όπνπ z=0, θαη ηα θ ηηο πεξηζηξνθέο ηεο κεζ-

επηθάλεηαο ζηε x θαη y θαηεύζπλζε.  

Με αληηθαηάζηαζε ζηηο παξακνξθώζεηο ζπλεπάγεηαη: 

  (3.32) 

  (3.33) 

  (3.34) 

Σπλεπώο ιακβάλνληαη: 

 

 

(3.35) 

 

 

 

(3.36) 
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(3.37) 

3.4 Αζθενήρ διαηύπωζη ηων εξιζώζεων κίνηζηρ ηων πλακών 

Σηελ ελόηεηα απηή εμάγεηαη ε αζζελήο δηαηύπσζε ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο ησλ πιαθώλ, 

ζύκθσλα κε ηε δηαδηθαζία πνπ αλαπηύρζεθε ζε πξνεγνύκελε παξάγξαθν. Η αλάπηπμε ηεο αζζελνύο 

κνξθήο ιακβάλεη ρώξα ζε έλα απζαίξεην ζηνηρείν, δύν δηαζηάζεσλ. Τν ζηνηρείν απηό κπνξεί λα 

βξίζθεηαη νπνπδήπνηε ζην ζπλνιηθό ρσξίν θαη λα έρεη νπνηαδήπνηε κνξθή, αξθεί λα έρεη δύν 

δηαζηάζεηο. Σηε ζπλέρεηα παξαηίζεληαη ηα ηξία ζηάδηα γηα ηελ αλάπηπμε ηεο αζζελνύο κνξθήο.  

1
ν
 Σηάδην 

Οη εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ πιαθώλ πνιιαπιαζηάδνληαη κε ηε ζπλάξηεζε βάξνπο θ θαη 

νινθιεξώλνληαη ζην ρσξίν Ωe. 

  (3.38) 

  (3.39) 

  (3.40) 

2
ν
 Σηάδην 

Με ηε ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss ή αιιηώο ην ζεώξεκα ηεο απόθιηζεο ζηνπο πξώηνπο όξνπο ζηα 

δεμηά ησλ παξαπάλσ εμηζώζεσλ: 

 (3.41) 

 (3.42) 

 (3.43) 
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Οη εμηζώζεηο θίλεζεο κεηά ηελ εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο Gauss είλαη: 

 

 

(3.44) 

 
 

 

(3.45) 

 

 

(3.46) 

Γηα δηεπθόιπλζε νη ζρέζεηο (3.27), (3.28), (3.35), (3.36), (3.37) κπνξνύλ λα γξαθνύλ σο εμήο: 

 

 

 

(3.47) 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ (3.47) ιακβάλνληαη δηαδνρηθά: 

 

 

(3.48) 

 

 

 

(3.49) 
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(3.50) 

 

3
ν
 Σηάδην 

Σύκθσλα κε ηε κέζνδν Galerkin ε ζπλάξηεζε βάξνπο ζεσξείηαη ίζε κε ηε ζπλάξηεζε ζρήκαηνο. Έηζη 

ζην ζηάδην απηό εηζάγνληαη ζηηο εμηζώζεηο νη ζπλαξηήζεηο ζρήκαηνο κε ηε ζεώξεζε ηεο πξνζέγγηζεο 

ησλ βαζκώλ ειεπζεξίαο ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο:  

  (3.51) 

Λακβάλνληαη: 

 

 

(3.52) 

 

 

 

(3.53) 
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(3.54) 
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4 Γιαηύπυζη ηος πποβλήμαηορ 

Σηελ παξνύζα εξγαζία εμεηάδεηαη ε εθαξκνγή ηνπ λενπξελίνπ ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο 

κεκβξάλεο θαη πιαθώλ Mindlin. Τν Νενπξέλην, είλαη έλα ζπλζεηηθό ειαζηνκεξέο κε κνξηαθό βάξνο 

100,000 - 300,000 daltons (Budavari, 1996). Αλήθεη ζηελ νηθνγέλεηα ησλ ζπλζεηηθώλ θανπηζνύθ θαη 

παξνπζηάδεη κεγάιε αλζεθηηθόηεηα ζηηο θαηξηθέο κεηαβνιέο (McMurry, 2012). Όια ηα ειαζηνκεξή 

είηε θπζηθά είηε ζπλζεηηθά ζε ζεξκνθξαζίεο πεξηβάιινληνο βξίζθνληαη πάλσ από ηε ζεξκνθξαζία 

παιώδνπο κεηάπησζεο, είλαη άκνξθα, ζρεηηθά καιαθά πιηθά (Ε~3MPa) θαη θνιιώδε ιόγσ ησλ πνιύ 

αζζελώλ δηακνξηαθώλ δπλάκεσλ θαη γη απηό κνξθνπνηνύληαη εύθνια. Γνκηθά ραξαθηεξίδνληαη από 

ρακειό κέηξν Young, θαη έιιεηςε ηάζεο ζε ζρέζε κε άιια πιηθά. Έλα πνιπκεξέο ραξαθηεξίδεηαη σο 

ειαζηνκεξέο, όηαλ είλαη ηθαλό λα ππνζηεί πνιύ κεγάιεο θαη αληηζηξεπηέο παξακνξθώζεηο, ρσξίο 

ζξαύζε ππό ηελ επίδξαζε πνιύ κηθξώλ ηάζεσλ (Παλαγηώηνπ, 2006). Η ειαζηηθόηεηα ηνπο πξνέξρεηαη 

από ηελ ηθαλόηεηα ησλ κεγάισλ αιπζίδσλ λα αλαδηακνξθώλνληαη γηα λα θαηαλέκνπλ κηα 

εθαξκνδόκελε ηάζε. Οη νκνηνπνιηθέο δηαζηαπξώζεηο εμαζθαιίδνπλ όηη ην ειαζηνκεξέο ζα επηζηξέςεη 

ζηελ αξρηθή ηνπ δηακόξθσζε όηαλ ε ηάζε αθαηξεζεί. Ωο απνηέιεζκα απηήο ηεο αθξαίαο 

ειαζηηθόηεηαο, ηα ειαζηνκεξή κπνξνύλ λα επεθηαζνύλ αληηζηξεπηά από 500-1000% (Παλαγηώηνπ, 

2006), αλάινγα κε ην είδνο ηνπ πιηθνύ. Σηελ πεξίπησζε πνπ νη δηαζηαπξώζεηο δελ ππήξραλ ή ήηαλ 

ιίγεο, ε εθαξκνδόκελε ηάζε ζα θαηέιεγε ζε κηα κόληκε παξακόξθσζε ηνπ πιηθνύ αθνύ δελ ζα 

αλαδηακνξθώλνληαλ νη αιπζίδεο. Σπλήζσο είλαη ζεξκνζθιεξαηλόκελα, όπνηε αλ ζεξκαλζνύλ πάλσ 

από κηα θξίζηκε ζεξκνθξαζία θαζίζηαληαη κνλίκσο ζθιεξά αιιά κπνξεί λα είλαη θαη ζεξκνπιαζηηθά 

κε απνηέιεζκα λα γίλνληαη επθαηέξγαζηα αλ ζεξκαλζνύλ πάλσ από κηα θξίζηκε ζεξκνθξαζία. 

Τν λενπξέλην παξάγεηαη κε πνιπκεξηζκό ειεύζεξεο ξίδαο ρισξνπξελίνπ Σηελ εκπνξηθή 

παξαγσγή, απηό ην πνιπκεξέο παξαζθεπάδεηαη κε πνιπκεξηζκό ξίδαο αληνληηθνύ γαιαθηώκαηνο. Ο 

Πνιπκεξηζκόο εθθηλείηε ρξεζηκνπνηώληαο έλαλ πδξνδηαιπηό νμεηδναλαγσγηθό θαηαιύηε όπσο ην 

ππεξζεηηθό θάιην, ην νπνίν πξνζδίδεη πςεινύο ξπζκνύο παξαγσγήο ζε ρακειέο ζενθξαζίεο 

πνιπκεξηζκνύ (Kirk-Othmer, 1993). 

Γηα ηελ παξαγσγή ελόο πνιύ ζθιεξόηεξνπ θανπηζνύθ κε αληίζηαζε ζηηο θζνξέο 

ρξεζηκνπνηείηαη βνπιθαληζκόο. Ο βνπιθαληζκόο επηλνήζεθε ην 1839 από ηνλ Charles Goodyear θαη 

ζπλίζηαηαη ζηε ζέξκαλζε ηνπ αθαηέξγαζηνπ πνιπκεξνύο καδί κε κηα πνιύ κηθξή πνζόηεηα ζείνπ. Τν 

ζείν ζρεκαηίδεη γέθπξεο κεηαμύ ησλ πνιπκεξώλ αιπζίδσλ, ζπγθξαηώληαο ηηο κέζα ζε ηεξάζηηα κόξηα 

πνπ δελ κπνξνύλ πιένλ λα νιηζζαίλνπλ ην έλα πάλσ ζην άιιν. Τν λενπξέλην γηα λα γίλεη αλζεθηηθό ζε 

ειεθηξηθό ξεύκα, ζε έιαηα, ζην νμπγόλν, θαζώο θαη ζην όδνλ , ζπρλά ππόθεηηαη ζε βνπιθαληζκό κε 

νμείδηα κεηάιισλ αληί ηνπ ζείνπ (Lewis, 1997). 
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Πίλαθαο 4.1: Ιδηόηεηεο λενπξελίνπ (Ashby, 2005). 

Πςκνόηηηα 1.230-1.250 Kg/m
3
 

Μέηπο Young 0.0007-0.002 GPa 

Λόγορ poisson 0.5  

Η εμίζσζε θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο θαζώο θαη νη εμηζώζεηο ησλ πιαθώλ Mindlin ζηελ 

παξνύζα εξγαζία εθαξκόδνληαη ζε θπθιηθή επηθάλεηα κε δηάκεηξν ίζε κε 0.112 m. Η κειέηε αθνξά 

κόλν ηε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά. Η δηαθξηηνπνίεζε ηνπ θπθιηθνύ ρσξίνπ γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ 

πξνγξάκκαηνο Gmsh ζην ειεύζεξν ινγηζκηθό ubuntu. Σηε ζπλέρεηα νη πιεξνθνξίεο ηεο 

δαθξηηνπνίεζεο κεηαθέξνληαη ζηα δύν πξνγξάκκαηα πνπ αλαπηύρζεθαλ ζηε γιώζζα Matlab γηα ηελ 

επίιπζε ησλ δύν κνληέισλ κε ηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ. 

Σην κνληέιν ηεο κεκβξάλεο αξρηθά κε ηε κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ιύλεηαη ην 

δπλακηθό πξόβιεκα ησλ ειεύζεξσλ ηαιαληώζεσλ, πξνζδηνξίδνληαη δειαδή νη ηδηνζπρλόηεηεο θαη νη 

ηδηνκνξθέο θαζώο ην θπθιηθό λενπξέλην δελ ππόθεηηαη ζε θνξηίζεηο θαη ε πεξηθέξεηά ηνπ είλαη 

παθησκέλε θαη ζπλεπώο νη βαζκνί ειεπζεξίαο ζηνπο θόκβνπο ηεο πεξηθέξεηαο είλαη κεδέλ. Με ηε 

βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο ζηε Matlab ππνινγίδνληαη νη ηδηνζπρλόηεηεο γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο 

αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο. Σην ίδην κνληέιν εμεηάδεηαη ε ρξνληθή απόθξηζε ζε επηβνιή εμσηεξηθήο 

ρξνληθά εμαξηώκελεο δύλακεο κε ηε κέζνδν Newmark. Η δύλακε αζθείηαη ζε εκβαδό ίζν κε 6 10
-5

 

m
2
 ζην θέληξν ηνπ θπθιηθνύ λενπξελίνπ, ελώ ε πεξηθέξεηά ηνπ είλαη παθησκέλε. Η επίδξαζε ηεο 

αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο κειεηάηαη ππνινγίδνληαο ηε δύλακε πνπ απαηηείηαη γηα λα πξνθαιέζεη 

δεδνκέλε κεηαηόπηζε ζε έλαλ δεδνκέλν θόκβν, γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο θάζε θνξά αξρηθήο 

εθειθπζηηθήο ηάζεο. 

Αληίζηνηρα ζην κνληέιν ηεο θπθιηθήο πιάθαο Mindlin λενπξελίνπ, ππνινγίδνληαη νη 

ηδηνζπρλόηεηεο θαη νη ηδηνκνξθέο θαζώο ην ζώκα δελ ππόθεηηαη ζε θνξηίζεηο θαη ε πεξηθέξεηά ηνπ 

είλαη παθησκέλε. Δπεηδή νη εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ πιαθώλ εμαξηώληαη ζε κεγάιν βαζκό από ην 

πάρνο ηεο πιάθαο, γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο πάρνπο θάζε θνξά ππνινγίδνληαη νη ηδηνηηκέο θαη 

εμεηάδνληαη νη ηδηνκνξθέο. Σην θέληξν ηεο θπθιηθήο πιάθαο θαη ζε εκβαδό ίζν κε 6 10
-5

 m
2
 αζθείηαη 

ρξνληθά κεηαβαιιόκελε εμσηεξηθή δύλακε θαη κε ηε βνήζεηα ηεο κεζόδνπ Newmark πξνζδηνξίδνληαη 

νη κεηαηνπίζεηο, ε πεξηθέξεηα ηνπ θύθινπ ζεσξείηαη επίζεο παθησκέλε. Με ζθνπό ηε κειέηε ηεο 

εμάξηεζεο ησλ πξνθιεζέλησλ από ηελ εμσηεξηθή δύλακε κεηαηνπίζεσλ από ην πάρνο ηεο πιάθαο 

ππνινγίδεηαη ε δύλακε πνπ απαηηείηαη γηα λα πξνθαιέζεη δεδνκέλε κεηαηόπηζε ζε έλαλ δεδνκέλν 

θόκβν, γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ πάρνπο ηεο πιάθαο. 
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5 Αποηελέζμαηα 

Με ηε βνήζεηα ηεο γιώζζαο πξνγξακκαηηζκνύ Matlab θαη ζύκθσλα κε ηηο αζζελείο 

δηαηππώζεηο γηα ηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο θαη ησλ πιαθώλ Mindlin όπσο απηέο 

αλαπηύρζεθαλ ζηηο πξνεγνύκελεο ελόηεηεο παξαζθεπάζηεθαλ ηα πξνγξάκκαηα πνπ επηιύνπλ κε ηε 

κέζνδν ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ηα δύν κνληέια. Τν πιηθό πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ παξνύζα 

εξγαζία είλαη ην λενπξέλην.  

Σηελ εμίζσζε θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο αθνύ πξνζδηνξηζηνύλ νη ηδηνκνξθέο ηεο θπθιηθήο 

επηθάλεηαο λενπξελίνπ θαηά ηελ ειεύζεξε ηαιάλησζε ηεο θαη κε ηελ πεξηθέξεηα ηεο παθησκέλε, 

εμεηάδεηαη ε κεηαβνιή ησλ ηδηνζπρλνηήησλ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθή ηάζεο. 

Έπεηηα κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ Newmark κειεηάηαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν επηδξά ε αξρηθή 

εθειθπζηηθή ηάζε ζηηο κεηαηνπίζεηο πνπ πξνθαιεί κηα ρξνληθά εμαξηώκελε δύλακε πνπ αζθείηαη ζηα 

θεληξηθά ζηνηρεία θαη ζε εκβαδόλ ίζν κε 6 10
-5

 m
2
. Η πεξηθέξεηα ηεο θπθιηθήο κεκβξάλεο θαη ζε απηή 

ηελ πεξίπησζε ζεσξείηαη παθησκέλε.  

Σην κνληέιν ησλ πιαθώλ Mindlin ζεκαληηθή επίδξαζε έρεη ην πάρνο ηεο πιάθαο λενπξελίνπ. 

Έηζη πξνζδηνξίδνληαη νη ηδηνκνξθεο θαη εμεηάδεηαη ε επίδξαζε ηνπ πάρνπο ηεο θπθιηθήο δνκήο ζηηο 

ηηκέο ησλ ηδηνζπρλνηήησλ. Σε δεύηεξν ζηάδην ζεσξείηαη ρξνληθά εμαξηώκελε δύλακε πνπ αζθείηαη ζε 

εκβαδόλ ίζν κε 6 10
-5

 m
2
 ζηα θεληξηθά ζηνηρεία ηεο θπθιηθήο πιάθαο λενπξελίνπ ελώ ηα άθξα ηεο 

είλαη παθησκέλα. Με ηελ κέζνδν Newmark ζηα πεπεξαζκέλα κειεηάηαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν επηδξά 

ην πάρνο ηεο πιάθαο ζηηο κεηαηνπίζεηο πνπ πξνθαιεί ε δύλακε. 

5.1 Δξίζωζη κίνηζηρ μεμβπάνηρ 

5.1.1 Δπίδξαζε εθειθπζηηθήο ηάζεο ζηηο ηδηνζπρλόηεηεο 

Αξρηθά ην θπθιηθό ρσξίν δηαθξηηνπνηείηαη ζε 358 ηξηγσληθά ζηνηρεία κε ηε βνήζεηα ηνπ 

πξνγξάκκαηνο Gmsh όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 5.1. Σύκθσλα κε ηηο παξαγξάθνπο 1.9 θαη 2 γηα ηα 

δπλακηθά πξνβιήκαηα θαη ηελ εμίζσζε θίλεζεο ησλ κεκβξαλώλ αληίζηνηρα, ιύλνληαο ην δπλακηθό 

ζύζηεκα κε ηε βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ αλαπηύρζεθε ζηε Matlab πξνζδηνξίδνληαη νη ηδηνηηκέο 

θαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηεο παθησκέλεο ζηελ πεξηθέξεηα θπθιηθήο κεκβξάλεο. Οη ηδηνκνξθέο ησλ 

πξώησλ έμη ηδηνηηκώλ ηνπ θπθιηθνύ λενπξελίνπ κε ην κνληέιν ηεο εμίζσζεο θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο 

παξνπζηάδνληαη ζην Σρήκα 5.2. Σηνλ πηλάθα 5.1 αλαγξάθνληαη αλαιπηηθά νη ηδηνζπρλόηεηεο πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηηο ηδηνκνξθέο ηνπ Σρήκαηνο 5.2. 
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Σρήκα 5.1: Γηαθξηηνπνηεκέλν ρσξίν θπθιηθήο κεκβξάλεο λενπξελίνπ. 

Πίλαθαο 5.1: Τηκέο ησλ έμη πξώησλ ηδηνζπρλνηήησλ 

Ιδιομοπθή Ιδιοζςσνόηηηα (Hz) 

1 7.889 

2 12.647 

3 12.648 

4 17.080 

5 17.088 

6 18.418 
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Σρήκα 5.2: Ιδηνκνξθέο ησλ πξώησλ έμη ηδηνηηκώλ ηεο κεκβξάλεο λενπξελίνπ. 
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Σηε ζπλέρεηα αθνινπζεί ε κειέηε ηνπ ηξόπνπ πνπ επηδξά ε κεηαβνιή ηεο εθειθπζηηθήο ηάζεο 

ζηηο ηδηνζπρλόηεηεο. Γηα δηάθνξεο ηηκέο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο ππνινγίδνληαη νη έμη πξώηεο 

ηδηνζπρλόηεηεο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζην Σρήκα 5.3 θαίλεηαη ε εμάξηεζε ηνπο από ηελ εθειθπζηηθή 

ηάζε. 

 

 
Σρήκα 5.3: Δπίδξαζε ηεο εθειθπζηηθήο ηάζεο ζηηο ηηκέο ησλ πξώησλ έμη ηδηνζπρλνηήησλ ηεο 

κεκβξάλεο λενπξελίνπ. 

Σην δηάγξακκα θαίλεηαη όηη κηα αύμεζε ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο πξνθαιεί κηα 

αύμεζε ησλ ηηκώλ ησλ ηδηνζπρλνηήησλ. Η κεηαβνιή απηή θαίλεηαη λα επεξεάδεη κε ηνλ ίδην ηξόπν 

όιεο ηηο ηδηνηηκέο, αθνύ νη θιίζεηο είλαη παξαπιήζηνπ κεγέζνπο. Τν απνηέιεζκα απηό είλαη ινγηθό 

αθνύ όζν ηεληώλεηαη κηα κεκβξάλε ε ηαιάλησζε είλαη δπζθνιόηεξν λα ζπκβεί ζε ρακειέο 

ζπρλόηεηεο θαη ην ζύζηεκα απαηηεί κεγαιύηεξεο ζπρλόηεηεο. Αληίζεηα όζν ιηγόηεξν ηελησκέλε είλαη 

κηα κεκβξάλε ηόζν επθνιόηεξα ηαιαληώλεηαη, ζπλεπώο ε ηαιάλησζε ζπκβαίλεη ζε ρακειόηεξεο 

ζπρλόηεηεο. Γηα ηηο δεδνκέλεο κεηαβνιέο ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο δελ παξαηεξήζεθε θακία 

αιιαγή ζηηο ηδηνκνξθέο ηεο κεκβξάλεο λενπξελίνπ. Οη ηξόπνη ηαιάλησζεο ηεο κεκβξάλεο 

παξακέλνπλ ίδηεο κε απηέο πνπ παξνπζηάδνληαη ζην Σρήκα 5.2.  
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5.1.2 Δπίδξαζε εθειθπζηηθήο ηάζεο ζηηο κεηαηνπίζεηο ιόγσ ρξνληθά εμαξηώκελσλ 

εγθάξζησλ θνξηίζεσλ 

Σην δηαθξηηνπνηεκέλν θπθιηθό ρσξίν αζθείηαη κηα ρξνληθά εμαξηώκελε καδηθή δύλακε ζηα 

θεληξηθά ζηνηρεία 346 θαη 343 ηνπ Σρήκαηνο 5.1 κε εκβαδόλ 3 10
-5

 m
2
 θαη δηάκεηξν ζηνηρείσλ ίζε κε 

0.00841. Σηελ πεξηθέξεηα ζεσξνύληαη ζπλζήθεο Dirichlet κε ηηο κεηαηνπίζεηο λα είλαη ίζεο κε κεδέλ. 

Με εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ηνπ Newmark ππνινγίδνληαη θάζε ζηηγκή νη κεηαηνπίζεηο θαη 

θαηαγξάθεηαη ε κεγαιύηεξε κεηαηόπηζε πνπ πξνθαιεί ε δύλακε ζε έλαλ από ηνπο θεληξηθνύο 

θόκβνπο. Σην Σρήκα 5.4 παξνπζηάδεηαη ε κεγαιύηεξε κεηαηόπηζε πνπ πξνθαιείηαη ζηε κεκβξάλε 

λενπξελίνπ από ηελ εθάζηνηε εθαξκνδόκελε δύλακε γηα δηάθνξεο ηηκέο ηηο αξρηθήο εθειθπζηηθήο 

ηάζεο, η. 

 

Σρήκα 5.4: Μέγηζηε κεηαηόπηζε ηεο κεκβξάλεο λενπξελίνπ ζπλαξηήζεη ηεο θόξηηζεο γηα 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο εθειθπζηηθήο ηάζεο. 

Η επίδξαζε ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο θαίλεηαη λα είλαη ζεκαληηθή. Παξαηεξείηαη όηη 

κε αύμεζε ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο απαηηείηαη κεγαιύηεξε θόξηηζε γηα παξακόξθσζε ηεο 

κεκβξάλεο. Κάηη ηέηνην είλαη αλακελόκελν, δεδνκέλνπ όηη όζν πεξηζζόηεξν ηεληώλεηαη κηα κεκβξάλε 

ηόζε κεγαιύηεξε αληίζηαζε αζθεί θαηά ηελ επηβνιή θάζεησλ θνξηίζεσλ, ζπλεπώο ρξεηάδνληαη 

κεγαιύηεξεο δπλάκεηο γηα ηελ επίηεπμε ίδηαο κεηαηόπηζεο. Η επίδξαζε απηή γίλεηαη επθξηλέζηεξε ζην 

Σρήκα 5.5 ζην νπνίν θαίλεηαη ε δύλακε πνπ αζθείηαη ζε δηάθνξεο εθειθπζηηθήο ηάζεο ηηκέο γηα ηελ 

επίηεπμε κεηαηόπηζεο ίζεο κε 0.0012 m ζε έλαλ από ηνπο θεληξηθνύο θόκβνπο. 
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Σρήκα 5.5: Φόξηηζε πνπ απαηηείηαη γηα ηελ επίηεπμε κέγηζηεο κεηαηόπηζεο ίζεο κε 0.0012m 

ζπλαξηήζεη ηεο εθειθπζηηθήο ηάζεο. 

Από ην Σρήκα 5.5 εύθνια γίλεηαη αληηιεπηό όηη ε δύλακε πνπ πξέπεη λα αζθεζεί γηα ηελ 

επίηεπμε ίδηαο κεηαηόπηζεο, απμάλεηαη πεξηζζόηεξν όηαλ ε εθειθπζηηθή ηάζε ιακβάλεη κηθξέο ηηκέο 

από 8 έσο 14 N/m ελώ γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηεο ηάζεο από 16 έσο 18 N/m ε δύλακε παξνπζηάδεη 

πνιύ κηθξέο κεηαβνιέο. Φαίλεηαη όηη ζε απηό ην πιαίζην ηηκώλ, παξόιν πνπ ε εθειθπζηηθή ηάζε 

απμάλεηαη ίδηεο κεηαηνπίζεηο πξνθαινύληαη από ίδηα δύλακε. 
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5.2 Δξιζώζειρ κίνηζηρ πλακών Mindlin 

5.2.1 Δπίδξαζε ηνπ πάρνπο ζηηο ηδηνζπρλόηεηεο 

Αξρηθά ην θπθιηθό ρσξίν δηαθξηηνπνηείηαη ζε 225 ηεηξαγσληθά ζηνηρεία όπσο θαίλεηαη ζην 

Σρήκα 5.6 κε ηε βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο Gmsh. Λύλνληαο ην δπλακηθό ζύζηεκα ζηε ειεύζεξε 

ηαιάλησζε κε ηε βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ αλαπηύρζεθε ζηε Matlab, ζεσξώληαο όηη ζηελ 

πεξηθέξεηα νη κεηαηνπίζεηο είλαη γλσζηέο θαη ίζεο κε κεδέλ, πξνζδηνξίδνληαη νη ηδηνηηκέο θαη ηα 

ηδηνδηαλύζκαηα. Σην Σρήκα 5.7 παξνπζηάδνληαη νη ηδηνκνξθέο ησλ πξώησλ έμη ηδηνηηκώλ ηνπ θπθιηθνύ 

λενπξελίνπ κε ην κνληέιν ησλ εμηζώζεσλ θίλεζεο ησλ πιαθώλ Mindlin. Σηνλ πηλάθα 5.2 

αλαγξάθνληαη αλαιπηηθά νη ηδηνζπρλόηεηεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο ηδηνκνξθέο ηνπ Σρήκαηνο 5.7. 

 
Σρήκα 5.6: Γηαθξηηνπνηεκέλν ρσξίν θπθιηθήο πιάθαο λενπξελίνπ. 
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Σρήκα 5.7: Ιδηνκνξθέο ησλ πξώησλ έμη ηδηνηηκώλ ηεο θπθιηθήο πιάθαο Mindlin λενπξελίνπ. 
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Πίλαθαο 5.2: Τηκέο ησλ έμη πξώησλ ηδηνζπρλνηήησλ. 

Ιδιομοπθή Ιδιοζςσνόηηηα (Hz) 

1 8.359 

2 17.625 

3 17.625 

4 28.931 

5 29.842 

6 33.684 

Μηα από ηηο ζεκαληηθόηεξεο παξακέηξνπο ζηα κνληέια ησλ πιαθώλ αιιά θαη εηδηθόηεξα ζηε 

ζεσξία ησλ πιαθώλ Mindlin είλαη ην πάρνο ηεο θαηαζθεπήο. Γηα ην ιόγν απηό εμεηάζηεθε ε επίδξαζε 

ηνπ πάρνπο ζηηο πξώηεο έμη ηδηνζπρλόηεηεο ηεο θπθιηθήο πιάθαο Mindlin ηνπ λενπξελίνπ. Γηα θάζε 

πάρνο ππνινγίδνληαη από ην πξόγξακκα νη ηδηνζπρλόηεηεο, ελώ παξάιιεια εμεηάδεηαη αλ νη 

ηδηνκνξθέο παξακέλνπλ ίδηεο θαηά ηελ κεηαβνιή. 

 

Σρήκα 5.8: Δπίδξαζε ηνπ πάρνπο ηεο πιάθαο Mindlin ηνπ λενπξελίνπ ζηηο πξώηεο έμη ηδηνζπρλόηεηεο. 

Όπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 5.8 ην πάρνο ηεο πιάθαο επηδξά ζεκαληηθά ζηηο ηδηνηηκέο ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Η αύμεζε ηνπ πάρνπο πξνθαιεί αύμεζε ησλ ηδηνηηκώλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Η επίδξαζε 

απηή είλαη πεξηζζόηεξν εκθαλήο γηα ηηο κεγαιύηεξεο ηδηνηηκέο ηνπ ζπζηήκαηνο, αθνύ παξνπζηάδνπλ 

κεγαιύηεξε θιίζε ζε ζρέζε κε ηελ πξώηε ηδηνηηκή. Παξάιιεια δελ παξαηεξείηαη θακία αιιαγή ζηηο 

ηδηνκνξθέο, ηνπο ηξόπνπο δόλεζεο δειαδή ηεο πιάθαο λενπξελίνπ γηα ηηο δεδνκέλεο κεηαβνιέο ηνπ 

πάρνπο. 
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5.2.2 Δπίδξαζε ηνπ πάρνπο ζηηο κεηαηνπίζεηο ιόγσ ρξνληθά εμαξηώκελσλ εγθάξζησλ 

θνξηίζεσλ 

Σην δηαθξηηνπνηεκέλν θπθιηθό ρσξίν αζθείηαη κηα ρξνληθά εμαξηώκελε καδηθή δύλακε ζην 

θεληξηθό ζηνηρείν 113 ηνπ Σρήκαηνο 5.6 κε εκβαδόλ 6 10
-5

 m
2
 θαη δηάκεηξν ίζε κε 0.0114. Σηελ 

πεξηθέξεηα ζεσξνύληαη ζπλζήθεο Dirichlet κε ηηο κεηαηνπίζεηο λα είλαη ίζεο κε κεδέλ. Με εθαξκνγή 

ηεο κεζόδνπ ηνπ Newmark ππνινγίδνληαη θάζε ζηηγκή νη κεηαηνπίζεηο ηεο πιάθαο λενπξελίνπ θαη 

θαηαγξάθεηαη ε κεγαιύηεξε κεηαηόπηζε πνπ πξνθαιεί ε δύλακε ζε έλαλ από ηνπο θεληξηθνύο 

θόκβνπο ζηνπο νπνίνπο αζθείηαη ε δύλακε. Σην Σρήκα.5.9 παξνπζηάδεηαη ε κεγαιύηεξε κεηαηόπηζε 

πνπ πξνθαιείηαη ζην ρσξίν από ηελ εθαξκνδόκελε θόξηηζε γηα δηαθνξεηηθά πάρε ηεο πιάθαο h. 

 

Σρήκα 5.9: Μέγηζηε κεηαηόπηζε ηεο πιάθαο λενπξελίνπ ζπλαξηήζεη ηεο θόξηηζεο γηα δηαθνξεηηθέο 

ηηκέο ηνπ πάρνπο. 

Η αύμεζε ηεο δύλακεο πξνθαιεί κεγαιύηεξεο κεηαηνπίζεηο γηα όια ηα πάρε ηεο πιάθαο, όπσο 

θαίλεηαη ζην δηάγξακκα ηνπ Σρήκαηνο 5.9. Καζώο ην πάρνο κεγαιώλεη απαηηείηαη κεγαιύηεξε 

θόξηηζε γηα παξακόξθσζε ηεο πιάθαο λενπξελίνπ. Η αύμεζε ή ε κείσζε ηνπ πάρνπο ηεο πιάθαο 

Mindlin κεηαβάιιεη ζε κεγάιν βαζκό ην κεηξών ζηηβαξόηεηαο θάκςεο ην νπνίν είλαη αλάινγνο ηνπ 

πάρνπο πςσκέλν εηο ηελ ηξίηε. Παρύηεξεο πιάθεο απαηηνύλ κεγαιύηεξε ελέξγεηα γηα λα 

παξακνξθσζνύλ ελώ ιεπηόηεξεο απαηηνύλ κηθξόηεξε ελέξγεηα αιιά είλαη επηξξεπείο ζε αζηνρία. Γηα 

ην ιόγν απηό ζα πξέπεη έλαο κεραληθόο λα ζπκβηβάζεη ηηο απαηηήζεηο γηα κηθξόηεξε θαηαλάισζε 

ελέξγεηαο θαη αληνρήο ηνπ πιηθνύ. Μεγαιύηεξν κεηξών ζηηβαξόηεηαο θάκςεο ζπλεπάγεηαη 

κεγαιύηεξε θαηαλάισζε ελέξγεηαο γηα παξακόξθσζε ηεο πιάθαο.  

Τν ζπκπέξαζκα απηό γίλεηαη επθνιόηεξα αληηιεπηό από ην δηάγξακκα πνπ παξνπζηάδεη ηηο 

θνξηίζεηο πνπ απαηηνύληαη γηα ηελ επίηεπμε ηεο ίδηαο κέγηζηεο κεηαηόπηζεο ίζεο κε 0.0010 m ελόο 

δεδνκέλνπ θόκβνπ ζπλαξηήζεη ηνπ πάρνπο ηεο πιάθαο (Σρήκα 5.10). 
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Σρήκα 5.10: Φόξηηζε πνπ απαηηείηαη γηα ηελ επίηεπμε κέγηζηεο κεηαηόπηζεο ίζεο κε 0.0010m 

ζπλαξηήζεη ηνπ πάρνπο ηεο πιάθαο. 

Η δύλακε πνπ πξέπεη λα αζθεζεί γηα ηελ επίηεπμε ίδηαο κεηαηόπηζεο, απμάλεηαη θαζώο 

κεγαιώλεη ην πάρνο ηεο πιάθαο. Σπγθεθξηκέλα γηα κηθξά πάρε κε ηηκέο από 0.003 m έσο 0.005 m ε 

θόξηηζε πνπ απαηηείηαη απμάλεη ζρεδόλ γξακκηθά. Γηα ηηκέο πάρνπο κεγαιύηεξεο ηνπ 0.005 m ε 

θόξηηζε πνπ απαηηείηαη απμάλεη επίζεο γξακκηθά, κε κεγαιύηεξε όκσο θιίζε από πξηλ. Από θπζηθή 

άπνςε ην ζπκπέξαζκα απηό είλαη δηθαηνινγήζηκν αθνύ θαζώο έλα πιηθό γίλεηαη παρύηεξν ηόζν 

κεγαιύηεξε αληίζηαζε παξνπζηάδεη ζηελ θάκςε. 
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6 ςμπεπάζμαηα - πποηάζειρ 

Γηα ηελ θπθιηθή κεκβξάλε λενπξελίνπ, εμεηάζηεθε ε αξρηθή εθειθπζηηθή ηάζε σο έλαο 

παξάγνληαο πνπ επηδξά ζηε δπλακηθή απόθξηζε ηεο δνκήο. Σην πξόβιεκα ηεο ειεύζεξεο ηαιάλησζεο 

ηεο θπθιηθήο κεκβξάλεο λενπξελίνπ απνδείρζεθε όηη κηα ελδερόκελε αύμεζε ηεο αξρηθήο 

εθειθπζηηθήο ηάζεο πξνθαιεί κεγαιύηεξεο ηηκέο ηδηνζπρλνηήησλ, ελώ θαη νη έμη πξώηεο 

ηδηνζπρλόηεηεο θαίλεηαη λα επεξεάδνληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν από απηή ηελ αύμεζε ηεο αξρηθήο 

εθαιθπζηηθήο ηάζεο, δειαδή ζρεδόλ γξακκηθά θαη κάιηζηα κε παξαπιήζηεο θιίζεηο. Οη έμη πξώηνη 

ηξόπνη δόλεζεο ηεο κεκβξάλεο παξακέλνπλ ίδηνη θαηά ηελ κεηαβνιή ηεο αξρηθήο εθειθπζηηθήο 

ηάζεο. Τα απνηειέζκαηα απηά είλαη εύινγα δεδνκέλνπ όηη όζν απμάλεη ε αξρηθή εθειθπζηηθή ηάζε 

ηόζν ε κεκβξάλε θαζίζηαηαη ιηγόηεξν ειεύζεξε λα ηαιαλησζεί κε απνηέιεζκα λα απαηηεί 

κεγαιύηεξεο ζπρλόηεηεο. 

Σε όηη αθνξά ηελ δπλακηθή απόθξηζε ηεο κεκβξάλεο λενπξελίνπ ζε ρξνληθά επηβαιιόκελε 

δύλακε ζην θέληξν ηεο θαη ζε εκβαδόλ 6 10
-5

 m
2
 θαίλεηαη όηη γηα ηηκέο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο 

από 8 κέρξη 14 N/m ε δύλακε πνπ απαηηείηαη γηα λα επηηεπρζεί κεηαηόπηζε ίζε κε 0.0012 m ζηνπο 

θεληξηθνύο θόκβνπο ζηνπο νπνίνπο αζθείηαη ε δύλακε απμάλεη θαη κάιηζηα γξακκηθά. Η ζπκπεξηθνξά 

απηή αιιάδεη γηα ηηκέο αξρηθήο εθειθπζηηθήο ηάζεο από 16 κέρξη 18 N/m ζηηο νπνίεο γηα λα 

πξνθιεζεί κεηαηόπηζε ίζε κε 0.0012 m ζηνπο θεληξηθνύο θόκβνπο ζηνπο νπνίνπο αζθείηαη ε δύλακε 

απαηηείηαη ζηαζεξό κέηξν δύλακεο ίζν πξνο 35 Ν/m
2
. Φαίλεηαη δειαδή όηη ε δύλακε πνπ ρξεηάδεηαη 

γηα λα πξνθιεζεί κεηαηόπηζε ίδηνπ κέηξνπ δελ εμαξηάηαη από ηελ αξρηθή εθειθπζηηθή ηάζε γηα απηέο 

ηηο ηηκέο. Φπζηθό είλαη όζν ηεληώλεηαη κηα κεκβξάλε λα αληηζηέθεηαη ζε θάζεηεο θνξηίζεηο κε 

απνηέιεζκα λα απαηηείηαη κεγαιύηεξε δύλακε γηα ηελ επίηεπμε ίδηαο κεηαηόπηζεο. 

Με βάζε ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα ε κέζνδνο ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα ηελ 

εμίζσζε θίλεζεο ηεο κεκβξάλεο θαίλεηαη όηη δίλεη κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε πνπ ζπλάδεη κε ηα 

απνηειέζκαηα πνπ ζα αλακέλνληαλ από θπζηθήο απόςεσο. Ωο πεξαηηέξσ κειέηε πξνηείλεηαη ε 

εμέηαζε ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα ηελ πεξίπησζε ηεο κε γξακκηθήο 

ζπκπεξηθνξάο ηεο κεκβξάλεο, δειαδή γηα κεγάιεο παξακνξθώζεηο.  

Σηελ πεξίπησζε ηεο θπθιηθήο πιάθαο Mindlin λενπξελίνπ αλαιύζεθε ν παξάγνληαο ηνπ 

πάρνπο ηεο πιάθαο. Σηελ πεξίπησζε ηεο ειεύζεξεο ηαιάλησζεο ηεο πιάθαο θαηαδεηθλύεηαη όηη ην 

πάρνο επεξεάδεη ζε ζεκαληηθό βαζκό ηηο ηδηνζπρλόηεηεο ηεο δνκήο. Με αύμεζε ηνπ πάρνπο 

απμάλνληαη θαη νη ηδηνζπρλόηεηεο θαη κάιηζηα γξακκηθά. Η κεηαβνιή ηνπ πάρνπο θαίλεηαη λα έρεη 

ζεκαληηθόηεξε επίδξαζε ζε κεγαιύηεξεο ηδηνζπρλόηεηεο από ηελ πξώηε-ζεκειηώδε αθνύ 

παξνπζηάδνπλ κεγαιύηεξε θιίζε ζε ζρέζε κε ηελ πξώηε ηδηνζπρλόηεηα. Οη ηδηνκνξθέο παξακέλνπλ 

αλεπεξέαζηεο από απηή ηελ αιιαγή ζην πάρνο ηεο πιάθαο.  
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Σηελ ηειεπηαία πεξίπησζε, εμεηάζηεθε ν ηξόπνο πνπ ην πάρνο επεξεάδεη ηηο κεηαηνπίζεηο πνπ 

πξνθαιεί κηα ρξνληθά επηβαιιόκελε δύλακε ζην θέληξν ηεο θπθιηθήο πιάθαο λενπξελίνπ θαη 

ζπγθεθξηκέλα ζε εκβαδόλ ίζν πξνο 6 10
-5

 m
2
. Η δύλακε πνπ απαηηείηαη γηα λα πξνθαιέζεη κεηαηόπηζε 

ίζε πξνο 0.001 m ζε έλαλ από ηνπο θεληξηθνύο θόκβνπο ζηνπο νπνίνπο αζθείηαη ε δύλακε, θαίλεηαη 

λα απμάλεηαη θαζώο ε πιάθα γίλεηαη παρύηεξε. Αλαιπηηθόηεξα γηα ηηκέο πάρνπο κεγαιύηεξεο από 

0.005 m κέρξη 0.006 m ε θιίζε ηεο επζείαο γίλεηαη κεγαιύηεξε γεγνλόο πνπ δείρλεη όηη απηή ε αύμεζε 

ηνπ πάρνπο έρεη σο απνηέιεζκα κηα κεγαιύηεξε κεηαβνιή ηεο δύλακεο πνπ απαηηείηαη γηα λα επηθέξεη 

κεηαηόπηζε ίζε κε 0.001 m. Όζν κηα δνκή γίλεηαη παρύηεξε είλαη αλακελόκελν λα παξνπζηάδεη 

κεγαιύηεξε αληίζηαζε ζηελ θάκςε θαη λα απαηηείηαη κεγαιύηεξε δύλακε γηα ηελ επίηεπμε ίδηαο 

κεηαηόπηζεο. 

Η εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα ηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ πιαθώλ 

Mindlin θαίλεηαη όηη δίλεη κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε πνπ ζπλάδεη κε ηα απνηειέζκαηα πνπ ζα 

αλακέλνληαλ από θπζηθήο απόςεσο. Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ζα ήηαλ ελδηαθέξνπζα κηα κειέηε κε 

ηελ ζεώξεζε ηεο κε γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο ηεο πιάθαο. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη νη κεξηθέο από ηηο ηδηνκνξθέο ηόζν ηνπ κνληέινπ ησλ κεκβξαλώλ όζν 

θαη απηνύ ησλ πιαθώλ Mindlin ζα κπνξνύζαλ λα αμηνπνηεζνύλ ζε εθαξκνγέο ηεο κεραληθήο. Η 

ηδηνκνξθή 2 ηεο θπθιηθήο κεκβξάλεο λενπξελίνπ ηνπ Σρήκαηνο 5.2 θαη αληίζηνηρα ε ηδηνκνξθή 2 ηεο 

θπθιηθήο πιάθαο Mindlin ηνπ Σρήκαηνο 5.7 ζα κπνξνύζαλ λα θαλνύλ ρξήζηκεο ζηνλ ζρεδηαζκό κηαο 

αληιίαο δηαθξάγκαηνο βνεζώληαο ζηελ πξόσζε ελόο ξεπζηνύ κέζα ζηελ αληιία θαζώο ην κηζό 

δηάθξαγκα ιακβάλεη κηα δηακόξθσζε θνίιε, ελώ ζε δεύηεξε θάζε θαηά ηελ ηαιάλησζε απηή, όπνπ ε 

θνίιε επηθάλεηα γίλεηαη πιένλ θπξηή θαη ε θπξηή επηθάλεηα γίλεηαη πιένλ θνίιε ην ξεπζηό κπνξεί λα 

εμσζεζεί από ηελ αληιία. Με ηελ ίδηα αθξηβώο ινγηθή ζα κπνξνύζε λα αμηνπνηεζεί θαη ε πξώηε 

ηδηνκνξθή ησλ Σρεκάησλ 5.2 θαη 5.7 ησλ δύν κνληέισλ. 
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 ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α: ΚΧΓΙΚΑ MATLAB ΓΙΑ ΣΙ ΜΔΜΒΡΑΝΔ 

1) Γεδνκέλα  

% File: MEMBRANE_DATA_1.m 

% 

global nnd nel nne nodof eldof n 

global geom connec dee nf Nodal_loads 

% 

format short e 

% 

% Node coordinates x and y 

load geometry.txt 

geom =geometry(:,2:3); 

% 

% Element connectivity 

load connection.txt 

connec = connection(:,6:8) 

% 

nnd = size(geom,1) ; % Number of nodes: 

nel = size(connec,1) ; % Number of elements: 

nne = 3 ; % Number of nodes per element: 

nodof =1; % Number of degrees of freedom per node 

eldof = nne*nodof; % Number of degrees of freedom per element 

sdof=nnd*nodof; 

% 
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for iel=1:nel    

     for i=1:nne 

     numd(i)=connec(iel,i);         % extract connected node for (iel)-th element 

     X(i,iel)=geom(numd(i),1);    % extract x value of the node 

     Y(i,iel)=geom(numd(i),2);    % extract y value of the node 

 end 

end 

% 

%plot mesh with node and element indexes 

figure 

plot(X,Y,'k') 

fill(X,Y,'w') 

title('Finite Element Mesh') ; 

axis off ; 

nd = connec' ; 

for i = 1:nel 

    %text(X(:,i),Y(:,i),int2str(nd(:,i)),'fontsize',10,'color','k'); 

    text(sum(X(:,i))/3,sum(Y(:,i))/3,int2str(i),'fontsize',8,'color','b') ; 

end         

% 

thick=0.004; % membrane thickness m  

t = 16; % Tension/Length N/m  

r = 12.11%2.45949; % Density/area kg/m2 

v=(r/t); 
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% 

% Boundary conditions 

nf = ones(nnd, nodof); % Initialize the matrix nf to 1 

nf(1:40,1) = 0;  % Prescribed nodal freedom of nodes 1 to 40 

% 

% Counting of the free degrees of freedom 

n=0; 

for f=1:nnd 

    for c=1:nodof 

        if nf(f,c) ~= 0 

           n=n+1; 

           nf(f,c)=n; 

       end 

   end 

end 

2) Κπξίσο πξόγξακκα  

% THIS PROGRAM USES AN 3-NODE LINEAR TRIANGULAR ELEMENT FOR THE 

% MEMBRANE ANALYSIS OF A TWO DIMENSIONAL PROBLEM 

% 

clear all 

clc 

% 

global nnd nel nne nodof eldof n X Y 

global geom connec dee nf Nodal_loads 
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global mm kk fg n  

% 

format short 

% 

disp('Γώζηε ηνλ αξηζκό γηα ηελ αληίζηνηρε επηινγή'); 

disp('1: Modal analysis'); 

disp('2: Dynamic analysis'); 

b= input('Enter a number: ') 

if b==1 

   % 

   %%%%%%%%%%%%%%%%%%% Data input %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

   % 

   MEMBRANE_DATA_1; 

   % 

   %%%%%%%%%%%%%%%%%%% End of input %%%%%%%%%%%%%%%%%% 

   % 

   %%%%%% Assembly of the global stiffness matrix and global mass matrix %%%%%%% 

   % 

   % initialize the global stiffness matrix to zero 

   kk = zeros(n, n); 

   %initialize the global mass matrix to zero 

   mm= zeros(n, n); 

   % 

   for f=1:nel 
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       [ke,g,A] = triang_elem(f); % Form strain matrix, and steering vector and Compute stiffness matrix 

       kk=form_KK(kk,ke, g); % assemble global stiffness matrix 

       me=((v*A)/12)*[2 1 1; 1 2 1; 1 1 2]; 

       mm=form_MM(mm,me, g);% assemble global mass matrix 

   end 

   % 

   %%%%%%%%%%%%%%%%%%% End of assembly %%%%%%%%%%%%%%%% 

   % 

   %############################### Modal analysis ############################ 

   % 

   [vecFreq,w] =eig(kk,mm); 

   freq=diag(w); 

   freq=sqrt(freq); 

   freqhertz=freq/(2*pi) 

   % 

   %Plot Mode Shapes 

   for mode=1:6 

       if vecFreq(:,mode)<0 

           veqfreq=vecFreq(:,mode)./min((vecFreq(:,mode))) 

       else 

           veqfreq=vecFreq(:,mode)./max((vecFreq(:,mode))) 

       end 

       vecfreqbc=zeros(nnd,1); 

       k=1 
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       for d=1:nnd 

            if nf(d,1)~= 0 

                vecfreqbc(d,1)=veqfreq(k,1) 

                k=k+1;  

            end 

        end 

        % 

        vfmin=min(vecfreqbc(:,1)) 

        vfmax=max(vecfreqbc(:,1)) 

        plot_deformed_shape2(nel,nne,connec,X,Y,vecfreqbc) 

        title(['Mode Shape w=' num2str(freqhertz(mode,1),5) 'Hertz']) ; 

        eval(['print -dtiff ModeShape_' num2str((mode),5) '.tiff']); 

   end 

   freqhertz(1:6) 

end 

% 

if b==2 

   % 

   %############################ End of modal analysis ######################## 

   % 

   %########################### Dynamic Analysis ############################ 

   % 

   clear all 

   clc 
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   % 

   %%%%%%%%%%%%%%%%%% Data input %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

   % 

   MEMBRANE_DATA_1; 

   % 

   %%%%%%%%%%%%%%%%%%% End of input %%%%%%%%%%%%%%%%%% 

   % 

   %Initialize force vector 

   kf=zeros(n,1); 

   % 

   %%%%%%% Assembly of the global stiffness matrix and global mass matrix %%%%%% 

   % 

   % initialize the global stiffness matrix to zero 

   kk = zeros(n, n); 

   % initialize the global mass matrix to zero 

   mm= zeros(n, n); 

   % 

   for f=1:nel 

       [ke,g,A] = triang_elem(f); % Form strain matrix, and steering vector and Compute stiffness matrix 

       kk=form_KK(kk,ke, g); % assemble global stiffness matrix 

       me=((v*A)/12)*[2 1 1; 

           1 2 1; 

           1 1 2]; 

       mm=form_MM(mm,me, g);% assemble global mass matrix 
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       x1 = geom(connec(f,1),1); y1 = geom(connec(f,1),2); 

       x2 = geom(connec(f,2),1); y2 = geom(connec(f,2),2); 

       x3 = geom(connec(f,3),1); y3 = geom(connec(f,3),2); 

       fv=(A/6)*[1;1;1];  

       for l=1:eldof 

           if g(l) ~= 0 

              if  g(l)==nf(50) | g(l)==nf(192)| g(l)==nf(195)| g(l)==nf(198) 

                   kf(g(l))= kf(g(l)) + fv(l); 

               end 

           end 

       end 

   end 

% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% End of assembly %%%%%%%%%%%%%%%% 

% 

disp('Γώζηε ηνλ αξηζκό γηα ηελ αληίζηνηρε επηινγή'); 

disp('1: Dynamic analysis: Newmark Method'); 

disp('2: Dynamic analysis: Wilson Î¸ Method'); 

fprintf(''); 

% 

x= input('Enter a number: ') 

a=x 

% 

%########################## Newmark Method ############################# 
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% 

   if a==1 

      [w,dw,ddw,time_matrix,FG] = NewmarkMethod(mm,kk,kf,n); 

      % 

      %loop for inserting the clamped nodes (w=0) to the w matrix 

      count=0 

      addrow=1 

      for k=1:size(nf) 

          count=count+1; 

          if nf(count)==0 

             if count==1 

                w0=w'; 

                w_zeros=cat(2,zeros(size(w0,1),1), w0); 

                w=w_zeros'; 

                else 

                wbc=zeros(size(w,1)+1,size(w,2)); 

                wbc(1:count-1,:)=w(1:count-1,:); 

                wbc(count+1:end,:)=w(count:end,:); 

                 w=wbc; 

             end 

         end 

     end 

     % 

     %from w matrix form Zdef(3xnel) (each column stores the w of an element nodes)      
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     t=0; 

     Z=zeros(size(wbc),1) 

     for i=0:0 

         t=time_matrix(i); 

         Z(:)=wbc(:,i); 

         component=Z; 

         for iel=1:nel    

             for ino=1:nne 

                 Zdef(ino,iel) = Z(connec(iel,ino)') ; 

                 profile(ino,iel) = component(connec(iel,ino)') ;  

             end 

         end 

         %Plotting deformed mesh for each time step 

         figure 

         Zdefmin=min(Z(:,1)); 

         Zdefmax=max(Z(:,1)); 

         plot3(X,Y,Zdef); 

         fill3(X,Y,Zdef,profile); 

         title(['Deformed Mesh according to Newmarks Method after time=' num2str((t),4) 'seconds']) ;  

         rotate3d on ; 

         axis on ;  

         colorbar 

         eval(['print -dtiff Newmark_' num2str((t),4) '.tiff']); 

     end 
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   % 

   %############################ Wilson Method ########################### 

   % 

   elseif a==2 

      [w,dw,ddw,time_matrix] = Wilson(mm,kk,fg,n); 

      % 

      %loop for inserting the clamped nodes (w=0) to the w matrix 

      count=0 

      addrow=1 

      for k=1:size(nf) 

          count=count+1; 

          if nf(count)==0 

              if count==1 

                  w0=w'; 

                  w_zeros=cat(2,zeros(size(w0,1),1), w0); 

                  w=w_zeros' 

              else 

              wbc=zeros(size(w,1)+1,size(w,2)) 

              wbc(1:count-1,:)=w(1:count-1,:) 

              wbc(count+1:end,:)=w(count:end,:) 

              w=wbc 

              end 

          end 

      end 
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      % 

      %from w matrix form Zdef(3xnel) (each column stores the w of an element nodes)      

      t=0; 

      Z=zeros(size(wbc),1) 

      for i=1:3 

          t=time_matrix(i) 

          Z(:)=wbc(:,i) 

          component=Z 

          for iel=1:nel    

              for ino=1:nne 

                  Zdef(ino,iel) = Z(connec(iel,ino)') ; 

                  profile(ino,iel) = component(connec(iel,ino)') ;  

              end 

          end 

          % Plotting deformed mesh for each time step 

            figure 

            Zdefmin=min(Z(:,1)); 

            Zdefmax=max(Z(:,1)); 

            plot3(X,Y,Zdef) 

            fill3(X,Y,Zdef,profile); 

            title(['Deformed Mesh according to Wilsons Method after time=' int2str(t) 'seconds']) ;  

            rotate3d on ; 

            axis on ;  

            colorbar 
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            eval(['print -dtiff wilson_' num2str(t) '.tiff']); 

        end 

%%######################### End of Dynamic Analysis ##################### 

   end 

end 

3) Σπλάζξνηζε ηνπ πίλαθα ζηηβαξόηεηαο 

function[kk]=form_KK(kk, ke, g) 

% 

% This function assembles the global stiffness matrix 

% 

global eldof 

% 

for l=1:eldof 

    if g(l) ~= 0 

       for c=1: eldof 

           if g(c) ~= 0 

              kk(g(l),g(c))= kk(g(l),g(c)) + ke(l,c); 

          end 

      end 

  end 

end 

% 

%%%%%%%%%%%%% end function form_KK %%%%%%%%%%%%%%%%% 

4) Σπλάζξνηζε ηνπ πίλαθα κάδαο 
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function[MM]=form_MM(MM, mg, g) 

% 

% This function assembles the global mass matrix 

% 

global eldof 

% 

for f=1:eldof 

    if g(f) ~= 0 

       for c=1: eldof 

           if g(c) ~= 0 

              MM(g(f),g(c))= MM(g(f),g(c)) + mg(f,c); 

          end 

      end 

  end 

end 

% 

%%%%%%%%%%%%% end function form_MM %%%%%%%%%%%%%%%%% 

5) Σπλαξηήζεηο ζρήκαηνο ηξηγσληθνύ ζηνηρείνπ 

function[ke,g,A,m] = triang_elem(f) 

% 

% This function returns the coordinates of the nodes of element i and its steering vector 

% 

global nnd nel nne nodof eldof n 

global geom connec dee nf load 
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% 

x1 = geom(connec(f,1),1); y1 = geom(connec(f,1),2); 

x2 = geom(connec(f,2),1); y2 = geom(connec(f,2),2); 

x3 = geom(connec(f,3),1); y3 = geom(connec(f,3),2); 

% 

A = (0.5)*det([1 1 1; x1 x2 x3; y1 y2 y3]); 

% 

ke(1,1) =((x3-x2)*(x3-x2)+(y2-y3)*(y2-y3))/(4*A); 

ke(1,2) =((x3-x2)*(x1-x3)+(y2-y3)*(y3-y1))/(4*A); 

ke(1,3) =((x3-x2)*(x2-x1)+(y2-y3)*(y1-y2))/(4*A); 

ke(2,1) =ke(1,2); 

ke(2,2) =((x1-x3)*(x1-x3)+(y3-y1)*(y3-y1))/(4*A); 

ke(2,3) =((x1-x3)*(x2-x1)+(y3-y1)*(y1-y2))/(4*A); 

ke(3,1) =ke(1,3); 

ke(3,2) =ke(2,3); 

ke(3,3) =((x2-x1)*(x2-x1)+(y1-y2)*(y1-y2))/(4*A); 

% 

l=0; 

for k=1:nne 

    for c=1:nodof 

        l=l+1; 

        g(l)=nf(connec(f,k),c); 

    end 

end 
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% End function 

6) Μέζνδνο Newmark 

function [w,dw,ddw,time_matrix,FG] = NewmarkMethod(mm,kk,kf,n) 

% 

% This function integrates in time using Newmark's Method 

% 

global w dw ddw time_matrix FG 

% 

format long g 

% 

dt=0.01; 

start_time=0.0; 

final_time=3.5; 

time_steps=fix(final_time/dt)+1; 

% 

% Constants for Newmark's integration 

gamma = 1/2 ;alfa = 1/4 ; 

a0=1/(alfa*dt*dt) ; 

a1 = gamma/(alfa*dt) ; 

a2 = 1/(alfa*dt) ; 

a3 = (1/(2*alfa))-1  ;       

a4 = (gamma/alfa)-1 ; 

a5 = (dt/2)*(gamma/alfa-2)  ;        

a6 = (1-gamma)*dt ; a7=gamma*dt; 
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n=length(mm); 

w=zeros(n,time_steps); 

dw=zeros(n,time_steps); 

ddw=zeros(n,time_steps); 

time_matrix=zeros(time_steps,1); 

FG = zeros(n,time_steps); 

% 

% Initial Conditions of w,dw,ddw 

w0=zeros(n,1); 

%w(:,1) = w0(:,1)  

dw0=zeros(n,1); 

%dw(:,1) = dw0(:,1) ; 

F0=zeros(n,1) 

%FG(:,1)=F0(:,1); 

ddw0=mm\(F0(:,1)-kk*w(:,1)); 

for g=1:n 

    w(g,1) = w0(g,1); 

    dw(g,1) = dw0(g,1); 

    FG(g,1)=F0(g,1); 

    ddw(g,1) = ddw0(g,1); 

end 

%Time integration for loading 

t0=0 

a=length(kf); 
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for when=2:time_steps 

    t0=t0+dt; 

    for row=1:a 

        if kf(row,1)~=0 

           FG(row,when)=kf(row,1)*12*sin(3*t0); 

        else FG(row,when)=0; 

        end 

    end 

end 

% 

%F=zeros(n,n); 

w11=zeros(n,1); 

w1=zeros(n,1); 

dw1=zeros(n,1); 

ddw1=zeros(n,1); 

% 

% End of time integration for loading  

kkef=kk+a0*mm; 

[l, u]=lu(kkef); 

column=2; 

t1=dt 

% 

while t1<=final_time 

      F=FG(:,column)+mm*(a0*w0(:,1)+a2*dw0(:,1)+a3*ddw0(:,1)); 
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      w11=inv(l)*F; 

      w1=inv(u)*w11; 

      ddw1=a0*(w1-w0)-a2*dw0-a3*ddw0; 

      dw1=dw0+a6*ddw0+a7*ddw1; 

      w(:,column)=w1(:,1); 

      dw(:,column)=dw1(:,1); 

      ddw(:,column)=ddw1(:,1); 

      time_matrix(column,1)=t1; 

      column=column+1; 

      t1=t1+dt; 

      w0=w1; 

      dw0=dw1; 

      ddw0=ddw1; 

end 
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 ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ  B: ΚΧΓΙΚΑ MATLAB ΓΙΑ ΣΙ ΠΛΑΚΔ 

MINDLIN 

1) Γεδνκέλα  

% File: Plate_DATA.m 

% 

global nnd nel nne nodof eldof sdof n D G 

global geom connec  nf r I X Y 

% 

format short e 

% 

% Node coordinates x and y 

load geometry.txt 

geom =geometry(:,2:3); 

% 

% Element connectivity 

load connection.txt 

connec = connection(:,6:9) 

% 

% Nodes coordinates x and y 

nnd = size(geom,1) ; % Number of nodes: 

nel = size(connec,1) ; % Number of elements: 

nne = 4 ; % Number of nodes per element: 

nodof =3; % Number of degrees of freedom per node 

eldof = nne*nodof; % Number of degrees of freedom per element 

sdof=nnd*nodof; 

% 
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for iel=1:nel    

     for i=1:nne 

        numd(i)=connec(iel,i);         % extract connected node for (iel)-th element 

        X(i,iel)=geom(numd(i),1);    % extract x value of the node 

        Y(i,iel)=geom(numd(i),2);    % extract y value of the nodeend 

    end  

end 

% 

 %%plot mesh with node and element indexes 

     figure 

     plot(X,Y,'k') 

     fill(X,Y,'w') 

     title('Finite Element Mesh') ; 

     axis on ; 

     nd = connec' ; 

     for i = 1:nel 

    %     text(X(:,i),Y(:,i),int2str(nd(:,i)),'fontsize',10,'color','k'); 

         text(sum(X(:,i))/4,sum(Y(:,i))/4,int2str(i),'fontsize',8,'color','r') ; 

     end         

% 

% material properties 

E=700000;%81545.6; % young modulus MPa 

p= 0.499 % poisson 

h=0.003; % plate thickness m   
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r = 1230;% 960; % Density/area kg/m2 

Io=r*(h^3/12); 

I=[Io 0 0;0 Io 0;0 0 r*h]; 

Dr=(E*(h^3/12))/(1-p^2); 

D=Dr*[1 p 0; p 1 0; 0 0 (1-p)/2]; 

Gr=E/(2*(1+p)); 

G=Gr*[h 0;0 h]; 

% 

% Boundary conditions 

nf = ones(nnd, nodof); % Initialize the matrix nf to 1 

nf(1:60,1) = 0;  % Nodal freedom in Rx for nodes 1 to 60 

nf(1:60,2) = 0; % Nodal freedom in Ry for nodes 1 to 60 

nf(1:60,3) = 0; % Nodal freedom in w for nodes 1 to 60 

% 

n=0; 

for c=1:nnd 

    for f=1:nodof 

       if nf(c,f) ~= 0 

          n=n+1; 

          nf(c,f)=n; 

      end 

  end 

end 

%nf 
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% 

%%%%%%%%%%%% End of input %%%%%%%%%%%% 

2) Κπξίσο πξόγξακκα  

% DYNAMIC ANALYSIS OF A THIN PLATE USING 4 NODE ELEMENT 

%  

clc 

clear all; 

% 

global nnd nel nne nodof eldof n gb gs gm geom I  

global geom connec B kb Bs ks mes B G nf  g N der X Y  

% 

plate_DATA; 

% 

% Form the matrix containing points and  weights of Gauss points 

% 

gb=4; 

gs=1; 

gm=4; 

gpwb=gauss(gb);  

gpws=gauss(gs); 

gpwm=gauss(gm); 

% 

% initialize the global matrices to zero 

kk = zeros(n, n); 
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kkb=zeros(n,n); 

kks=zeros(n,n); 

mm=zeros(n,n); 

%mes=zeros(n,n); 

% 

%loop for every element 

for f=1:nel 

   [coord,g] = plate_Q4(f) ; 

   kb=zeros(eldof,eldof) ; 

   ks=zeros(eldof,eldof) ;   

  % 

  % Integrate element bending stiffness  

  for k=1: gb 

    wk = gpwb(k,2); 

    for l=1: gb 

       wl=gpwb(l,2); 

       xk=double(gpwb(k,1)); 

       eta=double(gpwb(l,1)); 

       [derN,N] = shfunQ4(xk,eta);  

       jacob=derN*coord; 

       d=det(jacob); 

       invjac=inv(jacob); 

       deriv=invjac*derN; 

       [B]=formbent(deriv,nne,eldof); 
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       kb=kb + B' *D*B*wk*wl*d;  

      end 

    end 

  % 

  % Integrate element Shear stiffness  

   for k=1: gs 

      wk = gpws(k,2); 

      for l=1: gs 

         wl=gpws(l,2); 

         xk=double(gpws(k,1)); 

         eta=double(gpws(l,1)); 

         [derN,N] = shfunQ4(xk,eta);  

         jac=derN*coord; 

         d=det(jac); 

         jac1=inv(jac); 

         deriv=jac1*derN; 

         [Bs]=formshear(deriv,N,nne,eldof); 

         ks=ks + (0.8601)*Bs' *G*Bs*wk*wl*d;  

      end 

    end 

    % 

    kke=kb+ks; 

    kk=form_KK(kk, kke, eldof , g); 

end 
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% 

%loop for every element 

for f=1:nel 

    enodes=connec(f,:); 

    [coord,g] = plate_Q4(f) ; 

    mes=zeros(eldof,eldof) ; 

    % Integrate element mass matrix 

    for k=1: gm 

       wk = gpwm(k,2); 

       for l=1: gm 

          wl=gpwm(l,2); 

          xk=double(gpwm(k,1)); 

          eta=double(gpwm(l,1)); 

          [derN,N] = shfunQ4(xk,eta);  

          jacob=derN*coord; 

          d=det(jacob);  

          %[Nm]=formmass(I,N); 

          Nm=[N(1) 0 0 N(2) 0 0 N(3) 0 0 N(4) 0 0; 

              0 N(1) 0 0 N(2) 0 0 N(3) 0 0 N(4) 0 ; 

              0 0 N(1) 0 0 N(2) 0 0 N(3) 0 0 N(4)]; 

          mes=mes + Nm' *I*Nm*wk*wl*d; 

      end 

  end 

    mm=form_MM(mm, mes, eldof , g); 
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end 

% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%% End of assembly %%%%%%%%%%%%%%%%%% 

ans = input('Proceed to modal analysis (Y/N)?', 's'); 

if ans == 'y' || ans == 'Y' 

   [V,w] = eig(kk,mm); %vecFreq 

   freq=diag(w); 

   freq=sqrt(freq); 

   freqhertz=freq/(2*pi); 

   Vw(:,1)=V(:,581); 

   count1=1; 

   k=1 

   while count1<=length(V)   

          count2(k,1)=count1; 

          count2(k+1,1)=count1+1; 

          count1=count1+3; 

          k=k+2; 

   end    

   Vw(count2)=[]; 

   % 

   %Plot Mode Shapes 

   for mode=1:1 

       veqfreq=Vw(:,1)./max(abs(Vw(:,1))); 

       vecfreqbc=zeros(nnd,1); 
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       k=1 

       for d=1:nnd 

           if nf(d,1)~= 0 

              vecfreqbc(d,1)=veqfreq(k,mode); 

              k=k+1;  

           end 

       end 

       % 

       vfmin=min(vecfreqbc(:,1)); 

       vfmax=max(vecfreqbc(:,1)); 

       plot_deformed_shape2(nel,nne,connec,X,Y,vecfreqbc) 

       title(['Mode Shape w=' num2str(freqhertz(581,1),5) 'Hertz']) ; 

       eval(['print -dtiff ModeShape_' num2str((freqhertz(581,1)),5) '.tiff']); 

   end 

end 

% 

%%%%%%%%%%%%%%%%% End of modal analysis %%%%%%%%%%%%%%%%% 

ans = input('Proceed to time analysis (Y/N)?', 's'); 

if ans == 'y' || ans == 'Y' 

%Initialise force vector 

kf=zeros(n,1); 

% 

% Form the matrix containing points and  weights of Gauss points 

gf=4; 
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gpwf=gauss(gf);  

% 

%Loop for every element 

for f=1:nel 

    [coord,g] = plate_Q4(f) ; 

    fes=zeros(12,1) ; 

    % Integrate element matrix 

    for k=1: gf 

        wk = gpwf(k,2); 

        for l=1: gf 

           wl=gpwf(l,2); 

           xk=(gpwf(k,1)); 

           eta=(gpwf(l,1)); 

           [derN,N] = shfunQ4(xk,eta);  

           jacob=derN*coord; 

           d=det(jacob);  

           Nf=[0;0;N(1); 0;0;N(2); 0;0;N(3);0;0; N(4)]; 

           fes=fes+Nf*wl*wk*d; 

       end 

   end 

   for e=1:eldof 

        if g(e) ~= 0 

            if g(e)==nf(151,3) | g(e)==nf(152,3) | g(e)==nf(165,3)| g(e)==nf(166,3) 

               kf(g(e))= kf(g(e)) + fes(e); 
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            end 

        end 

   end 

end 

[w,dw,ddw,time_matrix,FG] = NewmarkMethod(mm,kk,kf,n); 

% 

%loop for inserting the clamped nodes (w=0) to the w matrix 

count=0; 

addrow=1; 

for k=1:size(nf,1) 

    count=count+1; 

    if nf(count)==0 

        if count==1 

            w0=zeros(size(w,1)+3,size(w,2)); 

            w0(4:end,:)=w(1:end,:); 

            w=w0; 

        else 

        wbc=zeros(size(w,1)+3,size(w,2)); 

        wbc(1:count-1,:)=w(1:count-1,:); 

        wbc(count+3:end,:)=w(count:end,:); 

        w=wbc; 

        end 

    end 

end 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%calculate strains%%%%%%%%%%%%%%%%% 

gst=1 

gpwst=gauss(gst);  

STRAIN2=zeros(2,nel); 

for f=1:nel 

    [coord,g] = plate_Q4(f) ; 

    elemdisp=zeros(eldof,1) ; 

    for m=1:eldof 

        if g(m)==0 

            elemdisp(m)=0; 

        else 

            elemdisp(m)=wbc(g(m),15); 

        end 

    end 

    % Integrate element matrix 

    for k=1: gst 

        wk = gpwst(k,2); 

        for l=1: gst 

           wl=gpwst(l,2); 

           xk=(gpwst(k,1)); 

           eta=(gpwst(l,1)); 

           [derN,N] = shfunQ4(xk,eta);  

           jac=derN*coord; 

           d=det(jac); 
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           jac1=inv(jac); 

           deriv=jac1*derN; 

           [Bs]=formshear(deriv,N,nne,eldof); 

           strain2=Bs*elemdisp; 

       end 

   end 

   STRAIN2(:,f)=strain2; 

end 

%%%%%%%%%%%%%%%%%end of strain calculation%%%%%%%%%%%%%%%% 

count1=1 

k=1 

while count1<=length(wbc)   

          count2(k,1)=count1; 

          count2(k+1,1)=count1+1; 

          count1=count1+3; 

          k=k+2; 

end    

wbc(count2,:)=[];  

% 

%from w matrix form Zdef(3xnel) (each column stores the w of an element nodes)      

t=0; 

Z=zeros(size(wbc),1) 

for i=1:1 

    t=time_matrix(i); 
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    Z(:,1)=wbc(:,i); 

    component=Z; 

    for iel=1:nel    

        for ino=1:nne 

            Zdef(ino,iel) = Z(connec(iel,ino)') ; 

            profile(ino,iel) = component(connec(iel,ino)') ;  

        end 

    end 

% Plotting deformed mesh for each time step 

  figure 

  Zdefmin=min(Z(:,1)); 

  Zdefmax=max(Z(:,1)); 

  plot3(X,Y,Zdef); 

  fill3(X,Y,Zdef,profile); 

  title(['Deformed Mesh according to Newmarks Method after time=' num2str((t),4) 'seconds'])  

  rotate3d on ; 

  axis on ;  

  colorbar 

  eval(['print -dtiff Newmark_' num2str((t),4) '.tiff']); 

end 

end 

3) Δμαγσγή ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ ηεηξαγσληθνύ ζηνηρείνπ 

function[coord,g] = plate_Q4(f) 

% 
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global nne nodof geom connec nf g 

% 

coord=zeros(nne,2); 

for k=1: nne 

   for m=1:2 

       coord(k,m)=geom(connec(f,k),m); 

   end 

end 

% 

l=0; 

for k=1: nne 

    start=(connec(f,k)-1)*nodof; 

    for m=1:nodof 

        l=l+1; 

        g(l)= nf(connec(f,k),m); 

    end 

end 

% 

4) Σπλαξηήζεηο ζρήκαηνο ηεηξαγσληθνύ ζηνηρείνπ 

function[derN,N] = shfunQ4(xk,eta) 

% 

%Shape functions 

N(1) = 0.25*(1-xk-eta+xk*eta); 

N(2) = 0.25*(1+xk-eta-xk*eta); 
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N(3) = 0.25*(1+xk+eta+xk*eta); 

N(4) = 0.25*(1-xk+eta-xk*eta); 

% 

%Shape functions derivatives  

derN(1,1)=0.25*(eta-1);  

derN(1,2)=0.25*(1-eta); 

derN(1,3)=0.25*(1+eta);  

derN(1,4)=0.25*(-1-eta); 

% 

derN(2,1)=0.25*(-1+xk);  

derN(2,2)=0.25*(-1-xk); 

derN(2,3)=0.25*(1+xk);  

derN(2,4)=0.25*(1-xk); 

% 

5) Σρεκαηηζκόο ηνπ πίλαθα θάκςεο 

function[B] = formbent(deriv,nne,eldof) 

% 

%Form benting matrix  

B=zeros(3,eldof); 

for m=1:nne 

   count1=1+3*(m-1); 

   count2=1+count1; 

   x=deriv(1,m); 

   B(1,count1)=x; 
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   B(3,count2)=x; 

   y=deriv(2,m); 

   B(3,count1)=y; 

   B(2,count2)=y; 

End 

% 

6) Σρεκαηηζκόο ηνπ πίλαθα πνπ ζρεηίδεηαη κε ηηο δηαηκήζεηο 

function[Bs] = formshear(deriv,N, nne,eldof) 

% 

%Form element shear matrix  

Bs=zeros(2,eldof); 

for m=1:nne 

    count1=1+3*(m-1); 

    count2=1+count1; 

    count3=1+count2; 

    x=deriv(1,m);  

    y=deriv(2,m); 

    Bs(1,count3)=x; 

    Bs(2,count3)=y; 

    Bs(1,count1) =-N(m); 

    Bs(2,count2) =-N(m); 

end 

7) Οινθιήξσζε Gauss 

function[gpw]=gauss(g) 
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% 

% Gauss integration 

gpw=zeros(g,2); 

% 

if g==1 

   gpw=[0 2]; 

   elseif g==2 

          gpw=[-0.577350269189626 1; 

                 0.577350269189626 1]; 

          elseif g==3 

                gpw= [-7.745966692 0.5555555556;  

                        0           0.888888889; 

                        7.745966692 0.555555556]; 

                        elseif g==4 

                               gpw= [-0.861136311594053 0.347854845137454;  

                                          -0.339981043584856 0.652145154862546;  

                                           0.339981043584856 0.652145154862546;  

                                           0.861136311594053 0.347854845137454]; 

end 

 


