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ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΣΤΗΝ Α' ΕΚΔΟΣΗ

Το π ό ν η μ α  το ύ τ ο  γ ρ ά φ τ η κ ε  κ υ ρ ίω ς  γ ια  ν α  ικ α ν ο π ο ιή σ ε ι τ ι ς  α ν ά γ κ ε ς  τω ν  
φ ο ιτη τώ ν  το υ  Φ υσ ικού  Τ μ ή μ α το ς  το υ  Π α νεπ ισ τη μ ίο υ  Ιω αννίνω ν οι ο π ο ίο ι π α ρ α 
κ ο λ ο υ θ ο ύ ν  το  μ ά θ η μ α  Δ ια νυ σ μ α τ ικ ή  Α νά λυσ η . Το υ π ο χ ρ ε ω τ ικ ό  α υ τ ό  μ ά θ η μ α  
δ ιδ ά σ κ ετα ι σ το  β ' εξά μ η νο  σ π ο υ δ ώ ν . Κ ατά σ υ ν έ π ε ια  υ π ο θ έ τ ο υ μ ε  ότι ο  α ν α γ ν ώ 
σ τ η ς  ε ίνα ι ε ξ ο ικ ε ιω μ έ ν ο ς  μ όνο  με τη ν  ύλη ε ν ό ς  ε ξ α μ ή ν ο υ  Α π ε ιρ ο σ τ ικ ο ύ  λ ο γ ι
σ μ ο ύ  κ α θ ώ ς  κ α ι ε ν ό ς  ε ξ α μ ή ν ο υ  Ά λ γ ε β ρ α ς  κ α ι Α ν α λ υ τ ικ ή ς  Γ ε ω μ ε τ ρ ία ς .  
Υ π ο θ έτο υ μ ε  ε π ίσ η ς  ότι ο α ν α γ ν ώ σ τη ς  δ εν  είνα ι α κόμ η  π λ ή ρ ω ς  εξ ο ικ ε ιω μ έν ο ς  μ ε 
τη ν  ύλη το υ  Η λεκ τρ ισ μ ο ύ  - Μ αγνητισ μ ού  π ο υ  γ ίν ετα ι π α ρ ά λ λ η λ α .

Στην π ρ ο σ π ά θ ε ιά  μ α ς  α υτή  π α ρ ο ρ μ η θ ή κ α μ ε  α π ό  τη ν  δ ια π ίσ τω σ η  ότι δ ε ν  
υ π ά ρ χ ε ι α ν ά λ ο γ ο  β ο ή θ η μ α  σ τα  ελληνικά . Αλλά και σ τη ν  δ ιεθ ν ή  β ιβ λ ιο γ ρ α φ ία  ο 
α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  β ιβ λ ίω ν  τ ο υ  ε ίδ ο υ ς  α υ το ύ  ε ίνα ι σ χ ε τ ικ ά  π ε ρ ιο ρ ισ μ έ ν ο ς .  Κ υ ρ ίω ς 
ε π ε ιδ ή  η ύλη το υ  μ α θ ή μ α το ς  α υ το ύ  κ α λ ύ π τετα ι μ ερ ικ ώ ς  σ το ν  Α π ειρ ο σ τικ ό  λ ο γ ι
σ μ ό  και σ τη ν  Α να λυτική  και Δ ια φ ο ρ ικ ή  Γ εω μ ετρ ία , π ο υ  σ υ ν ή θ ω ς  δ ιδ ά σ κ ο ν τα ι 
α π ό  μ α θ η μ α τ ικ ο ύ ς . Ε λ λ ε ίψ ε ις  π ά ν ω  σ ε  κεντρ ικ ά  σ η μ ε ία  το υ  β ο η θ ή μ α τ ο ς  α υ το ύ , 
ό π ω ς  τ α  θ ε ω ρ ή μ α τα  S to k e s , G reen , κ .λπ ., κ α λ ύ π το ν τα ι ε ν  μ έ ρ ε ι σ ε  μ α θ ή μ α τα  
θ ε ω ρ η τ ικ ή ς  Φ υ σ ική ς , ό π ω ς  η Κ λασική Μ ηχανική, η Κ λασική Η λ εκ τρ ο δ υ να μ ικ ή  
και η Κβαντική Μ ηχανική.

Στο π ρ ό γ ρ α μ μ α  σ π ο υ δ ώ ν  τ ο υ  Π α νεπ ισ τη μ ίο υ  Ιω αννίνω ν η «Δ ιανυσματική  
Α νάλυση» π ερ ιλ α μ β ά ν ετα ι ω ς  ξ εχ ω ρ ισ τό  μ ά θ η μ α  μ ε σ κ ο π ό  να  γ ίν ε ι π ιο  σ υ ντο ν ι
σ μ ένη  η δ ιδ α σ κ α λ ία  τ ο υ  α ντικ ε ιμ ένο υ  και να  α π ο φ ε υ χ θ ο ύ ν  ή το υ λ ά χ ισ τ ο ν  να  μ ε ι
ω θ ο ύ ν  οι ά σ κ ο π ε ς  επ ικ α λ ύ ψ ε ις  με ά λ λ α  μ α θ ή μ α τα  π ο υ  δ ιδ ά σ κ ο ν τα ι π α ρ ά λ λ η λ α .

Ε π ιπ λ έο ν  π ισ τε ύ ε τα ι ότι η καλή εξο ικ ε ίω σ η  μ ε  τ ι ς  σ χ ε τ ικ έ ς  β α σ ικ έ ς  έ ν ν ο ι
ε ς  α π ο τ ε λ ε ί χ ρ ή σ ιμ ο  ε φ ό δ ιο  και γ ια  ά λ λ α  μ α θ ή μ α τα  ό π ω ς  τω ν , Μ ηχανική τω ν  
Ρ ε υ σ τ ώ ν , δ υ ν α μ ικ ή  Μ ε τ ε ω ρ ο λ ο γ ία , Φ υ σ ική  Π λ ά σ μ α τ ο ς ,  Α σ τ ρ ο φ υ σ ικ ή  κ .λ π . 
Ε π ίσ η ς  ε π ικ ρ α τε ί η ά π ο ψ η  ότι γ ια  τ ο υ ς  φ ο ιτ η τ έ ς  α υ τ ή ς  τ η ς  κ α τ η γ ο ρ ία ς , ε ίνα ι 
π ρ ο τ ιμ ό τ ε ρ η  η π α ρ ο υ σ ία σ η  τ ο υ  μ α θ ή μ α το ς  α π ό  Θ εω ρ η τ ικ ο ύ ς  Φ υ σ ικ ο ύ ς  επ ε ιδ ή  
ο ι Μ α θ η μ α τικ ο ί (α κ ό μ η  και τ ω ν  ε φ α ρ μ ο σ μ έ ν ω ν  Μ α θ η μ α τ ικ ώ ν ), β ρ ίσ κ ο υ ν  τ η ν  
α π α σ χ ό λ η σ η  με τ έ τ ο ια  θ έ μ α τα  κ ά π ω ς  α ν ια ρ ή  γ ι ’ α υ τ ο ύ ς .

Με β ά σ η  τ α  π ιο  π ά ν ω , γ ίν ετα ι κ α τ α ν ο η τ ό ς  ο  λ ό γ ο ς  α π ο φ υ γ ή ς  τ η ς  μ α θ η 
μ α τ ικ ή ς  α υ σ τ η ρ ό τ η τ α ς  σ το  τρ ίπ τ υ χ ο  ο ρ ισ μ ό ς -θ ε ώ ρ η μ α -α π ό δ ε ιξ η . Σ κόπ ιμ α  α π ο 
φ ύ γ α μ ε  το ν  σ υ ν ο π τ ικ ό  μ α θ η μ α τικ ό  σ υ μ β ο λ ισ μ ό . Α υτό ε ίχ ε  ω ς  α π ο τ έ λ ε σ μ α  τη ν  
α ύ ξ η σ η  το υ  ό γ κ ο υ  τ ο υ  β ο η θ ή μ α τ ο ς , α λ λ ά  ν ο μ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι θ α  ικ α ν ο π ο ιή σ ε ι τ ο ν  
α ν α γ ν ώ σ τη . Ε π ίσ η ς  σ κ ό π ιμ α  α π ο φ ύ γ α μ ε  τ ις  σ υ ν ε χ ε ίς  α ν α δ ρ ο μ έ ς  και π ρ ο τ ιμ ή σ α 
μ ε  τ η ν  επ α ν η λ ε ιμ μ έ ν η  α ν α φ ο ρ ά  τω ν  ε ιδ ικ ώ ν  ε ξ ισ ώ σ ε ω ν  γ ια  δ ιε υ κ ό λ υ ν σ η  το υ  
α ν α γ ν ώ σ τη .

Ε λ π ίζο υ μ ε  ότι τ ο  β ο ή θ η μ α  α υ τό  π ρ ο χ ω ρ ε ί  α ρ κ ε τ ά  π έ ρ α  α π ό  τη ν  ε π ιφ α ν ε ι
α κ ή  α ν τ ιμ ε τ ώ π ισ η  τω ν  θ ε μ ά τ ω ν  π ο υ  ε ίν α ι υ π ο χ ρ ε ω μ έ ν ο ς  ν α  α κ ο λ ο υ θ ή σ ε ι ο 
δ ιδ ά σ κ ω ν  τ α  θ έ μ α τ α  α υ τ ά  σ ε  ε ξ ε ιδ ικ ε υ μ έ ν α  μ α θ ή μ α τ α  τ η ς  Φ υ σ ικ ή ς . Ε ίμ α σ τε  
β έβ α ιο ι ότι η επ ιλ ο γ ή  τω ν  π α ρ α δ ε ιγ μ ά τ ω ν  και τ ω ν  Ε φ α ρ μ ο γ ώ ν  μαζί με τ ις  λυμ- 
μ έ ν ε ς  και ά λ υ τ ε ς  α σ κ ή σ ε ις  π ο υ  σ υ μ π ερ ιλ ά β α μ ε  θ α  β ο η θ ή σ ε ι τ ο υ ς  φ ο ιτ η τ έ ς  να  
ξ ε κ α θ α ρ ίσ ο υ ν  τ ι ς  κ ά π ω ς  λ ε π τ έ ς  μ α θ η μ α τ ικ έ ς  έ ν ν ο ιε ς  τ ι ς  ο π ο ίε ς  εκ τ ίθ ε ν τα ι. 
Ε π ίσ η ς  θα  δ ώ σ ο υ ν  κ ά π ο ιο  κ ίν η τρ ο  γ ια  ν α  δ ια τ η ρ η θ ε ί α μ ε ίω το  τ ο  ε ν δ ια φ έ ρ ο ν



τ ο υ ς  γ ια  το  α ντικ ε ίμ ενο . Ε λ π ίζο υ μ ε  τ έ λ ο ς  ό τ ι τ α  ο φ έ λ η  π ο υ  θ α  έχ ε ι ο  φ ο ιτ η τ ή ς  
α π ό  τη ν  εξο ικ ε ίω σ η  α ρ κ ετά  ν ω ρ ίς  σ τη  σ τ α δ ιο δ ρ ο μ ία  τ ο υ  μ ε  τ ο  α ν τ ισ υ μ μ ετρ ικ ό  
σ ύ μ β ο λ ο  o ijk τ η ν  π α ρ α δ ο χ ή  ά θ ρ ο ισ η ς  κ .λπ . θ α  υ π ε ρ κ ε ρ ά σ ο υ ν  τ η ν  α ρ χ ικ ή  α ρ ν η τ ι
κή εν τύ π ω σ η  π ο υ  δ η μ ιο υ ρ γ ε ί η δ υ σ κ ο λ ία  σ τη ν  κ α τα νό η σ η .

Ιω άννινα  15/5/91

Ι Α  Β έ ρ γ α δ ο ς  Γ.Κ. Λ εο ν τά ρ η ς

ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΣΤΗ Β' ΕΚΔΟΣΗ

Με την ευκα ιρ ία  τ η ς  δ εύ τε ρ η ς  έκ δ ο σ η ς  το υ  βιβλίου θ εω ρ ή θ η κ ε  σκόπ ιμ ο  να  
σ υμ π ερ ιλη φ θεί ένα  ό γδ ο ο  κεφάλαιο  στο οποίο  γεν ικ εύο ντα ι οι έν νο ιες  τω ν π ρ ο η γ ο υ 
μένων σε π ο λ υ δ ιά σ τα το υ ς  γρα μ μ ικούς δ ια νυσμ α τικούς χ ώ ρ ο υ ς . Έ γινα ν  επ ίσ η ς  π ο λ 
λ έ ς  βελτιώ σ εις σ την ανάπτυξη  και δομή το υ  π ο ν ή μ α το ς  κ α θ ώ ς και π ρ ο σ θ ή κ ες  νέω ν  
π α ρ α δ ε ιγ μ ά τω ν . Ε υ χ α ρ ισ το ύ μ ε  θ ε ρ μ ά  το ν  κ α θ η γ η τή  και ε ρ ε υ ν η τ ή  το υ  “ΕΚΕΦΕ 
Δ ημόκριτος" Ε ρνέσ το  Α ργύρη για  την προσεκτική  ανά γνω σ η  τω ν  χε ιρ ο γ ρ ά φ ω ν  και 
χ ρ ή σ ιμ ε ς  υ π ο δ ε ίξ ε ις .  Η ε π ιμ έ λ ε ια  τ ο υ  κ ε ιμ έ ν ο υ  έ γ ιν ε  α π ό  τ ι ς  κ υ ρ ίε ς  Δ ο ύ λ α  
Π απαφω τίκα και Λίντα Ζώνιου τ ις  ο π ο ίες  ευ χα ρ ισ το ύ μ ε.

Ιω άννινα  1 /2 /9 6

Ι.Δ. Β έ ρ γ α δ ο ς  Γ.Κ. Λ εο ν τ ά ρ η ς
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ΚΙΒΦΑΑΑΙΙ© H

ΔΙΑΝΥΣΜ ΑΤΑ

Η έ w o ια  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  ε ίν α ι π ά ρ α  π ο λ ύ  χ ρ ή σ ιμ η  σ τη  φ υ σ ικ ή . Μ ας ε π ι

τ ρ έ π ε ι  ν α  ε κ φ ρ ά σ ο υ μ ε  έ ν α  φ υ σ ικ ό  ν ό μ ο  με τη  β ο ή θ ε ια  μ ιά ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  α ν τ ί γ ια  

τ ρ ε ίς  α λ γ ε β ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις .  Ε π ίσ η ς  μ α ς  δ ίν ε ι τη  δ υ ν α τ ό τ η τ α  ν α  δ ια τ υ π ώ σ ο υ μ ε  
τ ο υ ς  ν ό μ ο υ ς  τ η ς  φ ύ σ η ς  κ α τά  τ ρ ό π ο  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  ε ν ό ς  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν ο υ  σ υ σ τ ή μ α 

τ ο ς  α ξ ό ν ω ν .

Θ α α ρ χ ίσ ο υ μ ε  τη  μ ε λ έ τ η  μ ε τη  γ ε ω μ ε τρ ικ ή  έ ν ν ο ια  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  μ ε τη ν  

ο π ο ία  ο φ ο ιτ η τ ή ς  ε ίν α ι α ρ κ ε τ ά  ε ξ ο ικ ε ιω μ έ ν ο ς . Σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  θ α  π ρ ο χ ω ρ ή σ ο υ μ ε  
σ τη  μ ε λ έ τ η  τ η ς  α ν α λ υ τ ικ ή ς  μ ο ρ φ ή ς  τ ω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν , η ο π ο ία  ε ίν α ι ,  ό π ω ς  θ α  
δ ο ύ μ ε , μ ιά  τρ ιά δ α  α ρ ιθ μ ώ ν  σ τ ο ν  ε υ κ λ ε ίδ ιο  χ ώ ρ ο .

1.1 Διάνυσμα :

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  δ ύ ο  δ ια κ ρ ιτά  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  σ η μ ε ία  Μ και Ν. Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  
μ ό ν ο  μία ε υ θ ε ία  π ο υ  π ε ρ ν ά  α π ο  α υ τ ά  τ α  δ ύ ο  σ η μ ε ία  (Σ χή μ α  1 .1 .1 ). Τ ο  κ ο μ μ ά τι 
τ η ς  ε υ θ ε ία ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  Μ και Ν, ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε  ε υ θ ύ ν ο α ι ιυ ο  τ υ ή ι ια . Λ έμ ε  ό τ ι 

έ χ ο υ μ ε  ο ρ ίσ ε ι μ ία  δ ιε ύ θ υ ν σ η  σ τ ο  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α  (και το  κ α λ ο ύ μ ε  π ρ ο σ α ν α τ ο 
λ ισ μ έ ν ο ) , ό τ α ν  τ α  α κ ρ α ία  σ η μ ε ία  το υ  Μ και Ν, έ χ ο υ ν  δ ο θ ε ί  με κ α θ ο ρ ισ μ έ ν η  
δ ιά τ α ξ η .

Κ άθε σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν ο  κ ο μ μ ά τ ι ε υ θ ε ία ς  ο ρ ίζ ε ι δ ύ ο  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν α  ευ θ ύ -  
γ ρ α μ μ α  τμ ή μ α τα . Σ τη  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς  1 .1 .1 . τ ο  έ ν α  σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  μ ε 
ΜΝ και τ ο  ά λ λ ο  μ ε  ΝΜ.
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Σ χ ή μ α  1.1.1. Έ να π ροσ α νατολισ μένο  ευθύγρ α μ μο  τμήμα  Μ Ν

Σ υ ν ε π ώ ς  έ ν α  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν ο  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α  ε ίν α ι π ο σ ό τ η τ α  π ο υ  
έ χ ε ι  μ έ γ ε θ ο ς  ( σ τη  π ερ ίπ τω σ ή  μ α ς  ο ρ ίζ ε τ α ι η α π ό σ τα σ η  μ ετα ξ ύ  τ ω ν  Μ κα ι Ν ), και 
δ ιε ύ θ υ ν σ η  ( α ν ά λ ο γ α  με τη  σ ε ιρ ά  δ ιά τ α ξ η ς  π ο υ  θ α  δ ο θ ο ύ ν  τ α  α κ ρ α ία  σ η μ ε ία  το υ ).

Δ ύ ο  ή π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ α  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν α  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τ μ ή μ α τ α  λ έ γ ο ν τ α ι  
ισ ο δ ύ ν α μ α , ό τ α ν  τ ο  έ ν α  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ η  μ ε τ α τό π ισ η  τ ο υ  ά λ λ ο υ , δ η λ α δ ή  ό τ α ν  
έ χ ο υ ν  ίδ ιο  μ έ τ ρ ο  και σ τ ο χ ε ύ ο υ ν  σ τ η ν  ίδ ια  δ ιε ύ θ υ ν σ η . Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  τ α  ΜΝ, S T  
και PQ  σ το  σ χ ή μ α  1 .1 .2  ε ίν α ι ό λ α  ισ ο δ ύ ν α μ α  μ ετα ξ ύ  το υ ς .

Ε ίμ α σ τε  έ το ιμ ο ι τώ ρ α  ν α  δ ώ σ ο υ μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς . Ο ο ίζ ο υ α έ  
ω ο  δ ιά ν υ σ υ α  τπ  σ υ λ λ ο γ ή  ισ ο δ ύ ν α υ ω ν  π ο ο σ α ν α τ ο λ ισ υ έ ν ω ν  τ υ η υ ά τ ω ν . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  

ν α  σ υ μ β ο λ ίσ ο υ μ ε  το  δ ιά ν υ σ μ α  μ ε ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν ο  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  
τμ ή μ α  τ η ς  σ υ λ λ ο γ ή ς  (έσ τω  τ ο  P Q ). Θ α ε ίν α ι δ ε  κ α τ α ν ο η τ ό  ό τ ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  
κ α θ α υ τό  θ α  ε ίν α ι τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τω ν  ε υ θ υ γ ρ α μ μ ά τ ω ν  τμ η μ ά τω ν  π ο υ  ε ίν α ι ισ ο δ ύ ν α μ α  
με το  PQ .

Σ υ ν η θ ίζ ο υ μ ε  ν α  σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  ε ίτ ε  μ ε  έ ν α  γ ρ ά μ μ α  π ο υ  
γ ρ ά φ ε τ α ι  π ιό  έ ν τ ο ν α  α π ο  τα  υ π ό λ ο ιπ α  ή μ ε γ ρ ά μ μ α  π ο υ  α π ο  π ά ν ω  φ έ ρ ε ι

Ρ
Σ χ ή μ α  1.1.2. Ισ οδύναμα ευ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α τα
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έ ν α  β έ λ ο ς . Σ το  σ χ ή μ α  1 .1 .2  τ ο  PQ  π α ρ ισ τά ν ετ α ι α π ο  τ ο  Α ή X  τ ο  ST  α π ο  το  ή 

Β τ ο  ΜΝ α π ο  το  ϋ  ή C . Ε ίνα ι :

A = Β = C

π ο υ  σ η μ α ίν ε ι τ α  PQ , R S , ΜΝ ε ίνα ι π α ρ ά λ λ η λ α  μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς ,  σ τ ο χ ε ύ ο υ ν  σ τη ν  ίδ ια  
δ ιε ύ θ υ ν σ η  και ο ι α π ο σ τ ά σ ε ις  π ο υ  ο ρ ίζ ο ν τα ι α π ο  τα  ά κ ρ α  τ ο υ ς  ε ίν α ι ίσ ε ς , μ ετα ξ ύ  

τ ο υ ς .  Τ η ν  α π ό σ τ α σ η  α υ τ ή  κ α λ ο ύ μ ε  και μ έ τ ρ ο  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς .  Τ έ λ ο ς  κ ά θ ε

σ η μ ε ίο  π α ρ ισ τ ά ν ε ι  τ ο  μ η δ ε ν ικ ό  δ ιά ν υ σ μ α  "ft ή 0 .  Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ε δ ώ  ό τ ι  τ ο  
μ ο ν ο σ ή μ α ν τα  ο ρ ισ μ έ ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  μ η δ έ ν  δ ε ν  έ χ ε ι  κ α θ ο ρ ισ μ έν η  δ ιε ύ θ υ ν σ η .

Γ ν ω σ τά  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ώ ν  μ ε γ ε θ ώ ν  σ τη  Φ υσική  ε ίν α ι η  δ ύ να μ η , 

η ε π ιτ ά χ υ ν σ η ,η  τ α χ ύ τ η τ α , η έ ν τ α σ η  το υ  μ α γ ν η τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  κ .α .

Σ η υ ε ίω σ η : Το δ ιά ν υ σ μ α , κ α θ ώ ς ο ρ ίσ τη κ ε  π α ρ α π ά ν ω , μ π ο ρ ε ί ν α  κ ινη θ εί ε λ ε ύ θ ε ρ α  

σ τ ο  χ ώ ρ ο  α ρ κ ε ί ν α  π α ρ α μ έ ν ε ι π α ρ ά λ λ η λ ο  π ρ ο ς  τ η ν  α ρ χ ικ ή  τ ο υ  δ ιε ύ θ υ ν σ η . Σ τ ις  
ε φ α ρ μ ο γ έ ς  ό μ ω ς , ό π ω ς  π .χ .  ό τ α ν  α ν α π α ρ ισ τ ά ν ο υ μ ε  μ ε  δ ια ν ύ σ μ α τ α  φ υ σ ικ έ ς  
π ο σ ό τ η τ ε ς  ό π ω ς  η δ ύ ν α μ η  , η α σ ά φ ε ια  α υ τή  π ρ έ π ε ι  ν α  α π α λ ε ιφ τ ε ί .  Έ τ σ ι  γ ια  τ ο ν  
π λ ή ρ η  ο ρ ισ υ ό  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  α π α ιτε ίτα ι ν α  ε ίνα ι γ ν ω σ τ ό  και τ ο  σ η μ ε ίο  ε φ α ρ μ ο γ ή ς  

τ η ς .

1.2. Άθροισμα διανυσμάτων

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Α και Β (σ χ . 1 .2 .1 .(a)). Α π ό  το  π έ ρ α ς  το υ  A 
φ έ ρ ο υ μ ε  δ ιά ν υ σ μ α  π α ρ ά λ λ η λ ο  π ρ ο ς  τ ο  Β (σ χ . 1 .2 .1  .(b )). Τ ό τ ε  ο ρ ίζ ο υ μ ε  ω ς  
ά θ ρ ο ισ μ α  τ ω ν  Α+Β τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  έ χ ε ι  α ρ χ ή  τ η ν  α ρ χ ή  τ ο υ  Α κ α ι π έ ρ α ς  τ ο  
π έ ρ α ς  τ ο υ  Β. Τ ο ύ τ ο  σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  με Α+Β. Σ το  ίδ ιο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε  
α ν  α π ό  τ ο  π έ ρ α ς  τ ο υ  Β φ έ ρ ο υ μ ε  δ ιά ν υ σ μ α  π α ρ ά λ λ η λ ο  π ρ ο ς  τ ο  A (1 .2 .1 .a)

Σχήμα 1.2.1. Αθροιση δύο διανυσμάτων Α και Β. Το άθροισμα είναι το  Α+Β.



Γ ε ω μ ε τρ ικ ά  (β λ έ π ε  σ χ . 1 .2 .2) εύ κ ο λ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι ισ χ ύ ο υ ν  ο ι ε ξ ή ς  ιδ ιό τ η τ ε ς :

(ί) Ισ ο δ υ να μ ία  : Αν A ' = Α και Β ' = Β τ ό τ ε  και

Α + Β = Α + Β (1 .2 .1 )

(ϋ) Μ ετα θ ετ ικ ό τη τα  : A + Β = Β + A (1 -2 .2 )

( ΐί ΐ)Π ρ ο σ ετα ιρ ισ τ ικ ό τη τα : (Α+Β) + C  = Α+ (Β + C ) = Α + Β + C 

δ η λ α δ ή  ο ι π α ρ ε ν θ έ σ ε ις  π ε ρ ιτ τ ε ύ ο υ ν

(1 .2 .3 )

(ίν) A + 0  = Α γ ια  κ ά θ ε  A (1 .2 .4 )

((ν) Γ ια  κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  Β υ π ά ρ χ ε ι  δ ιά ν υ σ μ α  Β' τ έ τ ο ιο  ώ σ τ ε  Β +Β'=0. Τ ό τ ε  τ ο  
Β' λ έ γ ε τ α ι  α ν τ ίθ ε τ ο  τ ο υ  Β και θ α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  "

Β' = -Β  (1 .2 .5 )

Σχήμα 1.2.2. Ιδ ιότητες διανυσμάτων.

1.3 Αφαίρεση διανυσμάτων

Α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Β και Β ' τ ο υ  ιδ ίο υ  μ έ τ ρ ο υ .  Α ς  
υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι  δ ια τ η ρ ο ύ μ ε  τ ο  Β σ τ α θ ε ρ ό  κ α ι υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  τ ο  C  = Β +Β '
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μ ε τ α β ά λ λ ο ν τ α ς  τ ο ν  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό  τ ο υ  Β ' .  Τ ο μ ή κ ο ς  τ ο υ  C  π ρ ο φ α ν ώ ς  
μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι .  Γ ια  κ ά π ο ια  θ έ σ η  τ ο υ  Β , τ ο  C ε κ φ υ λ ίζ ε τ α ι  σ ε  σ η μ ε ίο .  Τ ό τ ε  
π ρ ο φ α ν ώ ς

Β + Β = 0  (1 .3 .1 )

λ έ μ ε  τ ό τ ε  ό τ ι τ ο  Β ' ε ίν α ι α ν τ ίθ ε τ ο  τ ο υ  Β και γ ρ ά φ ο υ μ ε  Β ' = - Β .  Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  

τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Β κα ι Β ' έ χ ο υ ν  τ ο  ίδ ιο  μ έ τ ρ ο  και α ν τ ίθ ε τ ο  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό .  

Π ρ ο φ α ν ώ ς  το  α ν τ ίθ ε τ ο  τ ο υ  Β ε ίν α ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τα  ο ρ ισ μ έν ο . Η σ χ ε τ ικ ή  δ ια δ ικ α σ ία  
δ ε ίχ ν ε τ α ι  σ το  σ χ . 1 .3 .1 .

Ε ίμ α σ τε  τ ώ ρ α  σ ε  θ έ σ η  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  α φ α ίρ ε σ η  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Β α π ο  
έ ν α  δ ιά ν υ σ μ α  Α . Α υ τό  ε ίνα ι έ ν α  ν έ ο  δ ιά ν υ σ μ α  C  το  ο π ο ίο  ο ρ ίζ ε τα ι ω ς  ε ξ ή ς  :

C = A - Β  s  A + ( -Β )  (1 .3 .2 )

δ η λ α δ ή  η α φ α ίρ ε σ η  α ν ά γ ε τ α ι  σ ε  π ρ ό σ θ ε σ η  το υ  α ν τ ίθ ε τ ο υ .

1.4. Πολλαπλασιασμός διανύσματος με αριθμό.

Μ έτρ ο  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  κ α λ ε ίτ α ι τ ο  μ ή κ ο ς  α υ τ ο ύ , δ η λ α δ ή  τ ο  μ ή κ ο ς  τ ο υ  
ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο υ  τ μ ή μ α τ ο ς  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ’α υ τ ό . Τ ο μ ή κ ο ο  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  A

σ υ μ β ο λ ίζ ε τα ι μ ε |Α |.
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Α ς θ εω ρ ή σ ο υ μ ε  έ ν α  δ ΐά ν υ σ μ α  Α και έ ν α  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  α . Το 

C  = α  A

ε ίνα ι ε π ίσ η ς  δ ΐά ν υ σ μ α  μ ε τ ις  ε ξ ή ς  ιδ ιό τη τε ς

ί) |C | = |α | |Α | (1 .4 .1 )

ϋ) Τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  C και Α κ ε ίν τα ι σ ε  ε υ θ ε ίε ς  π α ρ ά λ λ η λ ε ς .

Ι δ ιό τ η τ ε ς :

1Α = Α (1 .4 .2 )

( α  + β ) Α = αΑ  + βΑ . (1 .4 .3 )

α  ( βΑ) = β ( αΑ) = ( α β  ) Α (1 .4 .4 )

*

α  ( Α +Β  ) = α Α + α Β  (1 .4 .5 )

Τ ό τε  μ π ο ρ ε ί κ α ν ε ίς  τυ π ικ ά  ν α  δ ε ίξ ε ι  ό τι 

0  Α = 0

α  0 =  0

π ρ α γ μ α τ ικ ά

1Α = (1+0) A  = 1Α + 0Α  ( α π ό  τ η ν  ιδ ιό τη τα  (1 .4 .3))

ο π ό τ ε

A  = Α + 0  Α (α π ό  τ η ν  ιδ ιό τ η τ α  (1 .4 .2 ))

Ά π ό  τ η ν  ιδ ιό τη τα  (1 .2 .4 ) π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ό τ ι 

0  Α = 0  

Ε π ίσ η ς  η  σ χ έ σ η

A  =  Α + 0  (ιδ ιό τη τα  (1 .2 .4 ) )
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σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι

α Α = α Α + α Ο  

θ έ τ ο ν τ α ς  Β = α  Α έ χ ο υ μ ε  

Β = Β + α  0  

δ η λ α δ ή  α  0  = 0

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ α  π ιο  π ά ν ω  γ ια  κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  Α *  0  ο ρ ίζ ε τ α ι τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  /  

§  =  α  Α  ό π ο υ  α  = 1 / |Α | .Τ ό τε  π ρ ο φ α ν ώ ς  /

δ η λ α δ ή  τ ο  §  έ χ ε ι  μ έ τ ρ ο  μ ο ν ά δ α . |Έ ν α  τ έ τ ο ιο  δ ιά ν υ σ μ α  λ έ γ ε τ α ι  υονα δια ίο .^
Π ρ ο φ α ν ώ ς  ισ χ ύ ε ι

Τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  θ α  σ υ μ β ο λ ίζο ν τα ι μ ε  §  ή ά λ λ ο  σ ύ μ β ο λ ο  μ ε υ π ε ρ κ ε ίμ ε ν ο  
{ λ} (&  , a  , κ .λ .π .)

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .1  Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  μ ε κ ο ιν ή  

ς ιφ ε τη ρ ία  ε ίν α ι η  δ ια γ ώ ν ιο ς  τ ο υ  π α ρ α λ λ η λ ο γ ρ ά μ μ ο υ  τ ο  ο π ο ίο  α υ τ ά  σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν .

|6 | = |α | |Α | = j^ y  |Α | =1 (1 .4 .6 )

(1 .4 .7 )

Β

Α

Σχήμα  1.4.1. Το άθροισμα δύο δ ιανυσμάτω ν είνα ι η δ ιαγώ νιος του  
παραλληλογράμμου το οποίο σχηματίζουν.
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Λ ύ σ η  : Π ρ α γμ α τ ικ ά  τ ο ύ τ ο  ε ίν α ι π ρ ο φ α ν έ ς  α π ό  τ ο  σ χ . 1 .4 .1 , ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ ο ν  

ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  α θ ρ ο ίσ μ α τ ο ς  ό π ω ς  α ν α π τ ύ χ θ η κ ε  π ιο  π ά ν ω . Ο κ α ν ό ν α ς  α υ τ ό ς  ε ίν α ι 

γ ν ω σ τ ό ς  α π ό  τ ο  Λ ύκειο .

Παράδειγμα 1.4.2. Α ν A, Β, C, D ε ίν α ι δ ια ν ύ σ μ α τ α  π ο υ  έ χ ο υ ν  κ ο ιν ό  σ η μ ε ίο  
α φ ε τ η ρ ία ς  και α ν  Β -A = C -D  φ 0 τ ό τ ε  τ ο  ABCD ε ίν α ι  π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ ο .

Λ ύ σ η  : Π ρ ά γ μ α τ ι η σ χ έ σ η  Β -  A =C -D  ο ρ ίζ ε ι  ό τ ι  τ α  τμ ή μ α τα  ΒΑ κα ι CD  ίσ α  

μ έ τ ρ α  κα ι ε ίνα ι π α ρ ά λ λ η λ α . Η σ χ έ σ η  Β -A = C -D μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  και ω ς  ε ξ ή ς

Β -C = A -D

π ο υ  ο ρ ίζ ε ι ό τ ι και τ α  τμ ή μ α τα  BC και AD ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ α  κα ι ίσ α  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .  

Σ υ ν ε π ώ ς  τα  ABCD σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ ο .

Σχήμα 1.4.2.

Π αράδειγμα  1 .4 .3 . Τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  F, C , D κα ι Ε κ λ ε ί ν ο υ ν  έ ν α  
π α ρ α λ λ η λ ε π ίπ ε δ ο  {σχ. 1 .4 .3 ). Ν α ε κ φ ρ α σ τ ε ί  τ ο  C σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι τ ω ν  υ π ο λ ο ίπ ω ν .

Λ ύ σ η : Π ρ ο φ α ν ώ ς

G =F +C ή C = G-F

G+D = E 0 G = E - D

Αρα C = Ε -D  -F
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Σηυείωση : Έ ν α ς  ά λ λ ο ς  τ ρ ό π ο ς  γ ια  ν α  λ ύ σ ο υ μ ε  τ έ τ ο ιο υ  ε ίδ ο υ ς  α σ κ ή σ ε ις  ε ίν α ι ο  

ε ξ ή ς :  Π α ρ α τ η ρ ε ίσ τ ε  π ρ ώ τ α  ο τ ι  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  F , C , Ο , Ε , α π ο τ ε λ ο ύ ν  το  

π ε ρ ίγ ρ α μ μ α  ε ν ό ς  τ ε τ ρ α π λ ε ύ ρ ο υ . Η σ χ έ σ η  α υ τή  ε ίνα ι ισ ο δ ύ ν α μ η  μ ε τ η ν  π ρ ο φ α ν ή  
σ χ έ σ η  E = C + D + F

Σχήμα 1.4.3. Δ ε ίχ ν ο ν τα ι 4 δ ιανύσματα  που σ υγκροτούν τ ις  κο ρυφ ές  
τετραπλεύρου

Τ ο δ ιά ν υ σ μ α  C  μ π ο ρ ε ί ν α  ε π ιτ ε υ χ θ ε ί ,  ξ ε κ ιν ώ ν τ α ς  α π ο  τ ο  α ρ χ ικ ό  τ ο υ  σ η μ ε ίο  και 
π η γ α ίν ο ν τ α ς  α ν τ ίθ ε τ α  σ τη  φ ο ρ ά  τ ο υ  F, ο μ ό ρ ρ ο π α  μ ε  α υ τή  τ ο υ  Ε .κ α ι  α ν τ ίθ ε τ α  
α υ τ ή ς  τ ο υ  D. Ά ρ α

C = - F  + Ε - D

Παράδειγμα 1.4.4. Έ σ τ ω  |Α | =3  κα ι - 3  £  α ύ  2.

Τι σ υ μ π ε ρ α ίν ε τ ε  γ ια  τ ι ς  τ ιμ έ ς  τ ω ν  |α  Α |, |(1 / α) Α | ; 

Λύση :

|α Α | = |α | |Α | <; 3 |Α | 2 9

ϋ) - 3  £  α  £  2 => |α | £  g  ,
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ΙΛ /α Ι^ ΙΛ Ι * ! ' 3 - 1

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .5 .  Α ν Α και Β ε ί ν α ι  δ ύ ο  μ η - π α ρ ά λ λ η λ α  σ υ ν ε π ί π ε δ α  
δ ια ν ύ σ μ α τα , τ ό τ ε  κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  C  π ο υ  β ρ ίσ κ ετα ι σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  π ο υ  ο ρ ίζ ο υ ν  τ α  A  
και Β μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τε ί ω ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  τ ο υ ς  δ η λ .

C = α Α  + β Β

Λ ύ σ η  : Α ρκεί ν α  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Α και Β π ο υ  έ χ ο υ ν  κ ο ιν ό  σ η μ ε ίο  

α φ ε τ η ρ ία ς  Ο, κ α θ ώ ς  και έ ν α  τ υ χ α ίο  δ ιά ν υ σ μ α  C μ ε το  ίδ ιο  σ η μ ε ίο  ε φ α ρ μ ο γ ή ς  Ο  
(σ χ ή μ α  1 .4 .4 ). Χ α ρ ά σ σ ο υ μ ε  α π ο  τ η ν  κ ο ρ υ φ ή  τ ο υ  C  τ ι ς  ε υ θ ε ίε ς  C D , κ α ι C D 2 

π α ρ ά λ λ η λ ε ς  σ τα  Β και Α α ν τ ίσ τ ο ιχ α  Ε ίνα ι:

O C  s  C  = OD1 +OD2

ό μ ω ς  OD, σ υ γ γ ρ α μ μ ικ ό  μ ε  Α και OD2 με Β. Σ υ ν ε π ώ ς  

OD, = α  Α και OD2 = β Β

Ά ρ α  C = αΑ  +β Β *

Α

Σ χ ή μ α  1.4.4. Το δ ιάνυσμα  C  ε ίν α ι γραμμικός συνδυασ μός τω ν  Α ,Β ·

Τ α  α  και β ε ίν α ι α ρ ιθ μ ο ί μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  ο ρ ισ μ έν ο ι. Π ρ α γμ α τ ικ ά  έ σ τ ω  ό τ ι  υ π ά ρ χ ο υ ν  
και ο ι α \  β' γ ια  τ ο υ ς  ο π ο ίο υ ς  ισ χ ύ ε ι

C  = α Α  + β ’ Β 

Τ ό τ ε  α φ α ιρ ώ ν τ α ς  έ χ ο υ μ ε

4



C - C  a  Ο = ( α  -  α ' )  A +( β -  β ')  Β

ή ( α - α ' ) Α  — ( β - β ' ) Β

Ε π ε ιδ ή  ό μ ω ς  Α  και Β δ ε ν  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ α  π ρ έ π ε ι 

α - α '  = 0 & β - β ' = 0 - > α  = α '  & β = β ’

Τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  α υ τ ό  ε ίν α ι π ο λ ύ  βασ ικό .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .4 .6 . . Ν α δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι τ α  μ έσ α  τ ω ν  π λ ε υ ρ ώ ν  ε ν ό ς  τ ε τ ρ ά π λ ε υ ρ ο υ  

σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ ο .

Λ ύ σ η  : Έ σ τ ω  το  τ ε τ ρ ά π λ ε υ ρ ο  το υ  σ χ . 1 .4 .5 . Α ν α π α ρ ισ το ύ μ ε  τ ις  π λ ε υ ρ έ ς  τ ο υ  μ ε  

δ ια ν ύ σ μ α τ α  A, Β, C  και Ο π ο υ  τ ο  σ η μ ε ίο  α φ ε τ η ρ ία ς  το υ  κ α θ ε ν ό ς  σ υ μ π ίπ τ ε ι μ ε  το  

τ ε λ ικ ό  τ ο υ  π ρ ο η γ ο υ μ έ ν ο υ . Τ ό τε

A + B + C + D = 0

ή A + B = - ( C + D )

Σχήμα 1.4.5, Τα μέσ α  τω ν πλευρών τετραπ λεύρου σχηματίζουν παραλλη
λόγραμμο

ή 1 ( A  + B)  = - 1 ( C  + D)

C

Α
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Ό μ ω ς  ( 1/2 ) ( A + Β ) = Ε και (1/2) ( C + D) = Η (β λ έπ ε  σ χ . 1 .4 .5 ), ό π ο υ  Ε ,Η  ε ίν α ι 
ο ι δ ύ ο  α π έ ν α ν τ ι π λ ε υ ρ έ ς  τ ο υ  μ ικ ρ ο ύ  τ ε τ ρ ά π λ ε υ ρ ο υ  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι  α π ο  τ α  
μ έ σ α  τ ω ν  π λ ε υ ρ ώ ν  τ ο υ  α ρ χ ικ ο ύ . Σ υ ν ε π ώ ς  Ε = -  Η, ά ρ α  Ε ||Η . Ό μ ο ια  G = -  F 

δ η λ α δ ή  G ||F  ο .ε .δ .

1 .5 . Κ α ρ τ ε σ ι α ν έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς

Μ έ χ ρ ι σ τ ι γ μ ή ς  έ χ ο υ μ ε  α ν α π α ρ α σ τ ή σ ε ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  ω ς  έ ν α  
π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν ο  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α . Ε ίνα ι χ ρ ή σ ιμ ο  ν α  α ν α π τ ύ ξ ο υ μ ε  έ ν α ν  
ισ ο δ ύ ν α μ ο  α λ γ ε β ρ ικ ό  τ ρ ό π ο  μ ε λ έ τ η ς  τ ω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  ο  ο π ο ίο ς  θ α  δ ιε υ κ ο λ ύ ν ε ι  

π ο λ ύ  τη  μ ελ έτη  μ ερ ικ ώ ν  ιδ ιο τή τω ν  και ε φ α ρ μ ο γ ώ ν  τ ο υ ς .

1.5.1. Α νά λυ σ η  δ ια ν ύ σ υ α τ ο ο  σ ε  ο ο θ ο ν ώ ν ια  Βάση.

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ υ χ ό ν  δ ιά ν υ σ μ α  Α κα ι έ ν α  σ ύ σ τ η μ α  ο ρ θ ο γ ω ν ίω ν  
κ α ρ τ ε σ ια ν ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  χ , .  χ 2, χ3 το  ο π ο ίο  έ χ ε ι  ω ς  α ρ χ ή  τ η ν  α ρ χ ή  Ο τ ο υ  A 
(β λ έπ ε  σ χ . 1 .5 .1 ). Α πό  το  π έ ρ α ς  Ρ  τ ο υ  Α φ έ ρ ο υ μ ε  κ ά θ ετη  σ τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3 και έ σ τ ω  
Ρ 3 το  σ η μ είο  τ η ς  τ ο μ ή ς . Φ έρ ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  κ ά θ ετη  σ το  ε π ίπ ε δ ο  χ , Ο  χ 2 και έ σ τ ω  Q τ ο  

σ η μ ε ίο  τ ο μ ή ς  μ ε το  ε π ίπ ε δ ο . Ύ σ τ ε ρ α  α π ό  το  Q φ έ ρ ο υ μ ε  κ ά θ ε τ ε ς  σ τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  χ , 
και χ 2 και έσ τω  Ρ , και Ρ 2 τ α  σ η μ ε ία  τ ο μ ή ς . Οι Ο Ρ ,, Ο Ρ 2 και Ο Ρ 3 λ έ γ ο ν τ α ι  π ο ο β ο λ έ ς  

τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Α π ά ν ω  σ τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  χ ,, χ 2 και χ3. Α ν Α ,^ Ο Ρ ,) ,  Α2 = (Ο Ρ 2) και Α3 
= (Ο Ρ 3) υ π ά ρ χ ε ι  μ ια  π ρ ο ς  μ ια  α ν τ ισ τ ο ιχ ία  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Α κα ι τ ω ν  
π ρ ο β ο λ ώ ν  τ ο υ  Α ,, Α2 και Α3. Έ τ σ ι  γ ρ ά φ ο υ μ ε

Α — (Αί , Α2ι Α3)

δ η λ α δ ή  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  Α α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ε  μ ια  δ ια τ ε τ α γ μ έ ν η  τ ρ ιά δ α  α ρ ιθ μ ώ ν  Α „  ΑΖ 
κα ι Α3·Ο ι π ρ α γ μ α τ ικ ο ί  α ρ ιθ μ ο ί  A^Aj.Ag κ α λ ο ύ ν τ α ι  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  Α κ α ι 

ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι α π ο  τ ο  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν ο  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  π ο υ  έ χ ε ι  ε π ιλ ε χ θ ε ί .  
Α ν ά λ υ σ η  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Α σ ε  ά λ λ ο  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  (χ 1'· ,χ2 \ χ 3 ' ) 

σ η μ α ίν ε ι  κα ι α ν α π α ρ ά σ τ α σ η  τ ο υ  Α α π ο  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  τ ρ ιά δ α  δ ια τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  
α ρ ιθ μ ώ ν  (Α ,' ,Ag' .Ag')  δ η λ α δ ή

Α = (Α1·,Α2·, Ag )

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  τ ρ ία  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  $2, και $3 κ α τά  μ ή κ ο ς  
α ν τ ίσ το ιχ α  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  χ ν  χ 2 και χ 3. Τ ό τε  π ρ ο φ α ν ώ ς



$1= (1,0,0), $*= (0, 1,0), $3= (0.0, 1) (1 .5 .1 )

Ε π ίσ η ς

OP, = A ,* , ,OP2 =  A2 &2,o p 3 =  A3 Λ,

α λ λ ά

OP, = ( A ,,0 ,0  ), OP2 = (0,A 2,0), OP3 = (0 ,0 ,A3) 

δ η λ α δ ή

(A „0 ,0) = A, (1 ,0 ,0 )

(0,A 2,0) = A2 (0 ,1 ,0 )

(0 ,0 ,A 3) = A3 (0 ,0 ,1 )

Ε π ίσ η ς  0 = (0 ,0 ,0 )

i
Σχήμα 1.5.1 Συνιστώσες διανύσματος.

Σ ύ μ φ ω να  μ ε  τα  γ ρ α φ ό μ ε ν α  σ το  ε δ ά φ ιο  1.2.,

A = ΟΡ, + ΟΡ2 + ΟΡ3 = ΟΡ , + ΟΡ Ί  + Ο Ρ3 (1.5 .2)
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δ η λ α δ ή

A = A, ft, + A2 ft2 + A3 ft3 (1 .5 .3 a )

A = A , ' V  + W + V  V  (1 .5 .3b)

Ό μ ω ς  γ ια  δ ε δ ο μ έ ν ο  σ ύ σ τη μ α  ft,, ft2, ft3 > ο ι π ρ ο β ο λ έ ς  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  

ε ίνα ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τα  ο ρ ισ μ έ ν ε ς . Π ρ α γμ α τικ ά  έ σ τ ω  ότι:

A = A,ft, + Α2 ft2 + Α3&3 = Α , ft, + A 2ft2 + Α 3^3

Τ ό τε : Α -Α  = 0 -► (A ,- A ,) ^  + (Α2-  Α 2) ft2 + (Α3-  Α 3) ft3 = 0

Ε π ε ιδ ή  τ ο  μ η δ εν ικ ό  δ ιά ν υ σ μ α  ε ίν α ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  ο ρ ισ μ έ ν ο  και έ χ ε ι  π ρ ο β ο λ έ ς  
μ η δ έν  έ χ ο υ μ ε

Αι—A ι, Α2=Α2 , Α3 =Α 3

Έ σ τ ω  τ ώ ρ α  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Α και Β. Έ σ τ ω  ό τ ι σ ε  έ ν α  σ ύ σ τη μ α  ft,, ft2, ft3 έ χ ο υ μ ε  

A = A, f t ,  + Α2 f t j  + A3 ft3 ,  Β = Β, f t ,  + Β2 $2 + Β3 f t g

Τ ό τε  Α+Β = (Α ,+ Β ,) ft, + (Α2+Β2) ft2 + (Α3+Β3) ft3 (1 .5 .4 )

δ η λ α δ ή  δ ια τ υ π ώ ν ο υ μ ε  τ ο  ε ξ ή ς  θ εώ ρ η μ α :

Θ ε ώ ο η υ α : \Τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  ε ίν α ι  έ ν α  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  έ χ ε ι  j* -f ^jf ~ *
π ρ ο β ο λ έ ς  τ ο  ά ρ θ ο ίσ μ α  τ ω ν  π ρ ο β ο λ ώ ν  τ ω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  α υ τώ χ *

Η α π ό δ ε ιξ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  α υ το ύ  ε ίν α ι τ ε τρ ιμ έ ν η :

Α+Β = (A,ft, + Α2 ft2+ Α3 ftg) + (Β, ft, + Β2 ft2+ Β3 ftg)

= (Α ,ϋ, + Β ,« ,) + (A , J ,  + Β„ ft,) + (A, i ,  +  B j

α λ λ ά  (Α ,+ B ,) ft, = Α , δ , + Β, κ .λ .π . ( ιδ ιό τ η τ α  (1 .4 .5 ))  κ α τά  σ υ ν έ π ε ια  ε ύ κ ο λ α  

π ρ ο κ ύ π τ ε ι η  ε ξ . (1 .5 .4 ).

Α π ό  τ ο  σ χ . 1.5.1 χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  τ ο  π υ θ α γ ό ρ ε ιο  θ έ ω ρ η μ α  β ρ ίσ κ ο υ μ ε



ή |Α |2 = (A? +Α2 + A3)
(1 .5 .5 )

ή |α Γ= ^ α * +α 22 + α 23 (1 .5 .6 )

Π ρ ο φ α νώ ς

(1 .5 .7 )

π ο υ  ε κ φ ρ ά ζ ε ι τη ν  π ρ ο φ α ν ή  (γ εω μ ετρ ικ ά ) ιδ ιό τη τα  ό τ ι τ ο  μ έ τ ρ ο  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  

ε ίν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η το  τ η ς  ε π ιλ ο γ ή ς  το υ  σ υ σ τ ή μ α το ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .

Α πό τη  σ χ έ σ η  (1 .5 .5 ) έ χ ο υ μ ε

ω ς  π ρ ο ς  δ ε δ ο μ έ ν ο  σ ύ σ τη μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  (β λ έ π ε  σ χ . 1 .5 .2 ). Τ α  σ υ ν η μ ίτ ο ν α  
κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  ό π ω ς  κ α ι ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  
έ ξ α ρ τ ώ ν τ α ι  α π ό  τ ο  σ ύ σ τ η μ α  α ν α φ ο ρ ά ς  ε ν ώ  τ ο  μ έ τ ρ ο  |Α | τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  
π α ρ α μ έ ν ε ι π ά ν τα  τ ο  ίδ ιο  σ ε  ό λ α  τα  σ υ σ τή μ α τα .

Π ριν  τ ε λ ε ιώ σ ο υ μ ε  τ ο  ε δ ά φ ιο  α υ τ ό  σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι θ α  μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  ν α  
ο ρ ίσ ο υ μ ε  ω ς  δ ιά ν υ σ μ α  Α μ ια  δ ια τ ε τ α γ μ έ ν η  τ ρ ιά δ α  α ρ ιθ μ ώ ν  (Α ι·Α 2,Α 3) με τ ις  
ιδ ιό τ η τ ε ς

(1 .5 .8 )

A
ή α ν  ο ρ ίσ ο υ μ ε  c o s q  = rrV  , τό τ ε :

c o s2 α , + c o s2 02 + co s2 α3=1 (1 .5 .9 )



ιν) α ν  A= ( Α , ^ , Α ^  και B= (B1,B2,B3) τ ό τ ε (1 .5 .1 0 )

A+B = (Α1,Α2,Α3) + (B1,B2lB3)= (A1+B1iA2+B2,A2+B3)

V) |A | = (A^ +A l +Al

τ ό τ ε  μ π ο ρ ε ί κ α ν ε ίς  ν α  α π ο δ ε ίξ ε ι  ό λ ε ς  τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  τ ω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  τ ι ς  ο π ο ίε ς  
σ υ ν ά γ ο μ ε  γ ε ω μ ε τρ ικ ά .

Σ χ . 1.5.2. Τα σ υ νη μ ίτο να  κ α τεύ θ υ ν σ η ς  cosO i, / =  1,2 ,3  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α το ς  ω ς  π ρος  
τρ ε ις  ά ξο ν ες  χ „ χ 2,χ 3.

Παράδειγμα 1.5.1.

Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  τ α  μ έ τ ρ α  τ ω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν ,

A = 2ό1+2δ2-§3,Β = = 61+β2+β3

και τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  π ο υ  έ χ ο υ ν  τ ις  ίδ ιε ς  δ ιε υ θ ύ ν σ ε ις  μ ε  τ α  A , Β , C .
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Λ ύ σ η :

|A | = V 4+4+1 = 3 , |B| = V 9+ 16  = 5, |C| = V 1+1+1 = V 3

Παράδειγμα 1.5.2.

Να β ρ εθ ο ύ ν  τ α  σ υ νη μ ίτο να  κ α τεύ θ υ ν σ η ς  τω ν  δ ια ν υ σ μ ά τω ν  

A = 2 § 1'2 § 2+§3 , Β = 3 § 1+ 4δ2 , C = δ ,

Λ ύ σ η :

|Α| = V 4+4+1 = 3, |Β| = V 9+ 16  = 5, |C| = 1

A 2 2 1
οοεα., = ΐ ^ | ·  = 3 - cosa2 = - g -  c o sa 3= g

Παράδειγμα 1.5.3.

Π όσ α  μ ο να δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  μ π ο ρ ε ίτ ε  ν α  κ α τα σ κ ε υ ά σ τε  π ο υ  έ χ ο υ ν  c o s a ,  = c o s a 2 
= 1/2 ;

Να δ ε ιχ θ ο ύ ν  σ ε  δ ιά γ ρ α μ μ α .

§Α = ΪΑΪ = 3 (2δι +2§2'§3)

= Ϊ§Τ = 5 (3δι + 4 δ ζ)



1 8

Λ ύ σ η :

Σ ύ μ φ ω ν α  κα ι μ ε  τ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .5 .1 , ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  μ ο ν α δ ια ίο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  
τ α υ τ ίζ ο ν τ α ι μ ε  τα  σ υ ν η μ ίτο ν α  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς . Σ υ ν ε π ώ ς  α π ό  τ η ν  (1 .5 .9 ) έ χ ο υ μ ε

c o s 2a 3 = 1 - 2^  = Tj-, c o s  α 3 = ±

Ά ρ α  ε ίν α ι τ α

δ + = 2 ^ + 2 δ 2 + ^ δ 3 

δ. = 2 δι + 2 &ζ~ ^ ^

ό π ω ς  α π ε ικ ο ν ίζ ο ν τα ι σ το  σ χ ή μ α  (1 .5 .3 ) τ η ς  ε π ο μ έ ν η ς  σ ε λ ίδ α ς ;

Παράδειγμα 1.5.4.

Δ ιά ν υ σ μ α  Α μ ε μ έ τ ρ ο  10 μ ο ν ά δ ε ς  σ χ η μ α τ ίζ ε ι ίσ ε ς  γ ω ν ίε ς  μ ε  τ ο υ ς  τ ρ ε ις  ά ξ ο ν ε ς  
ο ρ θ ο γ ω ν ίο υ  σ υ σ τή μ α το ς . Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  τα  Αν  Α2 και Ag.

Σχήμα 1.5.3 Τα επιτρεπτά μοναδιαία διανύσματα μ ε συνημίτονα κατεύθυνσης  
cos a, =■ cos α2 =  1/2



19

Λ ύσ η :

co s α , = co s  α 2 = co s  α3 = co s  α, ->

3 c o s2 α, =1 -» c o s  α, = - ρ
Υ 3

=>Α, — Α2 — Α3 —

Παράδειγμα^

Η μ ε τ α τ ό π ισ η  ε ν ό ς  σ ω μ α τ ίο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  η δ ια φ ο ρ ά  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  τ η ς  
α ρ χ ικ ή ς  α π ο  το  δ ιά ν υ σ μ α  τ η ς  τ ε λ ικ ή ς  θ έ σ η ς  το υ . Έ σ τ ω  λ ο ιπ ό ν  ό τ ι η θ έ σ η  ε ν ό ς  
σ ω μ α τίο υ  σ ε  κ α τ ά λ λ η λ ε ς  μ ο ν ά δ ε ς  σ ε  χ ρ ό ν ο  t κ α θ ο ρ ίζετα ι α π ο  το  δ ιά ν υ σ μ α

R = 3 0 1+ 4t2 δ 2- 13 §3

Ν α β ρ εθ ε ί η μ ετα τό π ισ η  κατά  το  χρ ο ν ικ ό  δ ιά σ τη μ α  t  = [1,3] 

Λ ύσ η  :

R2- R 1 = 4 ( 9 - 1 ) § 2 - ( 2 7 - 1 ) § 3 

• = 2 ( 16 δ 2 -  13 έ 3 )

Παράδειγμ

Τ ο  κ έν τρ ο  μ ά ζα ς  ε ν ό ς  σ υ σ τή μ α το ς  η  - σ ω μ α τίω ν  ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α

ό π ο υ  τ ο  σ ω μ ά τ ιο  mj β ρ ίσ κ ετα ι σ τη  θ έσ η  R,. Δ ε ίξ τ ε  ό τ ι η  "α σ υ μ μ ετρ ία  μά ζα ς" τ ο υ

σ υ σ τ ή μ α το ς  σ τ ο  κ έν τρ ο  μ ά ζα ς  ε ίνα ι μ η δέν .
ι
ι Ω ς  α σ υ μ μ ετρ ία  μ ά ζ α ς  (ο α ν τ ίσ τ ο ιχ ο ς  ό ρ ο ς  σ τ η ν  Α γγλ ικ ή  ε ίνα ι m a s s  u n b a lan ce ) 

τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α το ς  ο ρ ίζ ε τ α ι το  δ ιά ν υ σ μ α

R ma= m , ( R ^ R )  + m2(R2—R )+ ...+ m n(R„—R) = £ n i |(R f - R )

m, Ri+m? R? Rn y. mi R>
m i+m 2+...+m„ £  rn(

Π

M
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Λύση  :

Έ χ ο υ μ ε

R MA(c.m .) =  B n ,  R , -  S n ,  R cm

η n
= Στ>) R j -  I h i  R t = 0

1.6 Η Διανυσματική Εξίσωση της Ευθείας

Έ σ τ ω  R 0 ε ίν α ι έ ν α  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  μ ε  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  χ 0,, 

χ ° 2, χ°3. Ζ η τ ο ύ μ ε  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  μ ία ς  ε υ θ ε ία ς  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ο  τ ο  
σ η μ ε ίο  χ°ν  χ°2, χ°3 και ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ η  σ ε  δ ο σ μ έ ν ο  δ ιά ν υ σ μ α

Έ σ τ ω  R τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τ υ χ ό ν τ ο ς  σ η μ ε ίο υ  (χ 1,χ 2>χ 3). Σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  τ ό τ ε  τ ο  
δ ιά ν υ σ μ α  τ η ς  δ ια φ ο ρ ά ς  R -  R 0 (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  1 .6 .1 ) . Τ ο  τ ε λ ε υ τ α ίο ,  κ ε ιτ α ι σ ε

ε υ θ ε ία  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ο  το  σ η μ ε ίο  (χ0!, χ°2> χ°3). Α ν θ έ λ ο υ μ ε  η  ε υ θ ε ία  α υ τ ή  ν α  
ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ η  ω ς  π ρ ο ς  το  δ ιά ν υ σ μ α  Α , α ρ κ ε ί τ ο  R -  R 0 ν α  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ ο  ω ς  
π ρ ο ς  τ ο  Α . Σ υ ν ε π ώ ς  τ ο  R -  R0 π ρ έ π ε ι  ν α  ε ίν α ι  α ν ά λ ο γ ο  τ ο υ  Α:

ό π ο υ  t, η  σ τ α θ ε ρ ά  α ν α λ ο γ ία ς . Γ ρ ά φ ο ν τ α ς  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  ω ς  π ρ ο ς  τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  
έ χ ο υ μ ε  : χ ; = x°j + α, t , ή α ν α λ υ τ ικ ά  :

Ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  (1 .6 .3 .)  κ α λ ο ύ ν τ α ι  π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  κ α ι η 
μ ε τ α β λ η τή  t  κ α λ ε ίτ α ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς . Σ το  β α θ μ ό  π ο υ  α φ ο ρ ά  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε υ θ ε ία ς

Α -  α , ^  + α2 2̂ + α3 3̂ ( 1.6. 1)

R — R 0 =  t  A  —> R = R 0 + A t (1.6.2)

x t = x°,+  a , t , x2 = x°2 + a2t , x3 = x°3 + a3t (1 .6 .3 )
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η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς  t  μ π ο ρ ε ί ν α  α ν τ ικ α τ α σ τ α θ ε ί μ ε  ο π ο ια δ ή π ο τ ε  ά λ λ η  β α θ μ ω τή  
σ υ ν ά ρ τη σ η  τ ο υ  t  με τ ιμ έ ς  σ το  σ ύ ν ο λ ο  R τω ν  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν . Η μ ο ρ φ ή  τ η ς  
σ υ ν ά ρ τη σ η ς  α υ τ ή ς  δ ε ν  έ χ ε ι  ιδ ια ίτερη  σημ ασ ία . Α ν η μ ετα β λ η τή  t π α ίρ ν ε ι σ υ ν ε χ ε ίς  
τ ιμ έ ς  σ ε  έ ν α  υ π ο σ ύ ν ο λ ο  το υ  R το  π ρ ο κ ύ π το ν  ευ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α  ε ίν α ι έ ν α  τμ ή μ α  

τ η ς  ε υ θ ε ία ς  (1 .6 .2 ). Ιδ ια ίτερ α  α ν

R = R0 + A t2 1 e  ( -  co, +oo) (1 .6 .4 )

η (1 .6 .4 ) ε ίν α ι η μ ιε υ θ ε ία  δ ιε ρ χ ό μ ε ν η  α π ο  το  R 0 κα ι π α ρ ά λ λ η λ η  ω ς  π ρ ο ς  τ ο  Α , 

δ η λ α δ ή  ε ίν α ι η μισή τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς , δ ιό τ ι η σ υ ν ά ρ τη σ η  f(t)= t2 π α ίρ ν ε ι  μ ό ν ο  

θ ε τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς . Ε π ίσ η ς  η

R = Rc + A s i n t , — οο < t  <οο (1 .6 .5 )

π α ρ ισ τ ά ν ε ι έ ν α  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α  π ο υ  ε κ τ ε ίν ε τ α ι α π ο  R 0 -  Α μ έ χ ρ ι τ ο  R 0 +Α  

(β λ έ π ε  σ χή μ α  1 .6.2) δ ιό τ ι |s in t|S  1 .

| Σ χ ή μ α  1.6.1. Το δ ιά νυσ μα  R = R 0 + A t έ χ ε ι π έρας που κ ε ίτα ι σ τη ν  ευ θ ε ία  που  

. π ερνάει από το  (χ°ρ χ°2, χ°3)  και ε ίνα ι παράλληλη σ το  δ ιάνυσμα  Α.

ι
I Τ α  π α ρ α π ά ν ω  γ ίν ο ν τ α ι κ α τα ν ο η τά  α ν  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τη ν  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  σ τη  μη 

π α ρ α μ ε τρ ικ ή  τ η ς  μ ο ρ φ ή . Α υτό  γ ίν ε τ α ι  α π α λ ε ίφ ο ν τ α ς  τ η ν  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  t  α π ό  τ ις
(1 .6 .3). Τ ό τε  μ ε τη ν  π ρ ο ϋ π ό θ ε σ η  ότι α ν α2,α3 *  Ο, έ χ ο υ μ ε
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*1 x°i _ χ2___ _ *3— ( 1 6  6 )
Q·! Og α3 ν ■ · /

Α πο  φ υ σ ικ ή  σ κ ο π ιά  η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς  t έ χ ε ι  ιδ ια ίτερ η  σ η μ α σ ία  και ε ξ α ρ τ ά τ α ι α π ό  τ ο  
φ υ σ ικ ό  π ρ ό β λ η μ α . Έ τ σ ι α ν  t ε ίν α ι ο  χ ρ ό ν ο ς ,  τ ό τ ε  ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  (1 .6 .2  - 1 .6 .5 ) 
π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ ν  τ ε λ ε ίω ς  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ά  σ υ σ τή μ α τα . Σ τη ν  (1 .6 .2) έ ν α  σ ώ μ α  κ ιν ε ίτα ι α π ο  
τ ο  -οο μ έ χ ρ ι το  οο, σ τη ν  (1 .6 .4 ) α π ό  το  (χ°,, χ°2, χ°3) μ έ χ ρ ι τ ο  ά π ε ιρ ο , ε ν ώ  σ τη ν

(1 .6 .5 ) ε κ τ ε λ ε ί  τ α λ ά ν τ ω σ η  σ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  δ ιά σ τη μ α . Τ ο  κ ο ιν ό  χ α ρ α κ τη ρ ισ τ ικ ό , 
ό λ ω ν  τ ω ν  κ ιν ή σ ε ω ν  α υ τ ώ ν  ε ίν α ι ό τ ι γ ίν ο ν τ α ι  π α ρ ά λ λ η λ α  σ τ ο  Α κα ι δ ιέ ρ χ ο ν τ α ι  
α π ό  το  σ η μ ε ίο  (x°1t χ°2, χ°3) . .

Σ χ ή μ α  1.6.2. Δ ε ίχ ν ε τα ι το  ευθύγρ α μ μο  τμήμα  R  =  R 0 + A s in  tt 

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α

Ν α β ρ ε θ ε ί (ε φ ό σ ο ν  υ π ά ρ χ ε ι)  τ ο  σ η μ ε ίο  τ ο μ ή ς  τ ω ν  δ υ ο  ε υ θ ε ιώ ν  

R = 3 $, + 2 $2 + ( 2 $, + $ 2 + $g) t

R » f t 1- 2 f t 3+ (f t2 + ^ t

κ α θ ώ ς  κα ι η  γ ω ν ία  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς .
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Λ ύσ η  :

Έ σ τ ω  ό τ ι τ έ μ ν ο ν τα ι σ το  σ η μ ε ίο  R T = r ,# ,  + r2 $2 + r3 # 3· Τ ό τε  ε π ε ιδ ή  τ ο  σ η μ ε ίο  

τ ο μ ή ς  κείτα ι σ τη ν  π ρ ώ τη  ευ θ ε ία , έ χ ο υ μ ε  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις

Ε φ ό σ ο ν  τέμ νο ντα ι_ τό τε  α νή κ ει και σ τη  δ ε ύ τε ρ η , ά ρ α

Γ, — 1 = 0 , r2 = 2 + Γ3 ')
ν. '

Έ χ ο υ μ ε  τ έ σ σ ε ρ ε ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  μ ε  τ ρ ε ίς  α γ ν ώ σ τ ο υ ς . Τ ο σ ύ σ τη μ α  ε ίν α ι σ υ μ β ιβ α σ τό  
και έ χ ε ι  τη  λ ύ σ η

r i= 1, r2= 1, r3 =—1

Σ υ ν ε π ώ ς  υ π ά ρ χ ε ι σ η μ ε ίο  το μ ή ς  και ε ίνα ι τ ο

r t = a, + a2 -  a3

Γ ια  ν α  α π α ν τ ή σ ο υ μ ε  τ ο  δ ε ύ τ ε ρ ο  ε ρ ώ τ η μ α , δ ια π ισ τ ώ ν ο υ μ ε  ό τ ι ο ι α ρ χ ικ έ ς  
ε ξ ισ ώ σ ε ις  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  γ ρ α φ ο ύ ν

R - R 0 = ( 2 $ 1 + $2 + &3)ί

R - R 0' ·  +

Α π ό  τ ο ν  ορ ισ μ ό  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι ο ι ε υ θ ε ίε ς  ε ίνα ι π α ρ ά λ λ η λ ε ς  ω ς  π ρ ο ς  τα  Α , = 2$, 
+ #2 + $3 και Α 2 = #2 + ^ α ν τ ίσ τ ο ιχ α .  Σ υ ν ε π ώ ς  η  γ ω ν ία  μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς  ε ίν α ι (β λ έ π ε  
σ χ έ σ η  (1 .7.3) π ιο  κάτω )

A, A , JL ^
Ι Α , Ι Ι Α , Γ ^  ' Τ '

G  Μ ^

οοεθ =
φ Ί . *

ν! \*% νΓ ν  -’λ  y r f s

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .6 .2  -  -

V *
Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  δ ύ ο  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  π α ρ ά λ λ η λ α  σ τ η ν  ε υ θ ε ία  π ο υ  

ο ρ ίζ ο υ ν  ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις
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ϋ + 1
3

r2 +2 
4

r3 = 9

Λ ύ σ η  :

Π ρ ο φ α ν ώ ς  η ε υ θ ε ία  κ ε ίτα ι σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  χ ,Ο χ 2. Α πό  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε υ θ ε ία ς ,  
ε ύ κ ο λ α  β λ έ π ο υ μ ε  ό τ ι τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  3&, + 4 $2 ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ ο  α υ τ ή ς . Τ ό τ ε  τ α  

μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  ε ίνα ι

Α = ± ^ ( 3 $ ,  + 4 $ 2)

Παράδειγμα 1.6.3.

Έ σ τ ω  δ ύ ο  σ η μ ε ία  A, Β μ ε  δ ια ν ύ σ μ α τ α  θ έ σ η ς  Α και Β. Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι η 
ε υ θ ε ία  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι α π ό  τ α  Α και Β, μ π ο ρ ε ί ν α  π α ρ α σ τα θ ε ί α π ο  τη ν  εξ ίσ ω σ η

R = α  Α +β Β , α  +β = 1

Λ ύ σ η  :

Π ρ ο φ α ν ώ ς  η ε υ θ ε ία  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ η  σ τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  Β -  Α κ α ι π ε ρ ν ά ε ι  α π ό  τ α  
σ η μ ε ία  Ά  και Β.

Ά ρ α  R = A +(Β— A) t  = (1 -t)  A + t  Β 

δ η λ α δ ή  α  = 1-  t, β  = t, ο π ό τ ε  α  +β  =1

1.7 Βαθμωτό (Εσωτερικό) Γινόμενο

Α ν μ α ς  δ ο θ ο ύ ν  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  σ ' α υ τ ά  ν α  π ρ ο σ α ρ τ ή σ ο υ μ ε  
μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  έ ν α  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ιθ μ ό , τ ο  β α θ μ ω τ ό  γ ιν ό μ ε ν ο .  Ω ς  β α θ μ ω τ ό  ή 
ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  Α και Β ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  α ρ ιθ μ ό ς  π ο υ  
σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι  Α· Β και ο ρ ίζ ε τα ι ω ς  ε ξ ή ς

ν\

Α· Β s  |Α| |Β| c o s  θ  ?  ν̂ 1 (1 .7 .1 )

ό π ο υ  θ  ε ίν α ι η γ ω ν ία  μ ετα ξ ύ  τ ω ν  Α και Β. Π ρ ο φ α ν ώ ς  τ ο  ε σ ω τε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  ε ίν α ι 
σ υ μ μ ε τ ρ ικ ό  δ η λ α δ ή

A- Β s  Β- Α
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Α ν έ ν α  α π ό  τ α  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τα  A, Β ε ίν α ι μ η δ έ ν  τ ό τ ε  και τ ο  ε σ ω τε ρ ικ ό  
γ ιν ό μ ε ν ο  ε ίν α ι μ η δ έν . Ε ίνα ι ό μ ω ς  δ υ ν α τ ό  ν α  έ χ ο υ μ ε  Α*Β = 0  α κ όμ η  και ό τ α ν  |Α | *  
0 , |Β | *  0. Τ ο ύ το  σ υ μ β α ίνε ι α ν  οοεθ  =0, δ η λ α δ ή  ό τ α ν  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τα  ε ίν α ι κ ά θ ετα  

μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς , (θ= π/2).

Σ χήμ α  1.7.1 Οι π ροβολές το υ  δ ια νύσ ματος  Β -Α  ε ίν α ι |Β |ε ίη θ  κα ι |Α |-  |Β | οοεθ.

Μ ια ά λ λ η  ισ ο δ ύ ν α μ η , α λ λ ά  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  π ιο  χ ρ ή σ ιμ η  π ε ρ ιγ ρ α φ ή  τ ο υ  β α θ μ ω το ύ  
γ ιν ο μ έ ν ο υ  Α Β, δ ίν ε τ α ι μ έσ ω  τω ν  σ υ ν ισ τω σ ώ ν  τ ω ν  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τω ν . Π ρ ο ς  τ ο ύ τ ο  

σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  Α -Β  (σ χ ή μ α  1.7.1) και π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι

|Α -Β |2 = (Α ,-Β ,)2 +(Α2-Β2)2+ (Α3 -Β3)2 =

= ( Α , + Α \ + Α |) +( Β , +Β2 +Β|) -  2 ( Α ,Β ,+ Α ^ + Α ^

ή |Α - Β |2 =  |Α |2 + |Β |2 -  2  (Α ,Β, +Α2Β2 +Α3Β3) ( 1 .7 .2a)

| α π 0  τ ο  σ χ ή μ α  1 .7 .1 , έ χ ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  ό τ ι

|Α - Β |2 = (Μ Ρ)2 + (Ρ Ν )2 = ( |B |s in 0 )2 + ( |Α |-  |Β | ο ο εθ)2 =>
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|Α -Β |2  = |Α |2 + |Β |2 - 2  |A ||B | c o s 0  , (1 .7 .2 b )

ε ξ ισ ώ ν ο ν τ α ς  τ α  δ ε ύ τ ε ρ α  μ ελή  τ ω ν  (1 .7 .2a) και (1 .7 .2b) έ χ ο υ μ ε  *

|Α | |Β | ο ο εθ  = Α1Β1 +Α2Β2 +Α3Β3 '' (1 .7 .3 )

Σ υ ν ε π ώ ς  α π ο  τ ι ς  (1 .7 .1) και (1 .7 .3 ) β ρ ίσ κ ο υ μ ε

A* Β -  Α1Β1+Α2Β2 +Α3Β3 = Σ Λ Β ,  (1 .7 .4 )
1=1

Π ρ ο φ α ν ώ ς  α ν  Α, ’ και Β ,' ο ι π ρ ο β ο λ έ ς  τ ω ν  Α  κα ι Β  σ ε  κ ά π ο ιο  ά λ λ ο  σ ύ σ τ η μ α  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  έ χ ο υ μ ε

Σ Λ ' Β , ' - Σ Α , Β ,
1 1

Α π ό  τ ι ς  σ χ έ σ ε ι ς  (1 .7 .1 )  κ α ι (1 .7 .4 .)  μ π ο ρ ε ί  ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  η  γ ω ν ία  π ο υ  
σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  δ ύ ο  δ ε δ ο μ έ ν α  δ ια ν ύ σ μ α τ α

Παράδειγμα 1.7.1.

Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  ε σ ω τε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  κα ι η  γ ω ν ία  τ ο μ ή ς  θ  τ ω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν

A =  2 $ 1 + 2 $ 2- f t 3 f B =  3 f t1 + 4 f t 2

Λ ύ σ η :

Α π ό  τη  σ χ έ σ η  (1 .7 .4 ) έ χ ο υ μ ε

Α ’Β = 2*3 +2*4 + (—1 ) 0  =  14

ε π ίσ η ς  |Α | =  V 4+ 4+ 1 =  3  , |Β | =  V 9 + 1 6  = 5  

Α π ό  τ η ν  σ χ έ σ η  (1 .7 .3 )

c o s e  =
AiBt +AgB2 +Α3Β3 ^ 14 _ 14 

|Α | |Β | " 3 . 5 “  1 5
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Θ =cos'1 ( jjr )  => 21 .04°

Οι π α ρ α κ ά τω  ιδ ιό τη τ ε ς

Α·Β = Β·Α (1 .7 .5 a )

( k A + \ B ) ‘C = k A 'C  + λ  A 'C  (1 .7 .5 b )

α π ο τ ε λ ο ύ ν  μια α π λ ή  σ υ ν έ π ε ια  τω ν  εξ . (1.7.1) και (1 .7 .4) α ν τ ίσ το ιχ α .

Σ η μ ε ιώ σ τε  ε π ίσ η ς  ό τ ι το  μ έ τ ρ ο  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Α ε ίν α ι η τ ε τ ρ α γ ω ν ικ ή  
ρ ίζα  το υ  β α θ μ ω το ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  μ ε τ ο ν  ε α υ τό  το υ . Α πο τη ν  (1 .7 .4 )

Α·Α = Α^+Αΐ+Αξ = |Α|« (1 .7 .5 c )

Τ έ λ ο ς , ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  ω ς  π ρ ο ς  τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  ε ν ό ς  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  
μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  ε κ φ ρ α σ τ ο ύ ν  ω ς  ε σ ω τ ε ρ ικ ά  γ ιν ό μ ε ν α  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  μ ε  τ ο  
μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  το υ  α ν τ ίσ το ιχ ο υ  ά ξο ν α . Δ η λ α δ ή

-Λ) A'* A i -
Α = ( Α· ft,) ft, + ( Α· ft2) ft2 + ( Α· ft3 ) h  (1 .7 .6 )

Π ρ ά γ μ α τ ι

Α· ft, = ( A, ft, + Α2 ft2 + Α3 ft3) · ft,

= A, ft, ■ ft, + A2 ft2 · ft, + A3 ft3 · ft, = A, 

δ ιό τ ι ft2 · ft, = co s  ( ft2 , f t , ) = 0 και ft3 · ft, = 0 , εν ώ :

ft, · ft, = ft2 · ft2= ft3 · ft3 = 1I

I
|  Γ ρ ά φ ο υ μ ε

(1 .7 .7 )

^(ανύσματα τα οποία είναι αμοιβαία ορθογώνια και έχοον μέτρο too με μονάδά /  
λέγονται οοθοκανονικά.
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Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  τ ι ς  π ιο  π ά ν ω  ιδ ιό τ η τ ε ς  τ ω ν  £ι , $ι κα ι τ ω ν  ε ξ . (1 .7 .5 b ) μ π ο ρ ε ί 

α λ γ ε β ρ ικ ά  να  π ρ ο κ ύ ψ ε ι η εξ . (1 .7 .4 ).

Παράδειγμα 1.7.2.

Δ ίν ο ν τ α ι δ ύ ο  μη π α ρ ά λ λ η λ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Α και Β . Ν α  α ν α λ υ θ ε ί  τ ο  Β σ ε  
δ ύ ο  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  μ ία  π α ρ ά λ λ η λ η  και μ ία  κ ά θ ετη  σ τ ο  Α .

Α ρκεί ν α  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  δ ια ν ύ σ μ α τ α  μ ε κο ινή  α ρ χ ή  ό π ω ς  σ το  σ χ ή μ α  (1 .7 .2 .)

Σ χ ή μ α  1.7 .2. Α ν ά λ υ σ η  το υ  Β σ ε  μ ια  σ υ ν ισ τώ σ α  π α ρ ά λ λ η λ η  σ το  Α  κ α ι μ ία  

κ ά θ ετη  σ το  Α.

Τ ό τ ε  η  π α ρ ά λ λ η λ η  σ υ ν ισ τ ώ σ α  τ ο υ  Β ω ς  π ρ ο ς  τ ο  Α ε ίν α ι η  π ρ ο β ο λ ή  τ ο υ  Β σ τ ο  Α . 
Έ χ ε ι  μ έ τ ρ ο  |B |c o s 0  και δ ιε ύ θ υ ν σ η  α υ τή  τ ο υ  Α . Α ν π ο λ λ α π λ α σ ιά σ ο υ μ ε  τ ο  μ έ τ ρ ο  
α υ τ ό  μ ε  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  Α , π ο υ  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  Α / |Α |, 
β ρ ίσ κ ο υ μ ε

Λ ύ σ η  :

Β Α

Β ,|=  ( |Β | ο ο εθ  )
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Ό μ ω ς  α π ό  τη ν  (1.7.3) co s0  = Α· Β /  |Α | |Β |, ά ρ α

R Α Β  AΒ ΙΙ= |Α |2 A

Το κ ά θ ετο  δ ιά ν υ σ μ α  Β ± σ το  Α ε ίνα ι τό τ ε

Β ^ Β - Β , . Β - ^ Α

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1 .7 .3 ,

<Λ
Ν α β ρ ε θ ε ί τ ο  κ α το π τρ ικ ό  Α ' ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Α ω ς  π ρ ο ς  ε π ίπ ε δ ο  π ο υ  έ χ ε ι  
μ ο να δ ια ίο  κ ά θ ετο  δ ιά ν υ σ μ α  το  Α.

Λ ύ σ η

Σ το  σ χ ή μ α  (1 .7 .3 ) σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  μ ε  δ ια κ εκ ο μ μ έν η  γ ρ α μ μ ή  το  ε π ίπ ε δ ο  κα ι 
κ ά θ ετα  σ ’α υ τ ό  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  το  μ ο να δ ια κ ό  δ ιά ν υ σ μ α  Α . Χ ω ρίς α π ώ λ ε ια  γ ε ν ικ ό τ η τ α ς  
θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τα  A, Α με κο ινό  σ η μ ε ίο  α φ ε τ η ρ ία ς .

Το δ ιά ν υ σ μ α  Α α ν α λ ύ ο υ μ ε  σ ύ μ φ ω ν α  με το  τ ε λ ε υ τ α ίο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  σ ε  π α ρ ά λ λ η λ η  
και κά θετη  σ υ ν ισ τώ σ α  ω ς  π ρ ο ς  το  Α. Ε ίναι

I

( α · * 4 μ ' λ · <α· ' ' )Λ ^

ό π ο υ  : Α = Α χ + Α||

Α πό  το  σ χή μ α  1 .7 .3 . εύ κ ο λ α  σ υ ν ά γ ο υ μ ε  ό τ ι

Α„ = “  Αιι. Αχ ' = Αχ 

Σ υ ν ε π ώ ς

A ' as Αχ -  Α | |=  Aj.+ Α|| — 2  Α| | => 

Α ' = Α -  2 ( Α· Α)
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Σ χ ή μ α  1.7.3. Α νάκλασ η δ ια νύ σ μ α το ς  ω ς προς επίπεδο.

1 .8 . Τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  τ ο υ  K r o n e c k e r

Ε ίνα ι χ ρ ή σ ιμ ο , σ ' α υ τ ό  τ ο  σ η μ ε ίο  ν α  ε ισ ά γ ο υ μ ε  τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  δ,, τ ο  ο π ο ίο  
κ α λ ο ύ μ ε  δ έ λ τ α  το υ  K ronecker. Τ ο  δ„ π α ίρ ν ε ι τ η ν  τ ιμ ή  έ ν α  ( 1 ) ό τα ν  ο ι δ ε ίκ τ ε ς  ε ίν α ι 
ίσο ι και τη ν  τιμή  μ η δ έ ν  ( 0 ) ό τ α ν  ε ίνα ι δ ιά φ ο ρ ο ι μ ε τα ξ ύ  τ ο υ ς .

Δ η λ α δ ή

ί 1 α ν  ί = j 

1 θ  α ν  I #  J
(1.8.1)

Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τ ο υ  σ ύ μ β ο λ ο υ  6jj μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  

και ω ς  ε ξ ή ς

3 3
A ‘ Β = Σ Σ  δ ,Α , Β, (1 .8.2),

1-11-1

Π ρ ά γ μ α τ ι α π ο  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  (1 .8 .1 )  γ ια  ό λ ο υ ς  τ ο υ ς  ό ρ ο υ ς  σ τ η ν  (1 .8 .2 ) γ ια  τ ο υ ς  
ο π ο ίο υ ς  i*j το  δ ( = 0 και σ υ ν ε π ώ ς  π α ρ α μ έ ν ο υ ν  μ ό νο  ε κ ε ίν ο ι γ ια  τ ο υ ς  ο π ο ίο υ ς  i = j.

Ά ρ α
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Σ Σ δ ι ,Α ΐ  Β,= Σ Λ  Β,= Α· Β
I ·1| .1 I -1

(1 .8 .3 )

Το σ ύ μ β ο λ ο  5,f χ α ρ α κ τη ρ ίζε τα ι α π ο  δ ύ ο  δ ε ίκ τ ε ς , σ ε  α ν τ ίθ εσ η  μ ε τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  π ο υ  χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ο ν τ α ι α π ο  έ ν α  δ ε ίκ τ η  μ ό νο . Μ ε τη  β ο ή θ ε ια  τ ο υ  
σ υ μ β ό λ ο υ  K ro n eck er τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ώ ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  ft, 
(εξ. 1.7.7) π α ίρ νε ι τη  μ ο ρ φ ή

&|· = δ|| (1 .8 .4 )

1 .9 . Μ ετ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  π ρ ο β ο λώ ν  Δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  κάτω  απ ό  
π ερ ισ τ ρ ο φ ή  τω ν α ξ ό ν ω ν .

Έ σ τω  έ ν α  σ ύ σ τη μ α  ο ρ θ ο γ ω ν ίω ν  α ξ ό ν ω ν  χ ,Ο χ2 (σχ. 1 .9 .1). Το σ ύ σ τη μ α  α υ τ ό  
π ε ρ ισ τρ έ φ ε τα ι δ ε ξ ιό σ τ ρ ο φ α  κατά  γ ω ν ία  θ γ ύ ρ ω  α π ό  τ ο ν  ά ξ ο ν α  Χ3 και έ ρ χ ε τ α ι  σ τη

θ έ σ η χ ,Ό χ 2'.

Έ σ τ ω  ft,, ft2, και ft, ' , ft2' , μ ο να δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  κ α τά  μ ή κ ο ς τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  τ ω ν  δ ύ ο  
σ υ σ τη μ ά τω ν . Α πό το  σ χ . 1.9.1 β λ έπ ο υ μ ε  ό τ ι

)
ft,' = ft, εοεθ  + ft2 co s  ( -  θ  +π/2 ) = ft, co s0 + ft2 sin0

• >

ft2' = ft, co s  ( π /2+ θ  ) + ft2 co s0  = -  ft,sin0 + ft2 cos0  (1 .9 .1 )

Αν επ ιθ υ μ ο ύ μ ε , μ π ο ρ ο ύ μ ε  σ υ μ β ο λ ικ ά  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  το ν  π ιο  π ά ν ω  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό  
σ ε  μ ο ρ φ ή  π ίνακα

ft,· Ί /  COS0 sin0 \ | (  ft, >

V ^2 J V -sin0 COS0 ) \ k ^2 j

Ο μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  α υ τ ό ς ,  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σ τη ν  α ν ω τ έ ρ ω  σ τρ ο φ ή  κ α τά  γ ω ν ία  
θ ,κ α ι μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε ι  έ ν α  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  (ft , , f t 2) σ ε  έ ν α  ά λ λ ο  
ο ρ θο κ α νο ν ικ ό , λ έ γ ε τ α ι  ο ο θ ο ν ώ ν ιο ο  υ ε τ α σ ν η υ α τ ισ υ ό ο .
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Σχ. 1.9.1. Δ ε ίχ ν ε τα ι η π ερ ισ τρ ο φ ή  το υ  σ υ σ τή μ α το ς  χ ,Ο χ 2 γύρω  από το ν  ά ξο ν α  χ 3, 
κ ά θ ε τ ο  σ το  επ ίπ εδ ο  χ , Ο χ 2, κ α τά  γω ν ία  θ. Δ ε ίχ ν ε τ α ι  έ ν α  σ η μ ε ίο  Ρ  μ ε  

σ υ ν τε τα γ μ έ ν ε ς  (χ ,,χ2>) και ( χ , ',χ2 ') σ τα  δύο σ υ σ τή μ α τα  α ντίσ το ιχα .

Η ο ρ ίζ ο υ σ α  τ ο υ  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο υ  π ίν α κ α  R (0) ε ίν α ι  μ ο ν ά δ α  ( + 1 ). Έ ν α ς  τ έ τ ο ι ο ς  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  λ έ γ ε τ α ι  ν ν ή σ ιο ο  ο ρ θ ο ν ώ ν ιο ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς ./‘Ε π ιλ ύ ο ν τ α ς  τ ο  

σ ύ σ τ η μ α  (1 .9 .2 ) ω ς  π ρ ο ς  ft, και ft2 έ χ ο υ μ ε

δ , =  f t , ' COS0 -  ft2 ' ε ίη θ  , ft2 = s in e  f t , ' + c o s 0  ft2 ' ( 1 .9 .3 )

ή

'  Κ  W

,  * 2 A
c o s 0  -s in 0  \  

s in 0  c o s 0  J

f  f t , '  λ

v. ^2 >
( 1 .9 .4 )

V

Ο ι μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί  (1 .9 .2 )  κ α ι (1 .9 .4 )  ε ίν α ι  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ι  α λ λ ή λ ω ν . Δ ε ν  μ α ς  
ε κ π λ ή σ σ ε ι λ ο ιπ ό ν  ό τ ι τ ο  γ ιν ό μ ε ν ο  τ ω ν  α ν τ ίσ τ ο ιχ ω ν  π ιν ά κ ω ν  ε ίν α ι ο  μ ο ν α δ ια ίο ς  

π ίν α κ α ς

c o s6 +sin0 

-sin0 co s0

COS0

είηθ
(1 .9 .5 )
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Α ν σ υ μ β ο λ ίσ ο υ μ ε  τ ο ν  π ίνα κ α  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ώ ν  (1 .9 .2) μ ε R(0) και τ ο ν  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  
τ η ς  (1.9.4) μ ε R ' (θ) τ ό τ ε  η (1.9.5) γ ρ ά φ ε τα ι

ό π ο υ  I ο τα υ το τ ικ ό ς  2x2  π ίνα κ α ς . Δ η λ α δ ή  ο  R '(0 )  ε ίν α ι ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  R_1(0), τ ο υ  
R(0). Ε ιδ ικ ό τερ α  ε δ ώ  π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ότι

Α ς δ ο ύ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  π ω ς  σ υ ν δ έο ν τα ι ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ( χ , ' ,χ2 ) ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  
χ  σ το  π ε ρ ισ τ ρ α μ μ έ ν ο  σ ύ σ τη μ α  μ ε τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ( χ , ,χ 2) το υ  ίδ ιο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  
σ τ ο  α ρ χ ικ ό  σ ύ σ τη μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν . Ε π ε ιδ ή  π ρ ό κ ε ιτ α ι γ ια  τ ο  ίδ ιο  δ ιά ν υ σ μ α  
π ρ ο φ α ν ώ ς  ισ χύ ε ι

Μ ε τη ν  χ ρ ή σ η  το υ  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ο ύ  (1 .9 .4 ) ή  (1 .9 .8 ) γ ρ ά φ ε τ α ι  

χ , ' f t , ' + χ2 ' V  = χ , (ft,' c o s0 -  ft2' sin0) +

+ χ 2 (ft,' sin6 + ft2' co s0)

= (χ, cos0 + χ2 sin0) ft,' + ( -  χ , sin0 + χ2 c o s0) ft2'

Α πό  τη ν  τ ε λ ε υ τ α ία  σ υ ν ά γ ο υ μ ε  ό τ ι 

χ , ' = χ , co s0 + χ2 sin6

χ 2' = -  χ, sin0 + χ2 co s0 (1 .9.9)

Σ ε  μ ο ρ φ ή  π ίνα κ α , η τ ε λ ε υ τ α ία  γ ρ ά φ ε τ α ι

R ' (0) R(0) = I =R(0) R ' (0) (1 .9 .6 )

R ' (0) = R‘1(0) = R ( -  0) (1 .9 .7 )

(1 .9 .8 )

(1 .9 .1 0 )



I

34

Δηλαδή οι συνιστώσες διανύσματος στο περιστραμμένο σύστημα 
μετασχηματίζονται όπως και τα μοναδιαία διανύσματα 4k' όπως φαίνεται από*
τ η ν  (1 .9 .2 ).

Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ε δ ώ  ό τ ι το διάνυσμαχ παραμένει το ίδιο και ότι απλά οΐ( 
συνιστώσες του αλλάζουν ανάλογα με το ορθογώνιο σύστημα αναφοράς/ Θα
μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  ό μ ω ς  α π ό  π λ ε υ ρ ά ς  φ υ σ ικ ή ς  ν α  π ε τ ύ χ ο υ μ ε  το  ίδ ιο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  
θ ε ω ρ ώ ν τ α ς  κ α ι τ η ν  π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  κ α θ ό σ ο ν  τ ο  σ ύ σ τ η μ α  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  π α ρ α μ έ ν ε ι  σ τ α θ ε ρ ό . Η περιστροφή του συστήματος και η# 
περιστροφή του διανύσματος συνδέονται άμεσα. Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  
π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  κ α τά  γ ω ν ία  θ, α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  μ ε  π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή  του 
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  κ α τά  γ ω ν ία  - θ  (β λ έ π ε  σ χή μ α  1 .9.2)

Σ υ ν ε π ώ ς ,  σ τ ρ έ φ ο ν τ α ς  το  δ ι ά ν υ σ υ α  (και ό χ ι  τ ο  σ ύ σ τ η μ α )  κ α τ ά  γ ω ν ία  θ , ο ι 

σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  θ α  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ο ν τα ι μ ε τ ο ν  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  R '1(0)

(1 .9 .1 1 )

χ

χ

0

Σ χ ή μ α  1.9.2 Η περιστροφή του συστήματος Ηατύ γω νία -0  είναι ισοδύναμη με^ 
Περιστροφή τω ν αξόνων κατά
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Τ ε λ ε ιώ ν ο ν τ α ς  α ξ ίζε ι ν α  το ν ισ τε ί ό τ ι π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  η εξ . (1 .9 .1 0 ) λ α μ β ά ν ε τα ι ω ς  
α φ ε τη ρ ία  γ ια  το ν  ο ρ ισ μ ό  το υ  δ ια ν ύ σ μ α το ς . Λ έμ ε, δ η λ α δή , ό τ ι μ ια  π ο σ ό τ η τ α  ε ίνα ι 
δ ιά ν υ σ μ α  ό τα ν  κ ά τω  α π ό  τη ν  δ ρ ά σ η  σ τρ ο φ ώ ν  μ ετα σ χ η μ α τ ίζ ε τα ι α κ ρ ιβ ώ ς  ό π ω ς  ο ι 
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  Με ά λ λ α  λ ό γ ια  θ α  λ έ μ ε  ό τ ι ο ι Α, και Α2 ε ίν α ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  α ν  κά τω  α π ό  το  μ ετα σ χη μ α τισ μ ό  R(0) μ ετα σ χ η μ α τ ίζο ν τα ι ω ς  ε ξ ή ς

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .9 .1

Να σ τ ρ α φ ε ί τ ο  μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  ft, κ α τά  γ ω ν ία  θ  και ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι 
σ υ ν ισ τώ σ ε ς  το υ . Να γ ίν ε ι  το  ίδιο γ ια  το  ft2.

Σ τ ρ ο φ ή  κ α τά  θ  τ ο υ  ft, δ ίν ε ι  το  f t , '  μ ε σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  π ο υ  β ρ ίσ κ ο ν τ α ι α π ό  τ ο ν  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό

(1 .9 .1 2 )

Λ ύ σ η :

Τ ο δ ιά ν υ σ μ α  ft, έ χ ε ι  σ υ ν ισ τώ σ ες

Α ν 911, 5? 2 ο ι σ υ ν ισ τώ σ ε ς  το υ  ft,' ω ς  π ρ ο ς  το  σ ύ σ τη μ α  (χ ,Ο χ2) τ ό τ ε :
\

f t, ' = ft, c o s0 + ft2 sin θ

Για σ τρ ο φ ή  το υ  ft2 κα τά  θ  έ χ ο υ μ ε  α ν τ ίσ το ιχ α
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<<ωC<01ΠCM
<

χΟ<

+ COS0 ft2

Δ η λ α δ ή

(  $ι ' ϊ  / οοεθ  βΐηθ \ f  ft2 λ
II

-εΐηθ c o s0 )

ό π ω ς  ή δ η  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  α π ό  τ η ν  (1 .9 .2 ).

Ά σ κ η σ η  1 .9 .1

Κ άτω α π ό  τη ν  δ ρ ά σ η  τ η ς  σ τ ρ ο φ ή ς  R(0) έ χ ο υ μ ε  

f t , ' = α  ft, + β ft2 

ft2' = γ  ft, + δ  ft2
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ η ν  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό τ η τ α  τ ω ν  μ ο ν α δ ια ίω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  ν α  
υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν  ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  α ,β ,γ ,δ  .

(Υ π ό δειξη : α = ft, · ft, ’ κ .λ .π .)

Άσκηση 1.9.2

Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς  r σ τ ις  δ ύ ο  δ ια σ τά σ ε ις .

(απ . r = χ , ft, + χ2 ft2 = |r| (ft, ο ο εθ  + ft2sin0) )

Άσκηση 1.9.3

Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  μ ο ν α δ ια ίο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  §, ε φ α π τ ο μ έ ν ο υ  σ ε  
π ε ρ ιφ έ ρ ε ια  κ ύ κ λ ο υ  α κ τ ίν α ς  a .

(απ . §, = -  εΐηθ ft, + co s0 ft2 = ( - χ 2 ft, + χ , ft2)/a)

(Υ π ό δ ε ιξ η : Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ α τε  τ η ν  μ έ θ ο δ ο  τ η ς  ά σ κ η σ η ς  1 .9 .1 .)

Ά σκηση 1.9.4

Ν α β ρ ε θ ε ί  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ α  τ ο υ  η λ ε κ τρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  γ ύ ρ ω  α π ό  μ ια  ά π ε ιρ η  ε υ θ ε ία  

γ ρ α μ μ ή  α ν  δ ίν ε τ α ι  ό τ ι ε ίν α ι α κ τ ιν ικ ό  κα ί έ χ ε ι  μ έ τ ρ ο  2~  ~  , ό π ο υ  ρ  η  α π ό σ τ α σ η  

α π ό  τ η ν  γ ρ α μ μ ή  και λ  το  φ ο ρ τ ίο  α ν ά  μ ο ν ά δ α  μ ή κ ο υ ς .
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Θ α θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  ί ο  τρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τη μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  και θ α  
ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  α ν α λ υ τ ικ ά  τ ο υ ς  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  σ τρ ο φ ώ ν , γ ε ν ικ ε ύ ο ν τ α ς  ό λ ε ς  τ ι ς  
έ ν ν ο ιε ς  π ο υ  α ν α π τ ύ ξ α μ ε  μ έ χ ρ ι σ τ ιγ μ ή ς  σ το  ε δ ά φ ιο  α υ τό : Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ις  
σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  χ  σ ε  δ ύ ο  ο ρ θ ο γ ώ ν ια  σ υ σ τ ή μ α τ α  Ο χ1χ 2χ 3 κα ι 
Ο χ , ' χ ^ χ ^ ,  (ό π ω ς  α υ τ ά  φ α ίν ο ν τ α ι σ το  σ χ ή μ α  1 .9 .3). Σε α ν α λ ο γ ία  μ ε  τ η ν  (1 .9 .8 ) 
έ χ ο υ μ ε :

X— χ, ^ + χ2 $2 + χ3 ̂ 3 = χ, ^ + χ2 $2 + χ3 3̂ (1.9.13)

Α ς σ χη μ α τ ίσ ο υ μ ε  τώ ρ α  το  εσ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  ' · χ . Έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε

/ / · χ= χ / = χ,(β,'^ι) +χ2( / / ·  #2) +χ3()(\'· / 3) (1.9.14)

ό π ο υ  κ ά να μ ε  χ ρ ή σ η  τ η ς  ο ο θ ο κ α νο ν ικ ό τπ τα ο  το υ  ν έ ο υ  σ υ σ τπ υ α το ο  δ η λ α δ ή

ν · ν  = δ„.

Σ χ ή μ α  1.9.3 Σ τρ ο φ ή  σ υσ τήμ α το ς ορθογω νίω ν α ξό νω ν σ τις  3  δ ια σ τάσ εις .

Μ ε α ν ά λ ο γ ο  τ ρ ό π ο  β ρ ίσ κ ο υ μ ε ότι η σ υ ν ισ τώ σ α  χ 2' ,  μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τε ί α π ό  τ ις  
σ υ ν ισ τώ σ ε ς  Χι,χ2,χ3 σ ύ μ φ ω ν α  μ ε το ν  α κ ό λ ο υ θ ο  τύ π ο

χ 2 = Χι( 2̂ ’̂ ι) +χ2 $ 2 ’Λ2) +χ3 ( ft2 ’&3) (1 .9 .1 5 )
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Υ π ο λ ο γ ίζ ο ν τ α ς  α ν ά λ ο γ α  κα ι τ ι ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  χ 3 ' .  κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε  σ τ ο ν  π ίν α κ α  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ .

^  χ Γ  ^ r  ( % ' Χ ) Λ ' “«8) & ' % )  λ f  Χι ^

χ2 ' — (^2 *̂ 2) $ 2 % ) Χ2

V  χ 3 ' J ν. ( * , " * , ) ) ( Κ % )  J V  Χ3 >

Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ε δ ώ  ό τ ι  τ α  ε σ ω τ ε ρ ικ ά  γ ι ν ό μ ε ν α  ε κ φ ρ ά ζ ο υ ν  σ υ ν η μ ίτ ο ν α  

κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς . Έ τ σ ι τ ο  π ρ ώ το  γ ιν ό μ ε ν ο  = c o s ( .^ι») ε ίν α ι τ ο  σ υ ν η μ ίτ ο ν ο
κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  τ ο υ  σ τ η  δ ιεύ θ υ ν σ η  ^ ' (β λ έπ ε  σ χ ή μ α  1.9.3).

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  α π ό  τ ο ν  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό  (1 .9 .1 6 ) τ α  ε ξ ή ς :  Η π ρ ώ τη  σ τή λ η  ε ίν α ι  τ α  

σ υ ν η μ ίτ ο ν α  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  το υ  δ η λ α δ ή

W  = οοεα^

*k2% '  = c o s a 21

Μ ι  ’ = c o s a 31

Α ν ά λ ο γ α  η δ ε ύ τ ε ρ η  σ τή λ η  ε ίν α ι τ α  σ υ ν η μ ίτ ο ν α  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  τ ο υ  &2 ' και η τρ ίτη  

α ν τ ίσ τ ο ιχ α  το υ  $3' .

Γ εν ικ ά  λ έ μ ε  ό τ ι μ ια  π ο σ ό τ η τ α  A =(Α1,Α2ιΑ3) ε ίν α ι δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  α ν  κ ά τω  α π ό  τ ι ς  
σ τ ρ ο φ έ ς  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τη ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ο ν τα ι σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ η ν  (1 .9 .1 6 ).

Γ ια  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ο ν  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  τ ο υ  (1 .9 .1 6 ) , ε ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε  

α ν ά λ ο γ α , χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ η ν  ισ ό τη τα :

X =  Χ·| +  Xg ^2 ^3 ^ 3  =  Χΐ ft, +  Xg ^2 ^  ^3

κα ι σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ς  τ α  ε σ ω τε ρ ικ ά  γ ιν ό μ ε ν α  · χ, ό π ω ς

&,*Χ = Χι = Χι ( &ι -ft, ) +Χ2 ( *̂ 2 ) +Χ3 ( ftl Χ3 )
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ό π ο υ  τώ ρ α  κ ά να μ ε  χ ρ ή σ η  τ η ς  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό τη τα ς  Λ,· ^  = δ ,. Τ ό τε  ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  
π ίν α κ α ς  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ο ύ  είνα ι:

ζ X, ^ (  (Μι') (Ma') (Ms*) ^ χ, ' Λ

χ2 = ( Μ , ' )  ( Μ 2·) ( M V ) χ2

V X3 ) ( Μ 2·) (Μ 3') > V  Χ3 J
Σ υ γ κ ρ ίν ο ν τ α ς  τ η ν  (1 .9 .1 7 ) μ ε τ η ν  (1 .9 .1 6 ) π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι ο ι σ τ ή λ ε ς  τ ο υ  
(1 .9 .1 6 ) έ χ ο υ ν  γ ίν ε ι  γ ρ α μ μ έ ς  τ ο υ  (1 .9 .1 7 ) και α ν τ ίσ τ ρ ο φ α . Λ έ μ ε  τ ό τ ε  ό τ ι ο  
π ίν α κ α ς  (1 .9 .17) ε ίνα ι α ν ά σ τρ ο φ ο ς  (R)T το υ  R σ τη ν (1 .9 .17).

Α π' τ η ν  ά λ λ η  μ ερ ιά  ο μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  (1 .9 .1 7 )  ε ίν α ι ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  τ ο υ  (1 .9 .16), δ η λ α δ ή  ε κ φ ρ ά ζ ε ι τ α  χ, σ ε  σ χ έ σ η  μ ε τ α  xf' .  Ά ρ α  
ε ίνα ι ο α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  R -1 το υ  R σ υ μ π ίπ τε ι μ ε το υ  RT.

Δ η λ α δ ή

(R)T = R·1 (1 .9 .1 8 )

Η εξ ίσ ω σ η  (1 .9 .1 8 ) α π ο τ ε λ ε ί  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  ο ρ θ ο γ ω ν ίο υ  π ί ν α κ α . Γ εν ικ ά  α υ τ ή  η 

ιδ ιό τη τα  ισ χύ ε ι ό τ α ν  μ ετα σ χη μ α τ ίζο υ μ ε  μια ο ρ θ ο γ ώ ν ια  β ά σ η  σ ε  μ ια ά λ λ η  ε π ίσ η ς  
ο ρ θ ο γ ώ ν ια . Το ε ίδ α μ ε  και σ τη ν  α ρ χ ή  σ το  δ ιδ ιά σ τ α τ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α . Σ υ ν ε π ώ ς  ο  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  κ α λ ε ίτ α ι ο ο θ ο ν ώ ν ιο ο . Π ρ έπ ε ι ν α  σ η μ ε ιώ σ ο υ μ ε  ε δ ώ  ό τ ι τ α  

σ τ ο ιχ ε ία  τ ω ν  π ιν ά κ ω ν  (1 .9 .1 6 )  και (1 .1 9 .1 7 )  δ ε ν  ε ίν α ι  ό λ α  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  
α ν ε ξ ά ρ τ η τ α .  Σ το  7 °  κ ε φ ά λ α ιο  * θ α  ξ α ν α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μ ε τ ο υ ς  π α ρ α π ά ν ω  
μ ετ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  και θ α  δ ο ύ μ ε  ό τ ι ε ίνα ι α ρ κ ετό  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ρ ε ις  μ ό νο  γ ω ν ίε ς  
π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή ς  (γ ω ν ίε ς  Euler) γ ια  ν α  εκ φ ρ ά σ ο υ μ ε  και τα  ε ν ν έ α  σ τ ο ιχ ε ία  το υ  π ίν α κ α  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .9.2

Π ε ρ ισ τ ρ έ φ ο υ μ ε  το  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τη μ α  (Ο χ1(χ 2,χ3) κατά  γ ω ν ία  θ γ ύ ρ ω  α π ό  
τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3. Να υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί ο  π ίν α κ α ς  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  R

Λ ύ σ η :

Α ρκεί ν α  β ρ ο ύ μ ε τ α  σ υ νη μ ίτο να  κ α τεύ θ υ σ η ς  τω ν  ft,' , V ,  V . Ε ίνα ι
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Σχ. 1.9.4. Περιστροφή τρισορθογώνιου συστήματος αξόνων γύρω από τον άξονα  
χ3 κατά γωνία θ.

' : c o s a ,, =  $ , · $ / =  co s0

c o sa 21 = ' = c o s (^ -O ) =  sinQ

co sa 31 = k3% ' = c o s  ^  = 0

' : c o sa 12 = ' = co s( |  +Θ) = -sinO

c o s a ^  =  2̂ 2̂ * = c o s8 

cosa32 = ^3 x,a)2 = 0  

K ’ c o s a :3 = £,£3 = 0

COSQ23 = ft2 ^3 = 0

|

Άρα
cosq3 3  = $3 ^ 3  '=  1  διότι ft3  s  fc3*

R(0)

i  COS0 -sinO 0  ^

sinO COS0 0

^ 0 0 1 >
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^  χ, ^ r  χ , '  λ

Δ η λ α δ ή χ2 = R (θ) χ2 '

^ Χ3 > 1 χ3 ' y

R · (θ) = R3’(0) =R3(-0)

Παράδειγμα 1.9.3.

Ν α ε ξ ε τ α σ τ ε ί κ α τά  π ό σ ο ν  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τα

ξ , = ( ^ 2 '' 'Γ 2 · 0 ) · ξ2 = ( ν·β 'ν6 ' Λ^ _ ) · ?3 = ‘ -β  ’

α π ο τ ε λ ο ύ ν  έ ν α  ο ρ θ ο κ α νο ν ικ ό  σ ύ σ τη μ α .

Ν α β ρ ε θ ε ί ο μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  π ο υ  σ υ ν δ έ ε ι  τ α  ξ £ ,  ? 3  Με τ α

f t , - ( 1 , 0 , 0 ) Λ - (  0 ,1 ,0 ) ,  ft,- ( 0 , 0 , 1 )

Λ ύσ η  :

Γ ια ν α  δ ια π ισ τώ σ ο υ μ ε  ε α ν  τα  ξ ·^  ξ 2) ξ 3 α π ο τ ε λ ο ύ ν  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α , θα  

υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  ό λ α  τα  εσ ω τε ρ ικ ά  γ ιν ό μ ε ν α  ξ|· ξ^

Ο υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  ε ίνα ι α π λ ό ς . Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  

g £ J ___L  _ L _ L  λ ^ Γ ~  η
5 r 5 2 ' V 2 V e  V 2 V6 > 3 - ° ' κ·°·κ·

Σ υ ν ε χ ίζ ο ν τ α ς  τη  δ ια δ ικ α σ ία , ό λ ε ς  ο ι π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  τ ω ν  ε σ ω τ ε ρ ικ ώ ν  γ ιν ο μ έ ν ω ν  

μ ετα ξ ύ  τω ν  δ ο σ μ έ ν ω ν  ξ | ,  γ ρ ά φ ο ν τα ι μ ε τη  χ ρ ή σ η  το υ  σ υ μ β ό λ ο υ  το υ  K ronecker ω ς

α κ ο λ ο ύ θ ω ς :

i
|5 r  5j = δϋ

Σ υ ν ε π ώ ς  το  σ ύ σ τη μ α  ξ | ε ίνα ι ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό  : ξ | ^



α π ο  τ η ν  (1 .9 .17 ) π ρ ο κ ύ π τε ι

ί  ξ, > '  (U ) (Η ) A i ) Νf Χ1 ^
ξ2 = (Χ 2^2) (^3*^2) χ2

V ^ 3  )  ̂& ΐ) ( ^ 2 ^ )  (^3 ^3) J V χ3 )

Ο  π ίν α κ α ς  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  μ ε τ ά  τ η ν  α ν τ ικ α τά σ τα σ η  τ ω ν  α ρ ιθ μ η τ ικ ώ ν  τ ιμ ώ ν  τ ω ν  

εσ ω τερ ικ ώ ν  γ ιν ο μ έ ν ω ν  ε ίν α ι

R =

/  J_. J_ _L
Vi Vi Vi

1 1 1

'Vi Vi Vi

Λ Vi 1
υ

'Vs Vi

\

/

Σ η υ ε ίω σ η  : Α ν ά φ έ ρ α μ ε  ή δ η  ο τ ι ο ι π ίν α κ ε ς  π ο υ  σ υ ν δ έ ο υ ν  ο ρ θ ο γ ώ ν ια  σ υ σ τ ή μ α τ α  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  κ α λ ο ύ ν τα ι ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ι. Γ εν ικ ώ τερ α , κ ά θ ε  τ ε τ ρ α γ ω ν ικ ό ς  π ίν α κ α ς  Ο  

δ ιά σ τ α σ η ς  η χ  η π ο υ  υ π α κ ο ύ ε ι σ τη  σ υ νθ ή κ η

Ο  0 Τ = I (1 .9 .1 9 )

ό π ο υ  / ε ί ν α ι  ο  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο ς  τ α υ τ ο τ ικ ό ς  π ίν α κ α ς  δ ιά σ τ α σ η ς  π χ  π , κ α λ ε ίτ α ι  

ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ς . Η σ υ νθ ή κ η  (1 .9 .1 9 ) γ ρ ά φ ε τ α ι  μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ ω ν  σ τ ο ιχ ε ίω ν  τ ο υ  π ίν α κ α  

και ω ς  ε ξ ή ς

(Ο ΟΤ )„ > OikOT q -  δϋ (1 -9-20)

ό π ο υ  σ τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  έ χ ε ι  γ ίν ε ι  χ ρ ή σ η  τ η ς  α θ ρ ο ισ τ ικ ή ς  σ ύ μ β α σ η ς .
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1.10. Διανυσματική Εξίσωση του Επιπέδου

Η δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  το υ  ε π ιπ έ δ ο υ  π ρ ο κ ύ π τε ι με δ ια δ ικ α σ ία  α ν ά λ ο γ η  
ε κ ε ίν η ς  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  (ε δ ά φ ιο  1 .5) Α πό τη ν  ευ κ λ ε ίδ ια  γ ε ω μ ε τ ρ ία  ε ίν α ι γ ν ω σ τ ό  ό τ ι 
δ ύ ο  τ ε μ ν ό μ ε ν ε ς  ε υ θ ε ίε ς  ο ρ ίζο υ ν  έ ν α  ε π ίπ ε δ ο . Ξ έρ ο υ μ ε  ό τ ι δ ύ ο  τ έ τ ο ιε ς  ε υ θ ε ίε ς  
π α ρ ισ τ ά ν ο ν τ α ι α π ό  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τα , έσ τω  Α και Β . Κ άθε δ ιά ν υ σ μ α  C τ ο υ  ε π ι
π έ δ ο υ  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  ω ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  τ ο υ ς  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  C =  α Α + β Β . Κ ατά  
σ υ ν έ π ε ια  α ν  R 0 = (χ0,, χ°2, χ°3) ε ίνα ι έ ν α  δ ε δ ο μ έ ν ο  σ η μ ε ίο  το υ  ε π ίπ ε δ ο υ  και το  
δ ιά ν υ σ μ α  R = (χ ,, χ 2, χ 3) α ν α π α ρ ισ τά  τ υ χ ό ν  σ η μ ε ίο  α υ τ ο ύ , το  δ ιά ν υ σ μ α  R -  R 0 
κείτα ι σ το  ε π ίπ ε δ ο  (σ χ . 1 .10 .1). Γ ρ ά φ ο υ μ ε  τ ό τ ε

R -  R 0 = α  Α + β  Β.

ή R = R 0 + α Α + β Β .  (1 .1 0 .1 )

Σ τη ν  ε ξ ίσ ω σ η  (1 .1 0 .1 ) υ π ε ισ έ ρ χ ο ν τ α ι  δ ύ ο  β α θ μ ω τ έ ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι  α  κα ι β  σ ε  
α ν τ ίθ εσ η  με α υ τή  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  ό π ο υ  ε ισ ά γ ε τ α ι μ ό νο  μία, κα ι α υ τ ό  ε ίν α ι φ υ σ ικ ό  
δ ιό τ ι το  ε π ίπ ε δ ο  ε ίνα ι δ ιδ ιά σ τα τ ο ς  χ ώ ρ ο ς .

Σ χήμ α  1 .10.1: Επ ίπεδο που ο ρ ίζετα ι απο δυο τεμ ν ό μ εν α  δ ια νύσ μ α τα  Α και Β. Το  

διά νυσ μα  Ν ε ίν α ι κ ά θ ετο  σ το  επ ίπεδο.
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Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ ,  
π ο υ  δ ώ σ α μ ε  σ το  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  ε δ ά φ ιο , γ ια  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  τ ο  ε π ίπ ε δ ο  
μ ε δ ια φ ο ρ ε τ ικ ό  και α π λ ο ύ σ τ ε ρ ο  τ ρ ό π ο . Σ 'α υ τή  τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  ε ίν α ι  α ρ κ ε τ ό  ν α  
δ ο θ ε ί τ ο  κ ά θ ε το  δ ιά ν υ σ μ α  Ν τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ . Τ ό τ ε , δ ε δ ο μ έ ν ο υ  τ ο υ  R0, η σ υ ν θ ή κ η  

ώ σ τ ε  τ ο  σ η μ ε ίο  R ν α  κ είτα ι σ το  ε π ίπ ε δ ο  κ ά θ ε το  σ τ ο  Ν ε ίν α ι

( R - R 0) N = 0  (1.10.2)

Α ν Ν = n, ft, +n2 ft2 + n3 ft3 , ό π ο υ  n „  n2 , n 3 , ε ίνα ι ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  

τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  π ο υ  ε ίνα ι κ ά θ ε τ ο  σ το  ε π ίπ ε δ ο  , τ ό τ ε  η  ( 1 .10.2) γ ί ν ε τ α ι :

π, ( χ , -  χ0,) +  n2 (χ2 -  χ°2) + η3 (χ3 -  χ°3) = 0 (1 .1 0 .3 )

ή η, χ, +  η2 χ2 +  η3 χ3 = η

όπου η = η, χ°, +η2 χ°2 +  η3 χ°3

Παράδειγμα 1.10.1

Ν α β ρ ε θ ε ί  η ε ξ ίσ ω σ η  τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ο  τ ο  σ η μ ε ίο  R„ =

(1 ,2 ,3 ) κα ι ε ίν α ι κ ά θ ε το  σ τη ν  ε υ θ ε ία
χ , — 1 χ , Χ3 + 5

Α π ό  τ η ν  π α ρ α μ ε τρ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε υ θ ε ία ς ,

X, -  X0, X, -  Χ°9 Χ3 -  Χ°3 
Qj Q2 Q3

γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  A  =  α ,  ft,+ a 2ft2 +  a 3ft3 ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ ο  σ ’α υ τ ή . Σ τη  
σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν η  π ε ρ ίπ τ ω σ η

A = 4  ft1+ 5  ft2 + 6 ft3

R — R0 =(Xi — 1) fti +(Xi — 2) ft2 +(x3 — 3 ) ft3 

ο π ό τ ε  η  σ χ έ σ η  (R -  R0) * A = 0  γ ίν ε τ α ι  

4  (x, -  1) +  5  (x2— 2) +6 (x3— 3) = 0  

ή  4  x , + 5  x2 + 6 x3 =  32
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Παράδειγμα 1.10.2

Ν α β ρ εθ ε ί η γ ω ν ία  μ ετα ξύ  τω ν  επ ιπ έ δ ω ν  

3  χ, + 4  χ 2 — 0

2 χ , + χ2 -  2 χ3 = 0

Ω ς γ ω ν ία  δ ύ ο  ε π ιπ έ δ ω ν  ο ρ ίζ ε τ α ι η  γ ω ν ία  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  
κ ά θ ε τ α  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  π ρ ο ς  α υ τ ά . Α υ τά  μ π ο ρ ο ύ ν , ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  ά μ ε σ α  α π ό  τ ο υ ς  
σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  τω ν  χ ,, χ 2, χ3 τω ν  εξ ισ ώ σ εω ν  τω ν  ε π ιπ έ δ ω ν . Ε ίναι

Ν , = 3 + 4 $2

Ν2 = 2 + 2̂ — 2 3̂

Η γ ω ν ία  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ε τα ι μ έσ ω  το υ  σ υ νη μ ιτό νο υ  τ η ς  α π ο  το  ε σ ω τε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

οοεθ = — ^
Ν, 6 + 4  2 n  . , 2 .

IN,| |N2| " 5  · 3 - 3 -^0 - cos ( 3 )

1.11. To διανυσματικό γινόμενο

Σ το  ε δ ά φ ιο  1.7 μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  το  ε σ ω τε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  και 
ε ίδ α μ ε  ό τ ι ο ρ ίζ ε τ α ι  ω ς  έ ν α  β α θ μ ω τό  μ έ γ ε θ ο ς  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ’ α υ τ ά . Γ ια 
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  σ τη  μ η χα ν ική  α ν  το  έ ν α  δ ιά ν υ σ μ α  α ν τ ιπ ρ ο σ ω π ε ύ ε ι σ τα θ ε τή  δ ύ να μ η  F 
και το  ά λ λ ο  τη  μ ετα τό π ισ η  r κα τά  μ ή κ ο ς τ η ς  ο π ο ία ς  η F δ ρ ά , τ ό τ ε  τ ο  εσ ω τε ρ ικ ό  
γ ιν ό μ ε ν ο  ο ρ ίζ ε ι τ ο  έ ο ν ο  π ο υ  η  δ ύ να μ η  α υ τή  π α ρ ά γ ε ι

W  = F t  = |F| |r| οοεθ.

Α ς  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό μ ω ς  ό τ ι έ χ ο υ μ ε  έ ν α  ά λ λ ο  π ρ ό β λ η μ α  μ η χ α ν ικ ή ς  σ το  ο π ο ίο  
σ τ ε ρ ε ά  ρ ά β δ ο ς  π ε ρ ισ τ ρ έ φ ε τ α ι  γ ύ ρ ω  α π ο  ά ξ ο ν α  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ο  τη  μ ία ά κρη  
τ η ς  (σ χ ή μ α  1 .11 .1 ) κ ά τω  α π ό  τη ν  επ ίδ ρ α σ η  δ ύ ν α μ η ς  F ε φ α ρ μ ο ζ ό μ ε ν η ς  σ το  ά λ λ ο  
ά κ ρ ο .

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  τ ό τ ε  ό τ ι η κ ά θ ετη  σ υ ν ισ τώ σ α  |F|sin0 τ η ς  F τ ε ίν ε ι  ν α  σ τ ρ έ ψ ε ι τη  
ρ ά β δ ο  γ ύ ρ ω  α π ό  το ν  ά ξ ο ν α  κ ά θ ετο  σ το  ε π ίπ ε δ ο  π ο υ  ο ρ ίζ ο υ ν  τα  F, γ . Γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  
ε π ίσ η ς  ό τ ι η α π ο τ ε λ ε σ μ α τ ικ ό τ η τ α  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  μ ε γ α λ ώ ν ε ι κ α θ ώ ς  α π ο μ α κ ρ ύ ν ε τα ι 
τ ο  σ η μ ε ίο  ε φ α ρ μ ο γ ή ς  τ η ς  α π ο  το ν  ά ξ ο ν α  Ο. Σ η μ ε ιώ σ τε  ό τ ι η κ α το π τρ ικ ή  δ ύ να μ η
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τ η ς  F ω ς  π ρ ο ς  τη ρ ά β δ ο  r (κ ύ ττα ξ ε  ο χ . 1.7.3) θ α  ε ίχ ε  α π ο τ έ λ ε σ μ α  ίδ ιο  ω ς  π ρ ο ς  το  

μ έ τ ρ ο , α λ λ ά  θ α  π ρ ο κ α λ ο ύ σ ε  α ν τ ίθ ε τ η  π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή  τ η ς  ρ ά β δ ο υ . Δ η λ α δ ή  η ρ ο π ή  
έ χ ε ι  μ έτρ ο  Μ = |F |s in 0  r και κ α τά λλ η λ η  φ ο ρ ά .

F

Σ χ ή μ α  1.11.1. Η  κ ά θ ετη  σ υνισ τώ σ α  |F |s in 0  τη ς  δύναμης τ ε ίν ε ι να π ερ ισ τρ έφ ε ι τη  

ρ ά βδο  ΟΑ σ τερ εω μ ένη  σ το  Α.

Ο ρ μ ώ μ ε ν ο ι α π ο  τ α  π α ρ α π ά ν ω  ο ρ ίζ ο υ μ ε  ω ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  ή  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  
γ ιν ό μ ε ν ο  rx F το  δ ιά ν υ σ μ α

rx F = |r | |F |s in 0  A (1 .1 1 .1 )

ό π ο υ  Λ ε ίνα ι τ ο  μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  κ ά θ ετο  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  τ ω ν  r  και F , έ τ σ ι  ώ σ τ ε  r, 

F ,  ή ν α  α π ο τ ε λ ο ύ ν  δ ε ξ ιό σ τ ρ ο φ ο  σ ύ σ τ η μ α  (σ χ ή μ α  1 .1 1 .2 ) .  Δ η λ α δ ή  δ ύ ο  
δ ια ν ύ σ μ α τ α  α π ε ικ ο ν ίζ ο ν τα ι σ ε  έ ν α  δ ιά ν υ σ μ α  ό π ω ς  ο ρ ίζ ε ι η  ε ξ ίσ ω σ η  (1 .1 1 .1 ).

Σ χ ή μ α  1.11.2. Π α ρ ά σ τα σ η  τω ν  δ ια νυσ μ ά τω ν  r ,F  και rxF .
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Σ η μ ε ιώ σ τε  ότι |rx F | ε ίν α ι το  ε μ β α δ ό ν  το υ  π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ ο υ  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ε τα ι 
α π ο  τ α  r και F.

Ιδ ιό τη τεο  το υ  δ ια ν υ σ υ α τ ικ ο ύ  ν ιν ό υ ε ν ο υ . Για τυ χ α ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  A ,B ,C  ισ χ ύ ο υ ν  

ο ι ιδ ιό τη τ ε ς :

Α χ Β = - Β χ Α  (1 .1 1 .2 )

δ η λ α δ ή  το  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  ε ίνα ι α ντ ισ υ μ μ ετρ ικ ό .

Α χ  ( Β + C ) = Α χ  Β + Α χ  C (1 .1 1 .3 )

( Α + Β ) χ C = Α χ C + Β χ C (1 .1 1 .4 )

Η (1 .1 1 .2 ) ε ίνα ι ά μ εσ η  σ υ ν έ π ε ια  το υ  ο ρ ισ μ ο ύ  (1 .1 1 .1 ). Η α π ό δ ε ιξ η  τ ω ν  (1 .1 1 .2 -  
1 .11 .4) α φ ή ν ε τ α ι γ ια  ά σ κη σ η .

Τ ις  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ε ς  φ ο ρ έ ς ,  ιδ ια ίτ ε ρ α  σ ε  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς ,  ε ίν α ι χ ρ ή σ ιμ η  η 
έ κ φ ρ α σ η  το υ  ε ξ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  σ ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  τ ω ν  
δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν . Π α ρ α τ η ρ ώ ν τα ς  ό τ ι σ ε  έ ν α  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τ η μ α  τ α  μ ο ν α δ ια ία  
δ ια ν ύ σ μ α τ α  £,,£2,£3 ικ α ν ο π ο ιο ύ ν

λ, χ  $2 = $3 . $2 χ $3 = , #3 χ $ι = &2 (κυκλική ε ν α λ λ α γ ή )

ε ύ κ ο λ α  υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι

Α χ Β = ( Α ,#, + Α2 ΊΆ 3 ^3) ^ ( Β ,*, +Β2 ^  + β3 ^3) 

ή Α χ Β=( A ,Β2 -  Α2Β ,) (* ,χ * 2) + ( Α ,Β3 -  Α3Β,) (* ,χ *3)

+( A *  — Α3Β2) (*2Χ ^3)

Ax Β — ( Α2Β3 Α3Β2) ^  +( Α3Β1 — Α ι Β3 ) 2̂ +( Α2Βι — Α^Β2) (1 .1 1 .5 )ΐι

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  α π ο μ ν η μ ο ν ε ύ σ ο υ μ ε  τη ν  τ ε λ ε υ τ α ία  έκ φ ρ α σ η  κ α λ ύ τ ε ρ α  σ ε  μ ο ρ φ ή  
ο ρ ίζ ο υ σ α ς  γ ρ ά φ ο ν τ α ς  και α ν α π τ ύ σ σ ο ν τ α ς  τη ν  ο ρ ίζο υ σ α  κατά  τ α  γ ν ω σ τ ά
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Α χΒ =

ft, ^2 ^3

Α, Ag Αϊ

Β, β 2 β 3

(1.11.6)

Μ ερικά  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  π ο σ ο τ ή τ ω ν  τ η ς  φ υ σ ικ ή ς  π ο υ  ο ρ ίζ ο ν τ α ι  μ ε  τ η ν  

β ο ή θ ε ια  το υ  εξ ω τερ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  ε ίνα ι*

Μ = r χ  F (ρ ο π ή  δ ύ ν α μ η ς )

ό π ο υ  r τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  F π ρ ο ς  δ ο θ έ ν  σ η μ ε ίο , κ α ι F  η δ ύ ν α μ η  

α υ τ ή . Ε π ίσ η ς ,

L = r  χ  ρ  (σ τρ ο φ ο ρ μ ή  ε ν ό ς  σ ω μ α τίο υ ) 

ό π ο υ  ρ η ορ μ ή  τ ο υ  σ ω μ α τ ίο υ .

Παράδειγμα/ 1.11.1

Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  δ ύ ο  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  π ο υ  ε ίν α ι κ ά θ ε τα  σ τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α

Α = 2 $, + 2 — 3

Β = £, + 3  $2 + ^3

Δ ια ν ύ σ μ α τ α  κ ά θ ε τ α  σ τ α  Α κ α ι Β θ α  ε ίν α ι  κ ά θ ε τ α  κ α ι σ τ ο  ε π ί π ε δ ο  π ο υ  
σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  τ α  Α κα ι Β . Υ π ά ρ χ ο υ ν  δ ύ ο  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  κ ά θ ε τ α  σ ε  
ε π ίπ ε δ ο ,  το  έ ν α  ε ίν α ι α ν τ ίθ ε τ ο  τ ο υ  ά λ λ ο υ . Ε π ίσ η ς  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  
γ ιν ό μ ε ν ο  ΑχΒ ε ίνα ι κ ά θ ετο  σ το  Α και σ το  Β. 'Α ρα

* _  Α χΒ  
|Α χ Β |

Λ’ Α -  Β χΑ  
-  |Α χ Β |

Α λ λ ά

ft, ft2 fte

Α χΒ = 2 2 -3

1 3 1
= 11 f t , - 5  *2+4 $3

και |Α χ Β | = 9*^2. Ά ρ α  τ α  δ ύ ο  μ ο ν α δ ια ία  ε ίν α ι

* βλέπε D. Halliday και R. Resnick, Φυσική, Μ έρος Α.
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I

*» -  5  *» +4
9V 2

Παράδειγμα ^ /*

Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι α π ο  το  σ η μ ε ίο  (3 ,2 , -  4) και 
ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ η  σ τη ν  τομή  π ο υ  ο ρ ίζο υ ν  τ α  δ ύ ό  ε π ίπ ε δ α

χ, + 3 χ2 - 2 χ3 = 8 , χ, - 3 χ 2 +χ3 = 0

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  π ρ ώ τα  ό τ ι η το μ ή  τω ν  δ ύ ο  ε π ιπ έ δ ω ν  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ η  ω ς  π ρ ο ς  τ ο  
δ ιά ν υ σ μ α  n, χ η2, ό π ο υ  η12 τα  δ ια ν ύ σ μ α τ α  κ ά θ ετα  σ τα  ε π ίπ ε δ α  Ε 12 α ν τ ίσ τ ο ιχ α . 
Α πο  τ ις  εξ ισ ώ σ ε ις  τω ν  ε π ιπ έ δ ω ν  εύ κ ο λ α  δ ια β ά ζο υ μ ε  τ ις  σ υ ν ισ τώ σ ε ς  τ ω ν  η12

η, = ^  +· 3 &2 —2 ^

η2 ~ 3 λ2 + ^

Σ υ ν ε π ώ ς , το  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ ο  σ τη ν  ε υ θ ε ία  ε ίνα ι:

Η εξ ίσ ω σ η  τ η ς  ζ η τ ο υ μ έ ν η ς  ε υ θ ε ία ς  ε ίνα ι τ ό τ ε  

R -R0 = t (n, χ  n2 )

R - (  3  ft, + 2 ft2 - 4  ft3 ) = - (  3  ft, +3 «2 +6 ft3 ) t 

ή σ ε -μ η  π α ρ α μ ετρ ικ η  μ ο ρ φ ή ; ~ .

χ , - 3  χ 2 - 2  χ 3 +4 
3  = 3  "  6

Ν α π α ρ α χ θ ο ύ ν  οι ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι α π ο  το  σ η μ ε ίο  

Ro = r°i 61 +r°2 ®2 3 δ3

ft, ^2 ^3

η, χ  η2 = 1 3 -2 ( =  - 3  Λ, - 3  ft2 - 6  ft3 j  L

1 -3 1

)
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και ε ίνα ι π α ρ ά λ λ η λ η  σ ε  δ ιά ν υ σ μ α  

V = ν, δ·, + ν 2 § 2 + ν 3 §3,

μ ε  τη  χ ρ ή σ η  το υ  ε ξ ω τ ερ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ .

Λ ύ σ η :

Ό π ω ς  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  γ ια  τ υ χ α ίο  σ η μ ε ίο  R τ η ς  ε υ θ ε ία ς ,  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  R -R 0 ε ίν α ι  

π α ρ ά λ λ η λ ο  το υ  V. Σ υ ν ε π ώ ς  το  εξ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

|( R -R 0 ) X V | = |R  - R 0 1 |V | sin0 = 0

ε ίν α ι μ η δ έ ν , δ ιό τ ι θ = 0 . Γ ρ ά φ ο ν τ α ς  τα  δ ια ν ύ σ μ α τ α  μ ε τ ι ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ ς ,  τ ο  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  ( R -R 0) χ  V γ ρ ά φ ε τ α ι και ω ς  ε ξ ή ς

Λ Λ Λ
βι β 2 θ 3

X •4 « χ2 - r°2 χ 3 - r0:

V1 V2 ν 3

η ο π ο ία  ο δ η γ ε ί  σ τ ις

(x1- r°1) v 2 = (x2 - r ° 2) ν ,

(χ2 - r ° 2) ν3 = (x3- r ° 3) ν 2 

(Xi-r°1)v3 = (x3 - i <,3) ν , . 

ή ισ ο δ ύ ν α μ α

(χ, -rQ,) _  (χ , - r ° 2) _  (xa —r0·,)
V1 v2 v3

π ο υ  ε ίνα ι ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ η ς  ε υ θ ε ία ς .

Ά σ κ η σ η  1 .1 1 .1  :

Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ο τ ι τ ο  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  γ ύ ρ ω  α π ο  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  α γ ω γ ό  δ ια ρ ρ ε ό μ ε ν ο  μ ε  
ρ εύ μ α  I δ ίν ε τ α ι α π ο  τη  σ χ έ σ η

μ0 (& ,χ  ρ) 
Β "  2 π  ρ2
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ρ η α π ό σ τα σ η  τ ο υ  σ η μ ε ίο υ  σ το  ο π ο ίο  ζη τε ίτα ι το  π ε δ ίο  α π ό  τ ο ν  α γ ω γ ό  και fcj 

μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  κ α τά  μ ήκος το υ  α γ ω γ ο ύ .

Υ π ό δ ε ιξ η : Δ ίν ε τ α ι  ό τ ι το  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ε τ α ι  α π ό  κ υ κ λ ικ έ ς  

δ υ ν α μ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς  με κ έν τρ ο  τα  σ η μ εία  το υ  α γ ω γ ο ύ  και έ χ ε ι  μ έτρ ο  Β = ^  Ι/ρ.

Ά σ κ η σ η  1 .1 1 .2 :

Να ε ξ ε τα σ θ ε ί π ω ς  μ ετα σ χη μ α τ ίζ ε τα ι το  π εδ ίο  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς  ά σ κ η σ η ς  

ΐ) Κ άτω α π ό  σ τ ρ ο φ έ ς  γ ύ ρ ω  το υ  ά ξ ο ν α  το υ  α γ ω γ ο ύ , 

ϋ) Κάτω α π ό  τη ν  α ν α σ τρ ο φ ή  r -> -r

Να σ υ γ κ ρ ιθ ο ύ ν  τα  α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α  και μ ε  εκ ε ίνα  τ η ς  ά σ κ η σ η ς  4  το υ  ε δ α φ ίο υ . 1.9.

1 .12 . Τα  τρ ιπ λά  γ ιν ό μ εν α  C  (A x B )  κα ι A x ( B x C )

Ε ίδ α μ ε  σ τ ο  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  ε δ ά φ ιο  ό τ ι  τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  
δ ια ν υ σ μ ά τω ν  ε ίν α ι έ ν α  ν έ ο  δ ιά νυ σ μ α . Κατά σ υ ν έ π ε ια  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  π ά ρ ο υ μ ε  τ ο  
εσ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  α υ το ύ  με έν α  τρ ίτο  δ ιά νυ σ μ α . Ε π ίσ η ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  π ά ρ ο υ μ ε  
το  ε ξ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  α υ το ύ  με έ ν α  τρ ίτο  δ ιά ν υ σ μ α  και ν α  π ρ ο κ ύ ψ ε ι έ ν α  ά λ λ ο  
δ ιά νυ σ μ α . Έ τσ ι μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  α π ό  τρ ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  έ ν α  β α θ μ ω τό  και ε ν α  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  μ έ γ ε θ ο ς  δη λ .

(Α χΒ ) C β α θ μ ω τό *

A x(B xC ) δ ιά ν υ σ μ α

Τα μ ε γ έ θ η  α υ τ ά  έ χ ο υ ν ,  κ α θ ώ ς  θ α  ιδ ο ύ μ ε , φ υ σ ικ ή  σ η μ α σ ία  και ε ίν α ι α ρ κ ε τ ά  
χ ρ ή σ ιμ α  σ τ ις  ε φ α ρ μ ο γ έ ς .  Α ς δ ο ύ μ ε  ό μ ω ς  σ ' α υ τ ό  τ ο  σ η μ ε ίο  τη  γ ε ω μ ε τ ρ ικ ή  
ερ μ η ν ε ία  τ η ς  β α θ μ ω τή ς  π ο σ ό τη τ α ς  (AxB)-C.

Έ σ τ ω  λ ο ιπ ό ν  τρ ία  τ υ χ α ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  A ,B ,C . Φ έ ρ ο ν τ α ς  π α ρ ά λ λ η λ ε ς  α π ό  τ η ν  
κ ο ρ υ φ ή  το υ  κ α θ ε ν ό ς  π ρ ο ς  τα  ά λ λ α  δ ύ ο , σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  το  π α ρ α λ λ η λ ε π ίπ ε δ ο  το υ  
σ χ ή μ α τ ο ς  (1 .12 .1 ). Γ νω ρ ίζο υμ ε  τώ ρ α  ότι το  εξ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  τω ν  δ ια ν υ σ μ ά τω ν  
Α και Β ε ίν α ι  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  έ χ ε ι  δ ιε ύ θ υ ν σ η  σ τ ο ν  τ ρ ίτ ο  ά ξ ο ν α  τ ο υ  
τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  και έ χ ε ι  μ έ τρ ο  ίσ ο  μ ε  τ ο  ε μ β α δ ό  τ η ς  β ά σ η ς  τ ο υ  
π α ρ α λ λ η λ ε π ιπ έ δ ο υ  (β λ έ π ε  σ χή μ α  1 .12.1).

* καθώς θα ιδούμε στο κεφάλαιο 7 πρόκειται για ένα ψευδοβαθμωτό μέγεθος. Αντίστοιχα 
το εξωτερικό γινόμενο είναι ψευτοδιανυσματικό μέγεθος.
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Α χ Β = ( | Α | IΒ I coscp ) #3 = E $3 = E

T o ύ ψ ο ς  το υ  π α ρ α λ λ η λ ε π ιπ έ δ ο υ  h, μ π ο ρ ε ί ν α  π α ρ α σ τ α θ ε ί  α π ό  τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  
γ ιν ό μ ε ν ο  το υ  C μ ε το  #3.

h = C %

Σ υ ν ε π ώ ς  ο ό γ κ ο ς  το υ  π α ρ α λ λ η λ ε π ιπ έ δ ο υ  ε ίνα ι

V = h Ε = E(C-*3) = (EAjJ-C ή

V = (Α χΒ ) · C  =C· (Α χΒ )

Ξ ε κ ιν ώ ν τα ς  α π ο  τ ις  ά λ λ ε ς  β ά σ ε ις  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  V = (B xC ) 1 A = Α -(BxC), και

V = (CxA )· Β = Β ‘(C xA ) (1 .1 2 .1 )

Σ χ ή μ α  1.12.1 . Τρ ία  δ ια νύσ μ α τα  Α , Β  και C  ο ρ ίζο υ ν  έν α  π αρα λληλεπ ίπ εδο .

σ υ ν ε π ώ ς  ό λ ε ς  ο ι  π α ρ α π ά ν ω  ε κ φ ρ ά σ ε ις  ο δ η γ ο ύ ν  σ τ ο  ίδ ιο  α π ο τ έ λ ε σ μ α . Ά ρ α  ο ι 
π α ρ α ν θ έ σ ε ις  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  π α ρ α λ η φ θ ο ύ ν , δ η λ α δ ή  γ ρ ά φ ο υ μ ε  α π λ ά  ν

3
V = C · Α χ  Β = Σ  Q  ·( Αχ  Β  ),

1=1

Ε ύ κ ο λ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ε κ φ ρ ά σ ο υ μ ε  τ ο ν  ό γ κ ο  κα ι ω ς  π ρ ο ς  τ ι ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  τ ω ν  
δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν

A2B3- C 1A3B2 t C g A ^  - C jA tBj +C 3 A, B2- C 3A2B, ( 1. 12.2)
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Τη (1 .12 .1 ) κ α λ ο ύ μ ε και τρ ιπ λ ό  β α θ μ ω τό  γ ιν ό μ ε ν ο . Η δ ια νυ σ μ α τικ ή  τ ο υ  έ κ φ ρ α σ η  
ε ίν α ι  σ υ μ π α γ ή ς  και ε υ κ ο λ ο μ ν η μ ό ν ε υ τ η , ό μ ω ς  η (1 .1 2 .2 ) ε ίν α ι π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο  
χ ρ ή σ ιμ η  σ το υ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς . Θ α ή τα ν  λ ο ιπ ό ν  επ ιθ υ μ η τό  να  μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  ν α  τη  
γ ρ ά ψ ο υ μ ε  σ ε  μ ιά β ο λ ικ ό τερ η  μ ο ρ φ ή . Π ρ ο ς  τ ο ύ τ ο  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  τ α  α κ ό λ ο υ θ α . 
Υ π ά ο ν ο υ ν  τ ρ ε ις  ό ο ο ι σ τη ν  (1 .1 2 .2 )  π ο υ  έ γ ο υ ν  θ ε τ ικ ό  π ο ό σ η υ ο  και ά λ λ ο ι τ ο ε ίο  
π ο υ  έ γ ο υ ν  α ρ ν η τικ ό . Υ π ο θ έτο ν τα ς  π ά ν τα  ότι η σ ε ιρ ά  τω ν  δ ια ν υ σ μ ά τω ν  ε ίν α ι ό π ω ς  

α υ τ ά  ε μ φ α ν ίζ ο ν τα ι σ τη ν  (1 .12 .2 ), δ η λ α δ ή  [C ,A ,B ], δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ό τ ι το  θ ε τ ικ ό  
π ρ ό σ η μ ο  σ υ ν ο δ ε ύ ε τ α ι  π ά ν τα  μ ε κυκλική  μ ε τ ά θ ε σ η  τω ν  δ ε ικ τ ώ ν  1 ,2 ,3  δ η λ α δ ή
[1 ,2 ,3], [3,1,2] και [2,3,1], ε ν ώ  το  α ρ νη τικ ό  σ τη ν  [1,3,2] και σ ' ό λ ε ς  τ ις  κ υ κ λ ικ έ ς  
μ ε τ α θ έ σ ε ις  το υ . Ο ρ ίζουμ ε τ ό τ ε  το  σ ύ μ β ο λ ο  το  ε ^  ό π ο υ  i,j,k = 1 ,2 ,3 , μ ε τ ις  ε ξ ή ς

ιδ ιό τ η τ ε ς

ί  +1 ό τα ν  (ijk) = (1 2 3 ),(2 3 1 ),(3 1 2 )

-1 ό τα ν  (ijk) = (1 3 2 ),(2 1 3 ),(3 2 1 ) (1 .1 2 .3 )

I  0  ό τ α ν  κ ά π ο ιο ι α π ' τ ο υ ς  δ ε ίκ τ ε ς  ε ίν α ι ίσοι

Ο ι έ ξ ι  μ ε τ α θ έ σ ε ις  τ η ς  (1 .1 2 .3 )  ε ίν α ι  ό λ ε ς  ο ι δ υ ν α τ έ ς .  Α ξ ίζ ε ι ν α  δ ο ύ μ ε  
α ν α λ υ τ ικ ό τε ρ α  ο ρ ισ μ έν ε ς  ιδ ιό τη τε ς :

(ί) ε |(<κ = είίκ =... = 0, δηλαδή όταν κάποιοι απο τους δείκτες είναι ίσοι.

(il) ε (|Κ = ε )Μ = ε Μ| , δηλαδή όταν οι δε ίχτες  μετατίθενται κυκλικά. (1 .1 2 .4 )

(ill) ε 1)|( = - ε ||((,δηλαδή όταν δύο δείχτες αλλάζουν μεταξύ τους θέση.

Τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  ε ^  κ α λ είτα ι π λ ή ρ ω ς  α ν τ ισ υ μ μ ετρ ικ ό  σ ύ μ β ο λ ο  τ ρ ίτ η ς  τ ά ξ η ς . Τ ό τ ε  η
(1 .12 .2 ) γ ρ ά φ ε τ α ι :

V _ ε 123 C ,A £ 3 + ε132θ , Aj B2 + ε23 ΐ02Α3Β1 + ε213θ 2Α1Β3 + ε3ΐ2θ 3 Α, Β2 + ε3210 3Α2Β1 

= Σ % 0 ,  A, Bk (1 .1 2 .5 )
l.l.k-1

Υ ιο θ ε τώ ν τα ς  τη  σ υνθήκη  E instein , κ α τά  τ η ν  ο π ο ία  ο ι ε π α ν α λ α μ β α ν ό μ ε ν ο ι δ ε ίχ τ ε ς  

π ο υ  ε μ φ α ν ίζ ο ν τ α ι  σ τ ις  ε κ φ ρ ά σ ε ις  α θ ρ ο ίζ ο ν τ α ι ,  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  τ η ν

(1 .12 .5) π ιο  α π λ ά  ω ς
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V «= e 1)k C, A, Bk / (1 .1 2 .6 )

Κ ά ν ο ντα ς  α ν ά λ ο γ ε ς  π α ρ α τ η ρ ή σ ε ις  γ ια  τη ν  εξ . (1 .1 1 .5 ) δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ό τ ι κα ι τ ο *
ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί  μ έ σ ω  τ ο υ  
σ υ μ β ό λ ο υ  e ljk. Π ρ ά γ μ α τ ι μ ε  τ η ν  " α ν τ ικ α τά σ τα σ η "  σ τ η ν  (1 .1 2 .6 ) τ η ς  Ο ,μ ε  τ ο  ft, 

έ χ ο υ μ ε

Α χ Β = ε,**, A, Bk (1 .1 2 .7 )

Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τα ς  τ ις  τ ιμ έ ς  τ ω ν  8 ijk α π ο  τη  (1 .1 2 .3 ) ε π ιβ ε β α ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι ο  

ο ρ ισ μ ό ς  (1 .1 2 .7 ) ε ίν α ι τ α υ τ ό σ η μ ο ς  με τ η ν  (1 .1 1 .5 ) . Η σ υ ν ισ τ ώ σ α  ω ς  π ρ ο ς  τη  
δ ιε ύ θ υ ν σ η  χ, το υ  ε ξ ω τερ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  γ ρ ά φ ε τ α ι  τώ ρ α

( Αχ Β ),=  £|jk Aj Bk (1 .1 2 .8 )

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τη  σ υ ν θ ή κ η  ό θ ρ ο ισ η ς  π ο υ  μ ν η μ ο ν ε ύ σ α μ ε  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α ,  σ τ η ν
(1 .1 2 .8 ) μ ό νο  οι δ ε ίχ τ ε ς  j και k α θ ρ ο ίζ ο ν τ α ι. Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η σ υ ν ισ τ ώ σ α  σ τη  
δ ιε ύ θ υ ν σ η  ft, ε ίνα ι

( Α χ Β )1 = Α| Bk

=  ̂123 ^ 2  ·*"®132 ^ 3  ® 2 = ^ 2  ®3 ~ ^ 3  ®2 ,

Σ υ γ κ ρ ίν ο ν τ α ς  τ έ λ ο ς  τ η ν  (1 .1 2 .7 ) μ ε τη  (1 .1 1 .6 ), δ ια π ισ τ ώ ν ο υ μ ε  ό τ ι τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  
ε ^  ε ίν α ι χ ρ ή σ ιμ ο  και σ τη ν  σ υ μ π α γ ή  έ κ φ ρ α σ η  τ η ς  ο ρ ίζ ο υ σ α ς  ε ν ό ς  π ίν α κ α  3 x 3 . 

Α ν τ ίσ τρ ο φ α  τώ ρ α , τ ο  τ ρ ιπ λ ό  β α θ μ ω τ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  ε ίν α ι κι α υ τ ό  τ α υ τ ό σ η μ ο  μ ε  τ η ν . 
α ν ά π τ υ ξ η  τ η ς  ο ρ ίζ ο υ σ α ς

C, c 2 c 3

C · (Α χΒ ) = Αι *2 A,

Βι β 2 β 2

= e i|k C| Aj Bk (1 .1 2 .9 )

Α πό τ α  π α ρ α π ά ν ω  γ ίν ε τ α ι α μ έ σ ω ς  κ α τα ν ο η τή  ή χ ρ η σ ιμ ό τ η τα  το υ  σ υ μ β ό λ ο υ  ε,|Κ. 

Α ξίζει λ ο ιπ ό ν  ν α  δ ο ύ μ ε  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  ε φ α ρ μ ο γ έ ς .

Παράδειγμα 1.12.1

Π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  σ τ ο υ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  μ α ς  υ π ε ισ έ ρ χ ε τ α ι  η έ κ φ ρ α σ η
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e lkme )lm ( 1 . 1 2 .1 0 )

Να δ ο θ ε ί μ ια  ά λ λ η  έκ φ ρ α σ η  α υ τ ή ς  με τη χρ ή σ η  το υ  σ υ μ β ό λ ο υ  το υ  K ronecker.

Λ ύ σ η :

Η (1 .12 .10) α ν α λ υ τ ικ ά  γ ρ ά φ ε τ α ι :

e ikme jlm =  e ik1£ jl1 +  e ik2% + e lk3e )l3 ( 1 . 1 2 . 1 1 )

Η έ κ φ ρ α σ η  α υ τή  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  σ ε  β ο λ ικ ό τερ η  μ ο ρ φ ή , α ν  θ υ μ η θ ο ύ μ ε  τ ο ν  
ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  δ έ λ τ α  τ ο υ  K ronecker (β λ έπ ε  (1 .8 .1 )). Δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  π ρ ώ τ α  ό τ ι τ ο  
γ ιν ό μ εν ο  (1 .12 .11) ε ίν α ι δ ιά φ ο ρ ο  το υ  μ η δ ε ν ό ς  ό τα ν  i*k*m*l και j*l*m *j.

Υ π ά ρ χ ο υ ν  δ ύ ο  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  :

(0 Η  και k=l τό τε  ε ΙΚπι e„m = elkm e ikm = +1

(ii) ί=Ι και j=k τό τ ε  olkm ε Ν = elkm e klm= -1

(Έ χ ο υ μ ε  κ ά ν ε ι χ ρ ή σ η  τω ν  ιδ ιο τή τω ν  (1 .12 .3  - 4 ) ) .

Οι π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  (ί) και (ϋ) μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  σ υ μ π τυ χ θ ο ύ ν  μ ε τη χ ρ ή σ η  το υ  δ έ λ τ α  
το υ  K ronecker δ , |δ Μ- δ Μ 5 |k Δ η λα δή  ισ χύ ε ι η τα υ τό τη τα :

• e lkm e )lm =  5|j δ Μ —δ|| δ ^  ( 1 . 1 2 .1 2 )

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  1 .1 2 .2 .

Ε ίμ α σ τε τώ ρ α  σ ε  θ έσ η  ν α  δ ε ίξ ο υ μ ε  τη ν  τα υ τό τη τα

[Α χ  ( Β χ  C )] = ( Α· C) Β - (  Α· Β) C (1 .1 2 .1 3 )

Για τ η ν  α π ό δ ε ιξ η *  α υ τή ς , α ς  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  σ υ ν ισ τώ σ α  ί, τ ο υ  π ρ ώ τ ο υ  
μ έ λ ο υ ς .

* προφανώ ς το AxD, όπου D=BxC, είναι κάθετο στο D δηλαδή κείται στο επ ίπεδο  των Β και 
C. Ά ρα μπορεί να γρα φ εί ω ς βΒ+γά. Απομένει να υπολογιστούν οι αριθμοί β και γ. Αρκεί να 
δειχθεί ότι β=Α Ο και γ=-Α·Β.



[A x ( B x C  )]| = £ iikAj [B x C]k 

= ^i|k Aj [ £k|m B| C m]

= ĵjk £kim Aj B| C m

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  τ η ν  τ α υ τ ό τ η τ α  (1 .12 .12)

£ ijk Eklm =  e ijk e lm k =  5 j| 5 jm  - 6 j m 5j| 

έ χ ο υ μ ε

[A x ( BxC)]| = ( 5j| 5 jm - δ |(η 5j|) Aj B( C m= AmB| Cn,-A j Bt Ct 

δ η λ α δ ή

[A x ( BxC)], = (A-C) B, - (A 'B )  C,

Ό μ ω ς  η τ ε λ ε υ τ α ία  ε ίν α ι η ί-σ υ ν ισ τ ώ σ α  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  (A ’C ) Β - ( A ’B ) C , 

δ η λ α δ ή  ε δ ε ίχ θ η  η (1 .1 2 .1 3 ).

Α ν ά λ ο γ α  α π ο δ ε ικ ν ύ ο ν τ α ι και ο ι α κ ό λ ο υ θ ε ς  χ ρ ή σ ιμ ε ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  :
*

( Α χ  Β) χ  C  = ( A -C) Β—( B-C ) A

( Α χ  Β) χ  ( C x  D) = [A C x  D]B - [B  C x D ]A

( A x B) ■ (C x D)= ( A -C) ( B-D) - ( Α Ό )  (B 'C )

Η α π ό δ ε ιξ η  τ ο υ ς  α φ ή ν ε τ α ι  ω ς  ά σ κηση  σ τ ο ν  α ν α γ ν ώ σ τη .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1 .1 2 .  3 :

Ν α α π λ ο π ο ιη θ ε ί η έκ φ ρ α σ η :

(A x B )'(B x C )x (C x A )

Λ ύ σ η  :
\

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  γ ια  α π λ ό τ η τ α  τη ν  α θ ρ ο ισ τ ικ ή  σ ύ μ β α σ η  έ χ ο υ μ ε  :

(Α χ Β) · [ (Β χ  C  )χ (Cx A) ]

= ( Α χ Β) j [ (Β  χ  C ) χ  (Cx A) ]j = ( £ijk Aj ) [ Ejlm (B x C), (Cx A )m]

5 6

(1 .1 2 .1 4 )

(1 .1 2 .1 5 )

(1 .1 2 .1 6 )
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= ( 5j| 5|(m -5 jm 5(d) AjB^ (Bx C)| (Cx A)m 

= Al ®m (® x  9 ,  (C x A )m - A m B| (B x C)| (C  x A )m 

= A  · ( B x C) ( C  x A ) · B -A ·  (C x A) B· ( B x C  )

Ό μ ω ς  A· (C x A) = Β· ( B x C ) = Ο και A · ( B x C) =, ( C  x A ) · B σ υ ν ε π ώ ς  : 

(Ax B) · [ (B x  C  )x (C x A) J s  [A · ( B x C)J 2
·*

0
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Α Σ Κ Η Σ Ε ΙΣ

1 .4 .1 . Θ ε ω ρ ε ίσ τ ε  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τα  A, Β, C το υ  σ χ ή μ α τ ο ς

Αν Μ Ρ = Ρ Ν  ν α  γ ρ α φ ε ί  το  C ω ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  τ ω ν  Α κα ι Β.

1 .4 .2 . Α ε ρ ο π λ ά ν ο  κ ιν ε ίτ α ι Β ο ρ ε ιο δ υ τ ικ ά  μ ε  τ α χ ύ τ η τ α  υ γ  ε ν ώ  φ υ σ ά  δ υ τ ικ ό ς  

ά ν ε μ ο ς  μ ε  τ α χ ύ τ η τ α  w 0. Υ π ο θ έ σ τ ε  ό τ ι  ξ α φ ν ικ ά  σ τ α μ α τ ά  ο  ά ν ε μ ο ς .  Π ο ιά  η  

τ α χ ύ τ η τ α  τ ο υ  α ε ρ ο π λ ά ν ο υ  ;

1 .4 .3 . Α ν A , Β , C  ε ίν α ι δ ια ν ύ σ μ α τ α  μη σ υ γ γ ρ α μ μ ικ ά  κα ι δ ε ν  β ρ ίσ κ ο ν τα ι ό λ α  σ το  
ίδ ιο  ε π ίπ ε δ ο ,  τ ό τ ε  δ ε ίξ τ ε  ό τ ι  κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  τ ο υ  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο υ  τ ο υ ’χ ώ ρ ο υ  
μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί ω ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  τ ο υ ς  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς .

1 .4 .4 . Α ν α  και β ε ίνα ι μη μ η δ εν ικ ά  και ισ χύ ε ι,

α Α  + βΒ  = 0

ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι A , Β ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ α  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .

1 .4 .5 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι ο ι γ ρ α μ μ έ ς  π ο υ  ε ν ώ ν ο υ ν  τη  κ ο ρ υ φ ή  π α ρ α λ λ η λ ό γ ρ α μ μ ο υ  μ ε 
τ α  μ έ σ α  τ ω ν  α π έ ν α ν τ ι  π λ ε υ ρ ώ ν , τ ρ ιχ ο τ ο μ ο ύ ν  τη  δ ια γ ώ ν ιο .
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1 .4 .6 . α) Α π ο δ ε ίξ τε  ό τ ι ο ι δ ιά μ εσ ο ι κάθε τρ ιγ ώ ν ο υ  τ έ μ ν ο ν τα ι σ ε  έ ν α  σ η μ είο , β) Σ ε  
χ ά ρ τ η  ε ξ ε ρ ε υ ν η τ ώ ν  με Ν χω ρ ιά  σ η μ ε ιω μ ένα , υ π ά ρ χ ο υ ν  ο ι α κ ό λ ο υ θ ε ς  ο δ η γ ίε ς  γ ια  
τη ν  εύ ρ εσ η  ε ν ό ς  θ η σ α υ ρ ο ύ : "Ξ εκ ινε ίστε α π ό  το  χ ω ρ ιό  Q i π ρ ο ς  το  Q2 κα ι δ ια ν ύ σ τ ε  
τ ο  1/2 τ η ς  α π ό σ τα σ η ς  Q · ^  , τ ο  1/3 π ρ ο ς  το  χ ω ρ ιό  Q 3 μ ετά  τ ο  1/4 π ρ ο ς  τ ο  Q 4
κ .ο .κ . Ο θ η σ α υ ρ ό ς  ευ ρ ίσ κ ετα ι σ τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  σ τά σ η .” Π α ίζε ι ρ ό λ ο  η  σ ε ιρ ά  τ ω ν  
χω ρ ιώ ν ; Αν χ ά σ ε τ ε  το  χ ά ρ τη , μ π ο ρ ε ίτ ε  ν α  β ρ ε ίτ ε  το  θ η σ α υ ρ ό ;

1 .5 .1 . Έ σ τ ω  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Α και Β, και θ η  γ ω ν ία  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  μ ε τ α ξ ύ  
τ ο υ ς . Δ ε ίξ τ ε  ότι

COS0 =
Α, Β,+Α,Β,+Α,Β., 

|Α| |Β|

1 .6 .1 . Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  οι ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ο  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  και ε ίνα ι π α ρ ά λ λ η λ η  σ τη ν  ευ θ ε ία

χ , - 3  = (χ2 +2) /4  = 1 -χ 3

1 .6 .2 . Θ εω ρ ο ύ μ ε  τρ ία  σ υ γ γ ρ α μ μ ικ ά  σ η μ ε ία  A, Β και Ρ , ό π ο υ  Ρ  ε ίν α ι σ η μ ε ίο  π ο υ  
δ ια ιρ ε ί το  τμ ή μ α  ΑΒ σ ε  δ ύ ο  τμ ή μ α τα  μ ε λ ό γ ο  λ, δ η λ α δ ή  (ΑΡ) = λ  (ΡΒ). Αν Ο ε ίν α ι 
η α ρ χ ή  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  να  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

OP = [ΟΑ + λ  (ΟΒ)] / (1+λ)

1 .7 .1 . Ν α β ρ εθ ε ί η γ ω ν ία  μ ετα ξύ  τω ν  δ ια ν υ σ μ ά τω ν

A = 2 e , -e 2 + 5 e 3, Β = e , + 7 e 2 + e 3
i
ιόπου  e, i = 1,2,3 τ α  μ ο να δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  σ τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  χ ΐΡ χ 2, χ3 α ν τ ίσ το ιχ α

1 .7 .2 . Ν α β ρ εθ ο ύ ν  ο ι γ ω ν ίε ς  π ο υ  σ χη μ α τ ίζο υ ν  μ ετα ξύ  τ ο υ ς  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τα  

Αι = β ι + 2 e 2 + 2 β 3 , Α2 = β 1 —©2

Α3 = β , ,  Α4= β , + β 2 + β3
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1 .7 .3 . Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι γ ω ν ίε ς  τ ο υ  τ ρ ιγ ώ ν ο υ  π ο υ  έ χ ε ι  κ ο ρ υ φ έ ς  τ α  σ η μ ε ία  (2 ,-1 ,1 ), 

(1 ,-3 ,-5 ), (3 ,-4 ,-4).

1 .1 0 .1 . Ν α β ρ ε θ ε ί η εξ ίσ ω σ η  το υ  ε π ιπ έ δ ο υ  κ ά θ ετο υ  σ το  δ ιά ν υ σ μ α  

D = 10ft, - i o a 2 + 5*3

π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ο  τ ο  σ η μ ε ίο  Ρ  = (1 ,1 ,-3 )

(Απ. 2 χ , - 2 χ  2 + χ3 +3=0)

1 .1 0 .2 . Ν α β ρ ε θ ε ί η γ ω ν ία  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ

χ, + χ2 + χ3 = 21

και τ η ς  ε υ θ ε ία ς

χ Γ 1 = χ2+2 = 2χ3+3

(Απ. 9 0  - c o s '1 ^  ^ 3  )

(Υ π ό δ ε ιξ η :  Η γ ω ν ία  α υ τ ή  ο ρ ίζ ε τ α ι  ω ς  η  σ υ μ π λ η ρ ω μ α τ ικ ή  τ η ς  γ ω ν ία ς  π ο υ  
σ χ η μ α τ ίζ ε ι  η ε υ θ ε ία  μ ε  τη ν  κ ά θ ετη  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο .)

1 .1 0 .3 . Α ν Ατ ,Α2 ε ίν α ι  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  γ ω ν ία  θ  μ ε τ α ξ ύ  

τ ο υ ς  ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

\  |Λ, -Α2| = [sin 11

1 .1 0 .4 . Ν α ο ρ ισ θ ο ύ ν  τ α  α  και β  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  C- α  Α -β  Β ν α  ε ίν α ι κ ά θ ε το  
σ τ α  Α και Β , ό π ο υ

Α= +§2 + 2§3 , Β= 2§! -§2 + § 3 , 0 = 2 0 ,  -§2 + 4δ3

1 .1 0 .5 . Σ τη  μ ε λ έ τ η  τ ω ν  κ ρ υ σ τ ά λ λ ω ν  μ ε  κ υβ ικ ή  σ υ μ μ ε τ ρ ία  ο ι δ ε ίκ τ ε ς  M iller 
ε π ιπ έ δ ο υ  ε ίν α ι τ ρ ε ις  α ρ ιθ μ ο ί (h ,k ,l) α ν ά λ ο γ ο ι  τ ω ν  α ν τ ισ τ ρ ό φ ω ν  τ ω ν  τ ο μ ώ ν  τ ο υ  
ε π ιπ έ δ ο υ  μ ε τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  x^x^Xg.
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Να γ ρ α φ ε ί  έ ν α  δ ιά νυ σ μ α  κ ά θ ετο  σ ε  ε π ίπ ε δ ο  με δ ε ίκ τ ε ς  Miller (h,k,l).

1 .1 0 .6 . Α ν A ,B ,C  ε ίν α ι δ ια ν ύ σ μ α τ α  με σ η μ ε ίο  α φ ε τ η ρ ία ς  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  
και κ ο ρ υ φ έ ς  τα  σ η μ ε ία  A .B.C α ν τ ίσ το ιχ α  ν α  δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι τ ο

Α χΒ  + B xC  + C xA

είνα ι κ ά θ ετο  σ το  ε π ίπ ε δ ο  π ο υ  ο ρ ίζο υ ν  ο ι κ ο ρ υ φ έ ς  ABC.

1 .10 .7 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το  μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  κ ά θ ετο  σ το  ε π ιπ έ δ ο

α ,χ , +θ2Χ2 +03X3 = d γ ρ ά φ ε τ α ι ω ς  ε ξ ή ς  

3
Σ αΑ

A -±Jf!------
{Σ οί},β
ί=1

Να ε ξ η γ η θ ε ί γ ε ω μ ε τρ ικ ά  γ ια τ ί η έκ φ ρ α σ η  ε ίνα ι α ν ε ξ ά ρ τ η τη  τ η ς  σ τ α θ ε ρ ά ς  d.

1 .11 .1 . Ν α α π ο δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι α ν  A + Β + C = 0 , τ ό τ ε
I

Α χΒ  = B xC  =C xA

1 .11 .2 . Ν α α π λ ο π ο ιη θ ε ί η π α ρ ά σ τα σ η

6, χ (δ, χ  Α) +δ2 χ (δ2 χ  Α) + δ3 X (δ3 χ  Α)

1 *12.1. Ν α α π ο δ ε ιχ τ ο ύ ν  ο ι τ α υ τ ό τ η τ ε ς  (1 .1 2 .1 4  -1 .1 2 .1 6 )

1 .12 .2 . Θ εω ρ ε ίσ τε  τ ο  α ν τ ισ υ μ μ ετρ ικ ό  σ ύ μ β ο λ ο  ε ή ,ε 12 = - ε 21 =1 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι
I
. ε , ε Μ + ε„ ε^ = εικ ε^

1 .12 .3 . Έ σ τ ω  τ α  σ ύ ν ο λ α  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  Α 1,Α 2,Α3 κα ι B ^ B ^ B s  τ α  ο π ο ία  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  

τη  σ χ έ σ η
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Am Bn- ^mrt

a) Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι Ak A mx A n *  0, Bk ■ B n x B m *  0

b) Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

a _  B mx B n_
A k " B k B mx B n

c) Ν α α π ο δ ε ιχ θ ο ύ ν  οι α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  σ χ έ σ ε ις  γ ια  τ α  Bk.

1 .1 2 .4 . Σ υ ν η θ ίζ ο υ μ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  Α Β  χ C = [A ,B ,C ]. Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι τ υ χ α ίο  

δ ιά ν υ σ μ α  V μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τε ί ω ς  ε ξ ή ς

V = [ A j b c ]  « V B ’C JA + tv c -A l B + [V .A ,B ]C }

1 .1 2 .5 . Αν A ,B ,C  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ ο υ  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  και Λ μια π ρ α γ μ α τ ικ ή  
σ τ α θ ε ρ ά , ν α  α ν ά γ ε τ ε  σ ε  ο ρ ίζ ο υ σ ε ς  3x3  τ α  τ ρ ιπ λ ά  γ ιν ό μ ε ν α  [A .B .C ] , [Α ,Β  + λ  
A ,C ] και ν α  τ ις  υ π ο λ ο γ ίσ ε τ ε . Τι σ υ μ π ε ρ α ίν ε τ ε  ;

1 .1 2 .6 . Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι ικανή  και α ν α γ κ α ία  σ υ νθή κ η  γ ια  ν α  ισ χ ύ ε ι 

'  A x(B xC ) = (Α χΒ ) χ  C  ε ίνα ι: ( Α χ C) χ Β = 0

1 .1 2 .7 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι τ α  A ,B ,C  ε ίν α ι γ ρ α μ μ ικ ά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  α ν  κ α ι μ ό ν ο  α ν  
[A ,B ,C ]# 0 .

1 .1 2 .8 .  Έ σ τ ω σ α ν  Λ, ,Λ2 ε ίν α ι  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  σ τ ο  ( χ , Ο χ 2) ε π ί π ε δ ο  
σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ς  γ ω ν ίε ς  α , και α 2 α ν τ ίσ τ ο ιχ α  μ ε τ ο ν  θ ε τ ικ ό  ά ξ ο ν α  χ , .  Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

ϊ) = c o s  α, ά, +sin α, δ2

ii) c o s  (0,-03) = c o sa , co so2 + s in a , sincu,

iii) Ν α β ρ εθ ε ί α ν ά λ ο γ ο ς  τ ύ π ο ς  γ ια  τ ο  sin  (α ,-α 2).

(Υ πόδειξη : Θ ε ω ρ ε ίσ τε  τά  Λ, * Λ2 και Λ, χ  ft2).

1 .1 2 .9 . Δ ίδ ο ν τ α ι δ ύ ο  τ ρ ίγ ω ν α  ΑΒΓ και Δ Ε Ζ  τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε  τ α  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ α  τμ ή μ α τα  
Α Δ , B E, ΓΖ ν α  τ έ μ ν ο ν τ α ι  σ ε  έ ν α  σ η μ ε ίο . Έ σ τω  τ ώ ρ α  Η τ ο  σ η μ ε ίο  τ ο μ ή ς  τ ω ν  
ε υ θ ε ιώ ν  δ ιε ρ χ ο μ έ ν ω ν  α π ό  τα  ΑΒ και Δ Ε , Θ τ ο  σ η μ ε ίο  τ ο μ ή ς  τ ω ν  ε υ θ ε ιώ ν  π ο υ  
δ ιέ ρ χ ο ν τ α ι  α π ό  τ α  ΒΓκαι ΕΖ και Κ το  α ν τ ίσ το ιχ ο  γ ια  το  ζ ε ύ γ ο ς  ΓΑ, ΖΔ . Ν α δ ε ιχ τ ε ί  
ό τ ι τα  Η, Θ, Κ κ ε ίν τα ι σ ε  ευ θ ε ία .
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Κ Β Φ Α Α Μ ®  ΠΠ

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

2.1. Διανυσματική συνάρτηση μιάς μεταβλητής.

Η έ ν ν ο ια  τ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  ε ίν α ι γ ν ω σ τ ή  α π ό  το ν  α π ε ιρ ο σ τ ό  
λ ο γ ισ μ ό . Θ α κ ά ν ο υ μ ε  ό μ ω ς  κι ε δ ω  μιά σ ύ ν τ ο μ η  α ν α σ κ ό π ισ η  τ ω ν  β α σ ικ ώ ν  
ιδ ιο τ ή τ ω ν  τ ω ν  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  μ ια ς  ή κ α ι π ε ρ ισ σ ο τ έ ρ ω ν  
μ ετα β λ η τώ ν .

Ε ίνα ι γ ν ω σ τ ή  η έ ν ν ο ια  τ η ς  β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς·  α ν  t  ε ίν α ι μ ιά  β α θ μ ω τή  
μ ε τ α β λ η τή , τ ό τ ε  μ ία  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ, σ υ ν δ έ ε ι  μ ε  α υ τ ή  έ ν α  μ ο ν α δ ικ ό  
β α θ μ ω τό  μ έ γ ε θ ο ς  φ(ί), π ο υ  κ α λ είτα ι η τιμή  τ η ς  φ σ το  t.

Α ν ά λ ο γ α  ο ρ ίζ ο υ μ ε  και μ ια  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F. Δ η λ α δ ή  μ ιά  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F μ ιά ς β α θ μ ω τή ς  μ ε τ α β λ η τή ς  t π ο υ  α ν ή κ ε ι σ ε  κ ά π ο ιο  
π ρ α γ μ α τ ικ ό  δ ιά σ τη μ α  ε ίν α ι μία α ν τ ισ το ιχ ία  (α π ε ικ ό ν ισ η ) π ο υ  σ υ ν δ έ ε ι  σ ε  κ ά θ ε t  
έ ν α  μ ο να δ ικ ό  δ ιά ν υ σ μ α  F(t) π ο υ  κ α λ είτα ι η τιμή  τ η ς  F σ το  t. Ό σ α  ε κ θ έ σ α μ ε  σ τα  
π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  π ε ρ ί δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  ισ χ ύ ο υ ν  και σ τ η ν  π ε ρ ίπ τω σ η  π ο υ  έ χ ο υ μ ε  μ ία  
δ ια νυ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η , δ η λ α δ ή  μ ε τ α β α λ λ ό μ ε ν ο  δ ιά ν υ σ μ α .

Υ π ά ρ χ ο υ ν  ό μ ω ς  και π ρ ό σ θ ε τ ε ς  ιδ ιό τη τ ε ς  π ο υ  σ χ ε τ ίζ ο ν τ α ι  μ ε τ η ν  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  
σ υ ν ά ρ τη σ η .

Σ ε ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τη μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  η δ ια νυ σ μ α τικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  γ ρ ά φ ε τ α ι :

F(t) = F,(t) A, + F2(t) *2 + F3(t) A3 (2.1.1)
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ό π ο υ  F ,(t), F z(t), F3(t) ε ίνα ι β α θ μ ω τ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τ η ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς  t  και κ α λ ο ύ ν τ α ι 

σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς .

2 .2 . a .  Ό ρ ι ο  Δ ι α ν υ σ μ α τ ικ ή ς  Σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Έ σ τ ω  ό τι η δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  F(t) ο ρ ίζ ε τ α ι γ ια  ό λ ε ς  τ ις  τ ιμ έ ς  τ η ς  
μ ε τ α β λ η τή ς  t, γ ύ ρ ω  α π ο  τη  γ ε ιτ ο ν ιά  ε ν ό ς  σ η μ ε ίο υ  t0. Τ ό τε  κ α θ ώ ς  τ ο  t  τ ε ίν ε ι  σ τ ο  t0, 

λ έ μ ε  ό τ ι υ π ά ρ χ ε ι τ ο  ο ρ ια κ ό  δ ιά ν υ σ μ α  Α τ η ς  F(t) και σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε :

lim F(t) = A, (2 .2 .1 )
t—>to

ό τ α ν  γ ια  κ ά θ ε  α υ θ α ίρ ε τ ο  ε > 0  υ π ά ρ χ ε ι π ά ν τ α  α ρ ιθ μ ό ς  δ > 0  τ έ τ ο ιο ς  ώ σ τε

|F(t) -  Α | < ε  ό τα ν  | t - t 0| < δ  (2 .2 .2 )

Γ ε ω μ ε τρ ικ ά  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  κ α τ α ν ο ή σ ο υ μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  ω ς  ε ξ ή ς :  Τ ο  μ έ τ ρ ο  τ ο υ  F (t) 
κ α θ ώ ς  t->t0, π λ η σ ιά ζ ε ι  το  μ έ τ ρ ο  τ ο υ  Α (β λ έ π ε  σ χ . 2 .2 .1 )  κα ι α ν  Α * 0 , η  γ ω ν ία  

μ ε τ α ξ ύ  τω ν  Α και F(t) τ ε ίν ε ι  σ το  μ η δ έν .

Και α υ τ ό ς  ο  ο ρ ισ μ ό ς , ό π ω ς  κα ι ο  π ρ ώ τ ο ς ,  ε ίν α ι α ν ά λ ο γ ο ς  μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  
ο ρ ίο υ  γ ια  τ ι ς  β α θ μ ω τ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις .  Η μ ό νη  δ ια φ ο ρ ά  ε ίν α ι ό τ ι ε δ ώ  η  έ κ φ ρ α σ η  

|F ( t) -A | α ν α φ έ ρ ε τ α ι  σ το  μ έ τ ρ ο  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  ε ν ώ  σ τ ις  β α θ μ ω τ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  
έ χ ο υ μ ε  τ η ν  α π ό λ υ τ η  τιμή  ε ν ό ς  α ρ ιθ μ ο ύ .

Σ χ ή μ α  2 .2 .1 . Κ αθώ ς το  F π λησ ιά ζει το  Α το  F  -  Α  τε ίν ε ι σ το  μ η δ έν .
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H F(t) λ έ γ ε τ α ι  ό τι ε ίνα ι σ υ ν ε ν ή ο  σ το  σ η μ ε ίο  t0, ε ά ν  ο ρ ίζ ε τ α ι σ τη  γ ε ιτ ο ν ιά  τ ο υ  t0 
και υ π ά ρ χ ε ι το  όρ ιο  κ α θ ώ ς t-+t0, και ισ χύ ε ι

lim F(t) = F(t0) , (2 .2 .3 )
t—►to

2 .2 .b .  Π α ρ ά γ ω γ ο ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς .

Η F(t) ε ίνα ι π α ρ α γ ω γ ή σ ιμ η  σ το  t0 ε φ ό σ ο ν  υ π ά ρ χ ε ι το  ό ρ ιο

(2.2.4)

κα ι ε ίν α ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τα  ο ρ ισ μ έ ν ο . Το ό ρ ιο  (2 .2 .4 ) κ α λ ε ίτ α ι π α ο ά ν ω ν ο ο  τ η ς  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  F και ε ίνα ι και α υ τ ό  ε π ίσ η ς  δ ια νυ σ μ α τ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η . 
Π ρ α κ τικ ά  γ ια  να  π α ρ α γ ω γ ίσ ο υ μ ε  μ ία  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η , τη  γ ρ ά φ ο υ μ ε  
ό π ω ς  σ τη  σ χέσ η  (2 .1 .1) και π α ρ α γ ω γ ίζ ο υ μ ε  τ ις  σ υ ν ισ τώ σ ε ς  τ η ς

F ' (t) ·  £  F(t) -  F , ' (t) ft, + F2' (t) ft* + F3 ' (t) ft3 (2 .2 .5 )

Α ν ά λ ο γ α  ο ρ ίζο υ μ ε  και δ ια φ ο ρ ικ ά  υ ψ η λ ό τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς . Οι κ α ν ό ν ε ς  π α ρ α γ ώ γ ισ η ς  
τ ω ν  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  δ ε ν  δ ια φ έ ρ ο υ ν  α π ο  ε κ ε ίν ο υ ς  τ ω ν  β α θ μ ω τώ ν  
σ υ ν α ρ τή σ εω ν . Θα π ρ έ π ε ι ό μ ω ς  να  π ρ ο σ ε χ θ ε ί η π ερ ίπ τω σ η  δ ια φ ό ρ ισ η ς  εξ ω τερ ικ ο ύ  
γ ιν ο μ έ ν ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ώ ν  σ υ ν α ρ τή σ ε ω ν  ό π ο υ  η μ ετα θ ετ ικ ή  ιδ ιό τη τα  δ ε ν  ισ χ ύ ε ι. 
Αν F(t), Q (t), ε ίν α ι δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ε ς  και <t»(t) β α θ μ ω τή  
σ υ ν ά ρ τη σ η , τό τ ε  ισ χ ύ ο υ ν  ο ι ιδ ιό τ η τ ε ς

(2 .2 .6 )

(2 .2 .7 )

|  [ F(t) · Q ( t ) ) = 'O (t) +F(t) · ^ (2 .2 .8 )

|  [ F(t) X G(t) ] -  ^  xQ(t) +F(t) x ^ P (2 .2 .9 )
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Ε π ίσ η ς  α ν  t  = t(s), τ ό τ ε  " \

dG(t) _  dG (t(s)) _  dG(t) d t(s) _ d G  dt 
d s  d s  dt d s  d t d s

Λ
Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 .2 .1  *

Ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι α ν  lim F(t) -* Α , τ ό τ ε  κ ά θ ε  σ υ ν ισ τώ σ α  ξ ε χ ω ρ ισ τ ά  ικ α ν ο π ο ιε ί:
t—>tg

lim Fj(t)->A i 
t—*to

Λ ύ σ η :

Ε φ ό σ ο ν  lim F(t) = A τ ό τ ε  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό , γ ια  κ ά θ ε  α υ θ α ίρ ε τ ο  
t-*to

ε  > 0  υ π ά ρ χ ε ι δ (ε) > 0  ώ σ τε

|F(t) -  Α| < ε , ό τ α ν  |t—to |< δ . Ό μ ω ς

|F(t) -  Α | = ( [F ,(t) -  Α ,Ρ  +[F2 (t) -  A J 2 +[F3(t) -  A #  ) *

-  |F,(t) -  A,| , i = 1,2,3*
Ά ρ α  |F,(t) -  Α,Ι < ε  ή lim F,(t) -»Α,

t—>to

Σ τη  π α ρ α π ά ν ω  ισ χ ύ ε ι και τ ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο . Π ρ ά γμ α τ ι, έ σ τ ω  ό τ ι υ π ά ρ χ ε ι  δ > 0  τ έ τ ο ιο  
ώ σ τ ε  |F,(t) — Ai| < ε /3  ό τα ν  |Μ ο |< δ .

Τ ό τε

|F(t) -  Α| = |( F t (t) -  A ,) ft, +( F2(t) -  A2) ft2 + ( F3(t) -  A3) ft3 |

£  |F ,(t) -  A ,| + |F 2(t) -  A2| + |F 3(t) -  A3| < 3 - 1  = ε .

(ό π ο υ  σ τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή θ η κ ε  η  λ ε γ ο μ έ ν η  τρ ιγ ω ν ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  γ ια  τ ι ς  
α π ό λ υ τ ε ς  τ ιμ έ ς  : |x+y| $  |x|+|y|)

Ά ρ α

|F ( t) -A | < ε  γ ια  | Η , |  < δ

τ ο  ο π ο ίο  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι

lim F(t) = A 
t—*to

I
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .2 .2 .

Να δ ε ιχ τ ε ί  η ιδ ιό τη τα  (2 .2 .9 )

Λ ύ σ η :

Α πό  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ η ς  π α ρ α γ ώ γ ο υ  (2.2.4) έ χ ο υ μ ε

5 < Ρ χ β >
= lim 
At-Λ

= lim 
At-Λ

F(t+A t)xG (t+A t)-F(t)xG (t)
At

fF(t+At) -  Fit) +F(t)lxG(t+At)
'v .  At

-  F(t)xG (t)l
V„- ·

= |im iF(t-fAt) -  Fft)1xG(t+At)+F(t)xfG(t+At ) -  G(t)1 

A t- Λ  A t

= ^ x G ( t ) +F ( t ) x ^ p
i

Η α π ό δ ε ιξ η  μ π ο ρ ε ί ε ξ  ίσ ου  καλά  ν α  δ ο θ ε ί χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τα ς  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  (1 .1 2 .7 ) 
ε φ ό σ ο ν  ε ή|( και ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ έ ς  π ο σ ό τη τ ε ς .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 . 2 . 3

Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι γ ια  τυ χ ο ύ σ α  δ ια νυσ μ α τική  σ υ νά ρ τη σ η  F(t), ισ χ ύ ε ι:

■ F ( t ) - ^ P = | F ( t ) | | | F ( t ) |

Ε ιδ ικ ό τ ε ρ α , α ν  η  F (t) έ χ ε ι  σ τ α θ ε ρ ό  μ έ τ ρ ο  α λ λ ά  ε ν  γ έ ν ε ι  μ ε τ α β α λ λ ό μ ε ν η  
δ ιεύ θ υ ν σ η , ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

δ η λ α δ ή  η ^  ε ίν α ι κ ά θ ετη  σ τη ν  F.

ί
Λ ύσ η  :

Ε ί ν α ι :

’ F(t) · F(t) = |F (t) |2 

Π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  τ α  δ ύ ο  μ έλ η  έ χ ο υ μ ε
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^ ( F ( t )  'F (t)) = ^ lF ( t ) |= = >

p f + f  • F = 2iF<t>idJdtm
pa.inmaiBJU

d t dt

Ε ιδ ικ ό τερ α  α ν  |F (t)| = σ τ α θ ε ρ ό , τ ό τ ε  = Ο και ε π ο μ έ ν ω ς

F - f = °

( Ν α δ ε ιχ τ ο ύ ν  τ α  π α ρ α π ά ν ω  μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  

F(t) = F ,(t) it, + F2(t) δ ,  +  F3(t) δ , )

Παράδειγμα 2.2.4.

Δ ίδ ε τ α ι η δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  έ κ φ ρ α σ η  

d , d x .
5 < x x df >

ό π ο υ - χ  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς .  Ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί  μ έ  τ η  χ ρ ή σ η  α υ τ ή ς  ο  ν ό μ ο ς  τ ο υ  

N ew ton , κ α θ ώ ς  κα ι η  σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή  κα ι η  ρ ο π ή  σ ώ μ α τ ο ς  μ ά ζ α ς  m .

Λ ύ σ η  :

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ η ν  ιδ ιό τ η τ α  (2 .2 .9 )

d , d x . d x  d x  „  d 2x  
d t ( x x d t ) - d t x d t + x x dt2

Ό μ ω ς  α π ο  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  ε ξ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  έ χ ο υ μ ε

—  χ — = 0
dt d t

, .  d  , d x . d 2x  
Α ρ α  d t ( x x r t ) =  x x d F

Μ ε τη  β ο ή θ ε ια  τ η ς  σ χ έ σ η ς  α υ τ ή ς  η  εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  N ew ton

m d 2x  -  
m dt2 "  F

γ ρ ά φ ε τ α ι
W2v

m x X - j r r  = XXF 
u r
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ή m ^  (χ χ ^ ) = xxF

ο ρ ίζ ο ν τ α ς  τη  σ τρ ο φ ο ρ μ ή

L = m x x ^  = x x ^  (mx) = χχ ρ 

_________ _ dL . .
β ρ ίσ κο υ μ ε οτι = Μ

ό π ο υ  Μ = χ  χ F, ε ίνα ι η ροπή  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  F. Αν Μ = 0 τ ό τ ε
HI
-φ- = 0  (δ ια τή ρ η σ η  τ η ς  σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή ς )

( Κ ύττα ξε ε δ ά φ ιο  2 .9  γ ια  τη ν  ειδ ικ ή  π ερ ίπ τω σ η  τ η ς  κ ίνη σ η ς σ τ ις  δ ύ ο  δ ια σ τά σ ε ις .)  

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .2 .5

Σ ω μ ά τιο  κ ινείτα ι κα τά  μ ή κος τ ρ ο χ ιά ς  x(t) μ ε  σ υ ν ισ τώ σ ες

Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  οι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ η ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  και ε π ιτ ά χ υ ν σ η ς  τ ο υ  σ ω μ ά τ ιο υ  σ τη  
κ α τεύ θ υ ν σ η  -  3  $2 +2 $3 ω ς  σ υ ν ά ρ τη σ η  το υ  χ ρ ό ν ο υ .

Λ ύ σ η :

Τ ο  μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  σ τη  ζ η το υ μ έ ν η  κ α τεύ θ υ ν σ η  ε ίνα ι: 

(β λ έπ ε  π α ρ α δ . 1.7.2)



Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 .2 .6 .

Το δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  χ  σ ω μ α τ ίο υ  ω ς  σ υ ν ά ρ τη σ η  το ύ  χ ρ ό ν ο υ  t δ ίν ε τ α ι α π ο  τ η ν  x (t)=  

r0(coscot k, + sinort $2 ) , ω =  σ τα θ ε ρ ό .

Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι η τ α χ ύ τ η τ α  τ ο υ  u(t) ε ίν α ι κ ά θ ετη  σ το  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  x (t), ε ν ώ  η 
ε π ιτ ά χ υ ν σ η  έ χ ε ι  α ν τ ίθ ε τ η  φ ο ρ ά  μ ε  α υ τ ό . Ν α  δ ε ιχ τ ε ί  ε π ίσ η ς  ό τ ι  τ ο  χ χ υ  ε ίν α ι 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  το υ  χ ρ ό ν ο υ .

Λ ύ σ η :

Τ ο  τ ε τ ρ ά γ ω ν ο  το υ  μ έ τ ρ ο υ  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  x (t) ε ίν α ι 

|x(t)|2 = r20 ( c o s 2cot + s in2a ) t ) = r20 

δ η λ α δ ή  σ τα θ ε ρ ό . Τ ό τ ε  η  π α ρ α γ ω γ ό ς  τ ο υ  |x (t) |2 ε ίν α ι μ η δ έ ν

(β λ έ π ε  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .2 .3 )

Ό μ ω ς  = u (t) , ά ρ α  x (t) ■ u ( t)  = 0 . Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  π ά ν τ ω ς  ό τ ι  η  σ χ έ σ η  α υ τ ή

μ π ο ρ ε ί  ν α  α π ο δ ε ιχ θ ε ί  κα ι α ν α λ υ τ ικ ά  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ η ν  ε ιδ ικ ή  μ ο ρ φ ή  τ η ς  

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  x(t), κ α θ ώ ς  και τ η ς  τ α χ ύ τ η τ α ς ,

u(t) = = r0 ω ( -  sincot ft, +coscot $2 )

Η ε π ιτ ά χ υ ν σ η  ε ίνα ι

e(t) = = Γο ω2 (“  co sa )t -  ε ΐη ω ί $2 ) = -  ω 2 x(t)

δ η λ α δ ή  έ χ ε ι  α ν τ ίθ ε τ η  φ ο ρ ά  μ ε  α υ τ ή  τ ο υ  x (t) .

Το ό τ ι χ χ υ  = σ τ α θ ε ρ ό  μ π ο ρ ε ί ν α  α π ο δ ε ιχ θ ε ί  μ ε  δ ύ ο  τ ρ ό π ο υ ς ,  

ΐ) Α ρκεί ν α  δ ε ίξ ο υ μ ε  ό τ ι

| ( χ χ υ ) « 0

Ό μ ω ς  χ ±  υ και |χ | =  r0, |υ | = ωΓ0 σ υ ν ε π ώ ς

~  ( χ χ υ  ) = ^  ( |χ | |υ | εΐηθ) $3 = $3 ^  ( r20 ω ) =0 

ϋ) Μ ε α π ' ε υ θ ε ία ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τ ο υ  ε ξ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ , α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τ α ς
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2̂ 3̂

χχ υ = x0coscot x0sino)t 0 

-r0cosino)t Γ0ωοοεωί 0 

= r02 ω (είη2ωί + cos2u)t) $3 
= r02 ω $3 = σ τα θ ερ ό  δ ιάνυσμα .

Τ ο  χχυ  μ π ο ρ ε ί  ε π ίσ η ς  ν α  λ ο γ α ρ ια σ τ ε ί  α π λ ά ,  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ο ν  
α ν τ ισ υ μ μ ετρ ικ ό  τα ν υ σ τή  8ljk

χχυ = ε Ι|Κ u k = ε3)Κ r, u k $3 =

= ( ε3ΐ2 r, υ2 + ε 321 r2 υ,) %  = Γ20ω  $3.

2 .3 . Διανυσματικές συναρτήσεις πολλών μεταβλητών, 
μερικές παράγωγοι

Μιά δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  F δ ύ ο  μ ε τ α β λ η τ ώ ν  u και υ, α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ε  
κ ά θ ε  σ η μ είο  (u,u) κ ά π ο ια ς  π ε ρ ιο χ ή ς , έ ν α  μ ο να δ ικ ό  δ ιά ν υ σ μ α  F(u,u) π ο υ  κ α λ ε ίτα ι η  
τ ιμ ή  τ η ς  F σ το  σ η μ ε ίο  (u ,u ). Α ν ά λ ο γ α , ο ρ ίζ ο ν τ α ι  δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  
τρ ιώ ν  και π ε ρ ισ σ ο τέ ρ ω ν  β α θ μ ω τώ ν  μ ετα β λ η τώ ν .

Έ τ σ ι ,  ω ς  π ρ ο ς  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν ,  γ ια  μ ιά  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η  τρ ιώ ν  μ ετα β λ η τώ ν  F (u ,u ,w ) γ ρ ά φ ο υ μ ε

F  = F ,(u ,u ,w ) ft, + F2(u ,u,w) &2 +F3(u ,u ,w ) $3 (2 .3 .1 )

Η μ ερ ική  π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ η ς  F ω ς  π ρ ο ς  τη  μ ετα β λ η τή  u, ο ρ ί ζ ε τ α ι :

F _ 5Ρ  _ iim F(u+A u,u,w ) -  F(u,u,w ) ~
u "  Δυ (2 ·3 ·2 )

και α ν ά λ ο γ α  γ ια  τ ις  υ π ό λ ο ιπ ε ς  μ ε τ α β λ η τέ ς

F  = — = lim F (u ,u  +Au,w) -  F (u ,u ,w )
U 9u Δυ->0 Δ υ

και ό μ ο ια  γ ια  Fw.

Ο ι π α ρ ά γ ω γ ο ι μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς  τά ξ η ς , ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  ε ίν α ι ε ίτ ε  ω ς  π ρ ο ς  τ η ν  
ίδ ια  μ ετα β λ η τή  ε ίτ ε  ω ς  π ρ ο ς  δ ια φ ο ρ ετ ικ ή . Έ τ σ ι



Α ν η σ υ ν ά ρ τ η σ η  F (u ,u ,w ) έ χ ε ι  σ υ ν ε χ ε ί ς  π α ρ α γ ω γ ο ύ ς  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  δ ε ύ τ ε ρ η ς  
τ ά ξ η ς  τ ό τ ε  οι δ ύ ο  τ ε λ ε υ τ α ίε ς  ε ίν α ι ίσ ε ς , δ η λ α δ ή

Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  δ ε ν  έ χ ε ι  σ η μ α σ ία  η σ ε ιρ ά  π α ρ α γ ώ γ ισ η ς .  Τ έ λ ο ς ,  ισ χ ύ ο υ ν  κι ε δ ώ  ο ι 

ιδ ιό τ η τ ε ς  (2 .2 .6 ) - (2 .2 .1 0 ) ω ς  π ρ ο ς  κ ά θ ε  μ ε τ α β λ η τή  ξ ε χ ω ρ ισ τ ά  : Ε π ιπ λ έ ο ν

δ Ψ d F . d G  dF .dG  -  ffG 
dudu + du du + θυ + dlidU

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  μ ία  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F  π ο υ  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ ι ς  

μ ε τ α β λ η τ έ ς  (u ,u ,w ,t)  π λ η ν  ό μ ω ς  ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς  u ,u ,w  δ ε ν  ε ίν α ι  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  τ ο υ  
χ ρ ό ν ο υ  α λ λ ά  σ υ ν ά ρ τ η σ η  α υ τ ο ύ  δ η λ α δ ή  u = u (t) , u = u (t) , w = w (t). Τ ό τ ε ,  α ν  F, = 

F i(u ,u ,w ,t) ε ίν α ι ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ η ς  F  ω ς  π ρ ο ς  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τ η μ α  ^  (ϊ= 1 ,2 ,3 ), 

έ χ ο υ μ ε *

d F  = d F , +  d F 2 +ft3 d F 3 =  ^  dFj =

UU ■ uu

(2 .3 .4 )

*  Υ π εν θ υ μ ίζο υ μ ε  ό τ ι  ο ι  επ α να λ α μ β α νό μ ενο ι δ ε ίχ τε ς  α θ ρ ο ίζο ντα ι.
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dw

- f d,+f du+£ du* f ; d’v

Ά ρ α

d F  _ 5F  dF  du dF  d u  dF  dw
dt " at + au dt +au dt +5w dt

Για (n+1) - μ ε τα β λ η τέ ς , ό π ο υ  u, = u,(t), i = 1 ,2 ,3 ....n , έ χ ο υ μ ε  /

dF _ 3F aFdu, 
dt ” at + au, dt

(2 .3 .5 )

(2 .3 .6 )

Ε ίνα ι λ ο ιπ ό ν  σ α φ έ ς  ό τ ι η ολική π α ρ ά γ ω γ ο ς  ^ -  ω ς  π ρ ο ς  t δ ε ν  π ρ έ π ε ι  ν α  σ υ γ χ έ ε τ α Γ  * 

μ ε  τ η ν  μερ ική  π α ρ ά γ ω γ ο  ^ .

2 .4 .  Κ α μ π ύ λ ε ς  χ ώ ρ ο υ

Σ το  π ρ ώ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  α π α ν τ ή σ α μ ε  τ η ν  π ρ ώ τη  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  
μ ια ς  π α ρ α μ έ τρ ο υ  π ο υ  ε ίνα ι η εξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  x(t) = χ 0 + tA .

Σ το  π α ρ ό ν  ε δ ά φ ιο  θ α  α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μ ε  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο  π ε ρ ίπ λ ο κ ε ς  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  χ  = x(t) τ η ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  t.

Γ ια μ ιά  τ υ χ α ία  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η , x (t), σ υ ν ε χ ή  ω ς  π ρ ο ς  τη  μ ε τ α β λ η τή  t, 

γ ρ ά φ ο υ μ ε  τ ις  π α ρ α μ ε τρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  :

ί χ , = x,(t), χ 2 = x2(t), χ 3= x3(t) (2 .4 .1 )

(Κ αθώς η τιμή  τ η ς  π α ρ α μ έ τρ ο υ  t  μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι α π ό  τ η ν  α ρ χ ικ ή  τ η ς  τ ιμ ή  t= t0, τ ο  
σ η μ ε ίο  (x1fx 2,x3) δ ια γ ρ ά φ ε ι μ ία κ α μ π ύ λ η  σ τ ο  χ ώ ρ ο . Κ άθε σ η μ ε ίο  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  

κ α θ ο ρ ίζ ετα ι α π ό  μ ία  σ υ γ κ εκ ρ ιμ μ έν η  τιμή  τ η ς  π α ρ α μ έ τρ ο υ  t  κα ι γ ια υ τ ό  η  κ α μ π ύ λ η  
ο ν ο μ ά ζ ε τ α ι  μ ο ν ο δ ιά σ τ α τ η . Π ρ ο φ α ν ώ ς  η ε υ θ ε ία  ε ίν α ι μ ία  ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  

μ ο ν ο δ ιά σ τ α τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  το υ  χ ώ ρ ο υ .
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Σ υ ν ε π ώ ς  έ χ ο υ μ ε  σ υ σ χ ε τ ίσ ε ι κά θε σ υ ν ε χ ή  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  x(t) με 
μ ία  κ α μ π ύ λ η  κ α θ ώ ς  η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς  t μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι  σ ε  κ ά π ο ιο  δ ιά σ τ η μ α . Η 
κ α μ π ύ λ η  α π ο  μ ό ν η  τ η ς  π ε ρ ιέ χ ε ι  λ ιγ ό τ ε ρ η  π λ η ρ ο φ ο ρ ία  α π ' ό τ ι  η δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  

σ υ ν ά ρ τη σ η . Έ τσ ι, δ ε ν  ε ίνα ι δ υ ν α τ ό  ν α  κ α θ ο ρ ισ τε ί η σ υ ν ά ρ τη σ η  x(t) α π ό  δ ο σ μ έ ν ο  

σ η μ ε ίο  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . Α υ τό  φ α ίν ε τ α ι  α ν  π ε ρ ιο ρ ισ τ ο ύ μ ε  σ τ η ν  ε υ θ ε ία  γ ρ α μ μ ή . 
Γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ή δ η  ό τ ι  υ π ά ρ χ ο υ ν  π ο λ λ ο ί  τ ρ ό π ο ι  π α ρ α μ έ τ ρ η σ η ς  ε υ θ ε ία ς .  Γ ια 
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η σ υ ν ά ρ τη σ η

x ,(t)  = χ 0 +t A , -οο < t < οο (2 .4 .2 )

π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι  τ η ν  ίδ ια  ε υ θ ε ία  μ ε  τη ν  σ υ ν ά ρ τη σ η

x 2(t) = χ 0 + tan (t) A , ^  < t < | , (2 .4 .3 )

Σ χ ε τ ικ ά  α π λ ά  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  και τη ν  π α ρ α μ ε τρ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ . 
Α ν θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι  κ ε ίτα ι σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  (χ ,, χ 2) μ ε κ έ ν τ ρ ο  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν ,

δ η λ α δ ή  χ 2, + χ 22 = a 2, χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ι ς  τ ρ ι γ ω ν ο μ ε τ ρ ι κ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς
γ ρ ά φ ο υ μ ε  x ^ a c o s t ,  χ 2 = a s in t και 

*

x(t) = a  ( c o s t  + sin t ^ ) (2 .4 .4 )

Α ν τ ο  κ έ ν τ ρ ο  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ  β ρ ίσ κ ετα ι σ ε  α π ό σ τ α σ η  χ 0 α π ό  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  και 
κ ε ίτα ι σ τ ο  τ υ χ α ίο  ε π ίπ ε δ ο  (§ ,, §2) ,  έ χ ο υ μ ε

x(t) = χ 0+ a ( c o s t  § ,+  s in t §2) (2 .4 .5 )

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 .4 .1

Ν α γ ρ α φ ε ί  η  π α ρ α μ ε τ ρ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ  α κ τ ίν α ς  2 , π ο υ  ε ίν α ι  π α ρ ά λ λ η λ ο ς  
σ το  ε π ίπ ε δ ο  (χ ,, χ 3) κα ι τ ο  κ έ ν τ ρ ο  τ ο υ  ε ίν α ι σ τ ο  σ η μ ε ίο  (0 ,1 ,0 ).

Λ ύ σ η  :

Θ έ τ ο υ μ ε  σ τη  (2 .4 .5 ) χ η  (χ° ι ,χ02,χ03) = (0 ,1 ,0 ), a  =2, § , = ^  και § 2=$3 · Τ ό τε  

x(t) = + 2 ( c o s t ^  + s in t &,)
ί»

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  γ . 4 . 2

Ν α γ ρ α φ ε ί  η π α ρ α μ ε τ ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ  π ο υ  τ έ μ ν ε ι  τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  σ τ α  
σ η μ ε ία  χ \ = 1 , χ 2 =1 κ α ι χ 3 =1.
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Λ ύ σ η :

Α πό τ η ν  εξ ίσ ω σ η  το υ  ε π ίπ ε δ ο υ  (χ -  χ 0) · η = 0, θ ε ω ρ ώ ν τ α ς  τ α  χ 0 = (1 ,0 ,0 ) και χ 0 ' = 
(0 ,1 ,0) β ρ ίσ κουμ ε η , -  η2 =0. Ό μ ο ια  θ ε ω ρ ώ ν τα ς  χ 0" = (  0 ,0 ,1 ) β ρ ίσ κ ο υ μ ε η, = η3 .

Ά ρ α  το  δ ιά ν υ σ μ α  η = ($, + $ 2 + $3) /VB ε ίν α ι κ ά θ ετο  σ το  ε π ίπ ε δ ο  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ . 

Σ υ ν ε π ώ ς  α ρ κ εί ν α  β ρ ο ύ μ ε  δ ύ ο  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  κ ά θ ετα  σ τ ο  Α και κ ά θ ε τ α  
μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς . Έ σ τ ω  τ ο  δ , = α ,$ , +α2$2. Τ ό τε

Α’δ , = 0 —̂ α , — α 2

Ε π ίσ η ς  α 21+ α 22 = 1 ά ρ α  α , = - α 2 = 1 /V 2. Το ά λ λ ο  δ ιά ν υ σ μ α  β ρ ίσ κ ε τα ι α π ο  τ ο  
εξ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  τω ν  Α και δ , δ η λ α δ ή

ό2 = ( Α χ δ , ) = ^ ( Α

Ά ρ α  β ρ ή κ α μ ε δ ύ ο  κ ά θ ε τα  μ ετ α ξ ύ  τ ο υ ς  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  τ ο υ  
κ ύ κ λ ο υ

Α ______^ 2  Α  * ^ 2 ______! ΐ^ 3

’ ’  V5 ■ -Γβ

Για ν α  ε φ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  (2 .4 .5 ) α π ο μ έ ν ε ι ν α  β ρ ο ύ μ ε  το  κ έ ν τ ρ ο  τ ο υ  
κ ύ κ λ ο υ . Α υτό  σ υ μ π ίπ τε ι μ ε  τ ο  κ έ ν τρ ο  τ ο υ  ισ ό π λ ε υ ρ ο υ  τ ρ ιγ ώ ν ο υ  (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  
2 .4 .1 ) π ο υ  σ χ η μ α τ ίζο υ ν  τα  σ η μ ε ία  (0 ,0 ,1 ), (0 ,1 ,0) κα ι (1 ,0 ,0 ).

Ε ί ν α ι :

X}

Σ χ ή μ α  2 .4 .1  Επίπεδο που τέμ ν ε ι το υ ς  ά ξο ν ες  σ τα  σημεία  χ ,= χ 2= χ3= 1
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Τ ελ ικ ά  η εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ  ε ίν α ι

1 * λ λ (% - *ο Α ft, +ft,- 2ft, . . ^ 
x(t) = i  ( ϋ , ♦ « , + * ,)  « ί - 1̂ 2 c o s t  + '  j L  ^  Sint

ό π ο υ  a  ε ίν α ι η α κ τ ίν α  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ  

a - + * ,-+*»)

Τ ελ ικ ά

x(t) = ^  [ ft, +ft2 +ft3+ V 3  (ft, -  ftj) c o s t  +(ft, +ft2 -2ftg )sin t ]

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 .4 .3

Ν α σ χ ε δ ια σ τ ε ί  η κ α μ π ύ λ η  
#
χ , = p co s( α·1χ3 ) χ 2 = p sin ( α·1χ3 )

Λ ύ σ η :

Ε ισ ά γ ο υ μ ε  μ ία  ν έ α  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  t έ τ σ ι ώ σ τ ε  

σ 1χ 3 = t —> χ 3 = α  t

Ά ρ α  έ χ ο υ μ ε  τ ις  α κ ό λ ο υ θ ε ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  γ ια  τ ι ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  Xi

χ , = p c o s t , χ 2 = p s i n t , χ 3 = α  t (2 .4 .6 )

Ο ι (2 .4 .6 )  ε ίν α ι ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ η ς  ε λ ικ ο ε ιδ ο ύ ς  κ α μ π ύ λ η ς . Ο ι χ , , 2 σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  
π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ ν  κ ύ κ λ ο  ό μ ω ς  η  χ 3 σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  δ ε ν  π α ρ α μ έ ν ε ι  σ τ α θ ε ρ ή  α λ λ ά  ε ίν α ι 

α ν ά λ ο γ η  τ η ς  γ ω ν ία ς  π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή ς  (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  2 .4 .2 ) .

Τ ο  μ ή κ ο ς  χ 3 σ ε  χ ρ ό ν ο  t  = 2 π  λ έ γ ε τ α ι  β ή μ α  Δ  τ η ς  έ λ ικ ο ς .  Ε ύ κ ο λ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ο τ ι  
ε ίν α ι  Δ  = χ 3 (t + 2  π )  -  χ 3 (t) = 2 π α . Γ ια  έ ν α  τ υ χ α ίο  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τ η μ α  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  ( ft,, ft2 ,ft3 ) μ ε  ά ξ ο ν α  σ υ μ μ ε τ ρ ία ς  τ ο ν  ά ξ ο ν α  ft3 η  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  

ε λ ικ ο ε ιδ ο ύ ς  κ α μ π ύ λ η ς  γ ρ ά φ ε τ α ι
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Σ χ ή μ α  2 .4 .2 . Η  ελ ικ ο ε ιδ ή ς  καμπύλη

x(t) = p co st + p s in t + I n  * (2 .4 .7 )

π ο υ  ρ  η α κ τ ίνα  και Δ  τ ο  βή μ α  τη ς  έλ ικ α ς .

2 .5 .  Ε φ α π τ ό μ ε ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  κ α μ π ύ λ η ς  χ ώ ρ ο υ

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ η ν  εξ ίσ ω σ η  μ ιά ς  κ α μ π ύ λ η ς  x= x(t), ω ς  π ρ ο ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  t. 
Α ς υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς  t  π α ρ ισ τ ά ν ε ι σ τη  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τη  
μ ε τα β λ η τή  το ύ  χ ρ ό ν ο υ . Σ ε  δ ιά σ τη μ α  At, η  θ έ σ η  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  χ  α λ λ ά ζ ε ι  α π ο  
x(t) σ ε  x (t +Δ ί). Η μ ετα τό π ισ η  είνα ι

Δ χ  = x(t+At) -  x(t) = Δ χ , ft, +Δχ2 $2 +Δ χ3 $3 (2 .5 .1 )

Η | μ έ σ η  τ α χ ύ τ η τ α  σ ω μ ά τ ιο υ  π ο υ  έ χ ε ι  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τ ο  x (t) , σ τ ο  χ ρ ο ν ικ ό  
δ ιά σ τη μ α  Δ ί ε ίνα ι τ ό τ ε  (β λ έπ ε  σ χή μ α  2 .5 .1 )

Δ χ  λ Δ *  
U "  A t "  *  At (2 .5 .2 )

(π α ρ α δ ο χ ή  ά θ ρ ο ισ η ς  τ ο υ  E instein)



78

AX
At

Σ χ ή μ α  2 .5 .1 . T o εί ναι  εφ α π τό μ εν ο  σ τη ν  καμπύλη  x (t).

Ε φ ό σ ο ν  η x (t) ε ίν α ι  π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η , η  μ έ σ η  τ α χ ύ τ η τ α  υ τ ε ίν ε ι  σ ε  έ ν α  ό ρ ιο  u ( t)  

κ α θ ώ ς  τ ο  At τ ε ίν ε ι  σ τ ο  μ η δ έν

. u (t) = f  (2 .5 .3 )

Τ ο  ό ρ ιο  α υ τ ό  α π ο τ ε λ ε ί  τ η ν  τ α χ ύ τ η τ α  τ ο υ  σ ω μ α τ ίο υ  τ η  σ τ ιγ μ ή  t, κ α ι σ υ μ π ίπ τ ε ι μ ε «
τ η ν  ε φ α π τ ο μ έ ν η  σ τ η  κ α μ π ύ λ η  (σ χ ή μ α  2 .5 .1 ) . Μ ία κ α μ π ύ λ η  λ έ γ ε τ α ι  ο μ α λ ή  σ ε  

κ ά π ο ιο  δ ιά σ τ η μ α  α ν  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  x (t)  ε ίν α ι  μ ο ν ό τ ιμ η  κ α ι π α ρ α γ ω γ ίσ ιμ η  σ τ ο  
δ ιά σ τ η μ α  α υ τ ό  μ ε  σ υ ν ε χ ή  π α ρ ά γ ω γ ο . Μ ία κ α μ π ύ λ η  ε ίν α ι  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  ο μ α λ ή  α ν  
ε ίν α ι σ υ ν ε χ ή ς  κ α ι μ π ο ρ ε ί ν α  δ ια ιρ ε θ ε ί σ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  α ρ ιθ μ ό  ο μ α λ ώ ν  κ α μ π ύ λ ω ν . 
Τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  T(t) ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τ η ν  κ α μ π ύ λ η  x (t) ο ρ ίζ ε τ α ι ε π ίσ η ς  α π λ ρ '

T (t) =
d x /d t _ 

|d x /d t| =

Σ  (dx/dt)^
__ I_________

Υ  2 d x /d t ) i
(2 .5 .4 )

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 . 5 . 1 .

Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τη ν  κ α μ π ύ λ η  

x(t) = 3 t ^  + t2 #2 +  t3 $3
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σ το  σ η μ ε ίο  (6 ,4 ,8 ). Π ρ ο φ α ν ώ ς  γ ια  το  σ η μ ε ίο  α υ τ ό  θ α  π ρ έ π ε ι  t= 2 , t2=4, t3=8 
δ η λ α δ ή  υ π ά ρ χ ε ι λ ύ σ η  π ο υ  α ν τ ισ το ιχ ε ί σ ε  t=2. Α πο τ η ν  εξ ίσ ω σ η  (2 .5 .4 ) έ χ ο υ μ ε

+ 2 t ft, + 3 t2 ft, 

V 3+ (2 t)2 + (3t2)2
Ά ρ α  γ ια  t=2 , το  μ ο ν α δ ια ίο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  δ ιά νυ σ μ α  ε ίνα ι

T(t=2) = +:4̂ 2 + .12^  = (3ft, +4ft2 +12ftj)'
V 9 + 1 6  + 1 4 4  13

2 .6 . Μ ή κ ο ς  κ α μ π ύ λ η ς  χ ώ ρ ο υ

Έ σ τ ω  C ε ίνα ι μ ία  κα μ πύλη  κ α τά  τμ ή μ α τα  ο μ α λ ή . Δ ια ιρ ο ύ μ ε  τη  C σ ε  μ ικρά  
δ ια σ τή μ α τ α  μ ε  τα  σ η μ ε ία  Q0,Q ,,... ,Q n (σ χή μ α  2 .6 .1 ) και τη  π ρ ο σ ε γ γ ί ζ ο υ ν  με μ ία

π ο λ υ γ ω ν ικ ή  γ ρ α μ μ ή  π ο υ  α π ο τ ε λ ε ίτ α ι  α π ο  τ α  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ α  τ μ ή μ α τ α  Q0C^,, 
Q ,Q 2, . ..,Q n.1 Qn. Αν x k ε ίν α ι τ ο  δ ιά νυ σ μ α  θ έ σ η ς  το υ  σ η μ ε ίο υ  Q k, k= 1 ,2 ...n  και A xk = 
x k -  x k-1, τό τ ε  το  σ υ ν ο λ ικ ό  μ ή κος τ η ς  π ο λ υ γ ω ν ικ ή ς  γ ρ α μ μ ή ς  Q0Q ,...Q n ε ί ν α ι :

Q0 Qi + Q, Q2 + ...+ Q,,., Qn = £ |A x k| (2.6.1)
k«1

ό π ο υ  |Δχ*| = V(Ax1(k))2+(Ax2(k))2 +(Ax3(k))2 (2 .6 .2 )

To μ ή κ ο ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  π ρ ο κ ύ π τε ι α π ο  το  ό ρ ιο  τ η ς  ( 2 .6 .1 ), ό τ α ν  α υ τ ό  υ π ά ρ χ ε ι, 
κ α θ ώ ς  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τω ν  υ π ο δ ια ιρ έ σ ε ω ν  π α υ ξ ά ν ε ι α π ε ρ ιό ρ ισ τ α . Ο υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  το υ  
ο ρ ίο υ  α υ τ ο ύ  δ ιε υ κ ο λ ύ ν ε τ α ι α ν  έ χ ο υ μ ε  τη  δ υ ν α τ ό τ η τ α  ν α  π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  
τ η ν  κ α μ π ύ λ η , να  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  δ η λ α δ ή  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  τ η ς  μ ε  τη  β ο ή θ ε ια  μ ιά ς  
π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  te ( a ,b )  μ έσ ω  μ ιά ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  χ  = x (t). Π ρ ο ς  τ ο ύ τ ο , έ σ τ ω  tk η τ ιμ ή

τ η ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς  t, π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί σ το  x k = x (tk). Τ ό τε , ε π ε ιδ ή  η ^  ε ίν α ι σ υ ν ε χ ή ς

σ υ ν ά ρ τη σ η , γ ια  κ ά π ο ιο ν  α ρ ιθ μ ό  T,(k) μ ετα ξύ  τω ν  και tk έ χ ο υ μ ε

Ax,(k) =  x,(k) -  x,(k—1) = ( K - U  f  (T,(k)), (=1,2.3

To μ ή κ ο ς  τ ο υ  π ο λ υ γ ώ ν ο υ  ε ίν α ι τ ό τ ε ,

η η
Σ |Δ χ„| = Σ
k=1 k=1

dxi
dt

\

(Ti(k))

/

I 2 W )
■\2

dx·
dt

(T3(k))

1/2
(tK-tK-i)
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Q.

Σ χ ή μ α  2 .6 .1 . Υπ οδια ίρεσ η καμπ ύλης σ ε  π- τμ ή μ α τα .

Α υ ξ ά ν ο ν τ α ς  τ ο ν  α ρ ιθ μ ό  τ ω ν  υ π ο δ ια ιρ έ σ ε ω ν  α π ε ρ ιό ρ ισ τ α ,  ο ι  δ ια φ ο ρ έ ς  t k—t k.1 
γ ίν ο ν τ α ι  α π ε ιρ ο σ τ έ ς  και τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  π ρ ο σ ε γ γ ίζ ε ι  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  δ η λ α δ ή  Ax,(k)

Τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  (2 .6 .3 ) μ α ς  δ ίν ε ι  λ ο ιπ ό ν  τ ο  μ ή κ ο ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C . Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  
ε δ ώ  ό τ ι  α ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  ω ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  τ ο  ίδ ιο  τ ο  μ ή κ ο ς  s (t)  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς , 
τη  χ ρ ο ν ικ ή  σ τ ιγ μ ή  t, τ ό τ ε  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  T(t) τ η ς  x (t) (σ χ έ σ η

2 .5 .4 ) ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  α π λ ά  T (s) =  ^  (β λ έ π ε  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  (2 .6 .3 ) π ιο  κ ά τω ).

Ε ν δ ια φ έ ρ ο υ σ α  ε ίν α ι  η π ε ρ ίπ τ ω σ η  π ο υ  η κ α μ π ύ λ η  κ ε ίτ α ι σ ε  ε π ίπ ε δ ο .  Α ν γ ια
dx

π α ρ ά δ ε ιγ μ α  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι τ ο  ε π ίπ ε δ ο  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  ε ίν α ι τ ο  (χ ν χ 2) τ ό τ ε  = 0. 

Η υ π ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  π ο σ ό τ η τ α  τ ό τ ε  γ ρ ά φ ε τ α ι

(2 .6 .3 )
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και τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π α ίρ ν ε ι τη  μ ο ρ φ ή

(2 .6 .4 a )

ή α ν ά λ ο γ α

(2 .6 .4 .b)

Παράδειγμα 2.6.1.

Κ ίνηση ω ό ο τ ίο υ  σ ε  ο υ ο ν ε ν έ ο  υ α ν ν η τ ικ ό  π ε δ (ο  : Θ ε ω ρ ε ίσ τ ε  ό τ ι  έ ν α  σ ώ μ α  μ ε  
φ ο ρ τ ίο  q κ ινείτα ι σ ε  ο μ ο γ ε ν έ ς  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  Β έ τ σ ι ώ σ τ ε  α ρ χ ικ ά  η ο ρ μ ή  τ ο υ  Ρ 
ν α  σ χ η μ α τ ίζ ε ι γ ω ν ία  θ  μ ε  τ ο  π ε δ ίο  Β. ί) Να δ ο θ ε ί μ ια έ κ φ ρ α σ η  π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι  
τη ν  τ ρ ο χ ιά  το υ . ϋ) Αν ε ξ έ ρ χ ε τ α ι  α π ό  τ ο  π ε δ ίο  α φ ο ύ  δ ια ν ύ σ ε ι α π ό σ τ α σ η  L κ α τά  τ ο  
μ ή κ ο ς  τ ο υ  π ε δ ίο υ  ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  : α) τ ο  μ ή κ ο ς  τ ρ ο χ ιά ς  τ ο υ  κα ι β) ο  χ ρ ό ν ο ς  
δ ια δ ρ ο μ ή ς .

Η δ ύ ν α μ η  το υ  μ α γ ν η τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  π ά ν ω  σ το  φ ο ρ τ ίο  q ε ίνα ι
I

F = q (u * Β] (Δ ύ να μ η  L orenz)

Η F ε ίνα ι κ ά θ ετη  σ τ η ν  ορμ ή  μ ε μ έτρ ο  

F = quBcosO = qB ux

ε ξ α ιτ ία ς  τ η ς  ο π ο ία ς  θ α  δ ια γ ρ ά ψ ε ι κυκλική  τ ρ ο χ ιά  έ τσ ι ώ σ τε

τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  ό μ ω ς  κ ιν ε ίτα ι κα ι κ α τά  μ ή κ ο ς  το υ  π ε δ ίο υ  μ ε  τ α χ ύ τ η τ α  υ Μ

Λ ύ σ η  :

Η σ υ χ ν ό τ η τ α  τη ς  κ ίν η σ η ς  ε ίνα ι

2 π  2 π  _ Ux gB

Ρ „ Ρ οοεθ  
m “  m
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Ά ρ α  η  τ ρ ο χ ιά  δ ίν ε τ α ι  α π ό  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς

Ρ ,
Α υ τή  ε ίν α ι  η  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε λ ικ ο ε ιδ ο ύ ς  (π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .4 .3 )  μ ε  α κ τ ίν α  ^  κ α ι β ή μ α

Τ ο  μ ή κ ο ς  τ η ς  τ ρ ο χ ιά ς  γ ια  έ ν α  β ή μ α  ε ίν α ι 

2π

Α υ τό  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ε  έ ν α  β ή μ α . Σ ε  α π ό σ τ α σ η  L β ρ ίσ κ ο υ μ ε

Ο  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο ς  χ ρ ό ν ο ς  ε ίν α ι t-j = L /u11 =  Lm/P,,.

Παράδειγμα 2.6.2.

Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  μ ή κ ο ς  τ η ς  ε λ ικ ο ε ιδ ο ύ ς  κ α μ π ύ λ η ς  

χ 2 =  sin  2π  χ „  χ3 =  c o s  2π  χ ,  

μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  (0,0,1) κ α ι ( 1 ,0, 1)

Λ ύ σ η :

Ε δ ώ  η  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  Χι μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ λ η φ θ ε ί  ω ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς .  Ε ί ν α ι : 

|d x |  = λ/ cIx2, +  dx22 +άχ?3

= V 1 + 4 π 2 dx ,

Σ υ ν ε π ώ ς  η  μ ο ρ φ ή  τ ο υ  |d x | μ α ς  ο δ η γ ε ί  σ τ η  (2 .6 .4 ) . Έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε  

1

L L P
s 2 -  S1 (2 π Ρ „  /  qB ) "  Ρ„

={dx2, +(4π* c o s2 2 π χ , +  4 n 2sin22 n x ,)d x21}1y2
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Σ η μ ε ί ω σ η :  Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  και τ η ν  σ υ ν ή θ η  π α ρ α μ ε τρ ικ ή  
μ ο ρ φ ή  τ η ς  εξ ίσ ω σ η ς  τ η ς  ελ ικ ο ε ιδ ο ύ ς  κ α μ π ύ λ η ς  γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ο  μ ή κ ο ς, 
μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ η ς  (2 .6 .3). Έ τσ ι θ έ τ ο ν τ α ς  χ , = t/2 n  έ χ ο υ μ ε

Παράδειγμα 2.6.3.

Δ ίν ε τ α ι η κα μ π ύλη  μ ε π α ρ α μ ετρ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  

x(t) = r0 ( c o s o t  ft, + s in o t β2 ) 

ό π ο υ  t, π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς  χ ρ ό ν ο υ .

Ν α ε κ φ ρ α σ τ ε ί τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  χ ω ς  π ρ ο ς  τη  μ ετα β λ η τή  s , x (s), ό π ο υ  s  ε ίν α ι το  
ίδ ιο  τ ο  μ ή κ ο ς  τη ς  κ α μ π ύ λ η ς  τη  χ ρ ο ν ικ ή  σ τ ιγ μ ή  t.

Λ ύ σ η :

Α πο τ η ν  εξ ίσ ω σ η  (2 .6 .3 ) έ χ ο υ μ ε

Π α ρ ά δειγμ α  2 .6 .4 .

Δ ε ίξ τ ε  ό τ ι  γ ια  ο π ο ια δ ή π ο τ ε  ο μ α λ ή  κ α μ π ύ λ η  x (t)  τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  μ ο ν α δ ια ίο  
δ ιά ν υ σ μ α  Τ (σ χ έσ η  2 .5 .4 ) δ ίν ε τα ι α π ο  τη  σ χ έ σ η

χ  = ^ $ ι + sin t 2̂ +cost fc,

s(t) = r0 J  ω  V cos2 o t  +sin2o t  d t = to r

Ά ρ α

x (s)=  r0(cos( * ) ^  + sin( J )  k2 ) 
«0 r0

(2 .6 .5 )

ό π ο υ  s  τ ο  μ ή κ ο ς τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  τη  σ τ ιγ μ ή  t. 

Λ ύ σ η :

Α πό  τ ο ν  τ ύ π ο  (2 .5 .4 ) έ χ ο υ μ ε
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dx /d t 
= |d x /d t|

Ε π ίσ η ς  α π ό  τ ο ν  τ ύ π ο d t σ υ ν ά γ ο υ μ ε  ό τ ι

d s  d x [  
d t = dt I

Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τα ς  τ ο  |d x /d t| σ τη ν  έ κ φ ρ α σ η  γ ια  τ ο  Τ έ χ ο υ μ ε

_  _ d x /d t _  d x  
“  d s /d t ~ d s

Ε τσ ι σ τ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  (2 .6 .3 ) έ χ ο υ μ ε  :

= r0 ( f )  { -s in (  f )  * ,+ co s( ?-) St2} 
a s  r0 Tq r0

=1

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 . 6 . 5 .
*

Δ ίν ε τ α ι  η  κ α μ π ύ λ η

χ , = t , χ2 =  2 t+ 5  , x3 = 3 t
d J

Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν :  0 Π ^  ") τ °  μ ή κ ο ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  (0 ,5 ,0 ) 

κα ι (1 ,7 ,3 ) . Ε ίνα ι α π α ρ α ίτη τ η  η  χ ρ ή σ η  τ η ς  (2 .6 .3 ) ;

Λ ύ σ η  :

i) Τ ο  Τ ε ίν α ι η  ε φ α π τ ο μ έ ν η  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς

Τ d x /d t 1 /Λ ρΛ . οΛ \
Τ "  |d x /d t| "  ^ (Χι +^ 2 +ά* 3> 

ό*Τ
Σ υ ν ε π ώ ς  = 0 . Δ η λ α δ ή  η κ α μ π ύ λ η  έ χ ε ι  σ τ α θ ε ρ ή  δ ιε ύ θ υ ν σ η .  Τ ο ύ τ ο  ε ίν α ι  

π ρ ο φ α ν έ ς  μ ια ς  και π ρ ό κ ε ιτ α ι γ ια  ε υ θ ε ία .

ϋ) Α π ο  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  π α ρ α τ ή ρ η σ η  σ υ ν ά γ ο υ μ ε  ό τ ι δ ε ν  ε ίν α ι α π α ρ α ίτ η τ η  η χ ρ ή σ η  

τ η ς  (2 .6 .3 ) γ ια  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τ ο υ  μ ή κ ο υ ς . T o  s  ε ίν α ι α π λ ά  η  α π ό σ τ α σ η  τ ω ν  δ ύ ο  
σ η μ ε ίω ν

s=  {12 + 22 + 32}1'2 = V T4
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .6 .6 .

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τε ί το  μ ή κ ο ς τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  

χ1 = e* c o s t , χ2 = e t s i n t , χ3 = 0
μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  t=0 και t= 1. Ν α γ ίν ε ι η π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ίη σ ή  τ η ς  ω<ΐ π Ρ0<ΐ  τ Π 

μ ετα β λ η τή  τ ο υ  μ ή κ ο υ ς  s . Ν α β ρ εθ ε ί τ ο  σ χή μ α  τη ς .

Λ ύ σ η :

Για  ν α  π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  ω ς  π ρ ο ς  τ η ν  μ ε τα β λ η τή  s  υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  τ ο  ίδ ο  

ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  μ ε  ά νω  ό ρ ιο  το  t

2 .7 .  Κ α μ π υ λ ό τ η τ α  κ α μ π ύ λ η ς

Α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  κ α μ π ύ λ η  π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ α ι  α π ο  ο μ α λ ή  σ υ ν ε χ ή  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  x(t). Για κ ά θ ε  α ρ κ ετά  μικρό τμ ή μ α  τ η ς  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  
ε π ιλ έ ξ ο υ μ ε  κύκλο  κ α τ ά λ λ η λ η ς  α κ τ ίν α ς  ρ τ έ το ιο υ  π ο υ  το π ικ ά  έ ν α  μ ικ ρ ό  τό ξ ο  το υ  
θ α  σ υ μ π ίπ τε ι με τ ο  α υ τ ό  μ ικρό τμ ή μ α  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  2 .7 .1 ) . Με λ ίγ α  
λ ό γ ια  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  με ε π ιλ ο γ ή  τ η ς  α κ τ ίν α ς  ρ, ο κ ύ κ λ ο ς  ν α  έ χ ε ι  τ η ν  ίδ ια  

κ α μ π υ λ ό τη τα  το π ικ ά  με α υ τή  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς .

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  κ α μ π υ λ ό τ η τ α  μ ε  τ η  μ ε τ α β ο λ ή  τ ο υ  
! ε φ α π τ ό μ ε ν ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Τ κ α τά  μ ή κ ο ς τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . Έ τ σ ι  η κ α μ π υ λ ό τη τ α  k 

ο ρ ίζ ε τα ι ω ς  εξή ς :

Ε ίνα ι ^  = θ '  [(cost—sint) +(cost+sint)$2] _> ^ | = V 2  e '

Ά ρ α

=  id T l  |d T /d t| IdT/dtl
~  d s  “  d s /d t dx /d t

(2.7.1)
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Σ χ ή μ α  2 ,7 .1 . Η  κ α μ π υ λ ό τη τα  τη ς  κα μ π ύλης σ ε  δ ο σ μ ένο  σ η μ ε ίο  σ υ μ π ίπ τε ι μ ε  

εκ ε ίν η  μ ικρο ύ  κύκλο υ  που ε φ ά π τε τα ι τη ς  καμπ ύλης σ το  σ η μ είο  α υ τό .

Α ς ε π α ν έ λ θ ο υ μ ε  σ το  σ χ ή μ α  2 .7 .1 . Αν Δ θ  ε ίν α ι η γ ω ν ία  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  α κ τ ιν ώ ν  
Ο Ρ ,  και Ο Ρ 2 ό π ο υ  Ρ , Ρ 2 = Δ ε , ε ίν α ι  τ ο  μ ή κ ο ς  τ ο υ ς  τ ό ξ ο υ  π ο υ  ε φ ά π τ ε τ α ι  σ τ η ν  

κ α μ π ύ λ η , τ ό τ ε

|Δ ε | = ρΔΘ

Σ υ ν ά μ α , τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Τ ,,Τ 2 π ο υ  ε φ ά π τ ο ν τ α ι  σ τ α  σ η μ ε ία  Ρ , ,  Ρ 2 τ η ς  
κ α μ π ύ λ η ς , σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  και α υ τ ά  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  γ ω ν ία  Δ θ . Η δ ια φ ο ρ ά  τ ο υ ς  Δ Τ = Τ ,-  

Τ2 (σ χ ή μ α  2 .7 .1 b ) ε ί ν α ι :

|Δ Τ | = |Τ,| Δ θ  = Δ θ , |Τ,| = 1, i =  1,2

Ά ρ α  α ν  ρ  ε ίν α ι η α κ τ ίν α  τ ο υ  το π ικ ο ύ  κ ύ κ λ ο υ  |Δ ε|~ρΔ Θ =ρ)Δ Τ | =
Γ

Δ Τ
A s

Σ το  ο ρ ιο  A s  -  

τ =  lim= 11111| 4 Ι  
fos-Λ  I

Id T l

I dsl
s  k (2.7.2)
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Σ υ ν ε π ώ ς  η α κ τ ίν α  τ ο υ  ε φ α π τ ό μ ε ν ο υ  κ ύ κ λ ο υ  σ ε  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  ισ ο ύ τ α ι μ ε  τ ο  
α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο  τ η ς  κ α μ π υ λ ό τη τα ς :

Ρ = £  (2 .7 .3 )

Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η ε υ θ ε ία  γ ρ α μ μ ή  έ χ ε ι  κ α μ π υ λ ό τη τα  k=0 δ η λ α δ ή  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ε  
α κ τ ίνα  ρ  = <».

Έ χ ο υ μ ε  α π ο δ ε ίξ ε ι  ό τ ι γ ια  κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  F(t) σ τ α θ ε ρ ο ύ  μ έ τ ρ ο υ  ισ χ ύ ε ι  
F 'd F ( t) /d t = 0 π ο υ  σ η μ α ίν ε ι ότι, α ν  F(t) *  0 , τ ό τ ε  F(t) ±  d F (t)/d t. Τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  
δ ιά ν υ σ μ α  T(t) ε ίν α ι μ ο ν α δ ια ίο , δ η λ α δ ή  έ χ ε ι  μ έτρ ο  σ τ α θ ε ρ ό  |T (t) | = 1 . Σ υ ν ε π ώ ς
d j
■^j-1 Τ . (Α υτό ε ίν α ι φ α ν ε ρ ό  και α π ο  τ ο  σ χ ή μ α  2 .7 .1 b ) . Ο ρ ίζ ο υ μ ε  τ ό τ ε  τ ο  

μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Ν ω ς  ε ξ ή ς  :

dT /dt dT /ds 
"  |dT /d t| "  |d T /d s |

(2 .7 .4 )

Ε ίνα ι ό μ ω ς  k = |d T /d s |, σ υ ν ε π ώ ς

g - Κ Ν ή Ν (2 .7 .5 )

ε π ίσ η ς  (2 .7 .6)

d T _ d s  
d t "  dt k N (2 .7 .7 )

H (2 .7 .5 ) μ α ς  λ έ γ ε ι  ο τ ι το  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  Τ σ τ ρ έ φ ε τ α ι  π ρ ο ς  τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  
Ν μ ε ρ υ θ μ ό  ίσο μ ε  τ η ν  κ α μ π υ λ ό τη τα  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . Π ρ ο φ α ν ώ ς

/

Τ - Ν = 0 (2 .7 .8 )

Έ ν α  τρ ίτο  δ ιά ν υ σ μ α  Β ο ρ ίζ ε τ α ι μ έσ ω  τ η ς  σ χ έ σ η ς

Β =Τχ Ν (2.7.9)
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Παράδειγμα 2.7.1.

Ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Τ , Ν και Β π ο υ  α ν τ ισ τ ο ι χ ο ύ ν  σ τ η ν  έ λ ικ α  τ ο υ  
π α ρ α δ ε ίγ μ α τ ο ς  (2.6. 1).

Λ ύ σ η :

ρ
Ε ισ ά γ ο ν τ α ς  s 0 = , c o s0  = Ρ.Β/ (|Ρ ||Β |) και τ ο  μ ή κ ο ς  s  τ η ς  έ λ ικ α ς  ω ς

π α ρ ά μ ε τ ρ ο , έ χ ο υ μ ε

s  =2 -1 και ^  t  = —  , ο π ό τ ε  
m m Sg

s  s
x  = sinG s 0 [ ^ c o s ^  + ]+ cos0 s  k3

d x
T = d s  =sin0 ^ sin^  + ^ coŝ 1+sin0 -

, d T  sm 0 ,λ s  a . s  ,
'3Γ  = -  —— (X.COS—  + JLsin— ) 
d s  s 0 1 s 0 ^  s 0

1 I d T  I |s in 0 | „ s 0 sq

p “  d s  = s 0 “ * p  ~  |s in0| "  sin0 ’ ° < 0 < n

N = p dF = - [ f t icos^ + ^ sin^ 1 

B = T xN  = c o s0  [^ s in ^ .- f tg C o s ^ J + s in O f tg  

T o  β ή μ α  ε ίν α ι Δ  = 2 n s0 = 2 π  ρ /  (qB)

2.8. Ανάλυση της επιτάχυνσης. Εξισώσεις του Frenet.
Έ χ ο ν τ α ς  ο ρ ίσ ε ι  τ η ν  κ α μ π υ λ ό τ η τ α  k κ α ι τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Τ κ α ι Ν, 

ε ν δ ια φ έ ρ ο ν  ε ίν α ι ν α  δ ο ύ μ ε  σ ' α υ τ ό  τ ο  σ η μ ε ίο  π ώ ς  ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  μ ε  τη  β ο ή θ ε ιά  τ ο υ ς
Η2χ

η , δ η λ α δ ή  η ε π ιτ ά χ υ ν σ η  κ ιν η το ύ  π ο υ  κ ιν ε ίτα ι π ά ν ω  σ ε  κ α μ π ύ λ η
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x(t) = x1(t)^+ x2(t)^+ x3( t)^ .

Η τ α χ ύ τ η τ α  το υ  ω ς  γ ν ω σ τ ό ν  ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  η π ρ ώ τη  π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ η ς  x (t) ω ς  
π ρ ο ς  τ ο  χ ρ ό ν ο .

u(t) =
dx(t)

dt dt *■

Το δ ε  μ έτρ ο  τ η ς  ε ίνα ι

|u (t) | = υ = Id x l  _  d s  
dt I "  dt

(2.8. 1)

Υ π εν θ υ μ ίζο υ μ ε  ό τ ι η τ ε λ ε υ τ α ία  ισ ό τη τα  σ υ ν ά γ ε τ α ι  α π ό  τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι

t

(β λ έ π ε  2 .6 .3 ) . Σ υ ν ε π ώ ς  η τ α χ ύ τ η τ α  έ χ ε ι  μ έ τ ρ ο  d s /d t  κα ι δ ιε ύ θ υ ν σ η  ίδ ια  μ ε  τη  
δ ιε ύ θ υ ν σ η  τ ο υ  ε φ α π τ ό μ ε ν ο υ  α ν ύ σ μ α τ ο ς  Τ . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  λ ο ιπ ό ν  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε

u(t) =
d s
dt

Τ

Η ε π ιτ ά χ υ ν σ η  π ρ ο κ ύ π τε ι με π α ρ α γ ώ γ ισ η  τ η ς  (2 .8 .2 )

a(t) duffl t f s _  d s  dT  
"  d t = dt2 1 + d t d t

_ d fs  _  d s dT /d s  
'  dt2 + d t d t/ds ^

' ^  . " 3 | t + ( S ) ! n /p
i

δ η λ α δ ή

a(t) = a, T  + a n N

ό π ο υ

a‘ = S ’ a"= ( S ) 2/p=|u|2/p

(2 .8 .2)

(2 .8 .3 )

(2 .8 .4 )

(2 .8 .5 )
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Η αη λ έ γ ε τ α ι  κ ε ν τ ρ ο μ ό λ ο ς  ε π ιτ ά χ υ ν σ η .

Ά σ κ η σ η : Να σ υ γ κ ρ ιθ ε ΐ η αη μ ε τ η ν  γ ν ω σ τ ή  σ χ έ σ η  τ η ς  ο μ α λ ή ς  κυκλ ική ς κ ίν η σ η ς . 

Τ ο μ έ τ ρ ο  τ η ς  ε π ιτ ά χ υ ν σ η ς  ε ίνα ι

κι α υ τ ό , δ ιό τ ι τ α  Τ και Ν ε ίν α ι μ ο ν α δ ια ία  και ο ρ θ ο γ ώ ν ια  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .

Α π ο  τη  (2 .8 .5 )  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  κ α μ π υ λ ό τ η τ α  ε φ ό σ ο ν  ε ίν α ι  
γ ν ω σ τ ή  η κ ά θ ετη  σ υ ν ισ τώ σ α  τ η ς  ε π ιτ ά χ υ ν σ η ς

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ό μ ω ς  ν α  π α ρ ά γ ο υ μ ε  μ ιά  γ ε ν ικ ό τ ε ρ η  έ κ φ ρ α σ η  γ ια  τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τ η ς  
μ ε  τ η ν  α κ ό λ ο υ θ η  δ ια δ ικ α σ ία :  Σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  γ ι ν ό μ ε ν ο  τ η ς  
τ α χ ύ τ η τ α ς  μ ε  τ η ν  ε π ιτ ά χ υ ν σ η  και κ ά ν ο υ μ ε  μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ ω ν  (2 .8 .2 ) κα ι (2 .8 .3 ) . 
Τ ό τ ε  έ χ ο υ μ ε

|a (t) | > λ/ β«, +a*„ (2.8.6)

Έ χ ο ν τ α ς  υ π ό ψ η  ό τ ι Τ 1  Ν και |Τ| = |Ν| = 1, τ ο  μ έ τ ρ ο  |υ χ  a| ε ίν α ι :

(2 .8.8)

Α πό  τ ις  (2 .8 .7 ) κα ι (2 .8 .8 ) έ χ ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  ό τ ι

Παράδειγμα 2.8.1.

Ο μ α λ ή  κυκλική  κ ίνη σ η

x(t) = r0 [coscot + s in o t  $2 ] .  Γ0,ω  = σ τα θ .
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Ά ρ α

3S — Ο, 3η — k = ι^ω27 = ω 2 r0

Υ π ά ρ χ ε ι μ ό νο  κ ε ν τ ρ ο μ ό λ ο ς  ε π ιτά χ υ ν σ η

π ρ ά γ μ α  π ο υ  ε ίνα ι γ ν ω σ τ ό  μ ε  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ις  μ ε θ ό δ ο υ ς .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  2 .8 .2

Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  και α η τ η ς  ε π ιτ ά χ υ ν σ η ς  κ α τ ά  τ η ν  κ ίν η σ η  τ ο υ  

φ ο ρ τ ίο υ  το υ  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ ο ς  (2.6. 1).

Ε χ ο υ μ ε

Σ ε  σ υ μ φ ω ν ία , ό π ω ς  α ν α μ ε ν ό τ α ν  μ ε  τ η ν  π ρ ό β λ ε ψ η  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς  L o ren tz  ( κ ύ ττα ξ ε  
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  (2.6.1)).

Ε π α ν ε ρ χ ό μ ε ν ο ι σ τη ν  (2 .8 .8 ) , σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  u(t) x a (t)  

ε ίν α ι α ν ά λ ο γ ο  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς

Ά ρα

Β = ΤχΝ (2 .8 .9 )

Ε π ε ιδ ή  τ α  Τ,Ν ε ίν α ι μ ο ν α δ ια ία , τ ό τ ε  και τ ο  Β ε ίν α ι ε π ίσ η ς  μ ο ν α δ ια ίο .  Τ α  
μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  (Τ,Ν,Β) ο ρ ίζ ο υ ν  έ ν α  τρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  δ ε ξ ιό σ τ ρ ο φ ο  σ ύ σ τη μ α
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π ο υ  σ υ ν ο δ ε ύ ε ι  τ ο  σ ω μ ά τ ιο  τ ο  ο π ο ίο  κ ιν ε ίτ α ι π ά ν ω  σ ε  δ ο σ μ έ ν η  κ α μ π ύ λ η . 
Π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  τ η ν  2 .8 .9 . έ χ ο υ μ ε

d B  d T  Μ _  dN
d s  °  d s  χ Μ  * Τ χ  d s

κα ι κ ά ν ο ν τ α ς  χ ρ ή σ η  τ η ς  2 .7 .5

d B _ T y dN 
d s  ~ χ  d s (2 .8 . 10)

Ε π ε ιδ ή  ό μ ω ς  Ν ,  ε π έ τ α ι  ό τ ι  τ ο  ^jjj- μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί  ω ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς  

σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  τ ω ν  Β  κ α ι Τ  (β λ έ π ε  σ χ .  2 .8 .1 ) . Σ υ ν ε π ώ ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε

dN  ν ,  -  
*  - λ τ  *τΒ (2.8 .11)

Σ χ ή μ α  2 .8 .1 . Το - ^ ±  Τ  και σ υνεπ ώ ς κ ε ίτα ι σ το  επ ίπ εδο  (Β ,Τ ).

Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τα ς  τ η ν  (2 .8 .1 1 ) σ τ η ν  (2 .8 .1 0 ) έ χ ο υ μ ε  

f  = Τ * { λ Τ +τ Β )

=  τ Τ χ Β = - τ Ν

Δ η λ α δ ή
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^  = -τ Ν  (2.8.12)

Ο σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή ς  τ σ τη  σ χ έ σ η  (2.8.12) κ α λ ε ίτα ι σ τρ έ ψ η  (to rsion) τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . 
Π ο λ λ α π λ α σ ιά ζ ο ν τα ς  τη ν  (2 .8.12) εσ ω τε ρ ικ ά  με Ν έ χ ο υ μ ε

τ  = -  Ν · ^  (2 .8 .1 3 )

Τ ο  π ρ ό σ η μ ο  τ η ς  τ ρ έ ψ η ς  ε ίν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  α π ό  τη  φ ο ρ ά  τ ο υ  Ν και τ ο υ  
π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ο ύ  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  και τ ο ύ τ ο  δ ιό τ ι α ν  Ν-»Ν' = - Ν ,  ό μ ο ια  έ χ ο υ μ ε  
Β - > Β '=  Τ  χ Ν = - Β ,  ά ρ α  το  π ρ ό σ η μ ο  σ τ η ν  (2 .8 .1 3 ) π α ρ α μ έ ν ε ι  α μ ε τ ά β λ η τ ο .  

Σ υ ν ε π ώ ς  η σ τρ έ ψ η  ε κ φ ρ ά ζ ε ι μ ια  ε σ ω τ ε ρ ικ ή  ιδ ιό τη τα  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς , μ ε  ά λ λ α  
λ ό γ ια  μ ε τ ρ ά  το  ρ υ θ μ ό  με το ν  ο π ο ίο  η κ α μ π ύ λ η  π ε ρ ισ τ ρ έ φ ε τ α ι .  Α ν ά λ ο γ α  με τ η ν
(2.8.9) μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  (β λ έπ ε ι και ο χ . 2.8.1)

Ν = Β χ Τ (2 .8 .1 4 )

Π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  τώ ρ α  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  και α ν τ ικ α θ ισ τώ ν τ α ς  τ ις  (2 .8 .1 2 ) και (2 .7 .5 ) 
κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε  σ τη ν  εξ ίσ ω σ η

^  = τ Β - κ Τ  (2 .8 .1 5 )

Ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  (2 .7 .5 ) , (2 .7 .1 2 ) κα ι (2 .8 .1 5 ) κ α λ ο ύ ν τ α ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ ο υ  F r e n e t .  
Μ π ο ρο ύ ν  ν α  γ ρ α φ ο ύ ν  σ ε  μ ορφ ή  π ίνα κ α , ω ς  ε ξ ή ς

( Τ  \
Ν

V B

0

-κ

κ 0 λ  

0 τ

( Τ  \
Ν

0 -τ 0 A  J
(2 .8 .1 6 )

2 .9  Ε π ί π ε δ ε ς  κ α μ π ύ λ ε ς  > Π ο λ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς

Μ ιά σ υ χ ν ά  ε μ φ α ν ιζ ό μ ε ν η  σ τ ις  ε φ α ρ μ ο γ έ ς  ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  κ ίν η σ η ς  
σ ω μ α τ ίο υ  ε ίν α ι η ε π ίπ ε δ η  κ ίνη σ η . Ιδ ια ίτερ η  χ ρ η σ ιμ ό τ η τ α  σ τη  π ε ρ ιγ ρ α φ ή  τ η ς  
π α ρ ο υ σ ιά ζ ο υ ν  οι π ο λ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  r, θ . Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ η ν  ε π ίπ ε δ η  κ α μ π ύ λ η  
τ ο υ  σ χ . 2 .9 .1 . Έ σ τω  x(t) τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  σ ω μ α τίο υ .
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Σ χ ή μ α  2 .9 .1 . Ε π ίπ εδ ες  π ολικές  σ υ ν τε τα γ μ έ ν ε ς  r  και θ

Οι π ο λ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  σ υ ν δ έ ο ν τ α ι  ω ς  γ ν ω σ τ ό  μ ε  τ ι ς  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  μ ε  τ ι ς  
σ χ έ σ ε ις :

χ , = rc o s0 , χ 2 = rsinQ οπότεx(t) = r[cos0 ^  + sin0 $2 ]*
Ε ισ ά γ ο υ μ ε  δ ύ ο  κ ά θ ε τ α  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  ur,ue, ό π ο υ  τ ο  ur έ χ ε ι  

ίδ ια  δ ιε ύ θ υ ν σ η  μ ε  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  x(t), δ η λ α δ ή

ur = c o s 0 ^  + sin0fc2 (2 .9 .1 )

Ε π ε ιδ ή  ur 1  ιιθ ε ύ κ ο λ α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ο υ μ ε  κα ι τ ο  ιιθ α π ό  τη  σ χ έ σ η

u0ur = 0 =>

(2 .9 .2 )

4

^  = -  COS0 ^  —Sine ^  = -ur (2.9.3)

Ε π ίσ η ς , ε π ε ιδ ή  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  ur έ χ ε ι  τ η ν  ίδ ια  δ ιε ύ θ υ ν σ η  μ ε  τ ο  x(t), 
μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε

ιιθ = -δ ίη θ  >(, + co s0 $2

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  ό τ ι

du * .
-Ζβ =  —sin0 + co se  x2 =  ue
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χ  = |χ | u , = ru r

Η τ α χ ύ τ η τ α  π ρ ο κ ύ π τε ι μ ε  π α ρ α γ ώ γ ισ η  τ η ς  (2 .9 .4 )

dx  d . . dr d u r 
dt "  dt ^  “  dt r + dt

Ό μ ω ς

^  ^  (cos0 ft, +sin0 f t ,)  = ue ^

(2 .9 .4 )

’A p a u s f  = l u ' + r f  Ue

Π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  τη ν  (2 .9 .5 ), π ρ ο κ ύ π τε ι Π ε π ιτ ά χ υ ν σ η

(2 .9 .5 )

/cFr / d 0 \2 1 f  cP0 „  d r d0\  „  
3 “  {dt2 ' r ( d t )  J U f+ { r dt2 +2 d t d t /  θ

(2 .9 .6 )

Ό μ ο ια  α ν

F  = Ff u f + Fe ue (2 .9 .7 )

α π ό  τ ο  ν ό μ ο  το υ  N ew ton F  =m a, σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς  τ ι ς  (2 .9 .6 ) και (2 .9 .7 ) β ρ ίσ κ ο υ μ ε

P m d2f m r i & V
Ff dt2 ( d t )

(2 .9 .8 )

P m r d20 Om drC®
, Fe = m r dP  + 2 m d t d t  

Ε π ίσ η ς  η σ τρ ο φ ο ρ μ ή  δ ίν ε τ α ι α π ό  τη  σ χ έ σ η

I L = χ  χ  m u =m r r ^ ( u r x ue) = m r2^ | 63

(2 .9 .9 )

Ε ιδ ικ ό τ ε ρ α , α ν  η δ ύ ν α μ η  ε ίν α ι κ εν τρ ικ ή , F q = 0, τ ό τ ε  π ο λ λ α π λ α σ ιά ζ ο ν τ α ς  τ η ν

(2 .9 .9 ) μ ε  r, έ χ ο υ μ ε

//
I
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/  2 ο d r  d0\  Λ 
m ( r d t2 +  2 r d t d t )  ~ 0= >

d /  - d0\  .
m dt ( r d t )  ~ 0=>

d0
mrZ λ  = OTa0£P0 ^  *■ =σταθεΡό

δ η λ α δ ή  η σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ ή  ό τ α ν  α υ τ ό  β ρ ίσ κ ε τα ι σ ε  π ε δ ίο  

κ ε ν τρ ικ ώ ν  δ υ ν ά μ ε ω ν  (κ ύ ττα ξ ε  και ά σ κ η σ η  2 .2 .4 ) . Α πό  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  π α ρ α τ ή ρ η σ η  

α π ο ρ ρ έ ε ι  ο  δ ε ύ τ ε ρ ο ς  ν ό μ ο ς  το υ  K epler σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τ ο ν  ο π ο ίο  το  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  

σ ε  π ε δ ίο  κ ε ν τ ρ ικ ώ ν  δ υ ν ά μ ε ω ν  κ α λ ύ π τ ε ι  ε μ β α δ ό  Α τ ο υ  ο π ο ίο υ  ο ρ υ θ μ ό ς  

μ ε τ α β ο λ ή ς  ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ ό ς

dA _  1  ,  άθ 
dt “  2 Γ dt

(2 .9 .1 0 )

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 .9 .1 .

Σ ω μ ά τ ιο  κ ιν ε ίτα ι έ τ σ ι  ώ σ τ ε  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τ ο υ  ν α  δ ίν ε τ α ι  α π ό  τη  σ χ έ σ η

x(t) =r0 {log (1+t2/t20) ft, +(t/to -2  a rc  tan(Vto)) ft2 +2V 2 Vtoft3 }

Ν α  β ρ ε θ ε ί  τ ο  μ έ τ ρ ο  τ η ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  τ ο υ  και η  κ α μ π υ λ ό τ η τ α  τ η ς  τ ρ ο χ ιά ς .

Λ ύ σ η  :

Η τ α χ ύ τ η τ α  τ ο υ  ε ίν α ι

Τ ο  μ έ τ ρ ο  τ η ς  ε ίν α ι

|u

Τ έ λ ο ς  έ χ ο υ μ ε

x"(t) =d 2x  2rn 
d t2 "  (t20 + t2)2

{ (t20- t 2)f t , +2t  t0ft2 }



Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  2 .9 .2 .

Έ ν α  φ ο ρ τ ισ μ έ ν ο  σ ω μ α τ ίδ ιο  κ ινείτα ι κα τά  μ ή κ ο ς ε π ίπ ε δ η ς  τ ρ ο χ ιά ς  μ ε

1 ά θ _ 1  
Γ "  1+2c o s0 ’ dt ~ γ2

Να υ π ο λ ο γ ισ θ ο υ ν  η τ α χ ύ τ η τ α  και η ε π ιτά χ υ ν σ η  τ ο υ  σ ω μ α τ ίο υ  

Λ ύ σ η :

Η τ α χ ύ τ η τ α  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  ε ίν α ι

d x  d . . dr άθ d0 
u = ¥  = d t (rUf) = ; s ^ ' Ur + r ^ rUed0 d t dt

2sin6 1 I 
(1+2co s0)2 r2 Uf +r r2 9

Ό μ ω ς  r(1+ 2cos0) = 1

u =2s in0 u r + γ  υθ

Οι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ η ς  ε π ιτ ά χ υ ν σ η ς  υ π ο λ ο γ ίζ ο ν τα ι με β ά σ η  τ ο ν  τ ύ π ο  (2 .9 .6 ). Ε ίνα ι a  
= a r u r + a<j ιιθ ό π ο υ  :

'Α ρα

3f = dt2
d0 \2 2c o s0

- w -
1
r3

1
r2

a  r d?0 o d r d 0 d  / 1 \  o d r / d 0 \2 
dt2 +2 d t dt “ r dt ( i 2)  + 2 d0 ( d t )

= Γ(-45'ηθ)ρ  + 4 ( ΰ ^ θ ? ί ! · 0

a =arur = - l Ur

i
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2 .2 .1 . Α ν F(t) = e 2’ A + e 3t A, ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  η π α ρ ά σ τ α σ η  

F " ( t ) - 5 F '( t )  +6F(t)

2 .2 .2 . Α ν F(u ,u) = e uu ^ ,+ (u -u )  k2 + u sinu  &3 ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο

au au
2 .3 .1 .  Υ π ο λ ο γ ίσ τ ε  τ ι ς  π ρ ώ τ ε ς  κ α ι ό λ ε ς  τ ι ς  δ ε ύ τ ε ρ ε ς  π α ρ α γ ω γ ο ύ ς  τ ω ν  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν

f(x.y) =  X A rc tran  ~

g(x.y) = e x p  { -  x2- y 2}

2 .3 .2 . Α π ο δ ε ίξ τ ε  γ ια  τ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  

f(x,y,z,w ) = e x p  {xyz} sin(xw ) 

ότι x̂zw = *zwx

2 .3 .3 . Δ ε ίξ τ ε  ό τ ι  η  σ υ ν ά ρ τη σ η

u  = (x,t) =  3 c  s e c h 2 {2 ^  )

α π ο τ ε λ ε ί  λ ύ σ η  τ η ς  γ ν ω σ τ ή ς  ω ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  KdV ( K ortew eg  -  d e  V r ie s ) :
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ut +uxxx + uux -  0

(Η λ ύ σ η  τ η ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  KdV κ α λ ε ίτ α ι σ ο λ ιτ ό ν ιο  και π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι  τ η ν  κ ίνη σ η  

επ ιφ α ν ε ια κ ώ ν  κυμάτω ν.) ( s e c h u  = )

2 .4 .1 . Ν α σ χ ε δ ια σ τ ο ύ ν  ο ι κ α μ π ύ λ ε ς  

x (t) = co st ft, +sin t (ft2+ft3), 0<t<2n

x(t) = a (co st ft, + sin t ft2) + bt ft3, b>0, 0<t<oo

2 .5 .1 . Δ ίν ε τα ι η κ α μ πύλη

x, = sin t - t c o s t , x2 = c o s t + t sin t, x3 = t2 
Ν α β ρ εθ ο ύ ν , το  μ ή κος τ η ς  μ ετα ξ ύ  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  (0,1,0) και ( -2 π , 1, 4 π 2), 

κ α θ ώ ς  και τ ο  δ ιά νυ σ μ α  T(t=n)

2 .5 .2 . Ν α β ρ εθ ε ί η τ α χ ύ τ η τ α  σ ω μ α τ ίο υ  μ ε  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  π ο υ  έ χ ε ι  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  
ίσ ε ς  με α υ τ έ ς  τ η ς  ά σ κ η σ η ς  3 .

2 .6 .1 . Ν α β ρ εθ ε ί τ ο  μ ή κ ο ς τω ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  

x(t) = co st ft, + sin t (ft2+ft3), 0<t<n

x(t) = t  ft, +sin2n  tft2 + c o s2n  t  ft3, 0<t<1

2 .7 .1 . Ν α β ρ εθ ε ί η κ α μ π υ λ ό τη τα  τ η ς  χ ω ρ ικ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  

χ , = 3 t2- t 3 , χ2 = 3 t2 , χ3 = 3 t +t3

.'2 ,7 .2 . α) Δ ίδ ε τα ι η κ α μ π ύ λ η  x(t) = ^ f t ,  + | f t 3.

Ν α γ ίν ε ι  ν έ α  π α ρ α μ ε τρ ο π ο ίη σ η  α υ τ ή ς  ω ς  π ρ ο ς  το  ίδ ιο  τ ο  μ ή κ ο ς  τ ο υ  τ ό ξ ο υ  τ η ς .

2 .8 .1 . Το δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  κ ιν ο ύ μ ε ν ο υ  σ ω μ α τ ίο υ  ε ίνα ι 

r(t) = a{cos(t/to)(ft, -ft2) +sin(t/to) (ft, +ft2) +£ (t/to) ft3)

i) Ν α β ρ ε θ ο ύ ν  η τ α χ ύ τ η τ α  και η  ε π ιτ ά χ υ ν σ η  τ ο υ  σ ω μ α τίο υ
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ϋ) Ν α  β ρ ε θ ε ί  τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  σ τ η ν  δ ιε ύ θ υ ν σ η  κ ίν η σ η ς  τ ο υ  

σ ω μ α τ ίο υ .

iii) Ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  η κ α μ π υ λ ό τη τα  κ α ι τ ο  ε ίδ ο ς  τ η ς  τ ρ ο χ ιά ς .

2 .8 .2 . Ν α  γ ρ α φ ο ύ ν  ο ι τ ιμ έ ς  τ ω ν  π α ρ α κ ά τ ω  π ο σ ο τ ή τ ω ν

Τ* —
d s  ’

Τ Ν , [Τ ,Ν ,Β ]

Τ* —
d t ’

_ d N  d B
d s  ’ d s

2 .8 .3 . Ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Ν  κα ι Β  γ ια  t  =  0 , τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  

x(t) = c o s t ft, + sin t +2t  ftg

2 .8 .4 . A v x (t) κ α μ π ύ λ η  π ά ν ω  σ ε  σ φ α ίρ α , τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε  |x (t) | = σ τ α θ ε ρ ό , ν α  δ ε ιχ θ ε ί
ό τ ι

χ  = - ρ Ν -
ld f >  
τ  d s

Β

2 .9 .1 . Σ ω μ ά τ ιο  κ ιν ε ίτα ι έ τ σ ι  ώ σ τ ε  η  θ έ σ η  τ ο υ  δ ίν ε τ α ι  α π ό  

r  = 2(1+ sin0),e=e-*

Ν α  β ρ ε θ ε ί  η  υ  ω ς  π ρ ο ς  τ ι ς  δ ιε υ θ ύ ν σ ε ις  ιιΓ,ιιθ.

2 .9 .2 . Ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  η  τ α χ ύ τ η τ α  κ α ι η  ε π ιτ ά χ υ ν σ η  α ν  

r =  b(1 + sin  (t/to)), θ  =  e '^ o  -1

2 .9 .3 . Φ ο ρ τ ισ μ έ ν ο  σ ω μ ά τ ιο  κ ιν ε ίτ α ι κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ η ς  

a
r = 1+ 2c o s 0 · ( * - * )

ό π ο υ  a  κ α ι b  σ τ α θ ε ρ ά . Ν α  β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι

d x  d 2x  . a
-β  κ α ι ο π ο ύ  χ  = r  u r

κ α μ π ύ λ η ς
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GRAD, DIV, CURL, κ.α.

3 .1  Ε π ι φ ά ν ε ι ε ς

Σ το  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  κ ε φ ά λ α ιο , μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  η  
ο π ο ία  ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι μ ε  μία π α ρ ά μ ε τρ ο , δ η λ α δ ή  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  χ, = x,(t) ή ισ ο δ ύ ν α μ α  χ  

= x(t). Ε π ιπ λ έ ο ν , μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  τη ν  εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ  η ο π ο ία  έ χ ε ι  τη  γ ε ν ικ ή  
μ ο ρ φ ή  α ,χ ,  + α ,χ 2 + α ,χ 3 = k, δ η λ α δ ή  ε ξ α ρ τ ά τ α ι γ ρ α μ μ ικ ά  α π ο  τ ις  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  χ ,,χ^Χ ;}. Ε ίνα ι μ ά λ λ ο ν  π ρ ο φ α ν έ ς  ο τ ι μ ια  ά μ ε σ η  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ η ς  
ε ξ ίσ ω σ η ς  α υ τ ή ς  θ α  π ε ρ ιέ χ ε ι  δ υ ν ά μ ε ις  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  χ , , χ ^ χ ^  ο ι δ ε  
π ρ ο κ ύ π τ ο υ σ ε ς  μ α θ η μ α τ ικ έ ς  ε κ φ ρ ά σ ε ις  θα  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ ν  σ χ ή μ α τ α  π ε ρ ιπ λ ο κ ό τ ε ρ α  
α π ο  α υ τά  τ ω ν  ε π ιπ έ δ ω ν . Π ρά γμ α τι, ω ς  γ ν ω σ τ ό ν  σ τ ις  3 δ ια σ τ ά σ ε ις  μ ιά  ε π ιφ ά ν ε ια  
α ν α π α ρ ίσ τα τα ι γ ε ν ικ ά  α π ό  μία σ χ έ σ η  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς

<KX1.X2.X3) = k = σ τα θ . (3 .1 .1 )

π .χ .  η  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  σ φ α ίρ α ς  με α κ τ ίνα  R και κ έ ν τρ ο  τ η ν  α ρ χ ή  τω ν  α ξ ό ν ω ν  ε ίν α ι 
χ 2, +χ22 +χ23 = R 2. Σ το  σ χ ή μ α  3 .1 .0  δ ε ίχ ν ε τ α ι  η ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι  α π ο  τη  
β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ (χ1,χ2,χ3) = Χ3 -  sin ( x-j log (Χ2/ Ι .2)).

Ο μ ω ς  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ο τ ι  έ ν α  ε π ίπ ε δ ο  α ν α π α ρ ίσ τ α τ α ι  ε π ίσ η ς  κ α ι α π ό  μ ία  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς  χ  = χ 0 +ρ A + q Β ό π ο υ  A , Β σ τ α θ ε ρ ά  
δ ια ν ύ σ μ α τ α ,  ή ισ ο δ ύ ν α μ α  μ ε  τ ρ ε ί ς  β α θ μ ω τ έ ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  x 1t χ 2, χ 3 π ο υ  
α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τ ις  τ ρ ε ίς  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  τ ο υ  “ε ν  λ ό γ ω "  
ε π ιπ έ δ ο υ  . Ε ίνα ι π ά λ ι
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Σ χ ή μ α  3 .1 .0  : Η  επ ιφ ά ν ε ια  Χβ =  sin (  x 1 log (χ ^ Ι .Σ ) ) .

π ρ ο φ α ν έ ς  ο τ ι η ά μ ε σ η  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ ω ν  τ ρ ιώ ν  τ ε λ ε υ τ α ίω ν  σ ε  τ ρ ε ί ς  β α θ μ ω τ έ ς  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  δ ύ ο  π α ρ α μ έ τ ρ ω ν  ρ και q  ,

Xj = xj ( p ,q ) , i =  1 ,2 ,3  (3 .1 .2 )

π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ ν  μ ια  γ ε ν ικ ό τ ε ρ η  γ ε ω μ ε τ ρ ικ ή  ο ν τ ό τ η τ α  α π ο  ε κ ε ίν η  τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ  τη ν  

ο π ο ία  κ α λ ο ύ μ ε  ε π ιφ ά ν ε ια .

Ο ι ε ξ ισ ώ σ ε ις  (3 .1 .2 )  ε ίν α ι ισ ο δ ύ ν α μ ε ς  μ ε  τ η ν  (3 .1 .1 ) . Π ρ α γ μ α τ ικ ά , α π α λ ο ίφ ο ν τ α ς  
τ ις  δ υ ο  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς  ρ και q μ ε τα ξ ύ  τ ω ν  τ ρ ιώ ν  ε ξ ισ ώ σ ε ω ν  (3 .1 .2 ) κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε  σ ε  
μ ία  σ χ έ σ η  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς  (3 .1 .1).

Α ν σ τη ν  ε ξ ίσ ω σ η  (3 .1 .2) υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  τη ν  ρ -π α ρ ά μ ε τ ρ ο  σ τ α θ ε ρ ή  ρ = σ τ ., τ ό τ ε  
ο ι χ ; ε ίν α ι  π λ έ ο ν  μ ο ν ο π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ι ς  (ρ = σ τ , q ) = x s(q) κα ι

π α ρ ισ τ ά ν ο υ ν  κ α μ π ύ λ ε ς  τ η ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  q. Α ν τ ίσ το ιχ α , α ν  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  q = trr . σ τ ις  ν
(3 .1 .2 ) τ ό τ ε  α υ τ έ ς  ε ίν α ι  και π ά λ ι μ ο ν ο π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  χ. = Χ;(ρ, q= crr)= x i(p)

κα ι ε κ φ ρ ά ζ ο υ ν  κ α μ π ύ λ ε ς  ω ς  π ρ ο ς  τη  μ ε τ α β ο λ ή  τ η ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  ρ. Σ υ ν ε π ώ ς  γ ια  
κ ά θ ε  τ ιμ ή  τ η ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  p= c , υ π ά ρ χ ε ι  μ ία  κ α μ π ύ λ η  χ ώ ρ ο υ  κα ι α ν τ ίσ τ ο ιχ α  γ ια  

κ ά θ ε  τ ιμ ή  τ η ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  q = c 2 υ π ά ρ χ ε ι  ε π ίσ η ς  μ ία  α ν τ ίσ τ ο ιχ η  κ α μ π ύ λ η . Ο ι 

κ α μ π ύ λ ε ς  α υ τ έ ς  ο ρ ίζ ο υ ν  έ ν α  "π λ έγ μ α " . Ο γ ε ω μ ε τ ρ ικ ό ς  τ ό π ο ς  π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι  α π ό  
τ ο  π λ έ γ μ α  τ ω ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  p= c , κα ι q = c2, σ χ η μ α τ ίζ ε ι  μ ία  ε π ιφ ά ν ε ια  S , η  ο π ο ία  

ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  α π ό  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  (3 .1 .2 ) (Σ χή μ α  3 .1 .1 )  Ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ε ς  p ,q  κ α λ ο ύ ν τ α ι 
κ α μ π υ λ ό γ ρ α μ μ ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς .  Ο ι κ α μ π ύ λ ε ς  ρ = c1(
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q  =c2 κ α λ ο ύ ν τα ι π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  κ α μ π ύ λ ε ς . Η δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  έ κ φ ρ α σ η  τ η ς  (3 .1 .1 ) 

ε ίν α ι

x(p,q) = Xi(p.q) Λ, (3 .1 .3 )

Σ χ ή μ α  3 .1 .1 . Ο ι κα μ π ύλες  που α ν τισ το ιχ ο ύ ν  σ ε  ρ  = c , =  σ τα θ . και ρ  =  c2 = σ τα θ . 

καθώ ς και τα  εφ α π τό μ εν α  δ ιανύσματα.

I
T o x (p ,q )  σ υ ν ε π ώ ς  π α ρ ισ τ ά ν ε ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τ ο υ  σ η μ ε ίο υ  (p ,q ) τ η ς  
ε π ιφ ά ν ε ια ς . ( Θ α  σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  το  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  και μ ε  x (p ,q ) και 
τ ο  μ έτρ ο  το υ  με r = | x (p ,q ) | ).

3.1.1 Διάνυσμα κάθετο σε δεδομένη επιφάνεια - το διάνυσμα gradip.

Έ χ ο υ μ ε  ή δ η  μ ε λ ε τ ή σ ε ι  ε φ α π τ ό μ ε ν α  σ ε  κ α μ π ύ λ ε ς  δ ια ν ύ σ μ α τ α ,  σ τ ο  
π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  κ ε φ ά λ α ιο . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  λ ο ιπ ό ν  και ε δ ώ  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ α  ε φ α π τ ό μ ε ν α  
δ ια ν ύ σ μ α τα  τω ν  π α ρ α μ ε τρ ικ ώ ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  σ ε  δ ε δ ο μ έ ν α  σ η μ ε ία  p= c , και q=c2. Α πο 

τ υ χ α ίο  σ η μ ε ίο  (p ,q )  δ ι έ ρ χ ο ν τ α ι  δ ύ ο  τ έ τ ο ι ε ς  κ α μ π ύ λ ε ς ,  τ α  ε φ α π τ ό μ ε ν α  
δ ια ν ύ σ μ α τα  τω ν  ο π ο ίω ν  ε ίν α ι (σ χή μ α  3 .1 .1 )

=  δ χ  = <3χ 
χ ρ -  3ρ ’ Xq “  3q

(3 .1 .4 )
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Τ α  χ ρ κα ι xq σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  έ ν α  ε π ίπ ε δ ο  τ ο  ο π ο ίο  ε ίν α ι τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  ε π ίπ ε δ ο  σ τ ο  

σ η μ ε ίο  (ρ ,ς )  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  S . Τ ο  κ ά θ ε το  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  α υ τ ό  δ ιά ν υ σ μ α  ο ρ ίζ ε τ α ι

απο το διανυσματικό γ ιν ό μ ε ν ο

d x v dx 
χ ρ χ χ < = 3 ^ χ δ ί (3 .1 .5 )

(κ ύ ττ α ξ ε  ε δ . 1.11)

Τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  κ ά θ ε το  δ ιά ν υ σ μ α  ε ίν α ι τ ό τ ε

ft =
x p X Χ0 

|Χρ X Xql
(3 .1 .6 )

Α ν σ ε  κ ά π ο ιο  σ η μ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  S  σ υ μ β α ίν ε ι ν α  ε ίν α ι  χ ρ χ  x q = 0 , τ ό τ ε  

τ ο  σ η μ ε ίο  α υ τ ό  κ α λ ε ίτ α ι  α ν ώ μ α λ ο  ( ιδ ιό μ ο ρ φ ο ) ,  α λ λ ο ιώ ς  κ α λ ε ίτ α ι  ο μ α λ ό .  
Γ ε ω μ ε τρ ικ ά , η σ υ ν θ ή κ η  x px x q = 0 , σ η μ α ίν ε ι ό τ ι  xp//x q, σ υ ν ε π ώ ς  σ τ ο  σ η μ ε ίο  α υ τ ό  ο ι  
κ α μ π ύ λ ε ς  0=0, p= c2 ε φ ά π τ ο ν τ α ι.  Α ν τ ίσ το ιχ α  α ν  x px x q*  0  τ ό τ ε  τ έ μ ν ο ν τ α ι .

Α ς  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι η ε π ιφ ά ν ε ια  ε ίν α ι ε π ίπ ε δ η . Δ ια λ έ γ ο ν τ α ς  τ ο  ε π ίπ ε δ ο  χ ,  χ 2 ω ς  

ε π ίπ ε δ ό  τ η ς  έ χ ο υ μ ε  χ  =ρ +q $2

Τ ό τ ε  χρ = , Xq = , Χρ χ xq =  > δ η λ . Α= ̂
d S  = ^ jd p d q  = fcjd x ,d  x2

τ ο υ  ο π ο ίο υ  τ ο  μ έ τ ρ ο  σ υ μ π ίπ τ ε ι  μ ε  τ ο  ε μ β α δ ό  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  τ ο υ  ο ρ θ ο γ ω ν ίο υ  (d 

χ „  d  χ 2 ).

Α ς  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  ό τ ι η ε ξ ίσ ω σ η  3 .1 .1 , π ο υ  ε ν  γ έ ν ε ι  ε ίν α ι  π ε π λ ε γ μ έ ν η ς  
μ ο ρ φ ή ς ,  μ π ο ρ ε ί ν α  λ υ θ ε ί  ω ς  π ρ ο ς  μ ία  α π ο  τ ις  μ ε τ α β λ η τ έ ς  π .χ .  τ η ν  χ 3. Τ ώ ρ α  έ σ τ ω  

ό τ ι  :

χ3 = f(Xi.x2) (3 .1 .7 )

Τ ό τ ε  ο ι  α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  ε ίν α ι

χ , = ρ  , χ 2 = q , χ 3 = f(p,q) (3 .1 .8 )

Γ ια  ς = σ τ α θ ε ρ ά  και ρ = σ τ α θ ε ρ ά  έ χ ο μ ε  τ ι ς  α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  ε π ίπ ε δ ε ς  κ α μ π ύ λ ε ς .
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χ3 = f(p,x2) , ρ = σ τα θ . (σ το  ε π ίπ ε δ ο  χ 2,χ3) (3 .1 .9 )

Τ α  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  δ ια ν ύ σ μ α τα  χ ρ , x q ε ίν α ι

δ χ 2
(3 .1 .1 0 )

Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τω ν  (3 .1 .10 ) μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  σ υ ν ά γ ο υ μ ε  μια δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  έ κ φ ρ α σ η  γ ια  

τ ο  ε ξ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  χ ρχ xq:

Τ ο  μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  ε ίνα ι κ ά θ ετο  σ το  ε π ίπ ε δ ο  τω ν  χ ρ και x q ε ίν α ι

Σ τη ν  ειδ ικ ή  π ερ ίπ τω σ η  τ η ς  σ φ α ιρ ικ ή ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  μ ε  κ έν τρ ο  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  
και α κ τ ίν α  R έ χ ο υ μ ε

χ3 = ±  λ/R2 -χ2, -χ22
ό π ο υ  τ ο  ά ν ω  σ η μ ε ίο  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ο  η μ ισ φ α ίρ ιο  μ ε  χ 3> 0  και τ ο  κ ά τω  μ ε χ 3< 0 . 
Τ ώ ρ α

«2 *3 ^

Χρ X Xq = 1 0 3 f/3 x (3 .1 .1 1 )

0 1 3 f Id x2 J

(3 .1 .12 )

ο π ό τ ε
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A = V \ / i  - ^ ± * , £ ± * 2 ^ (3 .1 .1 3 )

Ε ύ κ ο λ α  β ρ ίσ κ ο υ μ ε τα  κ ά θ ε τα  δ ια ν ύ σ μ α τ α  σ τ ις  π ιο  κ ά τω  α π λ έ ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  

ft = ± f t , t ρ =R q  = 0 

A = ±  $2ι ρ =0 q = R 

ft = ft3, ρ = q = 0 
Α ν τ ώ ρ α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε

X = ρ$ι + q $2+f(p,q) 3̂ (3 .1 .1 4 a )

έ χ ο υ μ ε

d x  = ft,dp+ft2d q + ( - ^ - d p  + - ^ - d q ) f t 3 (3 .1 .1 4 b )
d p  d q

ο π ό τ ε

A d x  =

df . df .  ,df .  df _ .
&  dp -  a  *  dp * 5  * >

1 +(■! ? 4 t T

=  0

Μ έ ά λ λ α  λ ό γ ια , τ ο  d x  ε ίν α ι ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια .  Τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τ η ν  

ε π ιφ ά ν ε ια  φ = c  δ ιά ν υ σ μ α  μ π ο ρ ε ί ε υ κ ο λ ό τ ε ρ α  ν α  β ρ ε θ ε ί κ α ι μ ε  ά λ λ ο  π ιο  χ ρ ή σ ιμ ο  

τ ρ ό π ο .  Ε χ ο υ μ ε

όφ = dx , + d x2 + 
d x , d x2

d»
dx3

dx3

d x  = ft, d x , +  fta dx2 +  ftgdXg

ο ρ ίζ ο υ μ ε  τ η ν  π ο σ ό τ η τ α  g ra d  φ (κ λ ίσ η  τ η ς  φ ή  g ra d ie n t τ η ς  φ ) ω ς  ε ξ ή ς :

(3.1.16)

Τ ό τ ε  άφ = ( g r a d φ )  · d x
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Σ τη ν  ειδ ική  π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  η μ ετα κ ίν η σ η  dx  γ ίν ε τ α ι π ά ν ω  σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  φ =c = 

σ τ α θ . ,  έ χ ο υ μ ε  άφ =0, δ η λ α δ ή  ςΓβάφ · dx =0

Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  η κλ ίση  τ η ς  φ, (βΓβόφ) ε ίνα ι κ ά θ ετη  σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  φ =  ο. Ά ρα τ ο  
μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Α μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  και ω ς  εξ ή ς :

Γ εν ικ ά  α ν  το  dx ε ίν α ι τ υ χ α ίο  ( δ ε ν  κείτα ι π ά ν ω  σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  φ = c ) έ χ ο υ μ ε  

dcp ΗρΓεάφΙ |dx  |co s  γ  

ό π ο υ  γ  η γ ω ν ία  μ ετα ξ ύ  τω ν  dx και τ ο υ  Λ.

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι γ ια  δ ο σ μ έ ν ο  |dx  |, δ η λ α δ ή  δ ο θ ε ίσ α  μ ε τ α κ ίν η σ η , η  μ ε γ ίσ τ η  
μ ετα β ο λ ή  α ν τ ισ το ιχ ε ί σ ε  ο ο εγ  =1. Με ά λ λ α  λ ό γ ια  τ ο  g ra d ^  π α ρ έ χ ε ι  τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  
τ η ς  μ ε γ ίσ τ η ς  μ ε τ α β ο λ ή ς  τ η ς  ύφ (κ ύ τ τ α ξ ε  ε δ .  3 .2  γ ια  μ ια  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  
π ρ ο σ έ γ γ ισ η ) .

3.1.2. Στοιχείο προσανατολισμένης επιφάνειας.

Τ ο σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  δ ιά ν υ σ μ α  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τη ν  κ α μ π ύ λ η  q= c σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τ ο  ε δ ά φ ιο
(2 .5 ) ε ίνα ι

Υ
dx  (p.q =στ.) = —  dp  s  χ ρ d p

dp

και α ν ά λ ο γ α , κα τά  μ ή κ ο ς τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  ρ  =c

Τ ό τε , τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  τ η ς  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ο υ ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  (σ χή μ α  3 .1 .2 ) ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  ε ξ ή ς :

Α= gradcp /  ^ΓβάφΙ (3 .1 .1 7 )

dS  = χ ρ  χ Xq dp d q (3 .1 .1 8 )

(κ ύ ττα ξ ε  ε δ . 1.11 γ ια  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  το υ  εξ ω τερ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έν ο υ ) .
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Α π ό  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  μ ο ν α δ ια ίο υ  κ ά θ ε τ ο υ  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς ,  

(σ χ έ σ η  3 .1 .6 .) , β λ έ π ο υ μ ε  π ω ς  τ ο  σ το ιχ ε ίο  dS  ε ίν α ι κ ά θ ε τ ο  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  (β λ έ π ε  
σ χ ή μ α  3 .1 .2 ) , τ η ς  ο π ο ία ς  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  τ η ς  α ν α π α ρ ισ τ ά τ α ι  α π ο  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  χ = 
x (p ,q ). Τ ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  ε μ β α δ ό  ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  τ ο  μ έ τ ρ ο  τ ο υ  d S  π ο υ  ο ρ ίσ τ η κ ε  σ τ η ν  

εξ . 3 .1 .1 8 .

X q d q

*ρ dp

Σ χ ή μ α  '3 .1.2. Σ το ιχ ε ιώ δ η ς  επ ιφ ά ν εια .

d S  = |χρ χ  χ,,Ι d p  d q  (3 .1 .1 9 )

δ η λ α δ ή

d S  =  A d S  = A· (Xp x x j  d p  d q (3 .1 .2 0 )

Θ έ τ ο ν τ α ς  σ τ η ν  (3 .1 .2 0 ) τ ις  (3 .1 .1 1 ) κα ι (3 .1 .1 2 ) β ρ ίσ κ ο υ μ ε

(3 .1 .2 1 )

Η ο λ ικ ή  ε π ιφ ά ν ε ια  S  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α π ο  τ η ν  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η

(3.1.22)

δ η λ α δ ή
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S  = dx, dx2 (3 .1 .2 3 )

ό π ο υ  (x, ’ ,χ-ι" )  και (x2 (x1), x2 ’ '(x ,))  τα  όρ ια  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  (β λ έπ ε  σ χ ή μ α  3 .1 .3 ). Η 
ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  (3 .1 .2 2 ) μ π ο ρ ε ί να  ε κ φ ρ α σ τ ε ί και μ ε  τη  β ο ή θ ε ια  τ η ς  γ ω ν ία ς  π ο υ  
σ χ η μ α τ ίζ ε ι η κ ά θ ετη  Α σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  με τ ο  μ ο ν ο δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  $3. Π ρ ά γ μ α τ ι 

έσ τω  $3 A = cosy, τ ό τ ε

$3 · dS  = cosy |dS |

Σ χ ή μ α  3 .1 .3 . Δ ε ίχ ν ο ν τα ι τα  όρια σ το ν  υπ ολογισμό το υ  ο λο κλη ρ ώ μ α το ς  3 .1 .2 2 .

(3.1.24)

Σ υ ν ε π ώ ς



1 1 0

"1

• ί
Χ2"(Χι)

f dXidXg
. )  J cosyI

χ2 (χ,)
(3 .1 .2 5 )

Θ α δ ο ύ μ ε  α ρ γ ό τ ε ρ α  (ε δ . 4 .6 )  ό τ ι μ ε  τη  μ έ θ ο δ ο  α υ τή  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  

ό χ ι μ ό ν ο  ε μ β α δ ά  α λ λ ά  κα ι ά λ λ α  ε π ιφ α ν ε ια κ ά  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα .

'·Ν

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  ( 3 .1 .1 :

Να β ρ ε θ ε ί τ ο  ε μ β α δ ό  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  π ο υ  α ν α π α ρ ίσ τ α τ α ι α π ο  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις *  

χ, = a είηθ  c o sc p , χ 2 = a  εϊη θ  sin  φ  , χ 3 = a  cos0  

0 < θ< π  , 0 < φ < 2 π

Λύση :

Π ρ ο κ ε ιμ έν ο υ  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ο  ζ η τ ο ύ μ ε ν ο  ε μ β α δ ό  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς ,  π ρ έ π ε ι  π ρ ώ τ α  ν α  
υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ η  σ τ ο ιχ ε ιώ δ η  ε π ι φ ά ν ε ια  α π ο  τ η ν  ( 3 .1 .2 0 )  κ α ι μ ε τ ά  ν α  
ο λ ο κ λ η ρ ώ σ ο υ μ ε  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τ η ν  (3 .1 .2 2 ). Π ρ ο ς  τ ο ύ τ ο  ο ρ ίζ ο υ μ ε  τ ι ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ε ς  
ρ και q ν α  ε ίν α ι ol γ ω ν ίε ς  θ και φ . Γ ν ω ρ ίζ ο ν τα ς  ό τ ι τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  ε ίν α ι

χ (θ ,φ ) = a  (sinOcoscp ft, + s in e  sinip ft2 + co s0  ft3 )

έ χ ο υ μ ε

d Xj
xP Ξ χθ = dQ

fti =

= a[cos0 (cos(p  ft, + sincp ft2 )-s in 0  ft3 ]

•Φ
dcp

= -  a  [sin0(sincp ft, -  cos(p  ft2 )] 

Υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  τ ό τ ε  τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

χ θ χ χ φ = a 2 [sin20(coscp ft, + sinip ft2 ) + sin0cos0  ft3 ] 

T o  δ ια φ ο ρ ικ ό  σ τ ο ιχ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε ίν α ι τ ό τ ε

* Παρατηρείστε ότι χ2, +χ22 +χ23 = a2, δηλαδή οι παραπάνω σχέσεις αποτελούν τις 
παραμετρικές εξισώσεις επιφάνειας σφαίρας.
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d S  = |χβ χΧφ | d0 dip = a2 sin0  d0  d φ

Ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο ν τα ς  έ χ ο υ μ ε  

2π π

S = a2 f  dcp J  sin0 d0 = 4 n a 2 
0 0

ΣηυεΙω ση  : To m o π ά ν ω  α π ο τ έ λ ε σ μ α  μ π ο ρ ε ί να  π ρ ο κ ύ ψ ε ι και μ ε  π ιο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ις  
μ ε θ ό δ ο υ ς . Ε ίναι d S  = d lid l2 0 n o u  d l1 σ τ ο ιχ ε ίο  τ ο υ  μ εσ η μ β ρ ινο ύ  και dl2 σ τ ο ιχ ε ίο

τ η ς  π α ρ α λ λ ή λ ο υ  π ο υ  π ε ρ ιο ρ ίζ ε ι τη  σ το ιχ ε ιώ δ η  ε π ιφ ά ν ε ια  d S .

Ε χ ο υ μ ε

dl-)= ad0 , dl2 = p d φ

ό π ο υ  ρ = α κ τίνα  τω ν  π α ρ ά λ λ η λ ω ν  κ ύ κ λ ω ν  σ τη  θ έ σ η  π ο υ  δ ίν ε τ α ι α π ο  τη  γ ω ν ία  0. 
Α λ λ ά

ρ= a  sin0
Α ρα dS  =( a  d 0 ) ( a  sirup) = a 2 sin0dcpd0

Μ ε α ν ά λ ο γ ο  τ ρ ό π ο  β ρ ίσ κ ε τα ι ό τ ι  τ ο  σ τ ο ιχ ε ίο  τ η ς  π α ρ ά π λ ε υ ρ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  
κ υ λ ίν δ ρ ο υ  ε ίνα ι

d S  =adq>dx3 ( a  = α κ τ ίνα  το υ  κ υ λ ίνδ ρ ο υ  )

ε ν ώ  έ χ ο υ μ ε  τ ο π ο θ ε τ ή σ ε ι τ ο ν  ά ξ ο ν α  Χ3 κα τά  μ ή κ ο ς το υ  ά ξ ο ν α  το υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ . Α ρα  

μ ε τ ά  τη ν  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  έ χ ο υ μ ε  S  = 2 n a h  ό π ο υ  h τ ο  ύ ψ ο ς  τ ο υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ .

«

Παράδειγμα 3.1.2

Δ ίν ο ν τα ι ο ι π α ρ α μ ε τρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  ε π ιφ ά ν ε ια ς  

χ , = u co s0 , x2 = υ είηθ , χ3 = ^  (u2 - 1)

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί το  σ το ιχ ε ίο  ε π ιφ ά ν ε ια ς  d S .

Λ ύ σ η :
ι

•Σύμφωνα με τη ν  (3 .1 .19) ε ίνα ι 

j dS  = |xu χ  χ θ| du  d0 

ό π ο υ

x ^ c o s O ^ + s in e ^ + u ^ ,  χθ = -u sin e^+ u co sO fc , 

ά ρ α
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*1 Λ  *3

-usin0 u co s0 Ο

Α ρ α  d S  =u V l+ u 2 du d0

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 . 1 . 3

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ε μ β α δ ό ν  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε ι  η  έλ λ ε ιψ η

Λ ύ σ η  :

Ε π ε ιδ ή  η ε π ιφ ά ν ε ια  ε ίν α ι ε π ίπ ε δ η  τ ο  ε μ β α δ ό  μ π ο ρ ε ί ν α  β ρ ε θ ε ί  κα ι μ ε  μ ε θ ό δ ο υ ς  
σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ις .  Θ α  τ ο  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε ,  ό μ ω ς  ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ η ν  π ιο  π ά ν ω  γ ε ν ικ ή  

θ ε ω ρ ία . Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ ις  π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  :

χ , = a  ξ  ο ο εθ  , χ2 = b  ξ  είηθ, ( 0 < ξ < 1, 0 < θ < 2π )

(η έ λ λ ε ιψ η  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ε  ξ  = 1) . Ε χ ο υ μ ε

χ ξ = a  οοεθ  ft, + b είηθ ftj

χ θ = - ξ  a  s in0 ft, + ξ  b c o s0 ft2
χ ξ x χ θ = ξβ ό  (co s20 + sin2 Θ) ft3 = ξ α ^ 3

Ά ρ α

Α ς μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  σ τ η  σ υ ν έ χ ε ι α  τ η  σ υ μ π ε ρ ι φ ο ρ ά  μ ια ς  β α θ μ ω τ ή ς  
σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  φ (χ , ,χ 2,χ 3) σ τη  γ ε ιτ ο ν ιά  ε ν ό ς  σ η μ ε ίο υ  (χ0, )χ °2,χ°3) τ ο  ο π ο ίο  β ρ ίσ κ ε τα ι

σ τ ο  π ε δ ίο  ο ρ ισ μ ο ύ  τ η ς .  Α ς  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  έ ν α  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τ μ ή μ α  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  
α π ό  τ ο  σ η μ ε ίο  ( χ ο , ,χ ^ ,χ ^ )  κ α ι ε ίν α ι  π α ρ ά λ λ η λ ο  ω ς  π ρ ο ς  δ ο σ μ έ ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  Τ .

(σ χ ή μ α  3 .2 .1 )

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  η  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  ε ίν α ι x = X o + sT . Κ ατά  

σ υ ν έ π ε ια  υ π ά ρ χ ε ι  μ ιά  α ν τ ισ τ ο ιχ ία  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  x ^ . X a  τ ή ς  ε υ θ ε ία ς  α υ τ ή ς

2π  1

S = ί  όθ ί βόξ ά ξ = n a b

3 .2 Η παράγωγος ως προς κατεύθυνση 

(κατευθυντική παράγω γος)

ν
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κ α ι τ η ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  s . Ά ρ α  σ ε  δ ο σ μ έ ν η  μ ε τ α β ο λ ή  τ η ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  Δ ε  

α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  μία μ ετα β ο λ ή  Δφ τ η ς  β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς .

Έ σ τ ω  τώ ρ α  ότι υ π ά ρ χ ε ι το  ό ρ ιο

Σ χ ή μ α  3 .2 .1 . Έ να ευθύγραμμο τμήμα  που π ερ νά ει από το  (χ°,,χ02,χ°3 )  και ε ίνα ι 

π α ρ ά λλη λο  σ το  δ ιάνυσμα  Τ.

Τ ό τ ε  η φ„ λ έ γ ε τ α ι  π α ρ ά γ ω γ ο ς τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  φ (χ) , σ τ η ν  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  Τ  σ το  
σ η μ ε ίο  χ 0. Έ τ σ ι  μ ιλ ά μ ε  γ ια  κ α τ ε υ θ υ ν τ ικ ή  π α ρ ά γ ω γ ο  ( υ π ο ν ο ώ ν τ α ς  σ τ η ν  

κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  Τ) τ η ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  φ(χ). Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια :

Η π α ρ ά γ ω γ ο ς  κ α τεύ θ υ ν σ η ς  ε ίν α ι ο  ρ υ θ μ ό ς  μ ε τ α β ο λ ή ς  τ η ς  φ (χ1(χ 2,χ3), α ν ά  

μ ο ν ά δ α  μ ή κ ο υ ς  σ ε  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν η  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η . Ε ξ α ρ τ ά τ α ι α π ό  τη  θ έ σ η  τ ο υ  
σ η μ ε ίο υ  (χ°1(χ 02,χ03) και τη ν  σ υ γκ εκ ρ ιμ μ ένη  κ α τεύ θ υ ν σ η  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Τ.

Ε ιδ ικ ό τ ε ρ α , η π α ρ ά γ ω γ ο ς  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  μ ιά ς  β α θ μ ω τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  
φ (χ1,χ2,χ3) σ ε  δ ιεύ θ υ ν σ η  π α ρ ά λ λ η λ η  π ρ ο ς  τ ο ν  ά ξ ο ν α  Xj(i=1,2,3) δ η λ α δ ή  Τ = ^  ε ίν α ι η

μ ερ ικ ή  π α ρ ά γ ω γ ο ς  τ η ς  φ, π ρ ά γ μ α τ ι :

Ε ξ υ π α κ ο ύ ετα ι, β έβ α ια , ό τ ι π η γ α ίν ο ν τ α ς  σ το  ό ρ ιο  ο ι Δ χ ( ->  0 σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  

Χ| *■ χ, δ ε ν  μ ετα β ά λ λ ο ντα ι.

(3 .2 .1 )
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Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  μ ία  κ α μ π ύ λ η  C και Ρ (χ1ιχ2,Χ3) έ ν α  ο μ α λ ό  σ η μ ε ίο  τ η ς .  Τ ο  
μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α , ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τη ν  κ α μ π ύ λ η  C  ε ίν α ι

Τ
d s  d s  Χι + d s  Χζ d s  3 (3 .2 .2 )

ό π ο υ  χ  ε ίν α ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  χ  = χ ( χ 1, χ 2, χ 3) τ ο υ  σ η μ ε ίο υ  Ρ ( χ 11χ 2, χ 3) τ η ς  
κ α μ π ύ λ η ς . Τ ό τ ε , γ ια  μ ία  σ υ ν ε χ ή  β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ ( χ 1,χ 2,χ 3) μ ε  σ υ ν ε χ ε ί ς

μ ε ρ ικ έ ς  π α ρ α γ ώ γ ο υ ς
d φ
θχ.

ί = 1 ,2 ,3 , σ τ ο  σ η μ ε ίο  Ρ , η π α ρ ά γ ω γ ο ς  σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η

τ ο υ  ε φ α π τ ό μ ε ν ο υ  σ τ η ν  κ α μ π ύ λ η  μ ο ν α δ ια ίο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Τ, δ ίν ε τ α ι  α π ό  τη ν  
ε ξ ίσ ω σ η  (3 .2 .1 ) . Θ α δ ε ίξ ο υ μ ε  ό τ ι :

όφ _  <3φ d x1 3φ dx, 
d s  “  a x , d s  + δ χ 2 ds

5φ dx,
(3 .2 .3 )

Π ρ α γ μ α τ ικ ά  ε φ ’ ό σ ο ν  η φ(χ) ε ίν α ι π α ρ α γ ω γ ίσ η μ η  σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  Τ, μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  

γ ρ ά ψ ο υ μ ε

φ( χ + A s T )  = φ ( Χι+Δχ·|, χ 2+ Δ χ 2) Χ3+ΔΧ3 )

= Δ  χ , ^  + Δ χ2 ̂  +AXg +εΔ Θ .
δ χ , δ χ 2 δ χ 3

ό π ο υ  ε  μ ια  π ο σ ό τ η τ α  π ο υ  π ά ε ι  σ το  μ η δ έ ν  κ α θ ώ ς  A s  - »  0 , ε φ ’ ό σ ο ν  ο ι μ ε ρ ικ έ ς  

π α ρ ά γ ω γ ο ι  υ π ά ρ χ ο υ ν  και ε ίν α ι σ υ ν ε χ ε ίς .  Ε σ τω  τ ώ ρ α  ό τ ι

Τ ό τ ε

α λ λ ά

Τ - ( c o s a ,  ,c o s a 2 .co sa g ).

# _ i im Φ(χ+Δ8ΤΗ>(χ)
ds δ Ά  As “  S a x ,

d f =T δ η λ α δ ή  ^ = c o s a j

COSQj

v
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ο π ό τ ε  π ρ ο κ ύ π τε ι η  ( 3 .2 .3 ).

Ε ν θ υ μ ο ύ μ εν ο ι τώ ρ α  ό τ ι η  π ο σ ό τ η τ α

ο ρ ίσ τη κ ε  ω ς  η κλ ίση  (g rad ien t) τ η ς  β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  φ (χ ,,χ  

π α ίρ ν ε ι τη  μ ο ρ φ ή

^  =  Τ- grad  φ

ό π ο υ  Τ, ο ρ ίσ τη κ ε  σ τη ν  (3 .2 .2 ).

Αν τώ ρ α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ο  σ ύ μ β ο λ ο

V = A , - ^  + A2 -^ -  + A3 —ax, axj axa

μ ε τη ν  κ α τα νό η σ η  ό τ ι δ ρ ά  σ ’ ό τ ι β ρ ίσ κ ετα ι δ ε ξ ιά  το υ , β λ έ π ο υ μ ε  ό τ ι

' νφ  = Α1· ^ + Α 2 · ^  + &3Μ - ax, ax2 3axa

δ η λ α δ ή

grad<|> ■ νψ

Έ σ τ ω  τ ώ ρ α  ό τ ι τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Τ  και η κλίση  ν φ  τ η ς  φ, 
Ι ω ν ία  θ  μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς . Τ ό τε  α π ο  τ η ν  (3 .2 .5 ) έ χ ο υ μ ε

•j*  = T V  φ = |Τ | |ν φ| οοεθ = |ν φ| COS0

(3 .2 .4 a )

1̂ 3) > Π (3 .2 .3 )

(3 .2 .5)

(3 .2 .6 )

(3.2.4b)

(3 .2 .4c)

σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν

(3 .2 .7 )

Από' τη ν  (3 .2 .7 ) π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ο ι α κ ό λ ο υ θ ε ς  ιδ ιό τη τ ε ς  τ η ς  κ λ ίσ η ς  g ra d  φ.
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i) H grad<|> χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ε ι  τ η ν  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  τ ο υ  μ έ γ ισ τ ο υ  ρ υ θ μ ο ύ  μ ε τ α β ο λ ή ς  τ η ς  

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  φ (χ1,χ2,χ3)·

Π ρ ά γ μ α τ ι, α π ό  τ η ν  (3 .2 .7 ) η μ έ γ ισ τ η  τιμή  ^  π α ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ α ν  ε ο ε θ  = 1 , δ η λ α δ ή  

ό τ α ν  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Τ και η κλίση grad(|> ε ίν α ι σ υ γ γ ρ α μ μ ικ ά  δ ια ν ύ σ μ α τ α .

ϋ) Το μ έ τ ρ ο  τ η ς  κ λ ίσ η ς  |ν ψ | ε ίν α ι ίσο  με τ ο  μ έ γ ισ τ ο  ρ υ θ μ ό  α ύ ξ η σ η ς  τ η ς  φ (χ 1,χ 2,Χ3) 

α ν ά  μ ο ν ά δ α  μ ή κ ο υ ς.

Τ ο ύ το  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α β ία σ τ α  α π ό  τ η ν  3 .2 .7 .

Ή δ η , δ ια π ισ τ ώ σ α μ ε  σ τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  ό τ ι  κ ά θ ε  β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  
φ (χ1,χ 2,χ 3) ο ρ ίζε ι μ ία  ε π ιφ ά ν ε ια  μ έσ α  α π ο  τη ν  εξ ίσ ω σ η

φ (χ1,χ2,χ3) = k

ό π ο υ  k σ τ α θ ε ρ ά . Μ ια α ξ ιο σ η μ ε ίω τη  ιδ ιό τη τα  τ η ς  κ λ ίσ η ς  g radφ  φ α ν ε ρ ώ ν ε τ α ι  τ ώ ρ α  
ό τ α ν  η κ α μ π ύ λ η  C π ο υ  μ ό λ ις  π ρ ιν  θ ε ω ρ ή σ α μ ε , κ ε ίτα ι σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  ο ρ ίζ ε ι  η  

φ. Π ρ ά γ μ α τ ι δ ια φ ο ρ ίζ ο ν τ α ς  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  ω ς  π ρ ο ς  τ η ν  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  s , έ χ ο υ μ ε

δ ^ ό χ 1 + δ ^ ό χ 2 + ύ ^ ό χ 3 = 0  
a x , d s  5 χ2 d s  d x 3 d s

Ό μ ω ς  η  (3 .2 .8 ) μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί  ω ς  τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  τ η ς  κ λ ίσ η ς  ν ψ  ε π ί  

τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Τ (ό π ω ς  α υ τ ό  ο ρ ίζ ε τ α ι σ τ η ν  3 .2 .2 )  σ ε  σ η μ ε ίο  

Ρ  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C , δ η λ α δ ή

ίΜ S,
Ιδ * .

£  «, ♦ ^  *, + ^  8,
d s  1 ds d s

ή ισ ο δ ύ ν α μ α  μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ ω ν  (3 .2 .2 ) και (3 .2 .4 )

T V  φ = T g r a d  φ = 0  (3 .2 .9 )  ■

Η τ ε λ ε υ τ α ία  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  ό τ ι η  κ λ ίσ η  V φ ε ίν α ι  κ ά θ ετη  σ το  δ ιά ν υ σ μ α  Τ π ο υ  ε ίν α ι  
ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τ η ν  κ α μ π ύ λ η  C  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  φ (χ1,χ 2,χ 3) = k. Ε π ε ιδ ή  η κ α μ π ύ λ η  C 

ε ίν α ι μ ιά  τ υ χ α ία  ο μ α λ ή  κ α μ π ύ λ η  σ τ ο  σ η μ ε ίο  Ρ  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς ,  έ π ε τ α ι  ό τ ι η κλ ίση  
ν ψ  ε ίν α ι  κ ά θ ε τ η  σ ε  κ ά θ ε  ο μ α λ ή  κ α μ π ύ λ η  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ό  το  Ρ 
κα ι σ υ ν ε π ώ ς  κ α ι σ τ η ν  ίδ ια  τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια , ό π ω ς  ά λ λ ω σ τ ε  δ ια τ υ π ώ σ α μ ε  κ α ι μ ε  τη  
ε ξ ίσ ω σ η  (3 .1 .1 6 ) . Δ η λ α δ ή  τ α  π α ρ α π ά ν ω  θ ε μ ε λ ιώ ν ο υ ν  τη ν  α κ ό λ ο υ θ η  ιδ ιό τη τ α  :
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Hi) Α πό κάθε σ η μ είο  (χ1,χ2,χ3) γ ια  το  ο π ο ίο  ισ χύ ε ι 

g rad  φ (χ,,χ,,,χ.,) *  0

δ ιέ ρ χ ε τ α ι μ ιά ε π ιφ ά ν ε ια  φ(χ1,χ 2,χ3) = k, σ τη ν  ο π ο ία  η ν φ  ε ίνα ι κά θ ετη . Ε π ε ιδ ή  ό π ω ς  
ε ίδ α μ ε  ό τ ι η κλίση ν φ  ε ίνα ι κ ά θ ετη  σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  ο ρ ίζ ε ι η φ (χ1,χ 2,χ3) = k, το  

μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  ε ίνα ι κ ά θ ετο  σ ' α υ τή  μ π ο ρ ε ί β ολ ικά  ν α  γ ρ α φ ε ί

(3 .2 .1 0 )

Σ χ ή μ α  3 .2 .2 . Σ ε  κάθε ομαλό σημείο  τη ς  επ ιφ ά νεια ς  φ =  k  =  σταθ. η κλίση νφ ε ίν α ι 

κ ά θ ετη  σ τη ν  επ ιφ ά νεια  αυτή.

Παράδειγμα 3.2.1

Έ σ τ ω  η  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ (χ , ,χ 2,χ 3) = χ 12 + χ22 - χ 3. Ν α β ρ ε θ ε ί η π α ρ ά γ ω γ ο ς  

1 κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  ^  σ τη  δ ιεύ θ υ ν σ η  χ = 4 # ,+ 4 $ 2- 2 $ 3 σ το  σ η μ είο  (χ 1,χ2,χ3) = (1 ,1 ,1 ).

Λ ύσ η  :

Για ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  π α ρ ά γ ω γ ο  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς , α ρ κ ε ί ν α  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  τ η ν  
κλ ίση  τ η ς  β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  και τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  σ τη  σ υ γ κ εκ ρ ιμ μ έν η  
κ α τεύ θ υ ν σ η . Ε ίναι :

ν φ =  2χ , +2X2 2̂ 3̂
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Για  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Τ  σ τ η ν  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  χ ,  δ ια ιρ ο ύ μ ε  τ ο  χ  μ ε  τ ο  

μ έ τ ρ ο  τ ο υ , |χ | = 6 . Έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε

= |  {2ft, +2ft2 —̂3}’{2x,ft1 +2x2ft2 - f t3} = |  (4x , +  4x2 +1)

Σ το  σ η μ ε ίο  (1 ,1 ,1 ) έ χ ο υ μ ε  όφ/d s  = 3

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .2 .2 :  η / >

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν ό Γ κ λ ίσ ε ις  τ ω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν

= | χ [  ’ r?i0  '·) Φ2 =  &  χ  ^2) ‘x  ϋ<) φ3 = x a  , χ  =  x,ft, + Xgftg + x3ftg

ό π ο υ  a  τ υ χ α ίο  σ τ α θ ε ρ ό  δ ιά ν υ σ μ α . 

Λ ύ σ η  :

iI
jt1
aI
j
|
II

(  *’ a t ,  + *3 a t ,  *

Α λ λά  ^  = ^ * ' « Π λ α δ ή

ν φ ,  =  -  £  (χ2, +χ 22 +x23)*3/2{2x1ft, + 2x2ft2 +2x3ft3}

___  Xifti_______  _ j c _  . . _
"  (x2, + x22 +x23)3/2 = |x |3 ’ |x ,* u

Α ν ά λ ο γ α  μ π ο ρ ε ί κ α ν ε ίς  ν α  δ ε ίξ ε ι  τ η ν  π ιο  γ ε ν ικ ή  κ α ι π ο λ ύ  χ ρ ή σ ιμ η  σ χ έ σ η  

ν φ  (|χ |) =  ^ Χ (3 .2 .1 1 )

ii) V[(ft, χ  ft2)'x ] = V{x ft3} =V{x3 ft3-ft3)

= V x3 = ft3 —  x3 = ft3 
3 5x,

iii) V (x-a) = V(x, a , +x2 a 2 +x3 a 3) =

■ (  S’ ax , * ^  a x , *  83

= (&j +&2 &2 83)— 8
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Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .2 .3

Ν α β ρ εθ ε ί η π α ρ ά γ ω γ ο ς  τη ς  φ(χ1,χ2,χ3)= χ21 +χ22 +χ23 σ τη  δ ιεύ θ υ ν σ η  π ο υ  ο ρ ίζο υ ν  τα  

δ ύ ο  σ η μ ε ία  Ρ = (1 ,1 ,0 ) και Q = (2 ,1 ,1 ) , κ α θ ώ ς  και η μ έ γ ισ τ η  τ ιμ ή  τ η ς  και η 
κ α τεύ θ υ ν σ ή  τ η ς  σ το  σ η μ ε ίο  Ρ  =(1,1,0).

Λ ύ σ η :

Ο ρ ίζο υ μ ε  π ρ ώ τα  έ ν α  μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  σ τη  ζ η το ύ μ ε ν η  δ ιε ύ θ υ ν σ η  π ο υ  ο ρ ίζ ο υ ν  

τ α  σ η μ ε ία  P .Q

Ϊ2-1& +(1-1 +(1-0)&
ϋ -  ((2-1 )2 +(1-1)2 + (1-0)2Ρ  -  ^2

Ε π ίσ η ς  ν ψ  = 2 ( * Α  + * Α  + * Α ) ·  Τ ό τε  σ ύ μ φ ω ν α  με τη ν  (3 .2 .7) 

g  = u -νφ  = ^  (Α1+Α3) · ( 2 Μ ,  + χ2»2

= V 2 {χ,+χ3}

Σ το  σ η μ ε ίο  (1 ,1 ,0 )

V 2(1+0) = V2

Η μ έγ ισ τη  τιμή , ε ίν α ι τ ο  μ έτρ ο  |ν φ |,

|νφ|,ι.,.0) = 2 λ/ χ2, +χ22 +χ23

^η ο π ο ία  ε ίν α ι π ρ ο φ α ν ώ ς  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η  τ η ς  H κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  τ η ς  μ έ γ ισ τ η ς  τ ιμ ή ς

σ τ ο  Ρ = (1 ,1 ,0 ) ο ρ ίζ ε τα ι α π ό  τ η ν  ίδ ια  τ η ν  κ α τεύ θ υ ν σ η  τ η ς  κ λ ίσ η ς , σ τ ο  σ η μ ε ίο  α υ τό . 

Τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  ε ίνα ι

Τ<,·,'<* “  Ι^Φ ΪI(1,1.0) “  ^2^
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3.3. Ιδιότητες της κλίσης ή grad φ

Θ α α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  με ο ρ ισ μ έ ν ε ς  β α σ ικ έ ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  τ η ς  κ λ ίσ η ς  g ra d  φ 

ο ι  ο π ο ίε ς  θ α  φ α ν ο ύ ν  χ ρ ή σ ιμ ε ς  σ τ ις  ε φ α ρ μ ο γ έ ς .  Έ σ τ ω  λ ο ιπ ό ν  ό τ ι  d x  ε ίν α ι  τ ο  
σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  δ ιά ν υ σ μ α

d x  = dx , +dx2 ft2 +dx3 $3 (3 .3 .1 )

Έ σ τ ω  ε π ίσ η ς  μ ια  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ (χ1,χ 2,χ 3). Η κ λ ίσ η  τ η ς  φ ε ίν α ι ω ς  γ ν ω σ τ ό ν

*2 (3 .3 .2 )

δ η λ α δ ή  μ ια  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η . Σ υ ν ε π ώ ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  σ χ η μ α τ ίσ ο υ μ ε  τ ο  
ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

νψάχ + + ^  (d*' -«1X2 *2 +dx3 i y

= - ^ d x ,  + ^ - d x  
5 x , 5X2

2 + dXi 
5X3 ■

Δ η λ α δ ή  ν ψ ά χ  = άφ (3 .3 .3 )

Α ν θ έ λ ο υ μ ε  ν α  α π ο φ ύ γ ο υ μ ε  τ ις  μ α κ ρ ο σ κ ε λ ε ίς  ε κ φ ρ ά σ ε ις  ό π ω ς  π α ρ α π ά ν ω , ε ίν α ι 
δ υ ν α τ ό ν  ν α  ε ισ ά γ ο υ μ ε  τ ο υ ς  α θ ρ ο ιζ ό μ ε ν ο υ ς  δ ε ίκ τ ε ς  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ η  σ υ ν θ ή κ η  
E in s te in  ό π ω ς  κ α ι σ τ ο  π ρ ώ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο . Έ τ σ ι  η σ χ έ σ η  3 .3 .3  μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο κ ύ ψ ε ι 
ω ς  α κ ο λ ο ύ θ ω ς

ν Φ '^  =  ̂ ' (dxj ^  = § ^ dxi (Affy

= ^ dx's' = V idx,' d*

Έ σ τ ω  τ ώ ρ α  ό τ ι  φ = φ(υ), ό π ο υ  υ ^ ί ΐ ί χ , , χ ^ ) .  Τ ό τε
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νψ  = - ^ - V u
ψ d u

(3 .3 .4 )

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  ό τ ι  η σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ, ε κ τ ό ς  α π ό  τ ι ς  χ ω ρ ικ έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  (x 1fx 2,x 3), ε ξ α ρ τ ά τ α ι ε π ιπ λ έ ο ν  κα ι α π ό  μ ια  ά λ λ η  μ ε τ α β λ η τ ή  t, 
δ η λ α δ ή  φ =φ (χ1,χ2ιχ 3Λ). Γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  α π ό  τ ο  2 °  κ εφ ά λ α ιο  ό τ ι

dd> d Φ dx d Φ 
dt “  a x , dt +  a t

(η π α ρ α δ ο χ ή  ά θ ρ ο ισ η ς  υ π ο ν ο ε ίτα ι) , ή

dφ = dx, + ^ ·  dt ax, at

Α πό τη ν  (3 .3 .3) α ν τ ικ α θ ισ τώ ν τ α ς  και έ χ ο υ μ ε

όφ = dx ·νφ  + dt
St

(3 .3 .5 )

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .3 .1
I

f t a  υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί η  κλίση  τ η ς  |χ |η. 

Λ ύ σ η :

Ε ίν α ι
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Ό μ ω ς  V |x | = f t .

_δ
δ χ

+«
k2 ~ "3.

Ά ρ α  V |χ |η = η |χ ]η-2 χ

η  ο π ο ία  ε ίν α ι ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ η ς  3 .2 .1 1 .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .3 .2

1) Η θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  ε ν ό ς  δ ω μ α τ ίο υ  δ ίν ε τ α ι α π ό  τη  σ υ ν ά ρ τη σ η  

φ(Χι,χ2,χ3) = {χ2, + χ22 -  ax3} .

α ) Σ ε  π ο ιά  δ ιε ύ θ υ ν σ η  π ρ έ π ε ι  ν α  κ ιν η θ ε ί έ ν τ ο μ ο  π ο υ  β ρ ίσ κ ε τ α ι σ τ η  θ έ σ η  χ 0 

= (a ,a ,2 a )  ώ σ τ ε  ν α  υ φ ίσ τα τ α ι τη ν  ε λ ά χ ισ τ η  δ υ ν α τ ή  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ;

β) Υ π ο θ έ σ τ ε  ό τ ι α υ τ ό  κ ιν ε ίτα ι μ ε τ α χ ύ τ η τ α  |υ| = 5 m /s  σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η

x=(4ft, +4ft2 - 2 f t3)a  ό π ο υ  a  = 1m. Π ο ιο ς  ε ίν α ι ο  ρ υ θ μ ό ς  α ύ ξ η σ η ς  τ η ς  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς  
σ τη  μ ο ν ά δ α  τ ο υ  χ ρ ό ν ο υ  τη  σ τ ιγ μ ή  π ο υ  τ ο  έ ν τ ο μ ο  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ό  τ ο  σ η μ ε ίο  χ  = 
(a ,a ,2 a ) α ν  (To/a) = 1 β α θ μ ό ς /m ;

Λύση :

α) Η δ ιε ύ θ υ ν σ η  μ ε γ ίσ τ η ς  α ύ ξ η σ η ς  τ η ς  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς  κ α θ ο ρ ίζ ε τ α ι α π ό  τ ο  ν φ  π ο υ  

ε ίν α ι κ ά θ ε το  σ τη ν  ισ ο θ ερ μ ικ ή  ε π ιφ ά ν ε ια  .'Ε χο υ μ ε

νφ = +2̂  ft2 - $3 1

Σ υ ν ε π ώ ς  τ ο  έ ν τ ο μ ο  π ρ έ π ε ι  ν α  κ ινη θ ε ί α κ ρ ιβ ώ ς  σ τη ν  α ν τ ίθ ε τ η  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  - ν φ .  

β) Ό π ω ς  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε ,η  α ύ ξ η σ η  τ η ς  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς  σ τ η  μ ο ν ά δ α  μ ή κ ο υ ς  δ ίν ε τ α ι  α π ό

*  = Τ 'ν Φ

ό π ο υ  Τ  ε ίν α ι τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  σ τη  ζ η τ ο ύ μ ε ν η  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η

Τ= — 1 *·2 ^  ^  {2ft, +2ft2 -f t3}

V 22 +22 +12

Ο ρ υ θ μ ό ς  α ύ ξ η σ η ς  τ η ς  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς  σ τη  μ ο ν ά δ α  χ ρ ό ν ο υ  κ α θ ώ ς  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ό  

το  σ η μ ε ίο  (1 ,1 ,2 ) ε ίν α ι

Για χ 2 = χ 2 = a  = 1 β ρ ίσ κ ο υ μ ε
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^  = 3  (5m/s)(1 β α θ μ ό ς/m ) = 15  βαθμοί/s e c

Παράδειγμα 3.3.3

Ν α β ρ εθ ε ί η γω ν ία  α ν ά μ εσ α  σ τ ις  κ ά θ ε τε ς  τ ω ν  δ ύ ο  τ ε μ ν ο μ έ ν ω ν  σ φ α ιρ ώ ν :

1 3 3 λ/6
Φ,: χ 2, +χ22 +χ23 = 16 και φ2: ( χ ,- 1 ) 2+ χ22 + χ23 = 16, σ το  σ η μ ε ίο  (^, ;>> ~ 2 ~  )·

Λ ύ σ η :

Γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  ό τ ι η  κλ ίση  ε ίν α ι κ ά θ ετη  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια . Υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  τ ις  
κ λ ίσ ε ις  τω ν  δ ύ ο  σ φ α ιρ ώ ν  γ ια  τ υ χ α ίο  σ η μ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς

νψ, = 2(Χι^ι +Χ2&2 +Χ3̂ β)

ν φ 2 = 2[(Χ ι-1)£, +Χ2&2 +Χ3^3]

Η γ ω ν ία  τω ν  δυ ο  κ α θ έτω ν  υ π ο λ ο γ ίζ ε τ α ι τ ό τ ε  ε ύ κ ο λ α  α π ό  τη  σ χ έ σ η

cos6= ΥφΓν Φρ
|νψ ,| | ν φ 2|

__________Χ1(Χι—1) +Χ2,  +Χ2,________
- { [ ( χ, - 1 ) 2+χ22 +χ23](χ2, +χ22 +χ23)}1/2

,. , ,1 3 3^6. , Λ 31
Σ το  σ η μ ε ίο  , ^  ~ 2 ~ ) ε ίνα ι c o s  θ  = ^

Ά ρ α  0 = cos-’ | 4 = 1 4 °

Σ π υ ε ί ω σ π : Κ ατά τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό , οι σ τ α θ ε ρ ο ί  ό ρ ο ι σ τ α  δ ε ύ τ ε ρ α  μ έλ η  τ ω ν  

ε ξ ισ ώ σ ε ω ν  τω ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν  φ ά ν η κ ε  ν α  μην π α ίζ ο υ ν  κ ά π ο ιο  ρ ό λ ο . Ό μ ω ς  α υ τό  δ ε ν  

ε ίν α ι  α λ ή θ ε ια . Η δη τ ο υ ς  έ χ ο υ μ ε  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ε ι ό τ α ν  ο ρ ίσ α μ ε  ό τ ι τ ο  σ η μ ε ίο
ι  ̂ 2 2 ^ 0

τ ο μ ή ς  , 2 > τ0  ο π ο ίο  π ρ έ π ε ι  ν α  κ ε ίτα ι π ά ν ω  σ τ ις  δ υ ο  ε π ιφ ά ν ε ιε ς  φ, = φ2 =

' ι
16. Π ρ ο φ α ν ώ ς  το  σ η μ ε ίο  τ η ς  τ ο μ ή ς  θ α  π ρ έ π ε ι  ν α  ισ χύ ε ι χ 21= (χ 1- 1 ) 2 ή  χ , = ^  · Τ α

σ η μ ε ία  χ 2 και χ 3 π ρ έ π ε ι ν α  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τη  σ χ έ σ η

* - dχ 2 2+χ3 2= 4
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3 .4 . Β α θ μ ω τ ά  κ α ι Δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  Π ε δ ία .  Γ ρ α μ μ έ ς  Ρ ο ή ς

Σ τις  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ε ς  π α ρ α γ ρ ά φ ο υ ς  μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  χ α ρ α κ τ η ρ ισ τ ικ έ ς  

ιδ ιό τ η τ ε ς  τ ω ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν . Δ ια π ισ τώ σ α μ ε  ό τ ι κ ά θ ε β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ (χ1,χ2,Χ3) 
ο ρ ίζ ε ι  μ ια  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η  ε π ιφ ά ν ε ια  μ έ σ α  α π ό  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  <KxlPx 2lx3)=k, ό π ο υ  k 

σ τ α θ ε ρ ό .  Α π ' τ η ν  ά λ λ η , ε ίμ α σ τ ε  ό λ ο ι ε ξ ο ικ ιω μ έ ν ο ι με τ α  β α θ μ ω τ ά  π ε δ ία  σ τη  

φ υ σ ικ ή . Με ά λ λ α  λ ό γ ια , έ ν α  β α θ μ ω τ ό  π ε δ ίο  ε ίν α ι μ ια  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  

μ ο ρ φ ή ς  ψ = ψ ( χ) η ο π ο ία  α ν α π α ρ ισ τ ά  φ υ σ ικ έ ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  ό π ω ς  γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η 
θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία , η π ίε σ η , το  η λ ε κ τ ρ ο σ τ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  μ ε τ α ξ ύ  δ υ ο  π λ α κ ώ ν , κ .α . Α ν 
η Ψ  π α ίρ ν ε ι σ τα θ ερ ή  τιμή  π ά ν ω  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  ip=k, θ α  π ρ έ π ε ι  Ψ = χ (φ ) . Έ τσ ι σ τη ν  
π ιο  π ά ν ω  εξ ίσ ω σ η , σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν η  τ ιμ ή  τ η ς  σ τ α θ ε ρ ό ς  k, ισ ο δ υ ν α μ ε ί με ισ ό θ ε ρ μ ε ς  

ε π ιφ ά ν ε ιε ς ,  ισ ο β α ρ ε ίς , ισ ο δ υ ν α μ ικ έ ς  ε π ιφ ά ν ε ιε ς  κ .λ .π , με τιμ ή  x(k) .

Μια ά λ λ η  κ α τη γ ο ρ ία  φ υ σ ικ ώ ν  π ο σ ο τ ή τ ω ν , ό π ω ς  γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η δ ύ ν α μ η , 

τ ο  η λ ε κ τ ρ ικ ό  π ε δ ίο  κ .α ., α π α ιτ ο ύ ν  γ ια  τ ο ν  π λ ή ρ η  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ ς  τ η ν  έ ν ν ο ια  τ η ς  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  και κ α λ ο ύ ν τ α ι δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ία . Σ τ α  π ε δ ία  α υ τ ά , 
σ ε  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  το υ  χ ώ ρ ο υ  μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι ό χ ι  μ ό νο  τ ο  μ έ τ ρ ο  τ ο υ ς  α λ λ ά  π ρ ο φ α ν ώ ς  

κ α ι η δ ιε ύ θ υ ν σ ή  τ ο υ ς .  Έ τ σ ι, ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό  σ ε  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ ,  ν α  
π ρ ο σ ά ψ ο υ μ ε  έ ν α  δ ιά ν υ σ μ α  τ ο υ  ο π ο ίο υ  το  μ έ τ ρ ο  και η δ ιε ύ θ υ ν σ η  ν α  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  

σ το  μ έ τ ρ ο  κα ι τη  φ ο ρ ά  το υ  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  (σ χ ή μ α  3 .4 .1 a ) . 

Ε ν δ ια φ έ ρ ο υ σ α  ε ίν α ι η π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  το  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ίο  μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο κ ό ψ ε ι 

α π ό  μ ια  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  ψ με τ η  δ ρ ά σ η  τ ο υ  V,

A = V ψ

τ έ τ ο ιε ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  θ α  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  σ το  ε δ .  3 .6 .

Έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ίο  Α π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ α ι  λ ο ιπ ό ν  α π ό  τ ρ ε ι ς  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  Α  ( χ , . χ ^ )  i = 1 ,2 ,3  δ η λ α δ ή

A = ft, A 1(x 1,x 2,x3) + fc2 Α 2(χ „ χ2,χ 3) +  $3 Α 3(χ 1,χ2,χ3)

Ε π ε ιδ ή  η  ε π ο π τ ικ ή  π ε ρ ιγ ρ α φ ή  τ ο υ  π ε δ ίο υ  μ έ σ ω  τ ω ν  τ ρ ιώ ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  ε ίν α ι  

α δ ύ ν α τ η ,  σ τ η ν  π ρ ά ξ η  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  μ ια  α ν α π α ρ ά σ τ α σ η  η  ο π ο ία  μ α ς  δ ίν ε ι  τ η  
δ ιε ύ θ υ ν σ η  τ ο υ  π ε δ ίο υ  σ ε  έ ν α  σ η μ ε ίο  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  π ο υ  μ α ς  ε ν δ ια φ έ ρ ε ι  κ α ι τ ο  

μ έ γ ε θ ο ς  τ ο υ  μ έ τ ρ ο υ  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  α υ τ ο ύ . Α υ τό  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ίν ε ι  μ ό ν ο  ότα ν , τ ο  

π ε δ ίο  έ χ ε ι  δ ύ ο  μ ό ν ο  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  κ α ι ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  δ ύ ο  μ ό ν ο  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  
Τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ α  π ε δ ία  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  π α ρ α σ τ α θ ο ύ ν  μ ό ν ο  α ν  έ χ ο υ ν  κ ά π ο ια  σ υ μ μ ε τρ ία . 

Ο ι κ α ν ό ν ε ς  ε ίν α ι οι ε ξ ή ς :

1) Σ ε  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  τ ο υ  δ ιδ ιά σ τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  χ α ρ ά σ ο υ μ ε  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ α  ο π ο ία  

δ ίν ο υ ν  τ η ν  δ ιε ύ θ υ ν σ η  το υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  σ τη  θ έ σ η  α υ τ ή  (σ χ . 3 .5 a )  κα ι 

σ η μ ε ίο  ε φ α ρ μ ο γ ή ς  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς ,  τ ο  σ η μ ε ίο  π ο υ  κ α θ ο ρ ίζ ε τ α ι  α π ό  τ ι ς  

σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  (χ 1(χ 2,Χ3) γ ια  τ ις  ο π ο ίε ς  υ π ο λ ο γ ίζ ε τ α ι  τ ο  μ έ τ ρ ο  το υ .
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2) Χ α ρ ά σ ο υ μ ε κ α μ π ύ λ ες  τ έ τ ο ιε ς  ώ σ τε  το  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ ε  α υ τ έ ς  δ ιά ν υ σ μ α  σ ε  κ ά θ ε 
σ η μ ε ίο  το υ  δ ιά ν υ σ μ α  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ ο  με τα  δ ια ν ύ σ μ α τα  τ η ς  1). Α υ τέ ς  λ έ γ ο ν τ α ι  
χ α ρ α κ τη ρ ισ τ ικ έ ς  κ α μ π ύ λ ε ς  το υ  π εδ ίο υ .

3) Η π υ κ ν ό τ η τ α  τω ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  (α ρ ιθ μ ό ς  κ α μ π ύ λ ώ ν  α ν ά  μ ο ν ά δ α  μ ή κ ο υ ς ) ε ίν α ι 
α ν ά λ ο γ η  το υ  μ έτρ ο υ  τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  σ τη ν  π ε ρ ιο χ ή  π ο υ  σ χ ε δ ιά ζ ο ν τ α ι .  
Οι π ρ ο κ ύ π τ ο υ σ ε ς  γ ρ α μ μ έ ς  λ έ γ ο ν τ α ι  σ υ ν ή θ ω ς  δ υ ν α υ ικ έ ο  ν ο α υ υ έ ο . Α ν τ ο  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  ε ίν α ι η π υ κ ν ό τη τα  ρ ε ύ μ α τ ο ς  J  = ρυ  (ρ = π υ κ ν ό τη τα )  λ έ γ ο ν τ α ι  
ν ο α υ υ έ ο  ο ο ή ς  ή κ α μ π ύ λ ε ς  ρ ο ή ς .

Μ π ο ρο ύμ ε ν α  σ υ ν ά γ ο υ μ ε  μια α π λ ή  επ ο π τ ικ ή  σ χ έ σ η  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  κ α μ π ύ λ ω ν  
και τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ .  Π ρ ο φ α ν ώ ς  η α κ ρ ίβ ε ια  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ η ν  
π υ κ ν ό τη τα  με τη ν  ο π ο ία  χ α ρ ά σ ο υ μ ε  τ ις  δ υ ν α μ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς . Ο ι χ α ρ α χ θ ε ίσ ε ς  έ τ σ ι 
κ α μ π ύ λ ε ς  π α ρ έ χ ο υ ν  μια επ ο π τικ ή  ε ικ ό ν α  το υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ .

Α ν x ( x u x 2>*3) ε ίν α ι  τ υ χ α ίο  σ η μ ε ίο  μ ια ς  δ υ ν α μ ικ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς ,  τ ο  
ε φ α π τ ό μ ε ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  είνα ι:

_ dx _ Φ <16 dXaA
ds ds Χι + ds x* + ds Xa (3.4.1)

Σ χ ή μ α  3 .4 .1a . Δ ια ν ύ σ μ α τα  που αναπ αρ ισ τούν τη ν  τιμ ή  δ ια νυ σ μ α τικο ύ  π εδ ίο υ  σ ε  

σ υγκεκρ ιμένα  σ ημεία  το υ  χώ ρου.

Ο μ ω ς α υ τ ό  π ρ έ π ε ι  ν α  ε ίν α ι σ υ γ γ ρ α μ ικ ό  μ ε  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  Α , σ ε  κ ά θ ε  
σ η μ ε ίο  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . Α ρα

A = κ Τ (3 .4 .2)
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Ό π ο υ  κ σ τ α θ ε ρ ά  α ν α λ ο γ ία ς  η ο π ο ία  ε ξ α ρ τ ά τ α ι α π ό  τ ι ς  μ ο ν ά δ ε ς  μ έ τ ρ η σ η ς  

τ ο υ  π ε δ ίο υ . Α πό τ ις  (3 .4 .1 -2 ) β ρ ίσ κ ο υ μ ε

άχ,
A,

dxg
Α2

dx-. . . »

A3
(3 .4 .3 )

ό π ο υ  A = A, ^  + A2 $ 2 + A3 $ 3 . Ό μ ω ς  τ ο  μ έ τ ρ ο  τ ο υ  π ε δ ίο υ  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ η ν  
π υ κ ν ό τ η τ α  μ ε τη ν  ο π ο ία  έ χ ο υ ν  σ χ ε δ ια σ τ ε ί  οι δ υ ν α μ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς .

Σ χ ή μ α  3 .4 .1 .b . Δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  καμπ ύλες.

Σ το  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  ε δ ά φ ιο ,  π α ρ ο υ σ ιά σ α μ ε  τ η ν  έ ν ν ο ια  τ η ς  κ λ ίσ η ς  
μ ια ς  β α θ μ ω τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  και ε ίδ α μ ε  π ω ς  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι  τ ο  ρ υ θ μ ό  μ ε τ α β ο λ ή ς  τ ο υ  
β α θ μ ω τ ο ύ  π ε δ ίο υ .  Π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  τ η ς  κ λ ίσ η ς  β α θ μ ω τ ή ς  

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  έ χ ε ι  κα ι α υ τ ό  ιδ ια ίτ ερ η  φ υ σ ικ ή  σ η μ α σ ία .

Θ α θ έ λ α μ ε  τ ώ ρ α  ν α  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ μ ε  κ ά π ω ς  α ν τ ίσ τ ο ιχ α  μ ε  τ η ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  

π ε ρ ίπ τ ω σ η , τ ο  ρ υ θ μ ό  μ ε τ α β ο λ ή ς  ε ν ό ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ .  Σ τη ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  

ό μ ω ς  μ ια ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  θ ε μ ε λ ιώ σ ο υ μ ε  δ υ ο  τ ρ ό π ο υ ς  
ρ υ θ μ ο ύ  μ ε τ α β ο λ ή ς  τ η ς .  Τ ο ν  π ρ ώ τ ο  τ ρ ό π ο  κ α λ ο ύ μ ε  α π ό κ λ ισ π  τ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  (d iv e rg e n c e ) .  Η α π ό κ λ ισ η  ε ίν α ι  μ ια  β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  π ο υ  
υ π ο δ η λ ώ ν ε ι  τ η ν  τ ά σ η  μ ε τ α β ο λ ή ς  τ ο υ  π ε δ ίο υ  α π ό  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  σ η μ ε ίο , (β λ έ π ε  
σ χ ή μ α  3 .4 .2 ) . Δ ε ίχ ν ε ι  κ α τά  π ό σ ο  δ η μ ιο υ ρ γ ο ύ ν τ α ι  ν έ ε ς  δ υ ν α μ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς .  Τ ο ν  
δ ε ύ τ ε ρ ο  κ α λ ο ύ μ ε  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό  (curl) κα ι ε ίν α ι  μ ια  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  π ο υ
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υ π ο δ η λ ώ ν ε ι τ ο ν  τ ρ ό π ο  με τ ο ν  ο π ο ίο  τ ο  π ε δ ίο  " σ τρ ο β ιλ ίζ ε τα ι"  σ τη  γ ε ιτ ο ν ιά  

σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν ο υ  σ η μ είο υ , (βλ. σ χ . 3 .4 .3 .)

\

Σ χ ή μ α  (3 .4 .2 ) Η  απόκλιση δ ια νυσ μ α τικού  π εδίου ε ίνα ι σ τη ν  π ερίπ τω ση a) μ η δ έ ν  

(εκ τό ς  από τη ν  αρχή που υπάρχει πηγή), b) πεδίο μ ε  μη μηδ εν ική  απ όκλισ η σ τη ν  

αρχή (καταβόθρα).

Οι π α ρ α π ά ν ω  π ε ρ ι γ ρ α φ έ ς  τ η ς  α π ό κ λ ισ η ς  κ α ι το.υ σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ο ύ  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  δ ε ν  ε ίν α ι  β έ β α ια  α κ ρ ιβ ε ίς . Θ α  δ ο ύ μ ε  ό ,τ ι ,  α φ ο ύ  
ο ρ ισ τ ο ύ ν  ο ι δ υ ο  π ο σ ό τ η τ ε ς  α υ τ έ ς  π ρ ο σ ε χ τ ικ ά , ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  
α π ό κ λ ισ η  σ ε  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ία  τ α  ο π ο ία  κ ά θ ε  ά λ λ ο  π α ρ ά  " α π ο κ λ ίν ο υ ν " . 
Α ν ά λ ο γ α , ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  υ π ά ρ χ ε ι  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  δ ιά φ ο ρ ο ς  τ ο υ  μ η δ ε ν ό ς  σ ε  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  τ ο υ  ο π ο ίο υ  ο ι  δ υ ν α μ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς  δ ε ν  δ ε ί χ ν ο υ ν  ν α  
σ τ ρ ο β ιλ ίζ ο ν τ α ι.

ι

/ / / / ✓ —.  ^ N \ \ \ \
/ / / / z' - . \ \ \ \ \
4 1 / / / /  4  > \ \ \ \ t

t - -i--t-- r -4 - i -4--4--4--4--4--4
\  \  \  \  \  \  - ~  /

V \  \  ν  V  ^  —

\  V V V  ν  —

/

ζ '  /

/ t
/  /
/  /

t t 
t t 
t /

Σ χήμα  (3 .4 .3 .) Δ ε ίχ ν ε τα ι έν α  πεδίο που έχ ε ι μη μηδενικό σ τροβ ιλισ μό.



128

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .4 .1

Ν α β ρ ε θ ε ί η  ε ξ ίσ ω σ η  γ ρ α μ μ ώ ν  ρ ο ή ς  το υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  

F = -  χ 2̂  + χ ^ 2

Λ ύ σ η  :

Α πό  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  (3 .4 .3 ) έ χ ο υ μ ε

dXi dx
-x2 x, και d x , = 0

Η π ρ ώ τη  γ ίν ε τ α ι  x ,d x , = -  x2d x 2 . Ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο ν τ α ς  τ α  δ ύ ο  μ έλ η  έ χ ο υ μ ε

J  χ ^ χ ,  = - J  x2dx 2 => χ ,2 + χ 22 = σ τ α θ ε ρ ό

Ε π ίσ η ς  α π ό  τ η ν  d x 3 = 0  έ χ ο υ μ ε  ό τ ι  χ 3 = σ τ α θ ε ρ ό . Ά ρ α  ο ι κ α μ π ύ λ ε ς  ρ ο ή ς  ε ίν α ι  

ο μ ό κ ε ν τ ρ ο ι κ ύ κ λο ι κ ά θ ε το ι σ τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3 , μ ε  κ έ ν τρ α  π ά ν ω  σ τ ο ν  χ 3 .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .4 .2

Η τ α χ ύ τ η τ α  υ γ ρ ο ύ  δ ίν ε τ α ι  α π ό  τ η ν  εξ ίσ ω σ η
V

ϋ (χ ) = -  Ω  (χ3 ) Χ2 Χτ + Ω  ( Χ3) Χι χ 2

ό π ο υ  χ  ε ίν α ι τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς ,  ΐ) Ν α β ρ ε θ ε ί η  ε ξ ίσ ω σ η  τ ω ν  γ ρ α μ μ ώ ν  ρ ο ή ς  ό τα ν : 

α ) Ω  ( χ3 ) = χ 33 β). Ω  ( χ 3 ) = ta n h x 3 Kai ν α  σ χ ε δ ια σ τ ο ύ ν  α υ τ έ ς  . ϋ) Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  

δ ιά ν υ σ μ α  ω (χ )  =V χ  υ (χ ) κ α ι ν α  β ρ ε θ ε ί  η  ε ξ ίσ ω σ η  γ ρ α μ μ ώ ν  ρ ο ή ς  γ ια  κ ά θ ε  μ ια  α π ο  

τ ις  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  α ) & β). ίϋ) Ε π ιρ ρ ε ά ζ ε ι η μ ο ρ φ ή  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  Ω  (χ3) τ ι ς  γ ρ α μ έ ς  

ρ ο ή ς  τ ω ν  ο  , ω  ;
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Λ ύ σ η  : Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  κ α τ’ α ρ χ ή ν  ο τ ι η τρ ίτη  σ υ ν ισ τώ σ α  τ ο υ  π ε δ ίο υ  τ α χ υ τ ή τ ω ν  
ε ίν α ι μ η δ εν ικ ή , σ υ ν ε π ώ ς  οι γ ρ α μ μ έ ς  ρ ο ή ς  α ν α μ έ ν ο ν τ α ι σ ε  ε π ίπ ε δ α  κ ά θ ε τ α  σ τ ο ν  
ά ξ ο ν α  Χ3. Ό π ω ς  και π ρ ιν , α π ο  τη ν  εξ ίσ ω σ η  ρ ο ή ς  έ χ ο υ μ ε

dx, dx , 
—Ω χ2 Ωχ,

και dx3 =0

ή

-  — 1 =— f ~  (α νεξ ά ρ τη τη  α π ό  τ η ν  Ω (χ3) )χ2 χ,

Η τ ε λ ε υ τ α ία  ο δ η γ ε ί  κα ι π ά λ ι σ τ η  σ χ έ σ η  x ,d x ,  = - x 2d x 2 η ο π ο ία  μ ε τ ά  τ η ν  
ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  δ ίν ε ι χ,2 + χ22 =c , ό π ο υ  ο = σ τα θ ερ ά . Γ ια δ ιά φ ο ρ ε ς  τ ιμ έ ς  τ η ς  σ τ α θ ε ρ ά ς  
c  π α ίρ ν ο υ μ ε  ο μ ό κ ε ν τρ ο υ ς  κ ύ κ λο υ ς κ ά θ ε τ ο υ ς  σ τ ο ν  ά ξ ο ν α  Χ3.

Τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  ω  δ ίν ε τα ι α π ο  το  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

ω  = V χ υ
όΩ

= - Χ ι^ Χι — χ2 άχ χ2 + 2Ό  χ3

I

I

*2

Σ χ ή μ α  3 .4 .4 . Γ ο α μ μ ές  ρ ο ή ς  τω ν δ ια νυ σ μ ά τω ν  υ  , ω  .
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Ο ι γ ρ α μ μ έ ς  ρ ο ή ς  τ ο υ  ω  ε ίν α ι τ ό τ ε

dx, . άΩ >.·| _ φ<2. / όΩ ν-ΐ _ dXa. 
-χ, ' dx3 ’ -χ2  ̂dx3' “ 2 Ω

. dx , d x P . d O  . dxa _ _  1 dQ  
η Xt =  x2 = "  1 dx3 } 2 Ω  “  2  Ω

Ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο ν τ α ς  τ ι ς  τ ε λ ε υ τ α ίε ς  έ χ ο υ μ ε  τ ις  α κ ό λ ο υ θ ε ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  γ ρ α μ μ ώ ν  ρ ο ή ς  
το υ  ω

Χι= cx 2 , χ , V o  = c ’

ό π ο υ  c , c ’ ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ έ ς  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η ς . Σ ε  α ν τ ίθ ε σ η  μ ε  τ ι ς  γ ρ α μ μ έ ς  ρ ο ή ς  τ η ς  υ , 
τ ο  σ χ ή μ α  τ ω ν  γ ρ α μ μ ώ ν  σ ' α υ τή  τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ η  σ υ ν ά ρ τη σ η  Ω  .

3 .5  Α π ό κ λ ισ η  Δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ ή ς  Σ υ ν ά ρ τ η σ η ς .

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F ( x , ,x 2tx 3), μ ε  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς
F i (Xi .X2 ,x3). F^ .x^ X a ), και Fa^.x^Xa) , δ η λ α δ ή

F(x 1,x2,x3) = F 1(x1,x2,x3) fc, +F2(Xi,x2lx3)^2 +F3(x1,x2lx3)#3 (3 .5 .1 )

Η α π ό κ λ ισ η  τ η ς  F ε ίν α ι μ ια  β α θ μ ώ τη  π ο σ ό τ η τ α  π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι  ω ς  ε ξ ή ς

(α π ό κ λ ισ η  F) = divF s  ^  (3 .5 .2 )
dX| 3 χ2 6 χ3

Η τ ε λ ε υ τ α ία ,  μ π ο ρ ε ί  ν α  γ ρ α φ τ ε ί  σ υ μ β ο λ ικ ά  μ έ σ ω  τ ο υ  γ ν ω σ τ ο ύ  μ α ς  τ ε λ ε σ τ ή
(3 .2 .6 ) , δ η λ α δ ή *

V = ft,
d

dx.
d

dx3
(3 .5 .3 )

Α πό τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  (3 .5 .1 ) κα ι (3 .5 .3 )  ο ρ ίζ ο υ μ ε  μ ια  β α θ μ ω τ ή  π ο σ ό τ η τ α  π ο υ  ε ίν α ι 
τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ό  τ ο υ ς  ω ς  ε ξ ή ς

d d* Παρόλο που γ ια  το  καρτεσιανό σύστημα δ ε ν  υπά ρχει δ ιαφ ορά  μεταξύ τω ν  —  κ α ι —
oX-j

^  (τα μοναδιαία διανύσματα είναι σταθερά) σκόπιμα γρ ά φ τη κ ε  ω ς  τε λ ε σ τή ς  τη ς  μ ορφ ής
3.5.2. έχο ντα ς κατά νου  τυχαία συστήματα αξόνων.
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V F 3  f t ,  - f t -  + $2 + «3 7 -  } ( F A  + F A  + F3ft3) (3 .5 .3 a )
^  C/X-j (/X2 C/X3 J

Δ η λ α δ ή  ισ χ ύ ε ι

div F =V F = L E i
dx.

+
3 X2 3X3

(3 .5 .3b)

Π ρ ο φ α ν ώ ς  η α π ό κ λ ισ η  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  δ ε ν  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ε ι π λ ή ρ ω ς  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α . 
Αν F έ χ ε ι  δ ο θ ε ίσ α  α π ό κ λ ισ η  VF ό λ α  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  F+F' ό π ο υ  V-F' = 0 έ χ ο υ ν  
τη ν  ίδ ια  α π ό κ λ ισ η

Π α ο α τ ή ο π σ π :  Σ ε  α ν τ ίθ ε σ η  μ ε  τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  π ρ α γ μ α τ ικ ώ ν  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν , η θ έ σ η  τ ο υ  " δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς"  V ε δ ώ  έ χ ε ι  μ ε γ ά λ η  σ η μ α σ ία . Σ τ ο ν  
ο ρ ισ μ ό  (3 .4 .7) τ ο  V τ ο π ο θ ε τ ε ίτ α ι α ρ ισ τε ρ ά  και το  α π ο τ έ λ ε σ μ α  ε ίν α ι μ ια  β α θ μ ω τή  
σ υ ν ά ρ τη σ η . Ε ίναι ό μ ω ς  λ ο γ ικ ή  και η έκ φ ρ α σ η

F-V »  ( Μ , + F & + F Λ ) ' f a  j r  + Κ - τ  + ^  λ
V δχι 3 χ2 3 χ3 )

Η τ ε λ ε υ τ α ία  έ κ φ ρ α σ η  ε ξ α κ ο λ ο υ θ ε ί ν α  ε ίν α ι έ ν α ς  π ο λ ύ π λ ο κ ο ς  τ ε λ ε σ τ ή ς .  Για ν α  
έ χ ε ι  νό η μ α , θ α  π ρ έ π ε ι  ν α  δ ρ ά σ ε ι σ ε  κάτι π ο υ  β ρ ίσ κ ετα ι δ ε ξ ιά  τ ο υ . Τ έτο ια , ό μ ω ς , 
θ έ μ α τ α  π ρ ο ς  το  π α ρ ό ν  τα  π ρ ο σ π ε ρ ν ά μ ε .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .5 .1

Θ α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί η α π ό κ λ ισ η  τ η ς  F = x1e Xz + eXlXz $2 +sin(x2x3)&3. 

Λ ύ σ η :

Ε ίνα ι: V F = (χ ,θΧ:ί) + (θΧ)Χ2) + —  sin(X2X3)
9χ·) δχ2 9Χβ

= e x* + x ,eXlXz + x2cos(x2x3)

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .5 .2

Θ α β ρ ε θ ε ί η α π ό κ λ ισ η  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς  χ .

Λ ύ σ η  :

Ε δώ  ε ίν α ι FsX  = χ ,β , + χ 2$2 + χ 3$3 σ υ ν ε π ώ ς  έ χ ο υ μ ε
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v - F =  Σ τ - Μ - 3
ϊ=1^χ ι

Ά λ λ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  μ ε  α π ό κ λ ισ η  3  ε ίν α ι π .χ  a  = 3 χ , ^  , b  = 2 χ , ft, + χ2 ft2 κ .λ .π .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .5 .3

Θ α δ ε ίξ ο υ μ ε  ό τ ι  V '(F + G ) = V F  +V  G 

Το ά θ ρ ο ισ μ α  F + G , ω ς  π ρ ο ς  τ ι ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  γ ρ ά φ ε τ α ι  

F+G  = (F.+QOft, +(F2+G2)ft2 +(F3+G3)ft3

τ ό τ ε

V (F + G )=

fa A . Λ 9 = X1 +X
V

to ,

/  dF, dF? dF3 
= dx, + dx2 + δχ3

5G1 aG?
+ 1 δ χ 1 + ax2 +

5Ga
5X3 )

= V F + V G

Σ η μ ε ί ω σ η  : Ε ίνα ι χ ρ ή σ ιμ ο  ν α  ε π α ν α φ έ ρ ο υ μ ε  σ ' α υ τ ό  τ ο  σ η μ ε ίο  τ ο ν  σ υ μ π α γ ή  

σ υ μ β ο λ ισ μ ό  π ο υ  α ν α π τ ύ ξ α μ ε  σ τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  κ ε φ ά λ α ια .  Ο ι ε κ φ ρ ά σ ε ι ς  
α π λ ο π ο ιο ύ ν τ α ι  σ η μ α ν τ ικ ά  κ α ι ό π ω ς  θ α  δ ο ύ μ ε  α ρ γ ό τ ε ρ α  θ α  ε ίν α ι  ο  μ ό ν ο ς  τ ρ ό π ο ς  
υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  σ ε  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  μ ε  Ν -σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς .  Σ το  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  έ χ ο υ μ ε

V -(F+G )= • (Σ (F, +Gj) « ,)
j

= A '« | ) ^ ( F |+ G |)

= 5 , ^ ( F l + m



133

= V F + V -G

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ α μ ε  τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  σ τ ο  κ α ρ τ ε σ ια ν ό  
σ ύ σ τη μ α  ε ίνα ι σ τα θ ε ρ ά  και δ ε ν  μ ε τα β ά λ λ ο ν τα ι α π ό  σ η μ ε ίο  σ ε  σ η μ ε ίο .

3 .6 .  Σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  Σ υ ν ά ρ τ η σ η ς

Σ το  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  ε δ ά φ ιο  μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  τ η ν  α π ό κ λ ισ η  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  F (x 1,x 2,x 3)· Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  τ η ν  ίδ ια  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ε  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  
F i ,F 2lF3 π ο υ  έ χ ο υ ν  σ υ ν ε χ ε ίς  π α ρ α γ ώ γ ο υ ς .  Ο ρ ίζο υ μ ε  τ ο ν  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό  τ η ς  F, (curl 
F ή rot F) ω ς  εξή ς .

curl F= 3

με τη  β ο ή θε ια  το υ  γ ν ω σ τ ο ύ  μ α ς  τ ε λ ε σ τ ή  V δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ό τ ι

(3 .6 .1 )

V xF=

ft, *3

d_ _d_ _d_

F, f 2 f 3

= curl F (3 .6 .2 )

κ α τά  τη ν  α ν ά π υ ξ η  τ η ς  ο ρ ίζ ο υ σ α ς  δ ια τ η ρ ε ίτ α ι η  σ ε ιρ ά  τω ν  γ ρ α μ μ ώ ν  γ ρ ά φ ο υ μ ε  
π ρ ώ τα  εκ ε ίνο  τ η ς  2 η ς  και μ ετά  εκ ε ίν ο  τ η ς  τρ ίτη ς .

Ε ίναι φ α ν ε ρ ό  ό τι ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  (curl) τ η ς  F ε ίν α ι ε π ίσ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  
/σ υ ν ά ρ τ η σ η .

 ̂ Έ ν α ς  ά λ λ ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό ς  τ ο υ  σ τρ ο β ιλ ισ μ ο ύ  ε ίνα ι

V xF= rot F ή curl F (3 .6 .3 )

Π ρ έπ ε ι ν α  σ η μ ε ιώ σ ο υ μ ε  ό τ ι π α ρ ό λ ο  π ο υ  τ ο  ν  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτ α ι σ α ν  δ ιά ν υ σ μ α , 
ε ίν α ι σ τη ν  ο υ σ ία  τ ε λ ε σ τ ή ς .  Έ τ σ ι, ό λ ε ς  ο ι. ιδ ιό τ η τ ε ς  τ ο υ  ε ξ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ
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δ ε ν  έ χ ο υ ν  π ά ν τ α  ε φ α ρ μ ο γ ή .  Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α ,  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  V x F  δ ε ν  ε ίν α ι  
α π α ρ α ίτ η τ α  κ ά θ ε το  σ τ ο  F.

Ιδ ιό τ η τε ς  ό μ ω ς  ό π ω ς  η,

V χ  (F+G )=  V xF+ VxG (3 .6 .4 )

ισ χ ύ ο υ ν  π ά ν τ α . Γ ια  τ η ν  α π ό δ ε ιξ η  τ η ς  3 .6 .4  θ α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  

π ο υ  α ν α π τ ύ ξ α μ ε  σ τ α  π ρ ώ τ α  κ ε φ ά λ α ια . Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  α υ τ ό ν  η σ υ ν ισ τ ώ σ α  k  τ ο υ  
ε ξ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  σ τη ν  (3 .4 .6 ) γ ρ ά φ ε τ α ι

[V χ  (F+G)]k = ε *  V, (F+G),

=  6 * ^ (F+G),

dr-  „  d „
-  £iik a *  Fi + ε *  ax, ^

=  (V x F )k + (V x  G )k

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .6 .1
0

Ν α  β ρ ε θ ε ί ο  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς  χ

Λ ύ σ η  :

Ε ίν α ι χ  =  χ ,$ , + χ 2$2 + x3ft3 κα ι

ft , *2 *3

_d_ _ δ _

dX, 5χ2 3 X3

Χι *2 Χ3

ή γ ια  τ υ χ α ία  σ υ ν ισ τ ώ σ α  k, ε ίν α ι:

(VXX), = ε ,  ^  Μ , = ε *  | τ  *ι = 0

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .6 .2

Ν α  β ρ ε θ ε ί  ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ ο υ  π ε δ ίο υ  

F = χ1χ2ί 1 + χ2̂ 2̂ 2̂  + Χ22Χ33$3

Λ ύ σ η : 

έ χ ο υ μ ε
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(VX F)l=^ - ^ =2X2X23 - 2X21X22X3

και α ν ά λ ο γ α  γ ια  τ η ς  ά λ λ ε ς  δ υ ο  σ υ ν ισ τώ σ ε ς . Τ ελικά

V xF = 2(χ2χ23 -  χ 2,χ22χ 3)£, + χ ,χ 2$2 + (2χ ,χ22χ23 -  χ ,χ3)$3

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .6 .3

Ν α β ρ ε θ ε ί  σ ε  π ο ια  δ ιε ύ θ υ ν σ η  σ τ ο χ ε ύ ε ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  V x F ,  ό τ α ν  τ ο  F 
α ν α π α ρ ίσ τ α τ α ι ό π ω ς  σ το  σ χ ή μ α  (3 .6 .1 ) . Α πό  τ ο  σ χ ή μ α  π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι τ ο  
π ε δ ίο  F , μ ε τα β ά λ ετα ι μ ό νο  κ α τά  τη  δ ιεύ θ υ ν σ η  χ ,.  Η μ ετα β ο λ ή  ε ίν α ι γρ α μ μ ικ ή  και 
α ρ νη τικ ή  ω ς  π ρ ο ς  τ α  θετ ικ ά  χ ,.  Ά ρ α

F = -  a χ ι ^ 2

ό π ο υ  α  σ τ α θ ε ρ ό ς  θ ε τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς . Τ ό τε

Σ χ ή μ α  3 .6 .1 . Γοαφ ική π αράσταση το υ  π εδ ίου F  = - a x ,# 2

V x F  =

ft, ft. *3
_d_ _3_ d_
3x, Sx2 3X3
0 -ax. 0

= — a$3



1 3 6

Σ υ ν ε π ώ ς  η δ ιε ύ θ υ ν σ η  τ ο υ  curl F  ε ίνα ι ή - $ 3α ν α > 0 .  Υ π ο γ ρ α μ μ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι  π α ρ ό λ ο  

π ο υ  τ ο  π ε δ ίο  δ ε ν  "σ τρ ο β ιλ ίζετα ι" , ε ίν α ι curl F φ  0 .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .6 .4

Έ σ τ ω  υ γ ρ ό  σ τ α θ ε ρ ή ς  π υ κ ν ό τ η τ α ς  μ ά ζ α ς  π ο υ  π ε ρ ισ τ ρ έ φ ε τ α ι  μ ε  γ ω ν ια κ ή  

τ α χ ύ τ η τ α  ω , γ ύ ρ ω  α π ό  τ ο ν  ά ξ ο ν α  #3· Ν α β ρ ε θ ε ί ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  
τ η ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  τ ο υ  υ γ ρ ο ύ .

Λ ύ σ η :

Τ ο  υ γ ρ ό  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ α ι  π λ ή ρ ω ς  α π ό  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  J = p u  ό π ο υ  ρ  η π υ κ ν ό τ η τ α  και 

u ( x , t )  τ ο  π ε δ ίο  τ α χ ύ τ η τ α ς .  Α ν ε ίν α ι  α σ υ μ π ίε σ τ ο , ρ = σ τ α θ ., α ρ κ ε ί  η  π ο σ ό τ η τ α  
u (x ,t) .  Α ν χ  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  η τ α χ ύ τ η τ α  τ ο υ  ρ ε υ σ τ ο ύ  ε ίν α ι

υ = ω χ χ  = |ω |$ 3χ χ  = |ω |

&2 ^3

0 0 1

Χι χ2 χ3

= |ω | (Χ ^2 - Χ 2̂ )

Τ ό τ ε

curl υ = Ιω

$2 $3

d d δ
dx1 dx2 dx2 

—X2 X, 0

= | ω | ί , ( | ; χ , - ^ - χ2)) = 2 Ν ί ! :

δ η λ α δ ή  curl

u = 2 1 u> | $3 = 2 ω  *  0

Θ ε ώ ρ η μ α  1.

V

Α ν ψ ε ίν α ι  β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  μ ε  σ υ ν ε χ ε ί ς  π α ρ ά γ ω γ ο υ ς  π ρ ώ τ η ς  κ α ι 
δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  , τ ό τ ε  ν α  δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι

ν χ ( ν φ )  = 0

δ η λ α δ ή  ό τ ι  ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  κ ά θ ε  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  Α , π ο υ  μ π ο ρ ε ί ν α  

ε κ φ ρ α σ τ ε ί  ω ς  η κ λ ίσ η  α ν τ ίσ τ ο ιχ η ς  β α θ μ ω τ ή ς  A = ν ψ , ε ίν α ι π ά ν τ α  μ η δ έ ν . Τ έ το ια  
π ε δ ία  λ έ γ ο ν τ α ι  δ ια τ η ο η τ ικ ά .
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Σ η μ ε  ί ω  σ  η: Θ α  δ ο ύ μ ε  α ρ γ ό τ ε ρ α  ό τ ι ισ χύ ε ι και τ ο  α ν τ ίσ τρ ο φ ο .

Έ σ τ ω  ό τ ι ν ψ  = Α , τ ό τ ε , τ υ χ α ία  σ υ ν ισ τώ σ α  k τ ο υ  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ο ύ  τ ο υ  A 
γ ρ ά φ ε τ α ι

(VxA)k = 8|jk Vj Aj —

Ό μ ω ς  A, = (ν φ )( φ. Α ντ ικ α θ ισ το ύ μ ε σ τη ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  και έ χ ο υ μ ε

<νχΑ)·=ε4 ( ^  ♦)
Έ σ τ ω  k = 3. Τ ό τε

3 a ,  a2 , δ2 .
(VxA)3 = ε ||3 3χι ^  φ= ε 123 3χι3χ2 φ + ε 213 f

= _ 3 ! ^ _ _ 3 ^ _  = 0 
3χ ,3χ2 3χ ,3χ2

Ό μ ο ια  α π ο δ ε ικ ν ύ ο υ μ ε  ό τ ι και ο ι ά λ λ ε ς  δ υ ο  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ίνα ι μ η δ έν .

Σ υ ν ε π ώ ς  ν χ ν φ  = 0 .

Σ η μ ε ί ω σ η :  Σ τη ν  π ρ α γ μ α τ ικ ό τη τ α , γ ια  τ η ν  α π ό δ ε ιξ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  δ ε ν  

ε ίν α ι α π α ρ α ίτ η τ ο  ν α  κ α τ α φ ύ γ ο υ μ ε  σ ε  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν η  σ υ ν ισ τ ώ σ α : π ρ ο ς  τ ο ύ τ ο  
π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  π ρ ώ τα  ο τ ι η π ο σ ό τη τ α

ο 32Φ
« "  3χ,3χ, = S II

ε ίν α ι  σ υ μ μ ε τ ρ ικ ή  ω ς  π ρ ο ς  τ η ν  ε ν α λ λ α γ ή  τ ω ν  δ ε ικ τ ώ ν . Ό μ ω ς  λ ό γ ω  τ η ς  
α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ό τ η τα ς  τ ο υ  σ υ μ β ό λ ο υ  ε ^  έ χ ο υ μ ε

(VxA)k -  ε,,,, S l( -  BlikS (I -  ε ΒΙ< S n = ε ΙΛ S N'|ik

= "  (V xA )k

δ η λ α δ ή  φ έ ρ ν ο ν τ α ς  σ τ ο  π ρ ώ τ ο  μ έ λ ο ς  έ χ ο υ μ ε  2 (V x A )k = 0  π ρ ά γ μ α  π ο υ
α π ο δ ε ικ ν ύ ε ι τ ο  θ εώ ρ η μ α .

I

Θεώρημα 2. Η κ λ ίσ η  τ ο υ  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ο ύ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  Α ε ίν α ι 
μ η δ έν , δ η λ α δ ή

| V '(V xA ) = 0

ό π ο υ  A s  Α , ^  + Α2̂ 2 + Α3̂ 3
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Θ α  δ ο ύ μ ε  α ρ γ ό τ ε ρ α  ό τ ι  κα ι σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  α υ τ ή  ισ χ ύ ε ι  κα ι τ ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο  

δ η λ α δ ή  α ν  V xB = 0  π ά ν ω  σ το  χ ώ ρ ο  υ π ά ρ χ ε ι δ ιά ν υ σ μ α  Α τ έ τ ο ιο  ώ σ τ ε

B = V xA  .

Γ ρ ά ψ ο υ μ ε  π ρ ώ τ α  τ ο ν  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό  τ ο υ  Α σ ε  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς .

Ε ίν α ι

Τ ό τ ε  η α π ό κ λ ισ η  τ η ς  π α ρ α π ά ν ω  έ κ φ ρ α σ η ς  ε ίνα ι:

+ Α  ί dA, _  dAi)  + -^-fdAz _  3ΑΛ
^ 2  ^δχ3 3χ, J ^ 3  i^5x, dx2J
d*Aa _  ffA , ffA , _  ffA., f fA , _  ffA ,

’ dxydx2 3x,3x3 dx2dx3 3x23x, 3x33x, 3x33x2

Α ν υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι ο ι π α ρ ά γ ω γ ο ι  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ω ν  
ε ίν α ι σ υ ν ε χ ε ί ς  και ό τ ι ε π ιτ ρ έ π ε τ α ι  η α λ λ α γ ή  σ τη  σ ε ιρ ά  π α ρ α γ ω γ ή ς  τ ό τ ε  

η τ ε λ ε υ τ α ία  έ κ φ ρ α σ η  ε ίν α ι μ η δ έ ν .

Έ ν α ς  π ο ιο  κ ο μ ψ ό ς  τ ρ ό π ο ς  α π ό δ ε ιξ η ς  ε ίν α ι ο  π α ρ α κ ά τω :

3 /  \
V'(VxA) =Σ ( ^-)(VxA)k 

k=1 I  S x J

3

-Σk=1
/  3

U

\

J
3

= Σ ε
k,i,j

_3_ A
l,k 3x„ 3x, Ai 3 γ  e A A  A

Σ τη ν  τ ε λ ε υ τ α ία  ισ ό τ η τ α  έ χ ο υ μ ε  ε ν α λ λ ά ξ ε ι  τ ο υ ς  δ ε ίκ τ ε ς  i <— > k. Α υ τό  

δ ε ν  ε π η ρ ε ά ζ ε ι  τ η ν  έ κ φ ρ α σ η  μ ια ς  κ α ι ο ι δ υ ο  δ ε ίκ τ ε ς  ε ίν α ι  β ο υ β ο ί  
( α θ ρ ο ίζ ο ν τ α ι ) .  Ε π ε ιδ ή  η σ ε ιρ ά  π α ρ α γ ώ γ ισ η ς  δ ε ν  έ χ ε ι  σ η μ α σ ία ,  η 
τ ε λ ε υ τ α ία  ισ ό τ η τ α  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  :

3 3
γ  ε 1 1 Α ν  ε . J L 1  λ
k,i,j "k 5Xk δΧ| ' k,l,j '<Ι'δχκδχι 1

Ό μ ω ς  α π ό  τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  το υ  σ υ μ β ό λ ο υ  8,jk έ χ ο υ μ ε
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ekfl = —Ekl| = ~e l|k

Τ ό τ ε  η τ ε λ ε υ τα ία  σ χ έ σ η  γ ίν ε τα ι

Δ η λ α δ ή  2 Σ
k,i,j 0Xk 0X1

π ο υ  σ η μ α ίνε ι ότι V (V x A ) = 0

3 .7  Η Λ α π λ α σ ια ν ή  ή  τ ε λ ε σ τ ή ς  L a p la c e

Α ς θ εω ρ ή σ ο υ μ ε  σ υ ν ε χ ή  β α θμ ω τή  σ υ νά ρ τη σ η  φ (χ1(Χ2,χ3).

Η δ ρ ά σ η  τ ο υ  τ ε λ ε σ τ ή  V σ τη  σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ έ χ ε ι  ω ς  α π ο τ έ λ ε σ μ α  μ ια  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  ν φ . Μ π ο ρ ο ύ μ ε ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τη ν  α π ό κ λ ισ η  
τ η ς  τ ε λ ε υ τ α ία ς , η ο π ο ία  ε ίνα ι

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  σ τη ν  (3 .7 .1 ) , ο τ ι η σ υ ν δ υ α σ μ έ ν η  δ ρ ά σ η  τ ω ν  τ ε λ ε σ τ ώ ν  
g r a d  κ α ι d lv , ισ ο δ υ ν α μ ε ί  μ ε  έ ν α  ν έ ο  τ ε λ ε σ τ ή  τ ο ν  ο π ο ίο  κ α λ ο ύ μ ε  
Λ α π λ α σ ια νή  (τ ελ εσ τή  Laplace) και σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε

Δ η λ α δ ή

(3 .7 .1 )

ί



1 4 0

a2 a2 a2
δχ2, + δχ22 + 5x23

(3 .7 .2 )

Ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  (3 .7 .2 ) ε ίν α ι έ ν α ς  α π ό  τ ο υ ς  σ π ο υ δ α ιό τ ε ρ ο υ ς  τ ε λ ε σ τ έ ς  τ η ς  

φ υ σ ικ ή ς .  Π ρ α γ μ α τ ικ ά , α ρ κ ε τ ά  α π ό  τ α  π ρ ο β λ ή μ α τ α  τ η ς  φ υ σ ικ ή ς  
κ α τ α λ ή γ ο υ ν  σ τ η ν  α ν α ζ ή τ η σ η  λ ύ σ ε ω ν  δ ια φ ο ρ ικ ώ ν  ε ξ ισ ώ σ ε ω ν  ο ι ο π ο ίε ς  

π ε ρ ιέ χ ο υ ν  τ ο ν  τ ε λ ε σ τ ή  τ η ς  Λ α π λ α σ ια ν ή ς , ό π ω ς  γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η  μη 

ο μ ο γ ε ν ή ς  Δ .Ε . H elm otz

ό π ο υ  f = γ ν ω σ τ ή ,  φ = π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τ έ α ,  ε ί ν α ι  β α θ μ ω τ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι ς  τ ο υ  

δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς  χ  κα ι α  ε ίν α ι  σ υ ν ή θ ω ς  κ ά π ο ια  σ τ α θ ε ρ ά . Ε ιδική  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ η ς  
Δ .Ε . (3 .7 .3 .)  α π ο τ ε λ ε ί  κα ι η γ ν ω σ τ ή  ω ς  ε ξ ίσ ω σ η  L ap lace

Ο ι λ ύ σ ε ι ς  τ η ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  (3 .7 .4 )  κ α λ ο ύ ν τ α ι  α ο υ ο ν ικ έ ο  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις .  Α ν θ έ σ ο υ μ ε  

α = 0  σ τ η ν  (3 .7 .3 ) έ χ ο υ μ ε  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  P o is so n

Ο τ ε λ ε σ τ ή ς  (3 .7 .2 )  π α ρ ή χ θ η  μ ε  τη  δ ια δ ο χ ικ ή  δ ρ ά σ η  τ ω ν  d iv  κ α ι g r a d  σ ε  μ ια  

β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η . Α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  ό μ ω ς  α π 'α υ τ ό , ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  α υ τ ό ς  μ π ο ρ ε ί  ν α  

δ ρ ά σ ε ι  κα ι σ ε  δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  κα ι ν α  ο δ η γ ή σ ε ι  σ ε  μ ια  ν έ α  ε π ίσ η ς  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η . Σ ε  σ ύ σ τ η μ α  κ α ρ τ ε σ ια ν ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  α ν  F =  ft,F , + 

ft2F 2 + ft3F 3 ό π ο υ  F, ε ίν α ι  σ υ ν ε χ ε ί ς  κ α ι μ έ χ ρ ι  2 η ς  τ ά ξ η ς  π α ρ α γ ω γ ίσ ι μ ε ς  

σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν , έ χ ο υ μ ε

V 2 F = ^ V 2 F , +  ^ V 2 F2 + ft3V2 F3

Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η  δ ρ ά σ η  τ ο υ  τ ε λ ε σ τ ή  V2 σ τ η  σ υ ν ά ρ τ η σ η

F = χ2, χ2 ft, +χ22 χ33 $2 +χ, χ2 χ43$ϊ

ε ίν α ι  V 2 F = δ ,ν 2 (χ2, χ2) + S^V2 (χ22 χ3̂  +  ^ V 2 (χ, χ2 χ43)

=2χ2 ft, +2(χ23 +3x22)x3 fta +12χ, χ2 χ23 ft3

(V2 + α 2) φ(χ) =  f(x) (3 .7 .3 )

ν2φ = 0 (3 .7 .4 )

ν 2φ(χ) = f(x) (3.7.5)
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Θ α δ ο θ ε ί μια α π λ ή  έ κ φ ρ α σ η  το υ  τ ε λ ε σ τ ή  L ap lace  π ο υ  δ ρ α  σ ε  μ ια  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ =

Φ(|χ|)

Λ ύ σ η :

Έ σ τ ω  ό τ ι φ =φ (r) ό π ο υ  ω ς  σ υ ν ή θ ω ς  r = | χ | . Τ ό τ ε

δφ  _ δτ άφ  _  ά φ  
δχ, “  δχ, dr “  r dr

δ?φ Ι ά φ
δχ2, r dr + r d r '  r δΓ )

= 1 ό φ _ χ ! [ά φ  χ2 ^
r dr r3 dr + r2 dr2

Ά ρ α

ν2(1)/χ χ _ 3 ^ φ . ί ά φ  ά ? φ _ 2 ά φ  £ φ  
"  r dr r3 dr dr2 "  r dr dr2

Μ π ο ρ ε ί ε π ίσ η ς  να  γ ρ α φ ε ί

Π ρ ο φ α ν ώ ς  γ ια  Φ(γ) = -  (δυνα μ ικ ό  C oulom b), r φ 0

• ν2(*) = 0/Γ*0
I
k

η , -  ε ίν α ι αρμονική . Για r =0 θ α  δ ο ύ μ ε  α ρ γ ό τ ε ρ α  ό τ ι η  φ(ή δ ε ν  ε ίν α ι α ρ μ ο ν ικ ή

ν2φ =οο γ ια  r=0

Σ η μ ε ί ω σ η :  Γ ια  ν α  εξ ο ικ ιω θ ε ί κ α λ ύ τ ε ρ α  ο  φ ο ιτ η τ ή ς  μ ε  τ ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  τ ω ν  
α θ ρ ο ιζ ο μ έ ν ω ν  δ ε ικ τώ ν , π α ρ α θ έ τ ο υ μ ε  τ η  λ ύ σ η  τ η ς  ά σ κ η σ η ς  κα ι ω ς  ε ξ ή ς :

ν 2 — = ί τ  J L w 3
^ 1=1 ^

Σ X2,
Vj=i .

\ 1/2



1 4 2

α λ λ ά  —  Xj = 5jj ο π ό τ ε

V2 p r|x
1 3  Λ ί (  3

■ Ή Σ Λ -
V ί )

Μ

—<
/  3 \  / 3

Σ§ (2χ,)
^ I

Σ χ2! Γ  χΐ -
υ

(  3 V  3
Σ x2i f  Σ

I  i=1 J  ί=1
dXj

/  3
= 3

ζ' 3

V ΐ=1 2 * J  ■ 3 ( ,?t ') =3|χ| w - 3 ! ^ 0

3 . 8 . Δ ι α ν υ σ μ α τ ι κ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς

Σ τα  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  ε δ ά φ ια  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ α μ ε  ε κ τ ε τ α μ έ ν α  τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  
α ν ά δ ε λ τ α  (nabla)

v  = a, 9χ,
(3.8.1)

ω ς  δ ιά ν υ σ μ α , π α ρ ό λ ο  π ο υ  ό μ ω ς  τ ο ν ίσ α μ ε ,  π ο λ λ έ ς  α π ' τ ι ς  ι δ ιό τ η τ ε ς  τ ω ν  
δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  δ ε ν  ισ χ ύ ο υ ν  γ ι ' α υ τ ό .

Ε ίνα ι σ η μ α ν τ ικ ό  κ α τ ' α ρ χ ή ν  ν α  α π ο σ α φ η ν ίσ ο υ μ ε  ό τ ι η  π ο σ ό τ η τ α  V A  ε ίν α ι 
τ ε λ ε ίω ς  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  μ α θ η μ α τικ ή  ο ν τ ό τ η τ α  α π ό  τ η ν  π ο σ ό τ η τ α  A V . Π ρ ά γ μ α τ ι η

V -A
d Α 9 Α d .

ε ίν α ι έ ν α  β α θ μ ω τ ό  μ έ γ ε θ ο ς .  Α ν τ ίθ ε τα  η  A V  ε ίν α ι:

(3 .8 .2 )

Α ν  ^ α ,&,+α ^ + α Α  ) '  ax, ax3 )
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= Αι θχ, + Α2 δχ2 +Α3 δχ3
( 3 .8 .3 )

δ η λ α δ ή  έ ν α ς  δ ια φ ο ρ ικ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  π ο υ  έ χ ε ι  έ ν ν ο ια  μ ό νο  ό τ α ν  δ ρ ά σ ε ι π ά ν ω  σ ε  
κ ά π ο ια  σ υ ν ά ρ τη σ η . Ε ίναι λ ο ιπ ό ν  π ρ ο φ α ν έ ς  ότι μ ια  α π ό  τ ις  β α σ ικ ό τ ε ρ ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  
τ ο υ  ε σ ω τε ρ ικ ο ύ  (β α θ μ ω το ύ ) γ ιν ό μ ε ν ο υ  τω ν  δ ια ν υ σ μ ά τω ν , η Α Β = Β Α, δ ε ν  έ χ ε ι  
έ ν ν ο ια  σ τη ν  π ερ ίπ τω σ η  π ο υ  το  έ ν α  α π ό  τ α  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τα  ε ίν α ι ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό ς  
τ ε λ ε σ τ ή ς  V.

Α ν ά λ ο γ α  σ υ μ π ε ρ ά σ μ α τ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  δ ια τ υ π ώ σ ο υ μ ε  κ α ι γ ι α  
π ε ρ ιπ λ ο κ ό τ ε ρ ε ς  ε κ φ ρ ά σ ε ις  ό π ω ς  η (A ‘V )C  και η (V -A )C . Και ο ι δ ύ ο  ε ίν α ι  
π α ρ α δ ε κ τ έ ς  ε κ φ ρ ά σ ε ις  α λ λ ά  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  η μ ια  α π ό  τη ν  ά λ λ η . Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  
γ ε ν ικ ά

Η σ ε ιρ ά  με τ η ν  ο π ο ία  γ ρ ά φ ο ν τ α ι  τ α  σ ύ μ β ο λ α  A , V , C  κ λ π  ε ίν α ι κ ρ ίσ ιμ η . Ο 
τ ε λ ε σ τ ή ς  V δ ρ α  μ ό ν ο  σ ε  ό τ ι β ρ ίσ κ ετα ι δ ε ξ ιά  το υ . Π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  ο ι π α ρ ε ν θ έ σ ε ις  
ε ίν α ι α π α ρ α ίτη τ ε ς .

Ε ίνα ι δ υ ν α τ ό  ό μ ω ς  ν α  γ ρ α φ ο ύ ν  ε κ φ ρ ά σ ε ις  ό π ο υ  η τ ο π ο θ έ τ η σ η  τ ω ν  
π α ρ ε ν θ έ σ ε ω ν  δ ε ν  έ χ ε ι  σ η μ α σ ία . Γ ια π α ρ ά δ ε ιγ μ α  α ν  φ(χ) ε ίν α ι ε ίν α ι  β α θ μ ω τή  
σ υ ν ά ρ τη σ η  και Α (χ), δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  τ ό τ ε  ο ι ε κ φ ρ ά σ ε ις  (Α·ν)φ, Α·(νφ) έ χ ο υ ν  κα ι ο ι 
δ ύ ο  έ ν ν ο ια  ο δ η γ ο ύ ν  δ ε  σ τ ο  ίδ ιο  α κ ρ ιβ ώ ς  α π ο τ έ λ ε σ μ α . Π ρ ά γ μ α τ ι η π ρ ώ τ η  
έκ φ ρ α σ η  δ ίνε ι:

(A-V)C φ (V-A)C φ. V (A-C) ( 3 .8 .4 )

(Α·ν)φ = ( Α 1 ax, +α2 ax2 +α3 ax3 )♦

κ α ι η δ ε ύ τε ρ η
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Α ρα

(Α·ν)φ = Α'(νφ) = Α·νφ (3 .8 .5 )

Σ κ ε π τ ό μ ε ν ο ι  α ν ά λ ο γ α ,  ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό  ν α  π α ρ ά γ ο υ μ ε  μ ια  σ ε ιρ ά  α π ό  χ ρ ή σ ιμ ε ς  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  ο ι  ο π ο ίε ς  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ ν τ α ι  σ τ ο υ ς  

δ ιά φ ο ρ ο υ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  μ ε  α π ' ε υ θ ε ία ς  α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ ή  τ ο υ ς .  Σ τ ο ν  ε π ό μ ε ν ο  
π ίν α κ α  π α ρ α θ έ τ ο υ μ ε  μ ε ρ ικ έ ς  β α σ ικ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  ο ι ο π ο ίε ς  ε μ φ α ν ίζ ο ν τ α ι  σ υ χ ν ά . 

Ο ρ ισ μ έ ν ε ς  α π ’ α υ τ έ ς  έ χ ο υ ν  α π ο δ ε ιχ θ ε ί  σ ε  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α .  Μ ε 
α ν ά λ ο γ ο  τ ρ ό π ο  ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό  ν α  α π ο δ ε ι χ θ ο ύ ν  ό λ ε ς ,  α ν α π τ ύ σ σ ο ν τ α ς  τ α  

δ ια ν ύ σ μ α τ α  σ ε  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς .  Σ τη  σ υ ν έ χ ε ια ,  θ α  π α ρ α θ έ σ ο υ μ ε  τ η ν  α π ό δ ε ιξ η  
ο ρ ισ μ έ ν ω ν  α π ' α υ τ έ ς ,  α φ ή ν ο ν τ α ς  τ ις  υ π ό λ ο ιπ ε ς  γ ια  α σ κ ή σ ε ις . Ο μ ω ς  η  α ν ά π τ υ ξ η  

π ο λ λ ώ ν  α π ' α υ τ έ ς  σ ε  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ίν α ι  α ρ κ ε τ ά  κ ο π ια σ τ ικ ή  κ α ι χ ρ ο ν ο β ό ρ α ,  γ ι ' 

α υ τ ό  θ α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ η ν  τ α ν υ σ τ ικ ή  γ λ ώ σ σ α  π ο υ  α ν α π τ ύ ξ α μ ε  σ τ α  
π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  κ ε φ ά λ α ια .  Π ρ ιν  α ρ χ ίσ ο υ μ ε ,  ό μ ω ς ,  τ ο υ ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς ,  θ α  

ε ισ ά γ ο υ μ ε  α κ ό μ η  μ ια  σ η μ α ν τ ικ ή  α π λ ο π ο ίη σ η  σ τ ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  μ α ς . θ α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  
δ. και θ α  ε ν ν ο ο ύ μ ε  μ ερ ικ ή  π α ρ ά γ ω γ ο  ω ς  π ρ ο ς  τ η  μ ε τ α β λ η τή  χ (, δ η λ α δ ή

Xortaiuec Διανιισιιατικέο Ταυτότητες υε τον Τελεστή V

ν(φ,φ2) = φ, νφ2 + Φ2 νφ,, φ. = Φί (χ), ί = 1. 2 (3 .8 .6 )

ν  (φ Α) = φ V" A + Α" Υφ , φ = φ (χ ) , A  = Α (χ ) (3 .8 .7 )

V χ  (φΑ) = φ ν χ Α  + ν φ χ Α, (3 .8 .8 )

?  ♦(<(«)) · $ ? < ( * ) (3 .8 .9 )
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V · (x -a )  = 3 (χ  = δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς , a  = σ τα θ ε ρ ό  δ ιά νυ σ μ α ) (3 .8 .1 0 )

V χ  (x -a )  = 0 (3 .8 .1 1 )

V ( |x - a |n ) = n |x -a |" -2 (x -a )
ι

(3 .8 .1 2 )

(A V )  ( x - a )  = A (3 .8 .1 3 )

V ( a -x) = a (3 .8 .1 4 )

V (A x B ) = B-(VxA) -  A-(VxB) (3 .8 .1 5 )

V χ  (Ax B) = ( B-V) A -  (A-V)B + (V B )A  -  (V A )B (3 .8 .1 6 )

V X ( VxA) = V (V A ) -  V2A (3 .8 .1 7 )

V (A ’B) = (A-V)B + (B 'V )A  + A X (V xB) + B x (VxA) (3 .8 .1 8 )

V χ  νψ = 0 (3 .8 .1 9 )

V  ( VxA) = 0 (3 .8 .2 0 )

v  (νψ, χ νψ2 ) = 0 (3 .8 .2 1 )

v<Ku i> u2,...un) = V u, + ... + Vun, u( = u,(x) (3 .8 .2 1 )

Η εξ ίσ ω σ η  (3 .8 .17 .) χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίτα ι π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  και ω ς  ο ρ ισ μ ό ς  τ η ς  δ ρ ά σ η ς  
τ ο υ  τ ε λ ε σ τ ή  L ap lace  ν 2 σ τη  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Α  σ ε  κ α μ π υ λ ό γ ρ α μ μ α  
σ υ σ τ ή μ α τα  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  δ η λ α δ ή

I V2A = V (V A ) -  V χ (VxA)

ι
Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .8 .1
ι
Θ α  α π ο δ ε ίξ ο υ μ ε  τη ν  τ α υ τ ό τ η τ α  (3 .8 .8 ).

Λ ύ σ η :

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  ό τ ι η σ υ ν ισ τώ σ α  i τ ο υ  V χ  (φΑ), γ ρ ά φ ε τ α ι
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[V χ (φΑ)], = £jjk 5j ( φ Ak)

= ei)k(5j φ) Ak + ε^φίδ, Ak) 

= .[(νφ)χΑ]ί + φ[νχΑ]ί

Α ρ α

ν χ (φ Α ) = (νψ )χΑ  + φ V χ  A

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 . 8 . 2 .

Ν α δ ε ιχ θ ε ί  η  (3 .8 .1 6 )

Λ ύ σ η :

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ η  σ υ ν ισ τ ώ σ α  i τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  τ ο υ  τ ε λ ε σ τ ή  V μ ε  τ η  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Α χ  Β . Ε ίνα ι

[ ν * ( Α χ Β ) ] ,  = ε * (ν ) ,  (A χ  B)k 

= %  a,(A x B )k

Χ ρ ε ια ζ ό μ α σ τ ε  σ τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  τ η  σ υ ν ισ τ ώ σ α  Κ τ ο υ  ε ξ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  Α χ Β . 

Π ρ ο σ έ χ ο ν τ α ς  ν α  μ η ν  ξ α ν α χ ρ η σ ι μ ο π ο ι ή σ ο υ μ ε  τ ο υ ς  δ ε ί χ τ ε ς  ί κ α ι j, 
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  ν έ ο υ ς  δ ε ίκ τ ε ς ,  π .χ .  I, m  έ χ ο υ μ ε

(Α χ  B )k = £klmA,Bm

Α ν τ ικ α θ ισ το ύ μ ε  σ τ η ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  κα ι έ χ ο υ μ ε  

[V χ  (Α χ  B)]j = ε ί)|( 8· {BMmA |B J

=  ε )|κ e klm

ό π ο υ  ε ξ υ π α κ ο ύ ε τ α ι  ά θ ρ ο ισ η  ω ς  π ρ ο ς  k. Κ ά ν ο υ μ ε  σ τ η  σ υ ν έ χ ε ι α  χ ρ ή σ η  

τ α υ τ ό τ η τ α ς
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£ ljk e klm “  £ l|k e imk “  ®im “

Έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε

£ i|k£ klm δ, {A |Bfn} =  (®« ®|m ~  ®lm®||) δ] ^A (B m}

= a, {Α,Β,} -  a, {A(B,}

= Α|3(Β| + Β|3|Α, -  Α(3|Β, -  Β,3(Α|

= Aj(V'B) + (B-V)A, -  (A-V)B, -  B, (VA)

Σ υ ν ε π ώ ς  γ ια  τη  σ υ ν ισ τώ σ α  i έ χ ο υ μ ε

[V χ (ΑχΒ)], = (A(VB) + (Β·ν)Α -  (A*V)B -  B(VA)], 

η ο π ο ία  α π ο δ ε ικ ν ύ ε ι τη ν  3 .8 .1 6

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 . 8 . 3 .
I

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  η π ο σ ό τ η τ α  ν · [χ φ (Γ )] , ό π ο υ  χ τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  και 
β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  π ο υ  εξ α ρ τά τα ι α π ό  το  μ έ τ ρ ο  r= |x | τ ο υ  χ.
Λ ύ σ η :

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τη ν  τ α υ τό τη τ α  ε ίν α ι 3 .8 .7 . ε ίν α ι 

/ ν·[χ Φ(Γ)] = (V X )  φ(Γ) +[ν φ(Γ)]·χ

I = 3Φ(Γ) + [ν  Φ(γ) ] ’χ

Ό μ ω ς  α π ό  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  άσ κη ση

| 7  W

Α ν τα κ α θ ισ τώ ν τα ς  έ χ ο υ μ ε

V [x  φ(Γ)] *  3φ(Γ) + · χ

/
./ί



δ η λ α δ ή  τ ε λ ικ ά

ν ·[χφ (Γ )] = 3φ(Γ) + Γ ^

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .8 .4 .

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  η π ο σ ό τ η τ α  Vx (Φ(γ)χ) ό π ο υ  φ(ι·) σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ο υ  μ έτρ ο υ

r = |χ |·

Λύση :

Α πό  τ η ν  τ α υ τ ό τ η τ α  3 .8 .8 . έ χ ο υ μ ε  

Vx (φ(Γ)χ) = νψ(Γ) χ χ  + φ (ν χ χ )

= (νφ ) χ χ

Ό μ ω ς ,  ό π ω ς  κα ι σ τ η ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  ά σ κ η σ η

Τ ό τ ε

Vx (φ(Γ)χ) = (νφ ) χ χ  = ^ 7  χ *
d i i x x x i  
dr r

= 0

3.9. Προσανατολισμένες επιφάνειες

Α ς  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  δ ιε ξ ο δ ικ ό τ ε ρ α  τ η  γ ε ω μ ε τ ρ ία  τ ω ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν ,  π ο υ  
α π α ν τ ή σ α μ ε  σ τ ο  ε δ ά φ ιο  3 .1 .

Σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ω ν  κ α μ π ύ λ ώ ν  ε ίδ α μ ε  ό τ ι  ο ι β α σ ικ έ ς  τ ο υ ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  

σ υ σ χ ε τ ί ζ ο ν τ α ι  μ ε  τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ ε  α υ τ έ ς  δ ιά ν υ σ μ α .  Α ν τ ίσ τ ο ιχ α ,  σ τ η ν  
π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ω ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν  α μ έ σ ω ς  θ α  δ ια π ισ τ ώ σ ο υ μ ε  ό τ ι α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  ρ ό λ ο  π α ίζ ε ι 
τ ο  κ ά θ ε τ ο  σ ε  α υ τ έ ς  δ ιά ν υ σ μ α .

Κ α λ ο ύ μ ε  μ ια  ε π ιφ ά ν ε ια  S  ο μ α λ ή , ό τ α ν  ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό  ν α  ε π ιλ έ ξ ο υ μ ε  
μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Α κ ά θ ε τ ο  σ τ η ν  S  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  τ ο  Α ν α  μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι  σ υ ν ε χ ώ ς  

π ά ν ω  σ τ η ν  S . Γ ια π α ρ ά δ ε ιγ μ α , η ε π ιφ ά ν ε ια  σ φ α ίρ α ς  ε ίνα ι ο μ α λ ή .

Κ α λ ο ύ μ ε  μ ια  ε π ιφ ά ν ε ια  S  κ α τ ά  δ ια σ τ ή μ α τ α  ο μ α λ ή , ό τ α ν  η S  α π ο τ ε λ ε ίτ α ι  

α π ό  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  α ρ ιθ μ ό  σ υ ν δ ε μ έ ν ω ν  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  ο μ α λ ώ ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν . Τ έ τ ο ια  

ε π ιφ ά ν ε ια  α π ο τ ε λ ο ύ ν  γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  ο ι έ ξ ι  ο μ α λ έ ς  έ δ ρ ε ς  τ ο υ  κ ύ β ο υ . Β λ έ π ο υ μ ε  

α π ό  τ α  π α ρ α π ά ν ω  ό τ ι  τ ο  κ ά θ ε τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  δ ια δ ρ α μ α τ ίζ ε ι  σ η μ α ν τ ικ ό
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ρ ό λ ο  σ τ ο υ ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς  γ ι  α υ τ ό  θ α  α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μ' α υ τό  λ ίγ ο  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο . Κατ' 
α ρ χ ή ν  δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ό τ ι σ ε  κ ά θε σ η μ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  υ π ά ρ χ ο υ ν  δ ύ ο  δ υ ν α τ έ ς  
ε π ιλ ο γ έ ς :  α ν  γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  Φ (χ1, χ 2,χ 3) = k ε ίν α ι η ε ξ ίσ ω σ η  μ ια ς  ο μ α λ ή ς  
ε π ιφ ά ν ε ια ς  τό τ ε  τα

^ Τ ^ κ α ιΑ ·  -Α  — ^  
|grad<|>| |grad<|>|

(3 .9 .1 )

ε ίν α ι δ ύ ο  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  κ ά θ ε τ α  σ το  ίδ ιο  σ η μ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  και 
α ν τ ίθ ε τ α  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .  (Β λ έ π ε  α ν τ ίσ τ ο ιχ η  π ε ρ ίπ τ ω σ η  γ ια  τ ο  ε π ίπ ε δ ο  σ το  
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  1.11 Ι)Σ υ νεπ ώ ς υ π ά ρ χ ο υ ν  δ ύ ο  δ υ ν α τ ο ί τρ ό π ο ι π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ο ύ  τ η ς  
ε π ιφ ά ν ε ια ς .  Ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  έ ν α  α π ό  τ α  δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ η ς  (3 .9 .1 )  γ ια  ν α  
π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια . Α π' τη  σ τ ιγ μ ή  π ο υ  θ α  ε π ιλ έ ξ ο υ μ ε  έ ν α ν  α π ό  
τ ο υ ς  δ ύ ο , τό τε  έ χ ο υ μ ε  τ α υ τ ό χ ρ ο ν α  ο ρ ίσ ε ι τη  θετ ικ ή  φ ο ρ ά  π ε ρ ισ τ ρ ο φ ή ς  σ ε  κ ά θ ε 
σ η μ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  3 .9 .1 ). Ε ιδ ικ ό τερ α  τ ώ ρ α  σ ε  ε π ιφ ά ν ε ιε ς  μ ε  
σ ύ ν ο ρ ο , η θετ ικ ή  κ α τεύ θ υ ν σ η  μ π ο ρ ε ί ν α  ο ρ ισ τε ί με βάση  τη  φ ο ρ ά  τ η ς  κ λ ε ισ τ ή ς  
κ α μ π ύ λ η ς  π ο υ  τ ι ς  π ε ρ ιβ ά λ λ ε ι.

Π ρ ά γμ α τι, α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς  3 .9 .2 . π ο υ  έ χ ε ι  
σ ύ ν ο ρ ο  κλειστή  κ α μ π ύ λ η  C.

I ι- Π

Σ χ ή μ α  3 .9 .1 . Η  επ ιλ ο γ ή  το υ  κ ά θ ε το υ  δ ια ν ύ σ μ α το ς  ή, π ρ ο σ α ν α το λ ίζ ε ι τη ν  

επ ιφ ά νεια  και τα υ τό χ ρ ο ν α  ορ ίζει τη θ ετικ ή  κατεύθυνσ η  π ερ ισ τροφ ής.
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Σ χ ή μ α  3 .9 .2 . Ο ρ ισ μ ό ς  θ ε τ ικ ή ς  κ α τεύ θ υ ν σ η ς  κ λ ε ισ τή ς  επ ιφ ά νεια ς .

Ο ρ ίζ ο υ μ ε  θ ε τ ικ ή  π λ ε υ ρ ά  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε κ ε ίν η  π ο υ  β ρ ίσ κ ε τ α ι α ρ ισ τ ε ρ ά  ε ν ό ς  

π α ρ α τ η ρ η τ ή  π ο υ  α κ ο λ ο υ θ ε ί  τ η  φ ο ρ ά  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C . Σ ε  κ λ ε ισ τ έ ς  ε π ιφ ά ν ε ιε ς  

( ε π ιφ ά ν ε ι ε ς  χ ω ρ ίς  σ ύ ν ο ρ ο )  ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  κ α τ ά  σ ύ μ β α σ η  τ ο  κ ά θ ε τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  
δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίζ ε ι  τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  ν α  σ τ ο χ ε ύ ε ι  π ρ ο ς  τ η ν  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  
π ο υ  β ρ ίσ κ ε τ α ι έ ξ ω  α π ό  τ η ν  π ε ρ ιο χ ή  π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε ι  η  ε ν  λ ό γ ω  ε π ιφ ά ν ε ια .  Γ ια  
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η ε π ιφ ά ν ε ια  μ ια ς  σ φ α ίρ α ς  ε ίν α ι κ λ ε ισ τή  δ ιό τ ι δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  κ λ ε ισ τή  
κ α μ π ύ λ η  π ο υ  ν α  χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ε τ α ι  σ ύ ν ο ρ ό  τ η ς . Τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  

π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίζ ε ι  τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ιά  τ η ς  δ ε ίχ ν ε τ α ι  σ το  σ χ ή μ α  3 .9 .3 .

A

Σ χ ή μ α  3 .9 .3 .  Η  σ φ α ίρ α  π ε ρ ιβ ά λ λ ε τ α ι απ ό κ λ ε ισ τ ή  ε π ιφ ά ν ε ια . Η  θ ε τ ικ ή  

κ α τεύ θ υ ν σ η  ε ίνα ι απ ό μ έσ α  π ρος τα  έξω .
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Σ το  δ ε ύ τ ε ρ ο  κ ε φ ά λ α ιο  δ ια π ισ τώ σ α μ ε  ό τ ι κ ά θ ε  κ α μ π ύ λ η  π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ α ι  α π ο  
μ ια  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  μ π ο ρ ε ί ν α  π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ιη θ ε ί με μια π α ρ ά μ ε τ ρ ο . 
Α κ ρ ιβ ώ ς α ν ά λ ο γ α , κ ά θ ε  εξ ίσ ω σ η  π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι  δ ιδ ιά σ τα τ η  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίσ ιμ η  
ε π ιφ ά ν ε ια  μ π ο ρ ε ί ν α  εκ φ ρ α σ τε ί σ ε  π α ρ α μ ετρ ικ ή  μ ο ρ φ ή  με τη  δ ια φ ο ρ ά  οτι -ό π ω ς  
το ν ίσ τη κ ε  και σ τη ν  α ρ χ ή  το υ  κ εφ α λ α ίο υ  - α π α ιτο ύ ν τα ι δ ύ ο  π α ρ ά μ ε τρ ο ι. Μ ε ά λ λ α  
λ ό γ ια , ε α ν  δ ο θ ε ί η εξ ίσ ω σ η  ε π ιφ ά ν ε ια ς  Φ (χ) = k, μ π ο ρ ο ύ μ ε  π ά ν τ α  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  
δ υ ο  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς  (p ,q ) έ τσ ι ώ σ τ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  χ : χ  (p ,q) , ή γ ια  κ ά θ ε  μ ια  
σ υ ν ισ τώ σ α  ξ ε χ ω ρ ισ τ ά  Xj= Xj (p ,q). Η π α ρ α μ ε τρ ο π ο ίη σ η  τω ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν  θ α  α π ο β ε ί

ιδ ια ίτ ερ α  χρή σ ιμ η  σ τα  δ ιδ ιά σ τα τα  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα  π ο υ  θ α  μ α ς  α π α σ χ ο λ ή σ ο υ ν  σ τα  
ε π ό μ ε ν α  κ εφ ά λ α ια .

Τ α  π α ρ α π ά ν ω  γ ε ν ικ ε ύ ο ν τ α ι ε ύ κ ο λ α  και γ ια  κ α τά  τμ ή μ α τα  σ υ ν ε χ ε ίς  ε π ιφ ά ν ε ιε ς .  
Γ ε ν ικ ά  κ ά θ ε  ε π ιφ ά ν ε ια  σ υ ν ε χ ή ς  ή κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  σ υ ν ε χ ή ς  μ π ο ρ ε ί  ν α  
π ρ ο σ α ν α το λ ισ θ ε ί α ρ κ εί ν α  δ ια θ έ τε ι δ ύ ο  π λ ε υ ρ έ ς  ώ σ τ ε  η μια ν α  ο ρ ίζ ε τα ι ω ς  θ ετ ικ ή  
και η ά λ λ η  α ρ νη τικ ή . Υ π ά ρ χο υ ν  ό μ ω ς  ε π ιφ ά ν ε ιε ς  π ο υ  δ ε ν  έ χ ο υ ν  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  
ιδ ιό τη τα  κ α λ ο ύ ν τα ι δ ε  μη- π ρ ο σ α ν α τ ο λ ίσ ιμ ε ς  (n o n -o rien tab le ). Χ α ρ α κ τη ρ ισ τ ικ ό  
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  τ έ τ ο ια ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  α π ο τ ε λ ε ί  η λ ω ρ ίδ α  τ ο υ  M obius (σ χ ή μ α  3 .9 .4 ) . 
Π ρ ά γ μ α τ ι, α ς  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τη ν  κ α μ π ύ λ η  C σ τη  θ έ σ η  (1) σ τ ο  κ ά τω  μ έ ρ ο ς  τ η ς  

ε π ιφ ά ν ε ια ς .  Το δ ιά ν υ σ μ α  η σ τη  θ έ σ η  (1) δ ε ίχ ν ε ι  τ ό τ ε  π ρ ο ς  τ η ν  ε ξ ω τ ε ρ ικ ή  

π ε ρ ιο χ ή . Μ ετά  α π ό  μια πλή ρη  π ε ρ ισ τρ ο φ ή  α κ ο λ ο υ θ ώ ν τ α ς  τα  σ η μ ε ία  (1 ) ,(2 ),...,(6 ), 
δ ε ίχ ν ε ι  π ρ ο ς  τ η ν  α ν τ ίθ ε σ η  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  α π ό  α υ τή  π ο υ  ξ ε κ ίν η σ ε . Σ υ ν ε π ώ ς  η 
σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν η  ε π ιφ ά ν ε ια  δ ε ν  μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ τ ε ί.

ft

Σ χ ή μ α  3 .9 .4 . Η  λω ρ ίδ α  το υ  M obius ε ίν α ι π α ρ ά δ ειγ μ α  μ η -π ρ ο σ α ν α το λ ίσ ιμ η ς  

επ ιφ άνειας .



152

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  3 .9 .1 .

Θ α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ μ ε  τ ις  π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ ο υ  κ ώ ν ο υ  το υ  ο π ο ίο υ  η γ ω ν ία  α  

ε ίν α ι co t ^  =k= σ τα θ . .

Α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι  ο  ά ξ ο ν α ς  τ ο υ  σ υ μ π ίπ τ ε ι  μ ε  τ ο ν  ά ξ ο ν α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  χ 3 ,

σ υ ν ε π ώ ς  η ε π ιφ ά ν ε ιά  το υ  μ π ο ρ ε ί ν α  θ ε ω ρ η θ ε ί ω ς  ε π α λ λ η λ ία  κ ύ κ λ ω ν  π α ρ α λ λ ή λ ω ν  
μ ε  τ ο  ε π ίπ ε δ ο  ( χ ι , χ 2 ). Μ π ο ρ ο ύ μ ε  τ ό τ ε  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τ ι ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  κ ά θ ε

σ η μ ε ίο υ  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ιά ς  το υ  ω ς  ε ξ ή ς :

Χΐ = ρ co s  q  , χ 2 = p s in  q , χ 3 = k ρ

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ε π ίσ η ς  ε ύ κ ο λ α ,  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ α  α ν α φ ε ρ ό μ ε ν α  σ τ ο  κ ε φ .  2 , ν α  

κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ μ ε  τ ο  κ ά θ ε το  σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  τ ο υ  κ ώ ν ο υ  δ ιά ν υ σ μ α , τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  
σ 'α υ τ ή  ε π ίπ ε δ ο  α π α ιτ ε ίτ α ι σ ε  σ η μ ε ία  ό π ο υ  α υ τ έ ς  ο ι π ο σ ό τ η τ ε ς  δ ε ν  ο ρ ίζ ο ν τα ι. Γ ια  
τ ο  κ ά θ ε τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  π ρ ώ τ α  τ ι ς  π ο σ ό τ η τ ε ς

kp=  c o sq  fc, + sinq  + k $3 

Xq= -  p sinq  + p co sq  ^

Τ ό τ ε  η κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι α π ό  τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  χ ρ χ  x q ο ρ ίζ ε ι  τ ο  

κ ά θ ε τ ο  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  δ ιά ν υ σ μ α  σ τ ο  σ η μ ε ίο  χ (  p ,q ). Ε ίνα ι

Τ = Χ ρ  χ  X q = k p ( -  c o s q ^  + s in q ^  ) + p ^

Α λ λ ά  σ τ ο  x (0 ,0 )= 0  έ χ ο υ μ ε  x p = x q = 0  κα ι σ υ ν ε π ώ ς  δ ε ν  ο ρ ίζ ε τ α ι  κ ά θ ε τ ο

δ ιά ν υ σ μ α  σ τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  ό π ο υ  ε υ ρ ίσ κ ε τ α ι η κ ο ρ υ φ ή  τ ο υ  κ ώ νο υ . Σ τα  ά λ λ α  
σ η μ ε ία  α υ τ ό  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό . Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  χ (  ρ= 1 , q= 0) = ^ + k 3̂ κα ι Τ =  -  k $,+£3
ε κ ε ί  ό π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι  τ ο  κ ά θ ε τ ο  δ ιά ν υ σ μ α , μ π ο ρ ε ί  ν α  ο ρ ισ θ ε ί  κα ι τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  
σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  ε π ίπ ε δ ο .  Σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν α  σ ε  σ η μ ε ίο  χ°(Ρο·άο) έ χ ο υ μ ε  τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η

(β λ έ π ε  1 . 10.2)

( χ  -  χ ° )  · Α=0

ό π ο υ  Α =Τ/|Τ | , ή  ισ ο δ ύ ν α μ α



η ΐ ( χ 1 - χ 1°) + η 2 (χ 2 - χ 2 ° )  + Π 3(χ 3 - χ 3 ° )  = °

Ε τσ ι σ το  σ ημ είο  ( ρ ,ς )  =(1 ,0) έ χ ο υ μ ε

( χ  -  χ ° ) Τ =  (x-,-1) (-k ) +(x3-k )  1= 0 ή χ 3 -  kx-| = 0 . 

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .9 .2  

Θ εω ρ ε ίσ τε  τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια

x -l= p co sq , X2=psinq , x3=p2+q2 

Ό π ω ς  και π ρ ιν  έ χ ο υ μ ε

χ ρ = cosqft, + s in q ^  + 2ρδ3 

X q =  -  psinq$, + pcosqk , +  2 q ^

Σ χ ή μ α  3 .9 .5  : Τμήμα  τη ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  που ο ρ ίζ ε τα ι απο τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  το υ  
π α ρ α δ είγ μ α το ς  3 .9 .2 .
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Τ ό τ ε  ε ύ κ ο λ α  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  τ ο  κ ά θ ε το  δ ιά ν υ σ μ α

ft, ft2 ft3

Τ =  Χ ρ  X X q  = c o sq  sinq 2 p  

-p s in q  pcosq  2q

= 2 (q s in q -p 2cosq)ft, -2 (q c o sq + p 2sinq)ft2 +pftg

Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι σ τ ο  x (0 ,0 )= 0  έ χ ο υ μ ε  x p x x q =  0  κα ι σ υ ν ε π ώ ς  δ ε ν  ο ρ ίζ ε τ α ι  κα ι 

π ά λ ι  κ ά θ ε τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  σ τ ο  σ η μ ε ίο  α υ τ ό .  Σ υ ν ε π ώ ς ,  ο ύ τ ε  

ε φ α π τ ό μ ε ν ο  ε π ίπ ε δ ο  μ π ο ρ ε ί ν α  ο ρ ισ τ ε ί σ 'α υ τ ό  τ ο  σ η μ ε ίο . Σ ε  ά λ λ α  σ η μ ε ία  ( χ * 0 )  
μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ι ς  π α ρ α π ά ν ω  ο ν τ ό τ η τ ε ς .  Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  σ τ ο  (p ,q ) = (1 ,0 ) 
ε ίν α ι T = -2 f t1 +ft3Kai τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  ε π ίπ ε δ ο  έ χ ε ι  ε ξ ίσ ω σ η  2χ 1- Χ 3= 1 .
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

3 .3 .1 . Ε σ τω  S a  και S b  ε π ιφ ά ν ε ιε ς  με εξ ισ ώ σ ε ις
γ 2  γ2  γ 2  γ 2  γ 2  γ2
5 - 1 .1 2  . !La _ 1 ί_ ι , clz , _ -ι
a 2! + a22 + a z3 “  1 ’ b2, + b ^  + _ 1+ V  + 9 ^ = 1 + ^  + ^ = 1

α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Α ν a 2, bz2 = a22 b2,, ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι η το μ ή  τ ο υ ς  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ η  σ το  

επ ίπ εδ ο (χ ,Ο χ 2).

3 .4 .1 . Ν α β ρ εθ ε ί η εξ ίσ ω σ η  τω ν  γ ρ α μ μ ώ ν  ρ ο ή ς  ό τα ν

a) A = χ , ^  + χ 2$2 + £3
b) A = χ2,$, + X22$2 + &3

3 .5 .1 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί ό τ ι div (φΡ) = φάϊνΡ+Ρ · g rad  φ

3 .6 .1 . Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν  οι π ο σ ό τ η τ ε ς

V (a- V r 1) + Vx(ax V r 1) 

ό π ο υ  a , σ τα θ ε ρ ό  δ ιά ν υ σ μ α .

3 .6 .2 . Τ α  π ε δ ία  Α και Β ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τ ις  σ χ έ σ ε ις

I A  = V xB

j Β = VxA

Να γ ρ α φ ε ί  μ ια δ ια φ ο ρ ικ ή  εξ ίσ ω σ η  γ ια  τ ο  π ε δ ίο  Β. Ν α γ ίν ε ι  τ ο  ίδ ιο  γ ια  τ ο  Α. 

Να δ ε ιχ θ ε ί  ότι: div (Α χΒ ) = Β 2 -  Α2

3 .6 .3 . Έ σ τω σ α ν  τ α  π ε δ ία

F(x) = -  χ 2 β, +χ, 42
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Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν  η  α π ό κ λ ισ η  κ α ι ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  α υ τ ώ ν .  Ν α  μ ε λ ε τ η θ ε ί  η 
σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά  τ ω ν  π τ ε ρ υ γ ίω ν  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς , κ ά τω  α π ό  τη  ρ ο ή  τ ω ν  π ε δ ίω ν  F ,P ,U  .

* 3

3 .7 .2 . Ν α  δ ε ιχ θ ε ί  η  ισ ό τη τ α  

V ( F x x )  = χ · V x F

ό π ο υ  χ ,  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  κα ι F  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η .

3 .8 .1 . Α ν F(x) μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί  ω ς  F (x )=  a<j>(xb) ό π ο υ  a ,b  σ τ α θ ε ρ ά , ν α  δ ε ιχ θ ε ί  

ό τ ι τ ο  V x F  ε ίν α ι κ ά θ ε τ ο  σ τ α  a  κα ι b .

3 .8 .2 .  Ν α α π ο δ ε ιχ τ ο ύ ν  ο ι δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  τ ο υ  π ίν α κ α  (3 .8 .1 0 ) - 

(3 .8 .2 1 )

3 .8 .4 . Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  η π ο σ ό τ η τ α  (F ‘V)<J> ό τ α ν  

F  = θ χ ^ χ ^  + 2 χ 1χ33 —χ2,Χ2Χ3 ^

Σ χ ή μ α  : το π ο θέτη σ η  π τερ υ γ ίω ν  σ ε  ρ ο ή

3 .7 .1 .  Ν α  β ρ ε θ ε ί η  ν 2φ ό τ α ν
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φ = χ ,χ 2χ 3

3 .8 .5 . Να α π ο δ ε ιχ θ ε ί  η τα υ τό τη τ α  

Vx (VxA) = V(V 'A) -  V2A

3 .8 .6 . Ν α υ π ο λ ο γ ισ το ύ ν  ο ι π ο σ ό τ η τ ε ς

ν·(φ(Γ)χ), V2 χ [χ φ(Γ)], V2 rn

3 .8 .7 . Θ ε ω ρ ε ίσ τε  τ ο  π ε δ ίο  τ α χ ύ τ η τ α ς

U =$2 Uq θ 'χ22/λ2

ό π ο υ  υ 3 ,λ  ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ έ ς .  Σ χ ε δ ιά σ τ ε  τ ο  π ε δ ίο  με β έλ η  κ α τ ά λ λ η λ ο υ  μ ή κ ο υ ς  σ ε  

κ ά θ ε  σ η μ ε ίο . Να υ π ο λ ο γ ισ τε ί ο σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  το υ  π εδ ίο υ  υ .

3 .8 .8 . Να γ ίν ε ι  το  ίδ ιο  γ ια  το  π ε δ ίο

υ =$2 Uq β·χι2/λ2

Α ν υ π α ρ ισ τ ά ν ε ι  τ η ν  τ α χ ύ τ η τ α  υ γ ρ ο ύ , τ ί  θ α  γ ίν ε ι  σ ε  κ ά θ ε  μ ια  α π ό  τ ι ς  π ά ν ω  
π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  ό τ α ν  τ ο π ο θ ε τ η θ ο ύ ν  π τ ε ρ ύ γ ια  σ τη  ροή  τ ο υ  ό π ω ς  σ το  σ χ ή μ α ;

3 .9 .1  Ν α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ε τ ε  π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  α ν α π α ρ α σ τ ά σ ε ις  τ ώ ν  α κ ο λ ο ύ θ ω ν  
ε π ιφ α ν ε ιώ ν : a) επ ίπ ε δ ο , b) σ φ α ίρ α , c) τ ό ρ ο ς .

3 .9 .2  Να μ ελ ε τ η θ ε ί κ α τά  π ό σ ο  ο ι ε π ιφ ά ν ε ιε ς

i) x - |= p c o s q , x2= p s in q , χ 3= ρ ,  ρ> 0

ϋ) χ - ρ ρ 2- ^ 2 , x2=p+q , x3=p2+4q 

iii) X p p 2 , x p p s i n ^ ) ,  χ 3= ^  p c o s ie l)

1 1
έ χ ο υ ν  κ ά θ ετα  δ ια ν ύ σ μ α τα  σ τα  σ η μ ε ία  (0 ,0), ( - ^ ,  4-,2) και ( 1 3 ,- 2 ,-1 )  α ν τ ίσ τ ο ιχ α



3 .9 .3 .  Ν α  β ρ ε θ ε ί  μ ια  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  έ κ φ ρ α σ η  γ ια  τ ο  κ ά θ ε τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  σ τ η ν  
ε π ιφ ά ν ε ια  χ ^ θ ε ο ε φ ε ϊ η θ  , x 2=2sincpsin0 , χ 3= οοεθ  , ό π ο υ  θ= [0 ,π] και φ = [0 ,2π ].

3 .9 .4  Σ χ η μ α τ ίσ τ ε  δ ύ ο  λ ω ρ ίδ ε ς  α π ο  χ α ρ τ ί.  Ε ν ώ σ τ ε  τ α  ά κ ρ α  τ η ς  μ ια ς  α φ ο ύ  π ρ ώ τ α  

τ η ν  π ε ρ ισ τ ρ έ φ ε τ ε  ώ σ τ ε  ν α  δ η μ ιο υ ρ γ η θ ε ί η λ ω ρ ίδ α  M o eb ius ε ν ώ  ε ν ώ σ τ ε  τ η ν  ά λ λ η  
χ ω ρ ίς  ν α  τ η ν  π ε ρ ισ τ ρ έ φ ε τ ε .  Τ ε μ α χ ίσ τ ε  μ ε τ ά  τ ις  λ ω ρ ίδ ε ς  σ τη  μ έσ η  κ α τά  μ ή κ ο ς  

κ υ κ λ ικ ή ς  γ ρ α μ μ ή ς  π α ρ ά λ λ η λ η ς  μ ε  τ α  ό ρ ιά  τ ο υ ς .  Τι π α ρ α τ η ρ ε ίτ ε ;  Μ π ο ρ ε ίτε  ν α  τ ο  

ε ξ η γ ή σ ε τ ε ;  Ε π α ν α λ ά β α τ ε  τη  δ ια δ ικ α σ ία  π ε ρ ισ τ ρ έ φ ο ν τ α ς  δ ύ ο  φ ο ρ έ ς  τη  λ ω ρ ίδ α  

π ρ ιν  τ η ν  ε ν ώ σ ε τ ε .
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ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

Ε ι σ α γ ω γ ή

Θ α ξ ε κ ιν ή σ ο υ μ ε  τ ο  π α ρ ό ν  κ ε φ ά λ α ιο  μ ε  τη  μ ε λ έ τ η  τ ο υ  ε π ικ α μ π ύ λ ιο υ  
ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  π ο υ  α π ο τ ε λ ε ί  γ ε ν ίκ ε υ σ η  το υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  R ie m a n n . Θ α  
σ υ ζ η τή σ ο υ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  τ ο υ ς  α π λ ά  σ υ ν εκ τ ικ ο ύ ς  τ ό π ο υ ς  και θ α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  
ύ σ τ ε ρ α  τ α  δ ια τη ρ η τ ικ ά  π ε δ ία  δ ίν ο ν τα ς  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  α π ό  τη  φ υ σ ικ ή .

Κ α τό π ιν  θ α  α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  μ ε  ε π ιφ α ν ε ια κ ά  (δ ιδ ιά σ τ α τ α )  κα ι χ ω ρ ικ ά  
(τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ α )  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α . Ό λ α  α υ τ ά  θ α  α π ο τ ε λ ό σ ο υ ν  σ τ η ν  ο υ σ ία  τ ο  
μ α θ η μ α τ ικ ό  υ π ό β α θ ρ ο  γ ια  τ η ν  κ α τ α ν ό η σ η  τ ω ν  σ χ έ σ ε ω ν  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  
ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν  α υ τ ώ ν , π ο υ  ε ίν α ι γ ν ω σ τ έ ς  ω ς  θ ε ω ρ ή μ α τ α  τ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  
α ν ά λ υ σ η ς  (θ εω ρ ή μ α τα  G re en , S to k es , κ.α.) π ο υ  θ α  μ α ς  α π α σ χ ο λ ή σ ο υ ν  ιδ ια ίτ ε ρ α  
σ το  ε π ό μ ε ν ο  κ εφ ά λ α ιο .

4 .1  Ε π ικ α μ π ύ λ ια  Ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α

Το ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  α π ο τ ε λ ε ί  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  
R ie m a n n . Σ το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  R iem an n , γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α ,  η ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  μ ια ς  
β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  f(x) μ ια ς  μ ε τα β λ η τή ς  χ, γ ίν ε τ α ι  π ά ν ω  σ ε  έ ν α  κ ο μ μ ά τι το υ  
π ρ α γ μ α τ ικ ο ύ  ά ξ ο ν α  σ το  ο π ο ίο  ο ρ ίζ ε τ α ι η f(x). Σ το  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α , η 
ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  γ ίν ε τ α ι  π ά ν ω  σ ε  μια κ α μ π ύ λ η  τ η ς  ο π ο ία ς  η ε ξ ίσ ω σ η  ε ίν α ι γ ν ω σ τ ή  
σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  χ , ,  χ 2, χ 3. Σ ε  α π ό λ υ τ η  α ν α λ ο γ ία  μ ε  τ η ν  

ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  κ α τά  R iem ann , η κα μ πύλη  δ ια ιρ ε ίτα ι σ ε  μ ικρά τ ό ξ α  και σ τη  σ υ ν έ χ ε ια
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σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι  τ ο  α ν ά λ ο γ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  τ ω ν  ό ρ ω ν  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ι  α π ό  τ ο  
γ ιν ό μ ε ν ο  τ ο υ  κ ά θ ε  μ ικ ρ ο ύ  τ ό ξ ο υ  ε π ί  τ η ν  τ ιμ ή  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  σ ' α υ τ ό .  Τ ο 
ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  σ τ ο  ό ρ ιο  ό π ο υ  ο  α ρ ιθ μ ό ς  τ ω ν  τ ό ξ ω ν  α υ τ ώ ν  γ ίν ε τ α ι  
ά π ε ιρ ο ς  και τ ο  μ ή κ ο ς  τ ω ν  τ ό ξ ω ν  τ ε ίν ε ι σ το  μ η δ έν .

Σ χ ή μ α  4 .1 .1 . Η  καμπ ύλη  C , δ ια ιρ ε ίτα ι σ ε  π τό ξα .

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ η ν  κ α μ π ύ λ η  C  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς  (4 .1 .1 ) .  Δ ια ιρ ο ύ μ ε  τ η ν  

κ α μ π ύ λ η  σ ε  η τ ό ξ α  μ ε  τ α  σ η μ ε ία  Q0, Q 1( . . . Q n1, Q n. Ε φ ό σ ο ν  τ ο  η ε ίν α ι α ρ κ ε τ ά  

μ ε γ ά λ ο  η κ α μ π ύ λ η  μ π ο ρ ε ί  ν α  π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ε ί  μ ε  τ ο  π ο λ υ γ ω ν ικ ό  δ ρ ό μ ο  π ο υ  

σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  τ α  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ α  τ μ ή μ α τα  Q 0, Q v  . .  . Q n.,, Q n. Α ς σ υ μ β ο λ ίσ ο υ μ ε  μ ε  χ 0, 

χ 1( . . . χ„ τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  θ έ σ η ς  τ ω ν  Q 0, Q ,, . . . Q n-1 , Q n α ν τ ίσ τ ο ιχ α .  Τ ό τ ε  τ ο  ν.

μ ή κ ο ς  τ ο υ  π ο λ υ γ ώ ν ο υ  ισ ο ύ τ α ι  μ ε  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  τ ω ν  μ η κ ώ ν  |Δ χ , |= | χ - χ Μ|, ϊ =

1,2,...π.

Τ ο  μ ή κ ο ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  ε ίν α ι  τ ο  ό ρ ιο  τ ο υ  α θ ρ ο ίσ μ α τ ο ς  κ α θ ώ ς  τ ο  μ ή κ ο ς  τ ω ν  

τ μ η μ ά τ ω ν  |Α χ ,| τ ε ίν ε ι  σ τ ο  μ η δ έ ν  (ή κ α θ ώ ς  τ ο  η τ ε ίν ε ι  σ τ ο  ά π ε ιρ ο ) . Σ το  ε δ ά φ ιο

(2 .6 ) ε κ φ ρ ά σ α μ ε  τ η ν  κ α μ π ύ λ η  μ ε  τ η  β ο ή θ ε ια  μ ια ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο υ  t, x = x ( t) ,  κα ι 

υ π ο λ ο γ ίσ α μ ε  τ ο  μ ή κ ο ς  τ η ς .  Σ υ ν ο π τ ικ ά  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε :
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(4 .1 .1 )

ό π ο υ  υ π ο θ έ σ α μ ε  ό τ ι

a dx . .  
Δ χ ι - 1 Γ  Δ ίι (4 .1 .2 )

Π ρ α κ τ ικ ά , ο  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τ ο υ  μ ή κ ο υ ς  κ α μ π ύ λ η ς  γ ί ν ε τ α ι  α π ό  τ η ν  
τ ε λ ε υ τ α ία  έκ φ ρ α σ η  τ η ς  4 .1 .1 ., η ο π ο ία  ε ίν α ι έ ν α  σ υ νη θ ισ μ ένο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α .

Α ς υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  τώ ρ α  ό τ ι έ χ ο υ μ ε  μ ια  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  Α η ο π ο ία  
ε ίν α ι σ υ ν ε χ ή ς  σ τη ν  π ε ρ ιο χ ή  π ο υ  ο ρ ίζετα ι η α ν ω τέ ρ ω  κ α μ π ύ λη . Υ π ο θ έ το υ μ ε  ξ α ν ά  
ό τ ι έ χ ο υ μ ε  υ π ο δ ια ιρ έ σ ε ι τη ν  κ α μ π ύ λ η  σ ε  η τμ ή μ α τα  Δ χ ,. Α ς ε ίνα ι Α, η τιμή  τ η ς  A 
σ τ ο  σ η μ ε ίο  Q,. Τ ό τε  σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α :

η
Α ,'Δ χ , +Α2'Δ χ2 + ... Α „·Δχη = Σ  Α ,'Δχ, (4 .1 .3 )

ί=1

Ο ρ ίζο υ μ ε  ω ς  ε π ικ α υ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  το  ό ρ ιο  το υ  α θ ρ ο ίσ μ α τ ο ς  (4 .1 .3 ), κ α θ ώ ς  ο 

α ρ ιθ μ ό ς  τ ω ν  υ π ο δ ια ιρ έ σ ε ω ν  η τ ε ίν ε ι  σ το  ά π ε ιρ ο , σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  δ ε  τ ο  ό ρ ιο  α υ τ ό  
μ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α :

f n
J A ’d x = l im  Σ  ΑΓ Δ χ, (4 .1 .4 )c  n -* »  |=1

μ ε  τ η ν  π ρ ο ϋ π ό θ ε σ η  ό τ ι το  ό ρ ιο  υ π ά ρ χ ε ι και ε ίνα ι α ν ε ξ ά ρ τ η το  α π ό  τ ο ν  τ ρ ό π ο  π ο υ  
γ ίν ο ν τ α ι  ο ι υ π ο δ ια ιρ έ σ ε ις  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . Π ρ ο ς  τ ο ύ τ ο  α ρ κ ε ί β έβ α ια  η μ έγ ισ τη  τ ιμ ή  
τ ω ν  |Δ χ (| ν α  τ ε ίν ε ι  σ τ ο  μ η δ έν  κ α θ ώ ς  ο α ρ ιθ μ ό ς  τ ο υ ς  μ ε γ α λ ώ ν ε ι α π ε ρ ιό ρ ισ τα .

Α π ό  τη ν  (4 .1 .4 )  δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  ό τ ι η υ π ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  π ο σ ό τ η τ α  
ε ίν α ι τ ο  β α θ μ ω τό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ώ ν  μ ε γ ε θ ώ ν . Χ ω ρ ίς  π α ρ α π έ ρ α  
ε π ε ξ ή γ η σ η  το υ  ο ρ ισ μ ο ύ  (4 .1 .4 ) υ π ά ρ χ ε ι  ε δ ώ  μια α υ θ α ιρ ε σ ία  σ τ ο  σ η μ ε ίο  τ ο υ  
ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς . Γ ια ν α  ά ρ ο υ μ ε  τ η ν  α υ θ α ιρ ε σ ία  α υ τή  π ρ έ π ε ι  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ο ν  
π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . Π ρ ά γ μ α τ ι, ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  δ ύ ο  
δ ια φ ο ρ ε τ ικ ο ύ ς  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ο ύ ς  σ τη ν  κ α μ π ύ λ η  C. Ο έ ν α ς  ο ρ ίζ ε τ α ι  κ α τ ά  τη  
φ ο ρ ά  Q 0 Q n και ο  ά λ λ ο ς  α ν τ ίσ τ ρ ο φ α . Σ ε  κ ά θ ε  π ε ρ ίπ τ ω σ η  η δ ιε ύ θ υ ν σ η  τω ν
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δ ι α ν υ σ μ ά τ ω ν  Δ χ ( π ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ α  μ ικ ρ ά  κ ο μ μ ά τ ια  τ ο υ  π ο λ υ γ ώ ν ο υ ,  

|Δ χ , |  = | 0 , 0 Μ|. π ρ έ π ε ι  ν α  σ υ μ φ ω ν ε ί  μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ έ ν ο  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό  τ η ς  

κ α μ π ύ λ η ς . Τ ο π ρ ό σ η μ ο  τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ η ν  ε π ιλ ο γ ή  α υ τή .

Η ε ξ .  (4 .1 .4 )  ε π ι τ ρ έ π ε ι  ν α  γ ρ α φ ε ί  τ ο  ε π κ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο λ κ ή ρ ω μ α  σ ε  
α π λ ο ύ σ τ ε ρ η  μ ο ρ φ ή  και ν α  α ν α χ θ ε ί  σ τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  ε ν ό ς  α π λ ο ύ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  

κ α τ ά  R iem an n . Π ρ α γμ α τ ικ ά , έ σ τ ω  ό τ ι ε ίν α ι  γ ν ω σ τ ή  η  π α ρ α μ ε τ ρ ικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  
κ α μ π ύ λ η ς  μ ε  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  t δ η λ α δ ή  x = x (t)  , ta < t< tb ό π ο υ  t a  κα ι tb ο ι π α ρ ά μ ε τ ρ ο ι

π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ τ α  π έ ρ α τ α  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C  τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  (4 .1 .4 ). Τ ό τ ε  
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ η ν  (4 .1 .2 ) η (4 .1 .4 ) γ ρ ά φ ε τ α ι :

τ ο  τ ε λ ε υ τ α ίο  ε ίν α ι έ ν α  μ ο ν ο δ ιά σ τ α τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  κ α τά  R iem an n . Ε ιδ ική  ε π ιλ ο γ ή  

π α ρ α μ έ τ ρ ο υ  t μ π ο ρ ε ί ν α  ε ίνα ι κ α θ ώ ς  ε ίδ α μ ε  η  μ ε τ α β λ η τή  s  π ο υ  δ ίν ε ι  τ ο  μ ή κ ο ς  τ η ς  

κ α μ π ύ λ η ς . Τ ό τ ε  α ν  Τ ε ίν α ι  τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τ η ν  κ α μ π ύ λ η  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  

δ η λ α δ ή

(4 .1 .5 )

Κ ατά  σ υ ν έ π ε ια  σ το  ό ρ ιο  At, -> 0 , η -» ο ο , έ χ ο υ μ ε

(4 .1 .6 )

(4 .1 .7 )

η  ε ξ . (4 .1 .6 ) γ ίν ε τ α ι

c
(A T ) d s (4 .1 .8 )

Μ ια ά λ λ η  μ ο ρ φ ή  τ ο υ  ε π ικ α μ π υ λ ίο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  δ ίν ε τ α ι  σ ε  σ χ έ σ η  μ ε  τ ι ς  
σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  Α (χ ) σ ε  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  
δ η λ α δ ή
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(4 .1 .9 )

c c

ό π ο υ

a  = (A,a, + a 2$2 +A3$3) 

dx =( dx,$, +dx2 ^  +dx3&j) (4 .1 .1 0 )

Με τ ο ν  τ ρ ό π ο  α υ τό  τ ο  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  α ν ά γ ε τ α ι  σ ε  τρ ία  σ υ ν η θ ισ μ έ ν α  

ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α .

Σ υ ν δ υ ά ζ ο ν τ α ς  τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  (4 .1 .4) κα ι (4 .1 .9 ) μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  γ ρ ά ψ ο υ μ ε :

ό π ο υ  Α |,  ΐ= 1 ,2 ,3  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  γ ρ α φ ο ύ ν  ω ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τ ο υ  t  . Π ρ ο φ α ν ώ ς  η

(4 .1 .1 1 )  δ ε ν  ε ίν α ι π α ρ ά  μ ια  ε ιδ ικ ή  μ ο ρ φ ή  τ η ς  (4 .1 .6 )  σ ε  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .

Το επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  έ χ ε ι  δ ια φ ο ρ ετ ικ ή  κ ά θ ε  φ ο ρ ά  φ υ σ ικ ή  σ η μ α σ ία  
α ν ά λ ο γ α  με τ ο  τι π α ρ ισ τ ά ν ε ι τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  Α. Έ τσ ι α ν  Α π α ρ ισ τ ά ν ε ι τη  
δ ύ ν α μ η , τ ο  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π α ρ ισ τ ά ν ε ι τ ο  έ ρ γ ο . Α ν Α =Ε , ό π ο υ  Ε τ ο  
η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο , τ ο  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π α ρ ισ τ ά ν ε ι τη  δ ια φ ο ρ ά  δ υ ν α μ ικ ο ύ  
μ ε τ α ξ ύ  τω ν  ά κ ρ ω ν  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C. Σ τη ν  (4 .1 .1 1 ), η υ π ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  π ο σ ό τ η τ α  
α π ο τ ε λ ε ίτ α ι  α π ό  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  τρ ιώ ν  β α θ μ ω τώ ν  π ο σ ο τ ή τ ω ν , τ ο  δ ε  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  
ε κ τελ ε ίτα ι ό π ω ς  κάθε σ ύ ν η θ ε ς  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  R iem ann .

Ακόμη και η γ ε ω μ ε τρ ικ ή  σ η μ α σ ία  το υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α το ς  R iem ann , δ η λ α δ ή  τ ο  
ό τ ι τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  R iem an n  π α ρ ισ τ ά ν ε ι  τ ο  ε μ β α δ ό ν  κ ά τω  α π ό  τ η ν  κ α μ π ύ λ η  
μ π ο ρ ε ί να  γ ε ν ικ ε υ τ ε ί  α ν ά λ ο γ α . Μ ό νο  π ο υ  το  "εμ β α δ ό ν"  τ ώ ρ α  έ χ ε ι  δ ια σ τ ά σ ε ις  
έ ρ γ ο υ ,  δ ια φ ο ρ ά ς  δ υ ν α μ ικ ο ύ  κ λ π  α ν ά λ ο γ α  μ ε τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η . Ο γ ρ α φ ικ ό ς  
υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τω ν  α ν τ ίσ το ιχ ω ν  π ο σ ο τ ή τ ω ν  εξ α κ ο λ ο υ θ ε ί ν α  ε ίνα ι χ ρ ή σ ιμ ο ς .

Π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  έ χ ε ι  ιδ ια ίτερ η  σ η μ α σ ία  το  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ό τ α ν  η 
κ α μ π ύ λ η  c  ε ίνα ι κ λ ε ισ τή . Τ ό τ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  λ έ γ ε τ α ι  και κ υ κ λ ο ω ο ο ία  τ ο υ  

δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Α. Μ ε τη  β ο ή θ ε ια  το υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  τ ο υ  S to k e s  π ο υ  θ α  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  
σ τ ο  ε π ό μ ε ν ο  κ εφ ά λ α ιο , η κ υ κ λ ο φ ο ρ ία  σ χ ε τ ίζ ε τ α ι  μ ε  ά λ λ ε ς  β α σ ικ έ ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  
π .χ .  τη  ροή . Α ν Α ε ίνα ι τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  η κ υ κ λ ο φ ο ρ ία  τ ο υ  Α ε ίν α ι η

(4 .1 .1 1 )
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μ α γ ν η τ ικ ή  ροή . Α ν Α =Η , ό π ο υ  Η = Β / μ μ ε Β τ ο  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  το υ  κ ε ν ο ύ  κα ι τ ο  

μ η μ α γ ν η τ ικ ή  δ ια π ε ρ α τ ό τ η τ α , το  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π α ρ ισ τ ά ν ε ι τ ο  ο λ ικ ό  
ρ ε ύ μ α  π ο υ  π ε ρ ν ά ε ι  μ έσ α  α π ό  μ ια  κ λ ε ισ τή  κ α μ π ύ λ η  c. Α ν A  = υ (χ )  ό π ο υ  υ  ε ίν α ι  

π ε δ ίο  τ α χ ύ τ η τ α ς  ε ν ό ς  ρ ε υ σ τ ο ύ  τ ό τ ε  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ε ι  κ α τά  π ό σ ο ν  η 
ρ ο ή  έ χ ε ι  σ τρ ο β ο λ ισ μ ό  (σ τρ ο β ιλ ή  ροή ) ή ό χ ι.

Μ ια ε ν δ ια φ έ ρ ο υ σ α  ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο υ  ε π ικ α μ π ύ λ ιο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  
π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ό τ α ν  η κ α μ π ύ λ η  C σ  κ ε ίτ α ι σ ε  ε π ίπ ε δ ο  (έ σ τ ω  τ ο  χ-|,Χ 2 ) κα ι η

σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  ο π ο ία ς  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ζ η τ ε ί τ α ι  ε ί ν α ι  δ ύ ο  

μ ε τ α β λ η τ ώ ν , f(x i ,χ 2 )· Τ ό τ ε  τ ο  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α  Ισ = J f ( x i .Χ2) d s  α π ο κ τ ά  τ η  γ ν ω σ τ ή

σ
έ ν ν ο ια  το υ  ε μ β α δ ο ύ . Ε ίνα ι :

ds  = d f  dt = V  x , ' 2+X2 ' 2 dt

Ισ  = j f( Χΐ(*)·χ 2(*)) V x , '( t ) 2+X2 '( t ) 2 dt.
σ

Α ν η κ α μ π ύ λ η  π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ιη θ ε ί  μ ε  π ο λ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  (γ,Θ) τ ό τ ε  τ ο  
ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π α ίρ ν ε ι τη  μ ο ρ φ ή

' l o - J ' ( r . e ) Y r 2 + ( ^ ) 2 d 0  (4 .1 .1 2 )

σ

4 . 2  Μ ε ρ ι κ ά  π α ρ α δ ε ί γ μ α τ α  υ π ο λ ο γ ι σ μ ο ύ  ε π ι κ α μ π υ λ ί ω ν  
ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 . 2 . 1
Ε σ τω  η κ α μ π ύ λ η  το υ  ε π ιπ έ δ ο υ  (χ ,, χ 2) π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι  α π ό  τ η ν  εξ ίσ ω σ η  

χ2 = ^

ε κ τ ε ιν ό μ ε ν η  α π ό  τ ο  σ η μ ε ίο  (0 ,0 ,0 ) σ τ ο  σ η μ ε ίο  (1 ,1 ,0 ) . Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τη  σ υ ν ά ρ τ η σ η  

Α (χ) = χ, χ22 Λ, +£3

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  Α κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ η ς  c.

Λ ύ σ η :

Γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α , π ρ έ π ε ι  π ρ ώ τ α  ν α  

γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τ ι ς  π α ρ α μ ε τ ρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς .  Α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ω ς  
π α ρ ά μ ε τ ρ ο  t, τ η  σ υ ν ισ τ ώ σ α  χ ,
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x , = t

Τ ό τε  α π ό  τη ν  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  έ χ ο υ μ ε  : 

χ 2 = = V t

Π ρ ο φ α ν ώ ς  η κ α μ π ύ λ η  κ ε ίτα ι σ το  ε π ίπ ε δ ο  ( χ·( ,Χ2) ά ρ α  Χ3 = 0 . Ε ύ κ ο λ α  ε π ίσ η ς  

δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ό τ ι η π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς  t π α ίρ ν ε ι τ ιμ ές  σ το  δ ιά σ τη μ α

0  <t < 1. Έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε , (εξ. (4 .1 .11)),

Π ρ ο φ α ν ώ ς  η σ υ ν ισ τώ σ α  το υ  π ε δ ίο υ  Α  κ α τά  μ ή κ ο ς  το υ  $3 δ ε ν  σ υ ν ε ισ φ έ ρ ε ι  σ το  

επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α , α φ ο ύ  το  dx δ ε ν  έ χ ε ι  τ έ τ ο ια  σ υ ν ισ ίώ σ α .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .2 .2

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  το  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  A  = 
χ 21' ft, +χ2 #2 +(χ1χ 3 - χ 2)$3 κα τ ά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο υ  τ μ ή μ α τ ο ς  π ο υ  ε ν ώ ν ε ι  τ α  
δ ύ ο  σ η μ ε ία  (0 ,0 ,0 ) και (1 ,2 ,4).

Η ε υ θ ε ία  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  α π ό  τ ο  σ η μ ε ίο  (0 ,0 ,0 )  κα ι ε ίν α ι  π α ρ ά λ λ η λ η  σ τ ο  
δ ιά ν υ σ μ α  (1 ,2 ,4 ). Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τ ο  ε δ ά φ ιο  (1 .6), ε π ιλ έ γ ο ν τ α ς  ω ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  τη  χ , 
έ χ ο υ μ ε

X, = t , x2 = 2 t , x3 = 4t

Τ ο  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τ μ ή μ α  τ η ς  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η ς  κ α λ ύ π τ ε τ α ι  ό τ α ν  τ ο  t κ ε ίτα ι σ τ ο  
'δ ιά σ τη μ α  [0,1]. Τ ο  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ίν α ι τ ό τ ε

Λ ύ σ η :

c c



1 6 6

c

1

= {  (t2 d t +(2t) (2dt) + (t4 t - 2 t )  (4dt)
0

1-  J (1 7 t2 - 4 t ) d t  = ^
0

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 .2 .3

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς

κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  η μ ικ υ κ λ ίο υ

x2 = V r2 -  χ 21

ό π ο υ  r η α κ τ ίν α  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ  κ α τ ά  τ η ν  α ν τ ίθ ε τ η  φ ο ρ ά  π ρ ο ς  τ ο υ ς  δ ε ίκ τ ε ς  τ ο υ  
ρ ο λ ο γ ιο ύ .

Λ ύ σ η :

Ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  ω ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  σ τ ο  π ρ ό β λ η μ α  α υ τ ό  τη  γ ω ν ία  θ  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ε ι  η 
α κ τ ίν α  τ ο υ  μ ο ν α δ ια ίο υ  κ ύ κ λ ο υ  μ ε  τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ Γ Τ ό τ ε  χ , = rco s0 , χ 2 = rs in 0 , d x , = -  

rsin0d0, d x 2 = rcos0d0 .

T o  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ίν α ι

0 v χ

Π

- r 2 j  {cos0 (-s in 0 d 0 ) + co s20 (cos0d0)}
0
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π

= -  r2 ί  (cos0 βϊηθ -  co s30) d0 
Ο

—  Sip-sine έψ - • r2 = Οο

Π α ρ α τή ρ η σ η  1: Θ α  μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  κατ' α ρ χ ή ν  ν α  ε ίχ α μ ε  ε π ιλ έ ξ ε ι  ω ς  μ ε τ α β λ η τή  τη  
χ ,,  ό π ω ς  και σε π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  π α ρ α δ ε ίγ μ α τα . Τ ό τε  θ α  ε ίχ α μ ε

M r  h

Ό μ ω ς  γ ια  ν α  λ ύ σ ο υ μ ε  το  ο λ ο κ λή ρ ω μ α , χ ρ ε ια ζ ό μ α σ τ ε  έ ν α  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ό  γ ια  ν α  
α π α λ ε ίψ ο υ μ ε  το  ρ ιζ ικό . Ε τσ ι ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  x ,= rco s0 , ο  ο π ο ίο ς  μ α ς  ο δ η γ ε ί  και π ά λ ι 

σ τη ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  επ ιλ ο γ ή .

Π α ρ α τή ρ η σ η  2 : Θ εω ρ ώ ν τα ς  ω ς  π α ρ ά μ ε τ ρ ο  τ ο  μ ή κ ο ς  τ ο υ  τ ό ξ ο υ  α π ό  τ η ν  α ρ χ ή  τ ο υ  
κ ύκ λου  (χ, = r, χ 2 = 0) έ χ ο υ μ ε :

c $
χ , = r c o s - ,  χ 2 = r s i n - , r  =  α κ τίνα  τ ο υ  κύκλου

Σ χήμ α  4 .2 .1  ολοκλήρω ση τη ς  Α (χ ) σ το  δρόμο ημικυκλίου. 

ο π ό τ ε :  Τ  = ^ - - s i n ® ^  +Co s® A 2
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κ α ι τ ο  π ε δ ίο

A = r COS ® +COS2 ® ^  J
δ η λ α δ ή  A -d x  = A .T d s  = r ["_ s in  -  c o s  -  + c o s3 -  ]

L r r r J
d s

Ά ρ α  γ ια  τ υ χ α ίο  τμ ή μ α  τ ο υ  κ ύ κ λ ο υ  έ χ ο υ μ ε

j A d x  = r2

*2f  Γ · ·  sJ -  sin  -  c o s  -
* L r r

~ s
+ c o s3 -  

r
d ( f )

= -  r2 ^ ( S jH p is , ) ]

<P(s) = \  sin2 y  -  sin  ® + 1  s in3 ®

s , = 0 , s 2 = n r = >  φ (8 ,)  =cp(s2) =0=> J A· d x =  0
c

s ,  = o, Sj = Y = x p ( s J  = 0  cp(s2) =  - £ = >  J  A ' d x  = ^

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 .2 .4

Ν α  β ρ ε θ ε ί  τ ο  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς :

F _ __ Ϊ2__ Δ _ ___ *1---- 6
~ X2, +χ22 Χι χ21 +χ22 2

ί) κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  η μ ικ υ κ λ ίο υ  χ 2 = V 1— χ 2, α π ό  τ ο  ( -1 , 0) έ ω ς  τ ο  (1, 0)

ίί) κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ η ς  π ο λ υ γ ω ν ικ ή ς  γ ρ α μ μ ή ς  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι  α π ό  τ α  

δ ια δ ο χ ικ ά  σ η μ ε ία

Ρ , = Η .Ο ) ,  Ρ 2 = ( 0 , 1 ) , Ρ 3 = (1 .1 ) , Ρ 4 = (1 ,0)

Ν α  σ υ γ κ ρ ιθ ε ί  η  α π ά ν τ η σ η  μ ε  ε κ ε ίν η  κ α τά  μ ή κ ο ς  τ η ς  ε υ θ ε ία ς  π ο υ  π ε ρ ν ά ε ι  α π ό  τ α  
ρ 1 , Ρ 4 ·

Λ ύ σ η  :

ί) Γ ια  τ ο  δ ρ ό μ ο -  η μ ικ ύ κ λ ιο  θ α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  μ ε  δ υ ο  τ ρ ό π ο υ ς :

i
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α) Ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  ω ς  π α ρ ά μ ετρ ο  τη ν  σ υ ν τε τα γ μ έ ν η  χ , δ η λ . θ έ τ ο υ μ ε  

χ , = t, χ 2 = V i -  t2

V i -  t2 Λ tF = . y ft _ _
t2 + (1 -  t2) 1 t2 + (1 -  t2)

ft2 = V i -  t2 f t , - t f t 2

tdt
Ε π ίσ η ς  d x  = ft, dx , + ft2 dx2 = ft, d t - f t 2 ^  Π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  ό τ ι η

π α ρ ά μ ε τ ρ ο ς  t π α ίρ ν ε ι σ υ ν ε χ ώ ς  τ ιμ έ ς  μ ετα ξ ύ  -1  και 1 , -1  2  t  <;1, και γ ια  τ ο υ ς  δ ύ ο  

δ ρ ό μ ο υ ς  ί) κα ι ϋ) κ α τ ά  σ υ ν έ π ε ια  η  τ ιμ ή  τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  κ α ι σ τ ις  δ ύ ο  

π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  ε ίνα ι:

1

_ {  ( ν  1 -  t2 f t ,-  t  ft2

/
ft, d t - f t2

tdt
\

V 1 -  t2y

t*dt
\

V 1 -  t2J

dt

V i -  t2
«sin ·11|1., = | - ( - | )  = n

β) Ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  γ ια  μ ετα β λ η τή , τη  γ ω ν ία  θ 

ό π ο υ  εο εθ  = χ , /V x2, + χ22. Τ ό τε

J F -d x  = J (sin0 ft, -  cosG ft^-f-ft, sin0d0 + ^  cos0d0) 
c n

0 0 

= - J (sin20 + co s20)d0  = -  J d0  = π
π π

ii)' Υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  π ο λ υ γ ώ ν ο υ  Ρ , Ρ 2 Ρ 3 Ρ 4. 

Ε χ ο υ μ ε :

Ρ , Ρ 2 : χ  = ft, ( t-1 )  + 1 ft2, 

P 2 P 3 : χ  = ft, t  +ft2,

tft, -  ( t -1 )  ft, 
t2 + (t-1 )2 ’

ft -  tftC_ i l___ 102
r "  1 + t2 ’

0< t< 1

0< t< 1
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Ρ 3 Ρ 4 : x = $, -  (t-1 ) $2,
Γ Π "  t) ft, -

( t - 1 ) 2+ 1· ’

Κ ατά  σ υ ν έ π ε ια  έ χ ο υ μ ε :

Ρ . Ρ „ : F

Ρ .  Ρ , : F·

dx 1
ή

1
, f dt

dt = t2 + ( t - 1 ) 2 'ι "  J 
0

t2 + ( t - 1 ) 2

dx 1
ή

1

• . - i
0

dt
dt = 1+ t2 1 + t2

dx 1
ή

1
, f dt

dt = ( t -1 )2 +1 ( t - 1 ) 2 +1

Τ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  Ι2 ,13 υ π ο λ ο γ ίζ ο ν τ α ι  α π λ ά . Π ρ ά γ μ α τ ι έ χ ο υ μ ε  :

1
I f -tan-'tl’o-?2 " J 1 + t2ϋ

1 0
, f dt dt

1
<*__ f! +1 J

dt π
( t - 1 ) 2 +1 t2 +1 1+  t2 " 4

Για τ ο  I, έ χ ο υ μ ε  

Λ
0 2t! - 2 t  +1 0

2 [  ______ * ______
J ( 2 t - 1 ) 2+1

Θ έ τ ο υ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  2 t-1  =  χ  ο π ό τ ε  π α ίρ ν ε ι  τη  μ ο ρ φ ή

1 1
dx Λ f dx π

= 2 ]1 + χ2 “ 0J 1+ χ 2 2

Ά ρ α  π ρ ο σ θ έ τ ο ν τ α ς  τ α  τρ ία  α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ε λ ικ ά

0< t< 1
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ί e . π  π  π  
F d x = I  + 4  + 2 =  n  

Ρ1Ρ2Ρ3Ρ4

π ο υ  ε ίν α ι  ίση μ ε  τ η ν  τ ιμ ή  π ο υ  υ π ο λ ο γ ίσ α μ ε  γ ια  τ ο ν  η μ ικ υ κ λ ικ ό  δ ρ ό μ ο .  
Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ότι η π ιο  π ά ν ω  ισ ό τη τα  ε ίν α ι σ υ μ π τω μ α τικ ή , π .χ .  α ν  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ω ς  
δ ρ ό μ ο  τ η ν  ευ θ ε ία  π ο υ  έ χ ε ι  τα  ίδ ια  π έ ρ α τ α  έ χ ο υ μ ε :

Ρ , Ρ 4 : χ  = t  f t , , F = -  , -1 < t< 1

δ η λ α δ ή  F ' TuT = 0  Π J F ‘dx  = 0
P,P4

Θ α δ ο ύ μ ε  α ρ γ ό τ ε ρ α  γ ια  π ο ιο  λ ό γ ο  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ξ α ρ τά τ α ι α π ό  τ ο  δ ρ ό μ ο .

Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  ό τ ι και σ τ η ν  π ε ρ ίπ τω σ η  π ο υ  η κ α μ π ύ λ η  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η ς  ε ίν α ι 

τμ ή μ α  το υ  κύκλου  μ π ο ρ ε ί ε ύ κ ο λ α  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ν α  δ ο θ ε ί ω ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ ω ν  
γ ω ν ιώ ν  π ο υ  π ρ ο σ δ ιο ρ ίζ ο υ ν  το  κυκλικό τμ ή μ α .

Π ρ ο χ ω ρ ώ ν τα ς  ό π ω ς  σ το  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .2 .4  έ χ ο υ μ ε

F =
1

τ  , τ
dx
ds

ό π ο υ  τ , τ ο  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  δ ιά ν υ σ μ α  (με δ ιε ύ θ υ ν σ η  τ η ν  φ ο ρ ά  τ ο υ  τ ω ν  δ ε ικ τ ώ ν  τ ο υ  
ρ ο λ ο γ ιο ύ ) . Ά ρ α  η εξ ίσ ω σ η  (4 .1 .8 ) δ ίνε ι:

J A.dx = s ^  = eb_ea
C

(εδ ώ  θ„ = π ,  θ 8 = 0)

4 .3  Α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ο ί  τ ό π ο ι  ( d o m a in s )

Γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  α π ό  τα  σ το ιχ ε ιώ δ η  μ α θ η μ α τικ ά , ό τ ι π ο λ λ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  δ ε ν  
ε ίνα ι δ υ ν α τ ό  να  ο ρ ισ το ύ ν  γ ια  ό λ ε ς  τ ις  τ ιμ έ ς  τω ν  μ ετα β λ η τώ ν  τ ο υ ς  α λ λ ά  μ ό ν ο  γ ια

σ υ γ κ εκ ρ ιμ μ έν α  τμ ή μ α τά  τ ο υ ς . Η σ υ ν ά ρ τη σ η  f(x) = γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α , ο ρ ίζ ε τ α ι γ ια| /\
ό λ α  τ α  σ η μ ε ία  χ ε κ τ ό ς  το υ  χ = 0 .

, Α νά λ ο γ α , και τ α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ία  π ο υ  ε μ φ α ν ίζ ο ν τ α ι  σ τη  φ υ σ ικ ή , δ ε ν  
ο ρ ίζ ο ν τ α ι π ά ν τ α  γ ια  ό λ α  τα  σ η μ ε ία  τ ο υ  τρ ισ δ ιά σ τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ . Γ ια π α ρ ά δ ε ιγ μ α , 
α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  έ ν α  σ ύ σ τη μ α  n -η λ εκ τρ ικ ώ ν  σ η μ ε ια κ ώ ν  φ ο ρ τ ίω ν  σ τ ο  χ ώ ρ ο . Ε ίνα ι 
δ υ ν α τ ό  τ ό τ ε  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  έ ν τ α σ η  τ ο υ  η λ ε κ τ ρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  σ τ ο  κ ά θ ε  
χ ω ρ ικ ό  σ η μ ε ίο , ε κ τ ό ς  α π ό  τ α  η -σ η μ ε ία  σ τα  ο π ο ία  β ρ ίσ κ ο ν τα ι τ ο π ο θ ε τ η μ έ ν α  τ α
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σ η μ ε ια κ ά  φ ο ρ τ ία . Τ ό τ ε  α π ό  τ η ν  θ ε ω ρ ία  τ ο υ  η λ ε κ τ ρ ο μ α γ ν η τ ισ μ ο ύ  ε ίν α ι γ ν ω σ τ ό  

ό τ ι σ το  σ ύ σ τη μ α  MKSA το  η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο  σ τη  θ έ σ η  χ  δ ίν ε τ α ι α π ό  τη  σ χ έ σ η  :

Ε(χ ) =

η

;γ - ς4 π ε 0 Η q) |χ  -  x(j)P
(4 .3 .1 )

ό π ο υ  x(j) το  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τ ο υ  φ ο ρ τ ίο υ  qj. Η σ χ έ σ η  (4 .3 .1 )  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  

γ ρ ά φ ε τ α ι

Ε =
η

;γ - ς4 π ε 0 j=1
(4 .3 .2 )

ό π ο υ  rj = x -x ( j)  και r, = | γ( |. Ό μ ω ς  δ ε ν  π ρ ο τ ιμ ά μ ε  τ ο ν  τ ρ ό π ο  α υ τ ό  δ ιό τ ι  κ ρ ύ β ε ι τη ν

ε ξ ά ρ τ η σ η  α π ό  τ ο  χ .

Π ρ ο φ α ν ώ ς  τ ο  π ε δ ίο  δ ε ν  ο ρ ίζ ε τ α ι σ τα  σ η μ ε ία  χ  = x(j) δ η λ α δ ή  σ τη  θ έ σ η  τ ω ν  

φ ο ρ τ ίω ν  ό π ο υ  α π ε ιρ ίζ ε τ α ι .  Τ ο  π ρ ό β λ η μ α  α υ τ ό  ε ίν α ι  α π ό ρ ρ ο ια  ε ξ ιδ α ν ίκ ε υ σ η ς  
τ ο υ  φ υ σ ικ ο ύ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  π ο υ  σ υ ν ίσ τ α τ α ι  σ τη ν  π α ρ α δ ο χ ή  ό τ ι τ α  φ ο ρ τ ία  ε ίν α ι 
σ η μ ε ια κ ά .

Υ π ά ρ χ ο υ ν  ε π ίσ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ία  σ τη  φ υ σ ικ ή  τ α  ο π ο ία  ο ρ ίζ ο ν τ α ι σ το  

ε σ ω τ ε ρ ικ ό  μ ια ς  π ε ρ ιο χ ή ς  α λ λ ά  ό χ ι  και σ τ ο  σ ύ ν ο ρ ό  τ η ς .  Τ ό τ ε  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  α ν  
έ ν α  π ε δ ίο  ο ρ ίζ ε τ α ι σ ε  δ ύ ο  σ η μ ε ία  A, Β ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  β ρ ο ύ μ ε  μ ια  κ α μ π ύ λ η  π ο υ  

ε ν ώ ν ε ι  τ α  δ ύ ο  α υ τ ά  σ η μ ε ία , κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ η ς  ο π ο ία ς  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ίο  
ο ρ ίζ ε τ α ι  π α ν τ ο ύ .  Α λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  α υ τ ό  δ ε ν  ε ίν α ι  δ υ ν α τ ό .  Η τ ο π ο λ ο γ ικ ή  α υ τ ή  
σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά  ε π η ρ ε ά ζ ε ι  τ ι ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  τ ω ν  π ε δ ίω ν .  Γ ια  τ ο  λ ό γ ο  α υ τ ό  ε ίν α ι  

α π α ρ α ίτ η τ ο  ν α  ε ισ ά γ ο υ μ ε  τ η ν  έ ν ν ο ια  τ ω ν  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ώ ν  τ ό π ω ν . Π ρ ο ς  τ ο ύ τ ο , 
ε ίν α ι π ρ ώ τ α  α π α ρ α ίτ η τ ο ι ο ρ ισ μ έ ν ο ι β α σ ικ ο ί ο ρ ισ μ ο ί.

Ο ρ ισ μ ό ς  1: Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  έ ν α  σ η μ ε ίο  Ρ  κα ι έ ν α  θ ε τ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  ε  (ε> 0 ). 
Κ α λ ο ύ μ ε  γ ε ι τ ο ν ιά  (ε ) τ ο υ  σ η μ ε ίο υ  Ρ , τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  σ η μ ε ίω ν  π ο υ  έ χ ο υ ν  
α π ό σ τ α σ η  α π ό  τ ο  Ρ  μ ικ ρ ό τερ η  τ ο υ  ε .

Γ ια  έ ν α  ε π ίπ ε δ ο  χ ώ ρ ο , η  γ ε ι τ ο ν ιά  (ε) τ ο υ  σ η μ ε ίο υ  Ρ , ε ίν α ι ό λ α  τ α  σ η μ ε ία  

π ο υ  β ρ ίσ κ ο ν τ α ι  μ έ σ α  σ ε  κ ύ κ λ ο  α κ τ ίν α ς  ε ,  κ α ι κ έ ν τ ρ ο  τ ο  σ η μ ε ίο  Ρ . Γ ια  

τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο  χ ώ ρ ο ,  η γ ε ιτ ο ν ιά  (ε) ε ίν α ι  τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  σ φ α ίρ α ς  α κ τ ίν α ς  ε  μ ε  
κ έ ν τ ρ ο  τ ο  Ρ.
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Ο ρ ι σ μ ό ς  2 :  Δ ο σ μ έ ν η ς  μ ια ς  π ε ρ ιο χ ή ς  S, λ έ μ ε  ό τ ι το  σ η μ ε ίο  Ρ  ε ίν α ι 
ε σ ω τ ε ρ ικ ό  σ η υ ε ίο  τ η ς  S  α ν  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  β ρ ο ύ μ ε  μια γ ε ιτ ο ν ιά  τ ο υ  Ρ, τ η ς  

ο π ο ία ς  τα  σ η μ ε ία  ν α  β ρ ίσ κο ντα ι ό λ α  μ έσ α  σ τη ν  π ε ρ ιο χ ή  S.

Ο ρ ισμός  3: Λ έμε ότι το  σ η μ ε ίο  Ρ ε ίνα ι σ υ ν ο ρ ια κ ό  σ η υ ε ίο  μ ια ς  π ε ρ ιο χ ή ς  

S, ό τ α ν  η γ ε ιτ ο ν ιά  (ε) το υ  Ρ  π ε ρ ιέ χ ε ι  π ά ν τ α  το υ λ ά χ ισ τ ο  έ ν α  σ η μ ε ίο  π ο υ  α ν ή κ ε ι 
σ τη ν  S  και έ ν α  π ο υ  δ ε ν  α νή κ ει σ ’ α υ τή , α ν εξ ά ρ τ η τα  α π ό  το  π ό σ ο  μικρό ε ίν α ι το  ε .

Ο ρ ισ μ ό ς  4 :  Κ άθε σ η μ ε ίο  π ο υ  δ ε ν  ε ίν α ι εσ ω τε ρ ικ ό  ή σ υ ν ο ρ ια κ ό  σ ε  μ ια  

π ε ρ ιο χ ή  S, κ α λ ε ίτα ι εξ ω τερ ικ ό  σ η μ είο .

Ο ρισμός  5: Α νοικτή  π ε ρ ιο χ ή  κ α λ ε ίτα ι εκ ε ίν η  τη ς  ο π ο ία ς  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  τ η ς  
ε ίν α ι ε σ ω τε ρ ικ ό  σ η μ ε ίο . Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  η α ν ο ικ τή  π ε ρ ιο χ ή  δ ε ν  π ε ρ ιέ χ ε ι  τ ο  

σ ύ ν ο ρ ό  τη ς . Α ντ ίθετα , κ λε ισ τή  π ε ρ ιο χ ή  ε ίνα ι εκ ε ίνη  π ο υ  π ε ρ ιλ α μ β ά ν ε ι τ ο  σ ύ ν ο ρ ό  

τ η ς .

Ο ρ ισμός  6: Μια π ε ρ ιο χ ή  S λ έ γ ε τ α ι  σ υ νεκ τ ικ ή  α ν  γ ια  δ ύ ο  δ ο σ μ έ ν α  σ η μ ε ία  
τ η ς , Ρ  και Q, μ π ο ρ ε ί να  β ρ εθ ε ί ο μ α λ ή  κ α μ π ύ λ η  π ο υ  τ α  ε ν ώ ν ε ι. -Ενα π α ρ ά δ ε ιγ μ α  

σ υ νεκ τ ικ ή ς  π ε ρ ιο χ ή ς  σ το  επ ίπ ε δ ο  δ ίν ε τα ι σ το  σ χ ή μ α  4 .3 .1 .

Ο ρ ισμός  7:  Μια π ε ρ ιο χ ή  π ο υ  ε ίν α ι α ν ο ικ τή  και σ υ νεκ τ ικ ή  κ α λ ε ίτ α ι τ ό π ο ς ,  

(domain).

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  ν α  ε π α ν έ λ θ ο υ μ ε  σ τη  σ χ έ σ η  (4 .3 .1 )  π ο υ  ο ρ ίζ ε ι  τ ο  
η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο  η- σ η μ ε ια κ ώ ν  φ ο ρ τ ίω ν  σ το  χ ώ ρ ο . Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  τ α  ε ξ ή ς :  ε ίν α ι 
δ υ ν α τ ό  να  ο ρ ίσ ο υ μ ε  το  π ε δ ίο  Ε  ό σ ο  κ ο ντά  θ έ λ ο υ μ ε  σ τ ις  θ έ σ ε ις  π ο υ  β ρ ίσ κ ο ν τα ι 
τα  σ η μ ε ια κ ά  φ ο ρ τ ία  α λ λ ά  ό χ ι π ά ν ω  σ ’ α υ τ έ ς .  Α π’ α υ τή  τη ν  ά π ο ψ η  η π ε ρ ιο χ ή  
ο ρ ισ μ ο ύ  το υ  Ε  ε ίνα ι α νο ικ τή . Ε π ίσ η ς  η κ α μ π ύ λ η  μ ε τ α β ο λ ή ς  το υ  Ε  α ν ά μ ε σ α  σ ε  
δ ύ ο  ο π ο ια δ ή π ο τ ε  σ η μ ε ία  το υ  π ε δ ίο υ  ο ρ ισ μ ο ύ  τ ο υ  ε ίνα ι ο μ α λ ή . Σ υ ν ε π ώ ς  τ ο  π ε δ ίο  
ο ρ ισ μ ο ύ  το υ  Ε  ε ίνα ι τ ό π ο ς .

Ο ρ ι σ μ ό ς  8 :  Κ α λ ο ύ μ ε  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ό  τ ό π ο  μ ια  α ν ο ικ τ ή  σ υ ν ε κ τ ικ ή  
π ε ρ ιο χ ή  σ τη ν  ο π ο ία  κ ά θ ε  κ λ ε ισ τή  κ α μ π ύ λ η  π ο υ  κ ε ίτα ι ο λ ό κ λ η ρ η  μ έ σ α  σ τ η ν  
π ε ρ ιο χ ή  μ π ο ρ ε ί ν α  σ υ ρ ρ ικ ν ω θ ε ί σ ε  έ ν α  σ η μ ε ίο  ε ν τ ό ς  τ η ς  π ε ρ ιο χ ή ς ,  χ ω ρ ίς  ν α  
δ ιέ λ θ ε ι α π ό  σ η μ ε ίο  ε κ τ ό ς  π ε ρ ιο χ ή ς . Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια , έ ν α ς  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ό ς  τ ό π ο ς  
δ ε ν  π ρ έ π ε ι  ν α  π ε ρ ιέ χ ε ι  "ο π ές"  , δ ιό τ ι τ ό τ ε  θ α  μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  να  σ χ η μ α τ ίσ ο υ μ ε  
κ λ ε ισ τ έ ς  κ α μ π ύ λ ε ς  ο ι ο π ο ίε ς  δ ε ν  κ λ ε ίν ο υ ν  σ ε  έ ν α  σ η μ ε ίο  τ ο υ  τ ό π ο υ .  Γ ια
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1

π α ρ ά δ ε ιγ μ α  σ το  σ χ ή μ α  (4 .3 .2 ) δ ε ίχ ν ο υ μ ε  δ ύ ο  ε π ίπ ε δ ο υ ς  τ ό π ο υ ς .  Ο  4 .3 .2 (a )  ε ίν α ι 

α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ό ς  δ ιό τ ι κ ά θ ε  κ λ ε ισ τή  κ α μ π ύ λ η  μ π ο ρ ε ί ν α  σ υ ρ ρ ικ ν ω θ ε ί σ υ ν ε χ ώ ς  
χ ω ρ ίς  ν α  δ ιέ λ θ ε ι  α π ό  σ η μ ε ίο  ε κ τ ό ς  α υ τ ή ς .  Α ν τ ίθ ε τ α  σ τ ο  σ χ ή μ α  4 .3 .2 (b ) , ο ι 
κ α μ π ύ λ ε ς  C ,, C2, C3 δ ε ν  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  να  σ υ ρ ρ ικ ν ω θ ο ύ ν  χ ω ρ ίς  ν α  δ ιέ λ θ ο υ ν  α π ό  τ ις  

“ο π έ ς "  οι ο π ο ίε ς  δ ε ν  α ν ή κ ο υ ν  σ τ ο ν  τό π ο .

Σ χ ή μ α  4 .3 .1  (a ) Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  σ υ ν εκ τικ ή ς  π ερ ιο χ ή ς  σ το  επ ίπ εδ ο  (b) Μ η  σ υ ν εκ τικ ή  

π ερ ιο χή .

Σ χ ή μ α  4 .3 .2  (a ) Α π λά  σ υ νεκτικ ό ςτό π ο ς . (b) Μ η  απ λά σ υ ν εκ τικ ό ς  τόπος.

Α ν ε π α ν έ λ θ ο υ μ ε  σ τ ο  π α ρ ά δ ε ι γ μ α  τ ο υ  η λ ε κ τ ρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  τ ω ν  π - σ η μ ε ια κ ώ ν  
φ ο ρ τ ίω ν ,  δ ια π ισ τ ώ ν ο υ μ ε  ό τ ι  ο  τ ό π ο ς  α υ τ ό ς  ε ίν α ι  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ό ς .  Ε ν α  ν. 
π α ρ ά δ ε ιγ μ α  μη- α π λ ο ύ  σ υ ν ε κ τ ικ ο ύ  τ ό π ο υ  α π ο τ ε λ ε ί  τ ο  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο - π ο υ  

δ η μ ιο υ ρ γ ε ίτ α ι α π ό  ρ ε ύ μ α  ε ν ό ς  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ ο υ  ά π ε ιρ ο υ  α γ ω γ ο ύ .

4 .4 .  Δ ι α τ η ρ η τ ι κ ά  ή Σ υ ν τ η ρ η τ ι κ ά  π ε δ ί α

Κ α θ ώ ς έ χ ο υ μ ε  ή δ η  α ν α φ έ ρ ε ι  κα ι δ ια π ισ τ ώ σ ε ι ά μ ε σ α  σ τ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4  τ ο υ  

π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  ε δ α φ ίο υ , τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  ό χ ι  μ ό ν ο  α π ό  τ α  

π έ ρ α τ α  τ ο υ  δ ρ ό μ ο υ  c  α λ λ ά  κ α ι  α π ό  τ ο  δ ρ ό μ ο  c. Σ τη  φ υ σ ικ ή  η  α ρ χ ή  κα ι τ ο  π έ ρ α ς
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τ ο υ  δ ρ ό μ ο υ  c π α ρ ισ τ ά ν ο υ ν  τ η ν  α ρ χ ικ ή  κ α ι τ η ν  τ ε λ ικ ή  κ α τ ά σ τ α σ η  τ ο υ  
σ υ σ τ ή μ α το ς . Έ τσ ι λ έ μ ε  ό τ ι τ ο  έ ρ γ ο  εξ α ρ τά τα ι ό χ ι μ ό νο  α π ό  τ η ν  α ρ χ ικ ή  και τ η ν  
τ ε λ ικ ή  κ α τά σ τα σ η , α λ λ ά  και α π ό  τη  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η  δ ια δ ο χ ή  τ ω ν  ε ν δ ια μ έ σ ω ν  
κ α τ α σ τ ά σ ε ω ν . Κ ατά  σ υ ν έ π ε ια  ε ν  γ έ ν ε ι  τ ο  έ ρ γ ο  δ ε ν  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ ε  κ ά π ο ια  
μ ετα β λ η τή  το υ  σ υ σ τ ή μ α το ς  α λ λ ά  χα ρ α κ τη ρ ίζε ι κ ά π ο ια  σ υ γ κ εκ ρ ιμ έν η  υ ε τ α β ο λ ή .

Υ πό  ο ρ ισ μ έ ν ε ς ,  ό μ ω ς , π ρ ο ϋ π ο θ έ σ ε ις  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  
ε ξ α ρ τά τ α ι μ ό νο  α π ό  τη ν  α ρ χ ή  και το  π έ ρ α ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  c και ό χ ι α π ό  τη  μ ο ρ φ ή  
το υ  δ ρ ό μ ο υ  c. Έ τσ ι π .χ . σ ε  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  το  έ ο ν ο  ε ίν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  τ ο υ  
δ ο ό υ ο υ . Τ ό τε  λ έ μ ε  ό τ ι η δ ύ να μ η  ε ίνα ι δ ια τη ο η τικ ή  και ο ρ ίζε ι μ ία  μ ε τα β λ η τή  τ ο υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  (π .χ . τη  δυνα μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια ) .

Το έ ρ γ ο  π ο υ  π α ρ ά γ ε ι μια εΕ ω τεο ικ ή  δ ύ ν α μ η  F ei π ά ν ω  σ ε  έ ν α  σ ω μ ά τ ιο  α π ό  
το  σ η μ ε ίο  Ρ , σ το  σ η μ είο  Ρ 2 ε ί ν α ι :

Ρ2
W 12= {  Fεξ· dx  (4 .4 .1 )

Ρι

dv
α λ λ ά  Fe? = m - j r  και dx = vd t

W

Δ η λ α δ ή , ό π ω ς  α ν α μ έ ν α μ ε , τ ο  έ ρ γ ο  π ο υ  π α ρ ά γ ε τ α ι α π ό  τη  δ ύ ν α μ η  F ε ίν α ι ίσο μ ε 
τη  μ ετα β ο λ ή  τ η ς  κ ινη τικ ή ς ε ν έ ρ γ ε ια ς  τ ο υ  σ ω μ α τίο υ . Θ α  δ ο ύ μ ε  π ιο  κ ά τω  ό τ ι σ τη ν  
π ε ρ ίπ τ ω σ η  α υ τή  τ ο  έ ρ γ ο  κ α τά  μ ή κ ο ς  μ ια ς  κ λ ε ισ τ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  ε ίν α ι μ η δ έ ν  . 
Δ η λ α δ ή

12 = m d t = \  mv22 -  \  mv2, = Τ2 -  Τ, (4 .4 .2 )

Φ ο  V  dx = 0 (4 .4 .3 )

(ο κ ύ κ λ ο ς  π ά ν ω  σ τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  το υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  υ π ο δ η λ ώ ν ε ι  ό τ ι η κ α μ π ύ λ η  
ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η ς  ε ίν α ι κ λ ε ισ τή ). Έ τ σ ι γ ια  ν α  ισ χ ύ ε ι η  (4 .4 .3 ) τ α  ε π ί  μ έ ρ ο υ ς  έ ρ γ α  
κ α τά  μ ή κ ο ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  ε ίνα ι ά λ λ α  θ ε τ ικ ά  και ά λ λ α  α ρ ν η τ ικ ά . Π ρ ο φ α ν ώ ς  
δ ια τη ρ η τ ικ ή  δ ε ν  μ π ο ρ ε ί ν α  ε ίν α ι η τρ ιβ ή  δ ιό τ ι  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι  α υ τ ή  π α ρ ά γ ε ι  
π ά ν τ α  θ ετ ικ ό  έ ρ γ ο  και σ υ ν ε π ώ ς  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  δ ε ν  θ α  μ π ο ρ ο ύ σ ε  ν α  μ η δ εν ισ τε ί. 
Ά ρα  γ ια  ν α  ισ χ ύ ε ι η (4 .4 .3 ) δ ε ν  θ α  π ρ έ π ε ι  σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  π ο υ  μ ε λ ε τ ά μ ε  ν α  
υ π ά ρ χ ο υ ν  τ ρ ιβ έ ς  ή ά λ λ ε ς  δ υ ν ά μ ε ις  τη ς  ιδ ία ς  φ ύ σ η ς .
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Θ α  ιδ ο ύ μ ε  ό τ ι  α ν  η  δ ύ ν α μ η  ε (ν α ι δ ι α τ η ο π τ ι κ ή  ισ χ ύ ε ι  η ε ξ . (4 .4 .3 ) . 

Π ρ α γ μ α τ ικ ά  έ σ τ ω  η  κ λ ε ισ τή  τ ρ ο χ ιά  τ ο υ  σ χ . 4 .4 .1 . Π ρ ο φ α ν ώ ς

F . d x  = 0

Σ χ ή μ α  4 .4 .1 . Το επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  μ ια ς  σ υ ν τη ρ η τ ικ ή ς  δ ύ ν α μ η ς  κ α τά  

μ ή κ ο ς  κ λ ε ισ τή ς  τρ ο χ ιά ς  ε ίν α ι μηδέν.

$ c F * ' dx  = J F * dx  = J * V d x + j  » V d x
P 1AP2B P 1 p , a p 2 p 2b p ,

= ί Ρεξ' dx - Ρεξ· dx = J Ρεξ’ dx “ J dX
P 1A P2 P 1B P 2 C1

α λ λ ά  έ χ ο υ μ ε  υ π ο θ έ σ ε ι  ό τ ι  τ α  δ ύ ο  τ ε λ ε υ τ α ία  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  ε ίν α ι ίσ α  ο π ό τ ε  

π ρ ο κ ύ π τ ε ι  η (4 .4 .3 ).

Π ρ ο φ α ν ώ ς  ισ χ ύ ε ι κα ι το  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο . Π ρ α γ μ α τ ικ ά  α π ό  τη ν  (4 .4 .1 ) β ρ ίσ κ ο υ μ ε

0  = j  F* d x + j  F^ d x = J » V d x -  J * V dx
p , a p 2 p 2b p , p , a p 2 p , b p 2

ή 0 = 1  F tt  d x · -  |  f a  dx
Cl <7

δ η λ α δ ή :

ί  ί  ν *
■1 °2

(4 .4 .4 )
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Α υτό  σ η μ α ίν ε ι ό τ ι τ ο  έ ρ γ ο  W f P , - ^ )  π ο υ  π α ρ ά γ ε ι η ε ξ ω τερ ικ ή  δ ύ ν α μ η  δ ίν ε τ α ι 
α π ό  κ ά π ο ια  β α θμ ω τή  σ υ νά ρ τη σ η  π ο υ  είνα ι σ υ νά ρ τη σ η  τω ν  Ρ , και Ρ 2 και γ ρ ά φ ο υ μ ε

W * (P ,-» P 2) = U(P2) -  U (P,) (4 .4 .5 )

Η π ο σ ό τ η τ α  U λ έ γ ε τ α ι δυ να υ ικ ή  ε ν έ ο ν ε ια .

Το σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  έ ρ γ ο  γ ρ ά φ ε τ α ι

dW ti = F ^ d x  (4 .4 .6 a )

και ισ χ ύ ε ι

dW ei =d U (4 .4 .6b)

Α ς υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τι τώ ρ α  σ ε  κ ά θ ε  βή μ α  η εξω τερ ικ ή  δ ύ ν α μ η  ε ξ ισ ο ρ ρ ο π ε ίτ α ι α π ό  
μια δ ύ ν α μ η  F τη ν  ο π ο ία  α σ κεί το  σ ύ σ τη μ α  π ά ν ω  σ το  κ ιν ο ύ μ ενο  σ ώ μ α , Τ ό τε

dW  = -  F-dx = dU 

δ η λ α δ ή

F-dx = -  dU (4 .4 .7 a )

ή

F-dx +dU = 0  (4 .4 .7b )

T o α ρ ν η τ ικ ό  σ η μ ε ίο  σ τη ν  (4 .4 .7 )  π ρ ο έ ρ χ ε τ α ι  β α σ ικ ά  α π ό  τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  
θ ε ω ρ ή σ α μ ε  π ω ς  η ε ξ ω τερ ικ ή  δ ύ ν α μ η  μ ε τ α β ά λ λ ε ι τ η ν  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  τ ο υ  
σ υ σ τ ή μ α το ς . Α υτό  έ χ ε ι  ω ς  φ υ σ ικ ή  σ υ ν έ π ε ια  ό τι έ ρ γ ο  π α ρ α γ ό μ ε ν ο  α π ό  εσ ω τε ρ ικ ή  
δ ύ ν α μ η  γ ίν ε τ α ι  ε ις  β ά ρ ο ς  τ η ς  δ υ ν α μ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  ό π ω ς  
φ α ίν ε τ α ι  α π ό  τ η ν  εξ . (4 .4 .7b). Θ α μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  π ά ν τ ω ς  ν α  ε ίχ α μ ε  κ ά ν ε ι και τ η ν  
α ν τ ίθ ε τ η  ε π ιλ ο γ ή .

! Α ς α ν α λ ύ σ ο υ μ ε  α π ό  τη  σ κ ο π ιά  α υ τ ή  τη  δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  τ ο υ
ό υ σ τ ή μ α τ ο ς  γ η ς  - η λ ίο υ . Η δ ύ ν α μ η  το υ  η λ ίου  π ά νω  σ τη  γ η  ε ίνα ι

m Μ
F = - G n ·—  t , G N = σ τα θ ε ρ ά  π α γ κ ό σ μ ια ς  έ λ ξ η ς
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ό π ο υ  r η  α π ό σ τ α σ η  γ η ς  - η λ ίο υ  και f  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  μ ε  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  α π ό  

τ ο ν  ή λ ιο  σ τη  γ η . Ε π ε ιδ ή  το  έ ρ γ ο  ε ίν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  το υ  δ ρ ό μ ο υ , θ ε ω ρ ο ύ μ ε  έ ν α  
δ ρ ό μ ο  α κ τ ιν ικ ό  ώ σ τ ε  η γ η  α π ο μ α κ ρ ύ ν ε τ α ι α π ό  τ ο ν  ή λ ιο  κ α τ ά  τ ρ ό π ο  π ο υ  ν α  μ η ν  

ε π ιτ α χ ύ ν ε τ α ι .  Τ ό τε

dU = -  F d x  = G n

Π d r = —G N mM

Α π ό  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  σ χ έ σ η  σ υ ν ά γ ε τ α ι  ό τ ι

U(r) = - G n
mM

r
+ C

η σ τ α θ ε ρ ά  C  δ ε ν  μ π ο ρ ε ί ν α  ο ρ ισ τ ε ί  μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α  κ α θ ό σ ο ν  μ ό ν ο  μ ε τ α β ο λ έ ς  τ η ς  

δ υ ν α μ ικ ή ς  ε ν έ ρ γ ε ια ς  έ χ ο υ ν  ο ρ ισ τε ί . Δ ε ν  έ χ ε ι  λ ο ιπ ό ν  ιδ ια ίτ ερ η  σ η μ α σ ία . Σ υ ν ή θ ω ς  

ε π ι λ έ γ ε τ α ι  ώ σ τ ε  η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια  ν α  ε ίν α ι  μ η δ έ ν  ό τ α ν  τ α  δ ύ ο  μ έρ η  τ ο υ  
σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  β ρ ίσ κ ο ν τ α ι σ ε  ά π ε ιρ η  α π ό σ τ α σ η  (ο π ό τ ε  δ ε ν  α ισ θ ά ν ε τ α ι  τ ο  έ ν α  τ ο  

ά λ λ ο )  δ η λ α δ ή :

U (γ —» οο )_*0

ο π ό τ ε  C  = Ο δ η λ α δ ή  τ ε λ ικ ά

U ( r ) = - G N
mM

r

Ξ α ν α γ υ ρ ν ώ ν τ α ς  π ίσ ω  σ τ ι ς  δ ια τ η ρ η τ ικ έ ς  δ υ ν ά μ ε ις  υ π ο γ ρ α μ μ ίζ ο υ μ ε  δ ύ ο  
π ρ ά γ μ α τ α :  1) Ε π ιτ ρ έ π ο υ ν  ν α  ο ρ ισ τ ε ί  μ ία  μ ε τ α β λ η τ ή  κ α τ ά σ τ α σ η ς  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  

(π .χ .  η δ υ ν α μ ικ ή  ε ν έ ρ γ ε ια )  κα ι 2 ) γ ια  τ η ν  π ε ρ ιγ ρ α φ ή  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  α ρ κ ε ί μ ια  

β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  (π .χ . η U (x)) α ν τ ί  γ ια  τη  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F (χ) π ο υ  
ε ίν α ι ισ ο δ ύ ν α μ η  μ ε  τ ρ ε ι ς  β α θ μ ω τ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  F, (χ), i = 1 ,2 ,  3 . Τ ο ύ τ ο  φ α ίν ε τ α ι 

ω ς  ε ξ ή ς :

Ξ έ ρ ο υ μ ε  ότι

dU  = (VU)-dx (4 .4 .8 )

Α υτή  σ υ ν δ υ α ζ ό μ ε ν η  μ ε  τ η ν  (4 .4 .6 )  δ ίν ε ι

F  = -  VU (4 .4 .9 a )
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,. . s , 3U c  θΙΙ c  3U . . .  η. .
δ η λ ο ί η Ρ , — ^ , F ,  — ^ . F , — ( 4. 4. 9b)

Τ ο  α ρ ν η τικ ό  σ η μ ε ίο  ε ίνα ι α π ό ρ ρ ο ια  τ η ς  π α ρ α δ ο χ ή ς  π ο υ  α ν α φ έ ρ α μ ε  π ιο  π ά ν ω .

Ο α ν α γ ν ώ σ τ η ς  ε ίν α ι  ή δη  ε ξ ο ικ ε ιω μ έ ν ο ς  μ ε  τ η ν  α π λ ό τ η τ α  λ ύ σ η ς  
π ρ ο β λ η μ ά τ ω ν  τ η ς  μ η χ α ν ικ ή ς  ό τα ν  οι δ υ ν ά μ ε ις  ε ίν α ι δ ια τ η ρ η τ ικ έ ς . Η β ά σ η  τ η ς  

α π λ ό τ η τ α ς  ε ίν α ι  η ε ξ .  (4 .4 .9 ) η ο π ο ία  μ α ς  ε ξ α σ φ α λ ίζ ε ι  ό τ ι τ ο  σ ύ σ τ η μ α  
π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ α ι  με τη  β ο ή θ ε ια  μ ια ς  β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  (Φ ή U) α ν τ ί τ ω ν  τ ρ ιώ ν  
σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  τ η ς  δ ύ ν α μ η ς . Κ α τα λ ή γο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  σ τ ο ν  α κ ό λ ο υ θ ο  ο ρ ισ μ ό  γ ια  τ α  

δ ια τη ρ η τ ικ ά  (ή σ υ ντη ρ η τ ικ ά ) δ ια νυ σ μ α τ ικ ά  π εδ ία :

O o io u o c :  Ε να  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  π ε δ ίο  F σ υ ν ε χ έ ς  σ ε  μια α π λ ά  σ υ ν εκ τ ικ ή  π ε ρ ιο χ ή  

(d o m ain ) D, ε ίν α ι δ ια τη ρ η τ ικ ό  (σ υ ν τη ρ η τ ικ ό ) α ν  και μ ό νο  α ν  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  

ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  F κ α τά  μ ή κ ο ς κάθε ο μ α λ ή ς  κ α μ π ύ λ η ς  π ο υ  α νή κ ε ι ε ξ  ο λ ο κ λ ή ρ ο υ  

σ τ η ν  D, ε ξ α ρ τ ά τ α ι μ ό νο  α π ό  τ α  ά κ ρ α  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς . Ε ίμ α σ τε  τώ ρ α  σ ε  θ έ σ η  ν α  

δ ια τ υ π ώ σ ο υ μ ε  τ ρ ία  σ π ο υ δ α ία  θ ε ω ρ ή μ α τ α  π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  τ ις  δ ια τ η ρ η τ ικ έ ς  

δ υ ν ά μ ε ις .

ΘΕΩΡΗΜΑ I. Ε σ τω  έ ν α  π ε δ ίο  F τ ο  ο π ο ίο  ε ίν α ι δ ια τ η ρ η τ ικ ό . Τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  

β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  Φ(χ) τ έ το ια  ώ σ τε

^2
[ F· dx = Φ (Ρ ,) -  Φ (Ρ2) (4 .4 .1 0 )

Ρ,

ό π ο υ  Ρ·| και Ρ 2 τ α  π έ ρ α τ α  μ ιας κ α μ π ύ λ η ς  C .
ί

Ε π ί π λ έ ο ν  η F δ ίν ε τα ι α π ό  τη ν  Φ δ ια  μ έσ ο υ  τ η ς  σ χ έ σ η ς  

F = -  νΦι
ί
i

Τ ό τ ε  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ίν α ι η δ ια φ ο ρ ά  το υ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  (δ υ ν α μ ικ ή ς  

ε ν έ ρ γ ε ια ς )  σ τα  ά κ ρ α  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς.
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Το θ ε ώ ρ η μ α  ισ χ ύ ε ι α μ φ ίδ ρ ΰ μ α , δ η λ α δ ή :

Α ν το  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  F  ε ίν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  τ ο υ  δ ρ ό μ ο υ  τ ό τ ε  

η F ε ίν α ι δ ια τ η ρ η τ ικ ή . Α ν τ ίσ τ ρ ο φ α  α ν  η F  ε ίν α ι δ ια τ η ρ η τ ικ ή  τ ό τ ε  μ π ο ρ ε ί  ν α  

γ ρ α φ ε ί  ω ς  η κλ ίση  μ ια ς  β α θ μ ω τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  F= -  g r a d  Φ και τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  
(4 .4 .1 0 ) μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  ω ς  η δ ια φ ο ρ ά  τ η ς  Φ σ τ α  ά κ ρ α  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς .

Μ ια σ π ο υ δ α ία  ιδ ιό τ η τ α  τ ω ν  δ ια τ η ρ η τ ικ ώ ν  π ε δ ίω ν , ιδ ίω ς  α π ό  ά π ο ψ η  π ρ α κ τ ικ ή ς  

ε φ α ρ μ ο γ ή ς , σ χ ε τ ίζ ε τ α ι  μ ε  τ ο  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό  το υ . Π ρ ά γμ α τι, δ ε ίξ α μ ε  σ το  κ ε φ . Ill ό τ ι 
ό τ α ν  έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  α π ο τ ε λ ε ί  τ η ν  κ λ ίσ η  μ ια ς  β α θ μ ω τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς , 

τ ό τ ε  ο  σ τ ρ ο β ο λ ισ μ ό ς  τ ο υ  ε ίν α ι π ά ν τ α  μ η δ έν . Δ η λ α δ ή

F= -  ςΓθόΦ  V χ  F=  -  V  χ ΥΦ =0

Α ν α μ έ ν ο υ μ ε  ό τ ι ε φ ό σ ο ν  τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  ισ χ ύ ε ι  κα ι α ν τ ίσ τ ρ ο φ α , θ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  

δ ια π ισ τ ώ σ ο υ μ ε  α ν  μ ια  δ ύ ν α μ η  F  ε ίν α ι  σ υ ν τ η ρ η τ ικ ή , χ ω ρ ίς  ν α  χ ρ ε ια σ τ ε ί  ν α  
β ρ ο ύ μ ε  τη  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Φ, α ρ κ ε ί η  F ν α  ικ α ν ο π ο ιε ί τη  σ υ νθ ή κ η

V χ F  = 0  ή = 0

Π ρ α γμ α τ ικ ά  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  δ ια τ υ π ώ σ ο υ μ ε  τ ο  ε ξ ή ς  θ ε ώ ρ η μ α  - κ ρ ιτή ρ ιο :

Θ Ε Ω ΡΗ Μ Α  II : Έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  F π ο υ  έ χ ε ι  σ υ ν ε χ ε ί ς  π α ρ α γ ω γ ο ύ ς  κα ι 

ο ρ ίζ ε τ α ι σ ε  μ ια  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ή  π ε ρ ιο χ ή  D, ε ίν α ι δ ια τη ρ η τ ικ ό  α ν  κ α ι μ ό ν ο  α ν  V x 

F = 0 σ ε  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  τ η ς  D.

Η α π ό δ ε ιξ η  ε ίν α ι σ υ ν έ π ε ια  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  τ ο υ  S to k e s  (ε δ . 5 .7 )

Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι  τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  I μ π ο ρ ε ί  ν α  δ ια τ υ π ω θ ε ί  κ α ι μ έ σ α  α π ό  τ η  σ χ έ σ η

(4 .4 .3 ) ω ς  ε ξ ή ς :

Θ ΕΩ ΡΗ Μ Α  III : Έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  F σ υ ν ε χ έ ς  σ ε  α π λ ά  σ υ ν εκ τ ικ ή  π ε ρ ιο χ ή  

D, ε ίν α ι σ υ ν τ η ρ η τ ικ ό  α ν  κ α ι μ ό ν ο  α ν  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ο υ  F  γ ύ ρ ω  

α π ό  κ ά θ ε  κ λ ε ισ τή  κ α μ π ύ λ η  π ο υ  α ν ή κ ε ι σ τ η ν  D , ε ίν α ι μ η δ έ ν .

4  F d x  = 0  V G  eD

Η α π ό δ ε ιξ η  ε ίν α ι  τ ε τ ρ ιμ έ ν η  α κ ο λ ο υ θ ώ ν τ α ς  τ η ν  α ν τ ίσ τ ρ ο φ η  δ ια δ ικ α σ ία  π ο υ  

ο δ ή γ η σ ε  σ τη ν  (4 .4 .3 ) κα ι σ τ η ν  (4 .4 .4 ) .
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Σ υ ν ο ψ ίζ ο ν τ α ς  , έ ν α  δ ια νυ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  F ε ίνα ι σ υ ντη ρ η τ ικ ό  α ν  έ χ ε ι  μ ια α π ό  τ ις  
π α ρ α κ ά τω  ιδ ιό τ η τ ε ς *

1. To F α π ο τ ε λ ε ί τη ν  κλίση μ ια ς β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς , F = -  ν Φ (χ )

2. Το επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  γ ύ ρ ω  α π ό  κ λ ε ισ τή  καμ πύλη  ε ίνα ι μ η δ έν

3 . Τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  μ ό ν ο  α π ό  τ α  ά κ ρ α  μ ια ς  α ν ο ικ τ ή ς  
κ α μ π ύ λ η ς

4 .0  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ ο υ  F ε ίν α ι μ η δ έ ν  (α σ τρ ό β ιλ ο  π εδ ίο )  σ ' ό λ η  τη ν  σ υ ν εκ τ ικ ή  
π ε ρ ιο χ ή .

4 .5  Δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό

Έ ν α  α π ό  τ α  βα σ ικά  σ υ μ π ερ ά σ μ α τα  τ ο υ  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  ε δ α φ ίο υ  ε ίν α ι ό τ ι ό τ α ν  ο  
σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  μ ια ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  ε ίν α ι μ η δ έ ν  τ ό τ ε  α υ τή  ισ ο ύ τα ι μ ε  τ η ν  κ λ ίσ η  
κ ά π ο ια ς  β α θ μ ω τή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  , δ η λ α δ ή

Τη σ υ νά ρ τη σ η  Φ(χ) ο ν ο μ ά σ α μ ε  β α θ μ ω τό  δ υ να μ ικ ό

Αν α ν α τ ρ έ ξ ο υ μ ε  σ τ ις  δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  τ ο υ  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  
κ εφ α λ α ίο υ , δ ια π ισ τώ ν ο υ μ ε  ό τ ι υ π ά ρ χ ε ι μ ια  ά λ λ η  τ α υ τ ό τ η τ α

η ο π ο ία  μ α ς  ο δ η γ ε ί  ν α  σ κ ε φ το ύ μ ε  α ν ά λ ο γ α . Σ υ γ κ εκ ρ ιμ ένα  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  θ έ σ ο υ μ ε  
τ ο  ε ξ ή ς  ερ ώ τη μ α :

Α ν η α π ό κ λ η σ η  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  Β σ ε  κ ά θε σ η μ ε ίο  το υ  χ ώ ρ ο υ  ε ίν α ι 
μ η δ έ ν ,

V x F  = 0 = > F =  - g r a d  Φ (χ) (4 .5 .1 )

V '(V x A) =0 (4 .5 .2 )

V B  = 0 (4 .5 .3 )

α π ο τ ε λ ε ί  π ά ν τ α  τ ο  Β το  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό  μ ια ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  Α;

Δ η λ α δ ή  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  β ρ ο ύ μ ε  έν α  π ε δ ίο  Α ώ σ τ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  π ά ν τα ;

ν ·Β  = 0  => Β = VxA; (4 .5 .4 )

Μία από αυτές αποτελεί προφανώς ορισμό του διατηρητικοΰ πεδίου. Οι υπόλοιπες υποδεικνύονται.
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Η α π ά ν τ η σ η  ε ίν α ι ν α ι  ό τ α ν  π ρ ό κ ε ιτ α ι γ ια  έ ν α  ε ιδ ικ ό  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ό  τ ό π ο  π ο υ  
κ α λ ε ίτ α ι " α σ τ ε ρ ο ε ιδ ή ς ” (s ta r  - s h a p e d ) .  Δ ε ν  θ α  ε π ε κ τ α θ ο ύ μ ε  σ τ ις  ε π ί  μ έ ρ ο υ ς  
ιδ ιό τ η τ ε ς  τ έ τ ο ιω ν  τ ό π ω ν  ό μ ω ς  θ α  δ ώ σ ο υ μ ε  σ υ ν ο π τ ικ ά  (γ ια  τ η ν  π λ η ρ ό τη τα )  τ ο ν  

ο ρ ισ μ ό  τ ο υ .

Α σ τ ε ρ ο ε ιδ ή ς  α π λ ό ς  τ ό π ο ς  ε ίν α ι ε κ ε ίν ο ς  σ τ ο ν  ο π ο ίο  υ π ά ρ χ ε ι  σ η μ ε ίο  Ρ  τ ο  

ο π ο ίο  σ υ ν δ έ ε τ α ι  μ ε  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ α  τμ ή μ α τα  π ο υ  κ ε ίτ ο ν τ α ι ο λ ο κ λ η ρ ω τ ικ ά  μ έ σ α  σ τ ο ν  

τ ό π ο , μ ε κ ά θ ε  ά λ λ ο  σ η μ ε ίο  το υ . Έ ν α ς  τ έ τ ο ιο ς  δ ιδ ιά σ τ α τ ο ς  τ ό π ο ς  φ α ίν ε τ α ι  σ το  

σ χ ή μ α  (4 .5 .1 )

Σ χ ή μ α  4 .5 .1  Α σ τε ρ ο ε ιδ ή ς  τόπ ος. Το σ η μ ε ίο  Ρ  εν ώ ν ε τα ι μ ε  ευ θ ύ γ ρ α μ μ α  τμ ή μ α τα  

μ ε  κ ά θ ε  ά λ λ ο  σ η μ είο  το υ  τόπου.

Θ ε ώ ο π υ α .  Ε σ τ ω  έ ν α  π ε δ ίο  Β τ ο  ο π ο ίο  ο ρ ίζ ε τ α ι  σ ε  έ ν α  α π λ ά  σ υ ν ε κ τ ικ ό  

α σ τ ε ρ ο ε ιδ ή  τ ό π ο . Έ σ τ ω  ε π ί π λ έ ο ν  ό τ ι γ ια  κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  τ ο υ  τ ό π ο υ  ισ χ ύ ε ι

V B = 0  (4 .5 .5 a )

τ ό τ ε  υ π ά ρ χ ε ι  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  Α  τ έ τ ο ιο  ώ σ τ ε

Β =V  χ  A  (4 .5 .b )

Δ ε ν  θ α  δ ώ σ ο υ μ ε  α π ό δ ε ι ξ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς .  Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  μ ό ν ο  ό τ ι  τ ο  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  Α  δ ε ν  ο ρ ίζ ε τ α ι  μ ο ν ο σ ή μ α ν τ α . Π ρ α γ μ α τ ικ ά  α ν  Α ε ίν α ι έ ν α  

τ έ τ ο ιο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ η ν  π ο σ ό τ η τ α

Α '=  Α + ν Ψ  (4 .5 .6 )

ό π ο υ  Ψ  μ ία  α υ θ α ίρ ε τ η  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τ η σ η . Τ ό τ ε
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B ' =V χ A ' =V x (A + νΨ) = V x A =B

Σ υ ν ε π ώ ς  το  A δ ε ν  κ α θ ο ρ ίζετα ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τα  ό τα ν  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  τ ο  Β . Τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  
Α κα λείτα ι δ ια ν υ σ υ α τ ικ ό  δ υ ν α υ ικ ό  (σε α ν α λ ο γ ία  με τ ο  β α θ μ ω τό  δ υ ν α μ ικ ό  Φ σ τη  
σ χ έ σ η  (4 .5 .1 )). Έ ν α  π ε δ ίο  Β κ α λείτα ι σ ω λ π ν ο ε ιδ έ σ  ό τ α ν  α υ τό  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  

ω ς  ο σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  ε ν ό ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δυ να μ ικ ο ύ , δ η λ α δ ή , ό τ α ν  η α π ό κ λ ισ ή  τ ο υ  
ε ίνα ι π α ν το ύ  μ η δ έν .

Για έ ν α ν  α σ τ ε ρ ο ε ιδ ή  α π λ ά  σ υ νεκ τ ικ ό  τό π ο  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  ε π ιλ έ ξ ο υ μ ε  τ ο  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ να μ ικ ό  Α ω ς  εξ ή ς .

Ο ρ ίζο υ μ ε  π ρ ώ τα  έ ν α  ευ θ ύ γ ρ α μ μ ο  τμ ή μ α  έ σ τ ω  το  PQ σ το  σ χ ή μ α  (4 .5 .1 ) το  ο π ο ίο  
π α ρ α μ ε τρ ο π ο ιο ύ μ ε  ω ς  ε ξ ή ς

s(t) = χ 0 + t(x -  χ 0) (4 .5 .7 )

Τ ό τε  έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ να μ ικ ό  Α ο ρ ίζετα ι α π ό  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

Α (χ) = J t B x ^ d t  (4 .5 .8 )

0

Είναι δ υ ν α τ ό  ν α  α π ο δ ε ιχ θ ε ί  τ ώ ρ α  ό τ ι ο  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ ο υ  Α ό π ω ς  α υ τ ό  ο ρ ίζ ε τ α ι 
σ τη ν  (4.5.8) ισ ο ύ τα ι μ ε  το  π ε δ ίο  Β . Η α π ό δ ε ιξ η  α υ τή  θ α  δ ο θ ε ί σ τ ο  π α ρ ά ρ τη μ α .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .5 .1

Σ τη ν  η λ ε κ τρ ο δ υ ν α μ ικ ή , τ ο  η λ ε κ τρ ικ ό  π ε δ ίο  δ ίν ε τ α ι  α π ό  τ η ν  α κ ό λ ο υ θ η
σ χ έ σ η

Ε = - ^ - ν Φ  σι
και το  μ α γν η τικ ό  π ε δ ίο  α π ό  τη  σ χ έ σ η  

Β = V χ Α,

ό π ο υ  Α ε ίν α ι τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  και Φ τ ο  α ν τ ίσ τ ο ιχ ο  β α θ μ ω τ ό . Α ν 
μ ε τ α σ χ η μ α τ ίσ ο υ μ ε  τ ο  Α

Α -> Α =Α + νΨ,
i
τι μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό  υ φ ίσ τα τα ι το  Φ ώ σ τ ε  ν α  π α ίρ ν ο υ μ ε  τ ο  ίδ ιο  η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο ;

Π ρ ο φ α ν ώ ς  τ ο  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  δ ε ν  α λ λ ά ζ ε ι .  Τ α  δ υ ν α μ ικ ά  Α , Ψ  π ρ έ π ε ι  ν α  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ τ ο ύ ν  κ α τ ά λ λ η λ α  ώ σ τ ε  να  μ η ν  μ ε τ α β λ η θ ε ί η τ ιμ ή  τ ο υ  π ε δ ίο υ  Ε . 
Α ντ ικ α θ ισ τώ ν τα ς  τ ο  Α με το  Α ' -  νψ έ χ ο υ μ ε :
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Ε = “ § (  Α ' -  ν Ψ ) - ν Φ  =

= - | ; Α ' + ! ; ν Ψ - Vct>=>
Ά  di

Ε = - Ι Α - ν (Φ - | Φ )

Α π ό  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι το  π ε δ ίο  Φ π ρ έ π ε ι  ν α  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ τ ε ί  
ω ς  ε ξ ή ς :

Φ _> φ · =  Φ - Ί  ψ
ΟΧ

Ά ρα το  Ε σ ε  σ χ έ σ η  μ ε  τ α  ν έ α  π ε δ ία  A ' t Φ* γ ρ ά φ ε τ α ι :

Ε = -  ^  Α -  ν φ ’
<71

α κ ρ ιβ ώ ς  ό π ω ς  και σ τ η ν  α ρ χ ικ ή  το υ  μ ο ρ φ ή . Ο ι μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ο ί

A  -> A ‘ = A + ν ψ ,  Φ -> Φ ' =Φ -  ψ  (4 .5 .9 )σι

ε ίν α ι γ ν ω σ τ ο ί  ω ς  υ ε τ α σ ν η υ α τ ισ υ ο ί  Β α θ υ ίδ α ο . Α φ ή ν ο υ ν  α ν α λ λ ο ίω τ ε ς  τ ι ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  

τ ο υ  M axw ell κα ι έ χ ο υ ν  ιδ ια ίτ ε ρ η  σ η μ α σ ία  σ τ η  σ ύ γ χ ρ ο ν η  κ β α ν τ ικ ή  θ ε ω ρ ία . Η 

ε ξ ίσ ω σ η  τ η ν  ο π ο ία  ικ α ν ο π ο ιε ί η σ υ ν ά ρ τ η σ η  Ψ  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ η ν  ε π ιλ ο γ ή  τ ο υ  
π ε δ ίο υ  Α (το  ο π ο ίο  δ ε ν  ο ρ ίζ ε τ α ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τα ) .

Ε φ ’ ό σ ο ν  τ ο  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  έ χ ε ι  α π ό κ λ ισ η  μ η δ έ ν ,  δ η λ α δ ή  V· Β  =  0  
π α ν τ ο ύ ,  τ ο  π ιο  π ά ν ω  θ ε ώ ρ η μ α  μ α ς  ε π ι τ ρ έ π ε ι  ν α  π ε ρ ι γ ρ ά φ ο υ μ ε  τ α  

ή λ ε κ τ ρ ο μ α γ ν η τ ικ ά  φ α ιν ό μ ε ν α  δ ια  μ έ σ ο υ  (κ ά π ο ια ς  κ α τ ά λ λ η λ η ς  ε π ιλ ο γ ή ς )  τ ο υ  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ . Το κ έ ρ δ ο ς  δ ε ν  ε ίν α ι ε δ ώ  π ρ ο φ α ν έ ς  κ α θ ’ ό σ ο ν  α ν τ ί  τ ω ν  
τ ρ ιώ ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  (χ), ί=1, 2, 3 , χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τ ρ ε ις  ά λ λ ε ς  Α; (χ), ί = 1, 2 , 3 . 

Η β ο λ ικ ό τ η τ α  τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  π η γ ά ζ ε ι  α π ό  τ ο  γ ε γ ο ν ό ς  ό τ ι  ο ι 
ε ξ ισ ώ σ ε ις  π ο υ  υ π α κ ο ύ ε ι  τ ο  Α ε ίν α ι  α ρ κ ε τ ά  α π λ ο ύ σ τ ε ρ ε ς  α π ό  ε κ ε ίν ε ς  π ο υ  
υ π α κ ο ύ ε ι τ ο  Β . Υ π ά ρ χ ε ι β έ β α ια  σ υ ν ο λ ικ ά  κ έ ρ δ ο ς .  Η μ ο ρ φ ή  τ ω ν  ε ξ ισ ώ σ ε ω ν  τ ο υ  
M axw ell ε ίν α ι τ έ τ ο ια  π ο υ  α ν τ ί γ ια  τ ι ς  έ ξ ι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  Β, (χ) κα ι Ε, (χ) i = 1 , 2 , 3  

α ρ κ ο ύ ν  μ ό ν ο  τ έ σ σ ε ρ ις  «δηλα δή  ο ι Φ ( χ ) ,  Α, (χ) , ΐ = 1, 2, 3 . Και μ ά λ ισ τα  λ ό γ ω  τ η ς  

α υ θ α ιρ ε σ ία ς  π ο υ  υ π ά ρ χ ε ι  σ τη ν  ε π ιλ ο γ ή  τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  (β λ έ π ε  ε ξ .  
4 .5 .3 )  α ρ κ ο ύ ν  τ ε λ ικ ά  τ ρ ε ι ς  τ έ τ ο ιε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 .5 .2

Έ σ τ ω  ό τ ι  τ ο  π ε δ ίο  τ α χ ύ τ η τ α ς  ν ε ν ό ς  ρ ε υ σ τ ο ύ  δ ίν ε τ α ι  α π ό  τ η ν  ν=ωχΧ 
ό π ο υ  ω ε ίν α ι  σ τ α θ ε ρ ό  δ ιά ν υ σ μ α  (γ ω ν ια κ ή  τ α χ ύ τ η τ α )  κ α ι χ  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς .  

Ε ίνα ι δ υ ν α τ ό  ν α  α ν τ ισ τ ο ιχ ίσ ο υ μ ε  έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  σ τ ο  π ε δ ίο  ν;
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Λ ύσ η  :

Γ ια ν α  υ π ά ρ χ ε ι  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  τ η ς  
τ α χ ύ τ η τ α ς  ν  π ρ έ π ε ι V -v  = 0. Π ρ ά γμ α τ ι σ ύ μ φ ω ν α  με τ ις  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  τ ο υ  ε δ .  3 .8  
(εξ. 3 .8 .1 6 ) α ν τ ικ α θ ισ τώ ν τα ς  το  ν  με το  ω  χ χ  έ χ ο υ μ ε :

V -v  = ν -(ω  χ  χ) = χ  (V χ ω) -  ω  '(V χ χ ) = 0

Σ υ ν ε π ώ ς  η α π ό κ λ ισ η  το υ  ν  ε ίνα ι 0 και τό τ ε  μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  β ρ ο ύ μ ε  Α ώ σ τ ε  ν  =Vx Α.

Π ρ ο ς  το ύ τ ο , θ έ τ ο υ μ ε  σ τη ν  (4 .5 .7 ) χ 0 = 0 κα ι χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  τ η ν  (4 .5 .8 ) 

Ε χ ο υ μ ε :*

Δ η λ α δ ή  Α = ^  (ω  χ  χ )  χ χ

Το π ιο  π ά ν ω  π ε δ ίο  ν δ ε ν  μ π ο ρ εί ν α  π ρ ο κ ύ ψ ε ι α π ό  έ ν α  β α θ μ ω τό  δ υ να μ ικ ό  κ α θ ό σ ο ν

ν χ ν  = ν χ ( ω χ χ )  = - ( ω  'V )x +(ν·χ) ω  = -ω  + 3 ω  = 2ω  φ 0

Π α ρ ό λ ο  π ο υ  α π ο φ ε ύ γ ο υ μ ε  ν α  ε π ι λ έ γ ο υ μ ε  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  σ ύ σ τ η μ α  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν , μ ια και σ κ ο π ό ς  μ α ς  ε ίν α ι ν α  ε ξ ο ικ ε ιώ σ ο υ μ ε  τ ο ν  α ν α γ ν ώ σ τ η  μ ε τη  
ν έ α  τ ε χ ν ικ ή , δ ε ν  π ρ έ π ε ι  να  δ ισ τ ά ζ ε ι ο  α ν α γ ν ώ σ τ η ς  ν α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ί κ α τ ά λ λ η λ ο  
σ ύ σ τ η μ α  ό τ α ν  θ έ λ ε ι  ν α  α π ο φ ε ύ γ ε ι  π ο λ ύ π λ ο κ ε ς  π ρ ά ξ ε ι ς  ή δ ε ν  θ υ μ ά τ α ι  
π ο λ ύ π λ ο κ ε ς  σ χ έ σ ε ις .  Π .χ. σ το  π ιο  π ά ν ω  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  ε φ ’ ό σ ο ν  τ ο  ω  ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ ό  
μ π ο ρ ε ί ν α  λ η φ θ ε ί ω ς  έ ν α ς  ά ξ ο ν α ς  π .χ .  ft3, τ ό τ ε :  ω  = ω

| ν =ω$ 3  χ χ  =ω  (-χ2 ft, +χ, ft^

*
Η μεταβλητή t είναι αυθαίρετη και δεν έχει σχέση με το χρόνο.
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Ε ύ κ ο λ α  δ ια π ισ τ ώ ν ε τ α ι ό τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  κα ι ο ι ε ξ ή ς  λ ύ σ ε ις :

A = 8, ojXj Xj  -  8,  ωχ,χ3 = χ3ω(ί,χ!ί -  8,  χ,) = * Μ(“  χ

A  = - 1 83 (xJ, « y  =  ~  [ω*χ!  -  (ω  χ ) ']

Π α ρ ο τρ ύ ν ε τα ι ο  α ν α γ ν ώ σ τ η ς  ν α  ε π ιβ ε β α ιώ σ ε ι ό τ ι  ό ν τ ω ς  α υ τ έ ς  ε ίν α ι λ ύ σ ε ις  κα ι ν α  
π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ε ι τ η ν  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Ψ  π ο υ  τ ι ς  σ υ ν δ έ ε ι  μ ε  τ η ν  π ιο  π ά ν ω  λ ύ σ η . ·

Παράδειγμα 4.5.3

Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ο  ο μ ο γ ε ν έ ς  

μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  Β .

Λ ύση :

Κ α θ ώ ς  έ χ ο υ μ ε  ή δ η  α ν α φ έ ρ ε ι ,  π ά ν τ ο τ ε  V  B =  0  (π ρ ά γ μ α  π ο υ  π ρ ο φ α ν ώ ς  ισ χ ύ ε ι  κα ι 
γ ια  τ ο  ο μ ο γ ε ν έ ς  π ε δ ίο ) . Ο ι σ χ έ σ ε ις  (4 .5 .7 ) κα ι (4 .5 .8 ) δ ίν ο υ ν  

1 1 
Α (χ) = J t B x x d t  = Bxx  Jtdt 

0 0

Α (χ) = ^  Β χ  χ

Α ν Β = Β ftg ε ύ κ ο λ α  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  ό τ ι A =  ^  Β ( -  ^  χ 2 χ , )

Π ρ ο φ α ν ώ ς  ά λ λ ε ς  λ ύ σ ε ις  ε ίν α ι  Α ' ( χ )  = | · Β  χ  χ  + ν Ψ ( χ )  ό π ο υ  Ψ  (χ ) β α θ μ ω τ ή  

σ υ ν ά ρ τ η σ η  . Μ ε ρ ικ έ ς  ε π ιλ ο γ έ ς

α) ψ (χ ) = ^  kx2, k = σ τ α θ ε ρ ά

τ ώ ρ α  Α (χ) = ^  (Β  χ  χ  +kx)

β) Α ν Β = Bftg μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  δ ια λ έ ξ ο υ μ ε  

ΐ ) Ψ ( χ ) = ^ χ 1 χ2

A  =  ^  Β  χ  χ  +  ^  (ftt χ 2 χ , ) = ftg χ ,

ϋ) Ψ ( χ ) = - | χ 1 χ 2 

ο π ό τ ε  A  = -  ft, χ 2
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Π ρ ο φ α ν ώ ς  υ π ά ρ χ ο υ ν  ά π ε ιρ ε ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  π ο υ  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  π α ίξ ο υ ν  τ ο  

ρ ό λ ο  το υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δ υ να μ ικ ο ύ .

4 .6  Ε π ιφ α ν ε ια κ ά  Ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α

Σ τα  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α , μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  δ ιε ξ ο δ ικ ά  τ ι ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  τ ω ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν  
σ τ ις  δ ιά φ ο ρ ε ς  μ ο ρ φ έ ς  τ ο υ ς  και τ ις  δ ιά φ ο ρ ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  α υ τώ ν .

Ε ίδα μ ε  σ το  ε δ . 3.1 (εξ. 3 .1 .3) ότι η δ ια νυ σ μ α τικ ή  ε ξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε ίν α ι 

x(p,q) = x,(p,q) ft, +x2(p,q) ftj +Χ3(Ρ .ά )^  (4 .6 .1 )

Ε π ίσ η ς  τ ο  δ ια φ ο ρ ικ ό  σ το ιχ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε ίνα ι 

dS = dp χ % dpdq Ξ χρ χ χί dpdq (4 .6 .2 )

Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ώ ρ α  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  κ ά θ ε τ ο υ  σ τ η ν  ε π ι φ ά ν ε ια  
μ ο να δ ια ίο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  A

P| =  -Xq- X Xq
|XD X *Q I

(4 .6 .3 )

η (4 .6 .2 ) γ ρ ά φ ε τ α ι  και ω ς  ε ξ ή ς

dS  = |χ ρ χ  xq | A dpdq = A |dS |

Σ υ ν ε π ώ ς  το  ε μ β α δ ό  τ η ς  επ ιφ ά ν ε ια ς  δ ίν ε τα ι α π ό  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

(4 .6 .4 )

J J  |dS | = J |  |x p x xq I dpdq (4 .6 .5 )

Σ τα  φ υ σ ικ ά  π ρ ο β λ ή μ α τ α  ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  π ρ ο κ ύ ψ ο υ ν  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  π ο υ  
π ε ρ ιέ χ ο υ ν  τ ο  δ ια φ ο ρ ικ ό  σ τ ο ιχ ε ίο  d S  π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ έ ν ο  μ ε  κ ά π ο ια  ά λ λ η  
σ υ νά ρ τη σ η  (β α θ μ ω τή  ή δ ια νυσ μ α τική ) σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ ο υ ς  α κ ό λ ο υ θ ο υ ς  τ ρ ό π ο υ ς

J  J  Φ(ΧνΧ2,Χ3) (4 .6 .6 )

J |  Φ(χ1(χ 2,χ3) dS , (4 .6 .7 )
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1 8 8

J 1  F(x) d S , (4 .6 .8 )

s

J J F(x) x dS (4 .6 .9 )

s

Τ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  α υ τ ά  κ α λ ο ύ ν τ α ι ε π ιφ α ν ε ια κ ά  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α . Ε ιδ ικ ό τ ε ρ α  τ ο  
ε π ιφ α ν ε ια κ ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  F, δ η λ . τ ο  (4 .6 .8 ) κ α λ ε ίτ α ι 

. π  ο ο ή  m e  F  δ ια  υ έ σ ο υ  τ η ς  S  και θ α  σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι ω ς

Γ ια  τη  χ ρ η σ ιμ ό τ η τ α  τ ω ν  π α ρ α π ά ν ω  ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν  α ς  δ ώ σ ο υ μ ε  ο ρ ισ μ έ ν α  
π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  α π ό  δ ιά φ ο ρ ε ς  φ υ σ ικ έ ς  ε φ α ρ μ ο γ έ ς .

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι η σ υ ν ά ρ τ η σ η  Τ (χ) π α ρ ισ τ ά ν ε ι  τη  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία  κ ά θ ε  
σ η μ ε ίο υ  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  π ο υ  κ α λ ύ π τ ε τ α ι  α π ό  έ ν α  ο μ ο γ ε ν έ ς  υ λ ικ ό  μ ε  σ υ ν τ ε λ ε σ τ ή  

θ ε ρ μ ικ ή ς  α γ ω γ ιμ ό τ η τ α ς  κ. Η κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  ρ ο ή ς  τ η ς  θ ε ρ μ ό τ η τ α ς  δ ίν ε τ α ι  σ ύ μ φ ω ν α  

μ ε  το  ν ό μ ο  το υ  F ourier α π ό  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο

Τ ο α ρ ν η τ ικ ό  σ η μ ε ίο  ε ισ ή χ θ η κ ε  ώ σ τ ε  ο  π α ρ ά γ ο ν τ α ς  κ ν α  ε ίν α ι θ ε τ ικ ό ς ,  κ α θ ό σ ο ν  η 

θ ε ρ μ ό τ η τ α  ρ έ ε ι  α ν τ ίθ ε τ α  π ρ ο ς  τ η ν  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η  α ύ ξ η σ η ς  τ η ς  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς . Τ ο  

μ έ τ ρ ο  τ ο υ  F δ ίν ε ι  τ ο  ρ υ θ μ ό  ρ ο ή ς  τ η ς  θ ε ρ μ ό τ η τ α ς  α ν ά  μ ο ν ά δ α  ε π ιφ ά ν ε ια ς  

κ ά θ ε τ η ς  σ τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  F.

Γ εν ικ ό τερ α *  α ν  Α ε ίν α ι τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  κ ά θ ε τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  π ά ν ω  σ ε  τ υ χ α ία  ε π ιφ ά ν ε ια ,  
ο  ρ υ θ μ ό ς  ρ ο ή ς  τ η ς  θ ε ρ μ ό τ η τ α ς  α ν ά  μ ο ν ά δ α  ε π ιφ ά ν ε ια ς  δ ίν ε τ α ι  τ ό τ ε  α π ό  τ ο  

ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

F· A = -  κ A- V Τ(χ)

Έ σ τ ω  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  τμ ή μ α  6Sj τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  S . Τ ό τ ε  α ν  

f(x(i)) = -  κ Α· V Τ(χ(ΐ))

η τ ιμ ή  τ η ς  π α ρ α π ά ν ω  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  σ τ ο  χ ( ΐ) , α π ό  τ ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  τ μ ή μ α  6 S j θ α  

δ ιέ ρ χ ε τ α ι  ρ ο ή  θ ε ρ μ ό τ η τ α ς  ίση  μ ε

(4 .6 .9 )

s

F = -  κ V Τ (χ)

f(x(i))5Sj = -  κ Α· V T (x(i))5S i
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(Το α ρ νη τικ ό  σ η μ είο  υ π ο δ η λ ώ ν ε ι ότι ε ν ώ  το  VT σ τ ο χ ε ύ ε ι σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  μ ε γ ίσ τ ο υ  
ρ υ θ μ ο ύ  α ύ ξ η σ η ς  τ η ς  θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία ς , η θ ε ρ μ ό τ η τ α  ρ έ ε ι  α ν τ ίθ ε τ α  α ν  κ> 0  κ α θ ώ ς  
α ν α φ έ ρ α μ ε  π ιο  πά νω ).

Αν τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  έ χ ε ι  χ ω ρ ισ θ ε ί σ ε  η μ ικρά τμ ή μ α τα  δ β , τ ό τ ε  

π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ά  μ π ο ρ ο ύ μ ε  να  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  το  σ υ ν ο λ ικ ό  ρ υ θ μ ό  ρ ο ή ς  α ν ά  μ ο ν ά δ α  
χ ρ ό ν ο υ  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι α π ό  τη ν  επ ιφ ά ν ε ια ,

-  Σ  κ A* V Τ(χ(ί))δβ,
ι=1

Η α κ ρ ιβ ή ς  τιμή  β ρ ίσ κετα ι ό τα ν  π ά ρ ο υ μ ε  το  όρ ιο  τ η ς  τ ε λ ε υ τ α ία ς , κ α θ ώ ς  ο  α ρ ιθ μ ό ς  
η μ ε γ α λ ώ ν ε ι  α π ε ρ ιό ρ ισ τ α  και τ ο  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ ο  α π ό  τ α  τ μ ή μ α τ α  6 S j γ ίν ε τ α ι

α π ε ρ ιό ρ ισ τ α  μικρό. Τ ό τε

Δ η λ α δ ή  η σ υ νο λ ικ ή  ροή  θ ε ρ μ ό τ η τα ς  δ ιε ρ χ ό μ ε ν η  α π ό  τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  S  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  
σ τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  ε ν ό ς  δ ιπ λ ο ύ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α το ς  τ η ς  μ ο ρ φ ή ς  τ η ς  εξ . (4 .6 .9 ).

ό π ο υ  σ τη  σ υ γκ εκ ρ ιμ έν η  π ερ ίπ τω σ η  έ χ ο υ μ ε , F = -  κ V Τ(χ)

Α ν ά λ ο γ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  και α π ό  τ ο ν  η λ ε κ τρ ισ μ ό .
Η ρ ο ή  ε ν ό ς  η λ εκ τρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  Ε δ ια  μ έσ ο υ  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ο υ ς  τ μ ή μ α τ ο ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  
δ β ί ε ίνα ι

η

η

ΦΡ= JJ(F-A)dS

δΦ Ε = Ε ,Ά δβ , = Ε, · δβ ,

Η σ υ νο λ ικ ή  ρ ο ή  δ ια  μ έσ ο υ  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  S ε ίγ α ι τό τ ε  π ρ ο σ ε γ γ ισ τ ικ ά

η η
Σ  δΦ, = Σ  Ε(χ(Ι))·Αδ8,
i=1 i=1

και η α κ ρ ιβ ή ς τιμή  δ ίν ε τ α ι σ το  ό ρ ιο  η-><»

ΦΕ =J J Ε (χ) · AdS
8

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .1

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τ ο  ν ό μ ο  τ ο υ  G a u ss , η ρ ο ή  τ ο υ  η λ εκ τρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι  
μ έ σ α  α π ό  κ λ ε ισ τή  ε π ιφ ά ν ε ια  ε ίν α ι α ν ά λ ο γ η  τ ο υ  φ ο ρ τ ίο υ  π ο υ  π ε ρ ιέ χ ε τ α ι  σ τ ο ν
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ό γ κ ο  π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε ι  η ε π ιφ ά ν ε ια .  Ν α β ρ ε θ ε ί τ ο  η λ ε κ τρ ικ ό  π ε δ ίο  σ ε  α π ό σ τ α σ η  χ  

α π ό  σ η μ ε ια κ ό  φ ο ρ τ ίο  q.

Λ ύ σ η  :

Η ρ ο ή  η λ εκ τρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  δ ια  μ έσ ο υ  ε π ιφ ά ν ε ια ς  S  ε ίν α ι 

®E = [ | E ( x ) i k t S = ^
S

ό π ο υ  η  π ρ ώ τη  ισ ό τ η τ α  ε ίν α ι ο ρ ισ μ ό ς  κα ι η  δ ε ύ τ ε ρ η  ε ίν α ι  σ υ ν έ π ε ια  τ ο υ  ν ό μ ο υ  τ ο υ  

G a u s s .  Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  μ ια  σ φ α ίρ α  α κ τ ίν α ς  r= |x |, μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ ο  φ ο ρ τ ίο  q . Γ ια  
λ ό γ ο υ ς  σ υ μ μ ε τ ρ ία ς , τ ο  η λ ε κ τ ρ ικ ό  π ε δ ίο  ε ίν α ι α κ τ ιν ικ ό  κ α ι τ ο  μ έ τ ρ ο  τ ο υ  θ α  έ χ ε ι  
τ η ν  ίδ ια  τ ιμ ή  π α ν τ ο ύ  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  τ η ς  σ φ α ίρ α ς . Δ η λ α δ ή

Ε = Ε (γ) e r , e / /  Α και 

Ε · Λ = Ε(Γ)

Τ ό τ ε

ΦΕ = E(r) J  J  d S  = Ε· Α 4 πγ2 = ξ -

S °

Ά ρ α

Ε · A =E(r) = q
4 π ε0Γ2

ο π ό τ ε

Ε = - g - i § 
4 π ε 0 r2

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 .6 .2

Ν α  β ρ ε θ ε ί  τ ο  η λ ε κ τ ρ ικ ό  π ε δ ίο  π ο υ  δ η μ ιο υ ρ γ ε ίτ α ι α π ό  ά π ε ιρ η  ε υ θ ε ία  μ ε  φ ο ρ τ ίο  λ  

α ν ά  μ ο ν ά δ α  μ ή κ ο υ ς  ω ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  α π ό σ τ α σ η ς  χ  α π ό  α υ τ ή .  Ν α  
χ ρ η σ ιμ ο π ο ιη θ ε ί  ο  ν ό μ ο ς  τ ο υ  G a u s s  ό π ω ς  α υ τ ό ς  δ ια τ υ π ώ θ η κ ε  σ τ ο  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  

π α ρ ά δ ε ιγ μ α .

Λ ύ σ η  :

Γ ια  λ ό γ ο υ ς  σ υ μ μ ε τ ρ ία ς  κ α ι π ά λ ι  τ ο  π ε δ ίο  Ε έ χ ε ι  δ ιε ύ θ υ ν σ η  κ ά θ ε τη  ω ς  π ρ ο ς  τ η ν  
ά π ε ιρ η  γ ρ α μ μ ή . Α ν θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι η γ ρ α μ μ ή  α υ τή  σ υ μ π ίπ τ ε ι  μ ε  τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3, 
τ ό τ ε  σ ε  α π ό σ τ α σ η  χ  τ ο  π ε δ ίο  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  Ε = E (r) ΑΠ ό π ο υ  ΑΠ τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  
δ ιά ν υ σ μ α  κ ά θ ε τ ο  σ τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3 δ η λ . ό λ η  η π α ρ ά π λ ε υ ρ η  ε π ιφ ά ν ε ια ,  σ χ . 4 .5 .2 . Τ ο
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π ρ ό β λ η μ α  έ χ ε ι  κ υ λ ιν δ ρ ικ ή  σ υ μ μ ε τρ ία , σ υ ν ε π ώ ς  ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  μ ια  κ υ λ ιν δ ρ ικ ή  
ε π ιφ ά ν ε ια  α κ τ ίνα ς  r, μ ε  ά ξ ο ν α  τ ο ν  χ 3, π ο υ  έ χ ε ι  μ ή κ ο ς h.

Σ χ ή μ α  4 .6 .1 . Η  γ εω μ ετρ ία  ττου δ ιέπ ε ι το  η λ εκ τρ ικ ό  π εδ ίο  γύρω  απ ό άπ ειρη  

γραμμή φ ορ τισ μ ένη .

Η ε π ιφ ά ν ε ια  α υ τ ή  ε ίν α ι κ α τά  τμ ή μ α τα  σ υ ν ε χ ή ς  κα ι π ρ έ π ε ι  ν α  χ ω ρ ίσ ο υ μ ε  τ ο  
ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  G a u s s  σ ε  τρ ία  τμ ή μ α τα  έ ν α  γ ια  τη ν  π α ρ ά π λ ε υ ρ η  ε π ιφ ά ν ε ια  και δ ύ ο  
γ ια  τ ις  β ά σ ε ις  το υ  κ υ λ ίνδ ρ ο υ . Ο μ ω ς  λ ό γ ω  σ υ μ μ ε τρ ία ς  το  Ε ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ ο  σ τ ις  
β ά σ ε ις  ά ρ α  Ε· Αρ = 0. Σ υ ν ε π ώ ς  α ρ κ ε ί ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  μ ό ν ο  σ τη ν  

π α ρ ά π λ ε υ ρ η  ε π ιφ ά ν ε ια

J J  Ε· dS  =JJ Ε· ΑΠ |dS | = E(r)JJ |d S | = E(r) 2nrh Λ  

άρα E«  -

ό π ο υ  ^· = λ  τα  φ ο ρ τ ία  α ν ά  μ ο ν ά δ α  μ ή κ ο υ ς.

ιI
Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .3

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

! s i *
s

γ ια  θ ε τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς  τ ο υ  χ 3, π ά ν ω  σ ε  σ φ α ίρ α  α κ τ ίν α ς  r=a. Να γ ίν ε ι  το  ίδ ιο  γ ια  τ ις  
α ρ ν η τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς  τ ο υ  χ 3. Π οιό ε ίνα ι το  α π ο τ έ λ ε σ μ α  γ ια  ό λ ε ς  τ ις  τ ιμ έ ς  το υ  χ3;
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Λ ύ σ η :

Έ χ ο υ μ ε  ή δ η  δ ε ι  σ τ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  3 .1 .1  ό τ ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τ υ χ α ίο υ  
σ η μ ε ίο υ  τ η ς  σ φ α ίρ α ς  ε ίν α ι

χ (θ ,φ ) = a  {sin9 cosip  ft, + εΐηθ sin ip  ftj +  c o s9  f t j

ό π ο υ  έ χ ο υ μ ε  ε π ιλ έ ξ ε ι  ρ = θ  κα ι q=cp. Α π ό  τ ο  ίδ ιο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  
ό τ ι

Xg χ χφ =a2 {sin  ̂(coscp ft, +εϊηφ ftg) + βΐηθ cos9 ftj

Είναι τότε dS = Xg x χ ψ άθάφ . Η συνθήκη Xj>0 σημαίνει ότι 0< θ< π/2, οπότε
π

2π 2
JJ dS = J d<p J όθ Χ3 χ χφ 

0 0
π

2π 2
= a2 J άφ J (19 (ft, sin2 9 costp +&, sin^ sincp +ftj sin9 cos9}

0 0

n
2n 2

ftg Jd<p J  sin9 cos9 d9

= 0 + 0 +ftg2n a2 J cos9 d cos9

=fta · 2 n a 2 · ~  =  ftgna2

Γ ια  τ ι ς  α ρ ν η τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς  τ ο υ  Xg ό μ ο ια  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  ό τ ι  j  j  d S  = -  ftgna2. 

T o  σ υ ν ο λ ικ ό  α π ο τ έ λ ε σ μ α  γ ια  ό λ α  τ α  χ 3 ε ίν α ι π ρ ο φ α ν ώ ς  μ η δ έ ν .
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .4

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τε ί η ροή  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  

F(x) =δ, +χ, χ 2 §2

δ ια  μ έσ ο υ  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  π ο υ  δ ίν ε τα ι α π ό  τ ις  π α ρ α μ ε τρ ικ έ ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  

χ , = ρ + q, x2 = Ρ -  q, x3 = ρ2 

ό π ο υ  0 <  ρ, q $ 1 .

Λύση  :

Θ α π ρ έ π ε ι ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  

j j  F(x) · dS

T o dS  μ ε  τη  χρ ή σ η  τ η ς  (4.6.2) ε ίνα ι

dS = fdx δχλ dpxjq 
[dp d p )  ™

= (δ, +δ2 +2ρδ3) χ(6ι - δ 2) dpdq = 2pdpdq  (δ, +δ2)

Τ ό τε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ίνα ι

1 1
g J d p d q  = J J ( 6 , + x 1 x2 §2) %  * g ) * dq-

1 1
[δ, +(ρ2 - q 2)§2)· {δ, +δ2 +2ρδ3) χ (δ, - δ 2) dpdq =

J  dp  J dq  (2p3 -  2pq* +2p) = £

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 .6 .5

' Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί η ροή  το υ  π ε δ ίο υ  F = χ , δ ,  + χ 2 δ 2 + χ3 δ 3 δ ια  μ έσ ο υ  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  

κύβου  μ ε  α κ μ έ ς  π α ρ ά λ λ η λ ε ς  π ρ ο ς  τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  μ ε  μ ή κ ο ς  α κ μ ώ ν  ίσο  μ ε  τη  μ ο ν ά δ α , 
ο  ο π ο ίο ς  β ρ ίσ κ ετα ι τ ο π ο θ ε τ η μ έ ν ο ς  ό π ω ς  φ α ίν ε τ α ι σ το  σ χ ή μ α  (4 .6 .2 ).
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ί)
Γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  α π ό  τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  3 , ό τ ι η ε π ιφ ά ν ε ια  κ ύ β ο υ  ε ίν α ι  κ α τ ά  τ μ ή μ α τ α  j 
σ υ ν ε χ ή ς .  Ε π ο μ έ ν ω ς  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  (4 .6 .9 ) π ρ έ π ε ι  ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  ξ ε χ ω ρ ισ τ ά  σ ε  j 
κ ά θ ε  μ ία  α π ό  τ ις  έ ξ ι  ε π ιφ ά ν ε ιε ς .  Έ χ ο υ μ ε

Σ χ ή μ α  4 .6 .2 . Η  ρ ο ή  το υ  π εδ ίο υ  F  = χ , e , +  χ 2 § 2 + χ3 δ 3 δ ια  μ έ σ ο υ  τη ς  επ ιφ ά ν ε ια ς  

ε ν ό ς  κύβου.

Λ ύ σ η :

ί ί F' dS -  £  J J F ' 'dSJ
Γ ια  τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  S i  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  κ ά θ ε το  δ ιά ν υ σ μ α  ε ίν α ι Α, =  σ υ ν ε π ώ ς

1 1
J J  F · A, fdSJ = J  J  (χ, δ, + χΑ  +Χ3§3) -e^dxjcbg

00

=  X, J | d x 2dx3 =  x1 

0 0

Ο μ ω ς  π ά ν ω  σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  S ,, χ , =1 ά ρ α  J J  F  · A, |d S ,| = 1 .

Η S 2 β ρ ίσ κ ε τα ι α π έ ν α ν τ ι  α π ό  α υ τ ή  κα ι σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  α υ τ ά  π ο υ  ε ίπ α μ ε  σ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  

3  σ χ ε τ ικ ά  μ ε  τ ο ν  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό  τ ω ν  κ λ ε ισ τώ ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν  ε ίν α ι Α2 = - § , .  Ά ρ α

J J  F  · A, |d S e| « , J |  6 ,· ( - » ,)  d X j tb t j s - x ,
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Ο μ ω ς π ά ν ω  σ τη ν  S 2, ε ίνα ι χ ,= 0 , ά ρ α  J J  F · Α2 |d S 2| = 0

Α ν ά λ ο γ α  ε ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε  και γ ια  τ ις  ά λ λ ε ς  ε π ιφ ά ν ε ιε ς . Τ ελ ικά  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  

0 E = j j F - A ,  |dSJ = 3

Για π α ρ α λ λ η λ ε π ίπ ε δ ο  α κ μ ώ ν  a ,b ,c  ε ίνα ι 

Φρ =3V V = a b c

Τ ο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  α υ τ ό  ε ίν α ι  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  τ ο υ  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ι σ μ ο ύ  τ ο υ  
π α ρ α λ λ η λ ε π ιπ έ δ ο υ .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .6 .6

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ε π ιφ α ν ε ια κ ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  κ ά θ ε τ η ς  σ υ ν ισ τ ώ σ α ς  τ ο υ  
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  F  = x2,6 , + χ ,χ 2δ 2 + χ ,χ 3δ3 π ά ν ω  σ τη ν  ε π ιφ ά ν ε ια  τ ρ ιγ ώ ν ο υ  μ ε  κ ο ρ υ φ έ ς  

(1 ,0 ,0 ), (0 ,2 ,0 ) και (0 ,0 ,3 ).

Λ ύ σ η :

Α πό τ η ν  εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ  (εδ .1 .1 0 )

Α ·χ = η,χ, +π2χ2 +π3χ3 = π,χ0, +η2χ°2 +η3χ°3

μ π ο ρ ο ύ μ ε  ε ύ κ ο λ α  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ι ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  μ ο ν α δ ια ίο υ , κ ά θ ε τ ο υ  σ τ η ν  
ε π ιφ ά ν ε ια  το υ  τρ ιγ ώ ν ο υ , δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  A = (η,, η2, η3) Π ρ ά γμ α τι

Α ·χ = ιγ  1 = η2·2 = η3·3

ό π ο υ  κ ά να μ ε  χ ρ ή σ η  τω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  τω ν  κ ο ρ υ φ ώ ν  τ ο υ  τ ρ ιγ ώ ν ο υ . Τ ό τ ε  

Α = £ ( 6 δ 1+3 δ 2 +2δ3)

Σ χήμ α  4 .6 .3 . Η  τομή του επ ιπέδου  6 χ , + 3 χ2 +2χ3 = 6  μ ε  το  επ ίπ εδο τω ν αξόνω ν. 

και η εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ  ε ίνα ι
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6χ, +3χ2 +2χ3 = 6

Η π ρ ο β ο λ ή  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  F  σ τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  Α ε ίν α ι τ ό τ ε  

F (x )A  = j  (6χ2, +3χ,χ2 +2χ,χ3)

ο
Ε π ίσ η ς  α π ό  τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  3  ( σ χ έ σ η  (3 .1 .2 4 )  ) έ χ ο υ μ ε  c o s y  = A’e 3 =  j  κ α ι

|d S |= d x 1d x 2 ό π ο υ  τ ο  χ, μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι  σ το  (0 ,1 ) και τ ο  χ 2 α π ό  μ η δ έ ν  μ έ χ ρ ι  τ η ν  
κ α μ π ύ λ η  χ 2 = 2 ( 1 -  χ ,) , (Β λ έπ ε  σ χ . 4 .6 .3 ) . Τ ό τε  έ χ ο υ μ ε

ihsi 1 ΐ2(1"Χι)
I I (F ' Α) ooiy = 2 I  I (6χ2’ +3χ’Χ2 +2xixa> dx^

0 ο

Σ το  τ ε λ ε υ τ α ίο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  σ υ μ μ ε τ έ χ ε ι  η μ ε τ α β λ η τ ή  Xg, η  ο π ο ία  ό μ ω ς  μ π ο ρ ε ί ν α  
ε κ φ ρ α σ τ ε ί  σ ε  σ υ ν ά ρ τη σ η  τ ω ν  χ ν  Χ2 α π ό  τη ν  εξ ίσ ω σ η  τ ο υ  ε π ιπ έ δ ο υ . Ε ίνα ι

χ3 = \ (6 -  6χ, -  3χ2)

Α ν τ ικ α θ ισ τ ώ ν τα ς  σ τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  έ χ ο υ μ ε  

' 12(1- χ,)
|  J  3 χ , ό χ ,ό χ 2 = 1 

0 0

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 .6 .7

Δ ίν ε τ α ι  η δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F = χ 1ό 1 + χ2§ 2 + 2 χ 3§ 3 κ α ι η  ε π ιφ ά ν ε ια  

π α ρ α β ο λ ο ε ιδ ο ύ ς  χ 2, + χ 22 + χ 3 = 1 , γ ια  χ 3>0 (β λ έ π ε  σ χ .  4 .6 .3 ) . Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  

ε π ιφ α ν ε ια κ ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

V

Σ χ ή μ α  4 .7 .3 . Η  επ ιφ ά ν ε ια  το υ  π α ρ α β ο λο ειδ ο ύς  x2t +χ22 + X3 =1, γ ια  χ3>0 .
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Λύση :

Α π ό  τη  θ εω ρ ία  τω ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν  γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι τ ο  κ ά θ ετο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  
τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε ίνα ι

Η εξ ίσ ω σ η  τη ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  γ ια  τ ο  π α ρ α β ο λ ο ε ιδ έ ς  ε ίνα ι 

Φ(χ„ χ2, χ3) = χ2,+ χ22 + χ3 =1
Ά ρ α

ft Φ̂ 2χ,§, +2χ£, +δ3
Ι*ΦΙ V 4χ2ι +4χ22 +1

Σ ύ μ φ ω ν α  με ό σ α  α ν α φ έρ α μ ε  και σ τη ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  άσ κηση  

ό π ο υ  ο ο εγ  = δ3 Ά = -  (4χ21*+4χ22 + 1)'1/2

F-A 2χ21+ 2χ 22 + χ3 

V  4 χ 2, + 4 χ22 +1
και |dS| sdx^Xj

Α π ό  τ ο  σ χ ή μ α  και τ η ν  ε ξ ίσ ω σ η  τ ο υ  π α ρ α β ο λ ο ε ιδ ο ύ ς  σ υ ν ά γ ο υ μ ε  τ α  ό ρ ια  
ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η ς  τ ω ν  χ, και χ 2. Η εξ ίσ ω σ η  γ ια  το  χ 2 π ρ ο κ ύ π τε ι θ έ τ ο ν τ α ς  χ 3= 0 σ τ η ν  

ε ξ ίσ ω σ η  τ ο υ  π α ρ α β ο λ ο ε ιδ ο ύ ς .  Α ρα  χ 2 = ±  λ/ 1 *χ2,. Το χ , μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι  σ τ ο  

δ ιά σ τη μ α  [1 ,-1 ]. Ε χο υ μ ε  τ ό τ ε

1
F* dS = -  J  dx,

V 1-Χ 21
[ dx2 (2χ2,+ 2χ22 +χ3 )

- v i b
1 Vi-x2,

= fdx, f{2 x21+2 x22 +(1 -x 21-x 22 )}dx2
- 1 w i b ,

V i-χ2,
J  dx2.(x2,+ x22 +1)
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= 2 Jdx, Ίΰχ2, ( xzi+3 (1_χ2ι) +1)
-1

= 4 J d x 1 ( | x 2i+ |· )

0

Θ έ τ ο υ μ ε  x ,= sin 0  και d x ^ c o s B d e , ο π ό τ ε

π/2
F d S  s  4  J c o s20 ( ^  s in 20 + ^ ) 

0
d0

3  -  | c o s 4 0  + |c o s 2 0  ) d0  = y

4 .7  Ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  Ό γ κ ο υ

Α ς  υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  ό τ ι μ α ς  δ ίν ε τ α ι  μ ια  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  Φ (χ) ο ρ ισ μ έ ν η  σ ε  
τ ό π ο  V κ α ι σ τ ο  σ ύ ν ο ρ ο  α υ τ ο ύ .

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  κ ύ β ο  α ρ κ ε τ ά  μ ε γ ά λ ο  έ τ σ ι  ώ σ τ ε  ν α  κ α λ ύ π τ ε ι π λ ή ρ ω ς  τ ο ν  τ ό π ο  V. Σ τη  

σ υ ν έ χ ε ια  υ π ο δ ια ιρ ο ύ μ ε  τ ο ν  κ ύ β ο  σ ε  μ ικ ρ ά  π α ρ α λ λ η λ ε π ίπ ε δ α  μ ε  ε π ίπ ε δ α  κ ά θ ε τ α  
σ τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  ο ρ θ ο γ ω ν ίο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  π ο υ  έ χ ε ι  τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  π α ρ ά λ λ η λ ο υ ς  μ ε  
τ η ς  α κ μ έ ς  τ ο υ  κ ύ β ο υ  (σ χ ή μ α  4 .7 .1 ) .  Α γ ν ο ο ύ μ ε  τ α  π α ρ α λ λ η λ ε π ίπ ε δ α  π ο υ  δ ε ν  

έ χ ο υ ν  κ ο ιν ό  σ η μ ε ίο  μ ε  τ ο ν  τ ό π ο  V, κ α ι σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  ε κ ε ίν α  π ο υ  έ χ ο υ ν ,  μ ε  
δν,,...δνη. Ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  σ ε  κ ά θ ε  π α ρ α λ λ η λ ε π ίπ ε δ ο  δ \ή , έ ν α  σ η μ ε ίο  τ ο υ  (x'1t χ*2, χ '3) 

κα ι σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α

η
Σ  Φ(χ'„  x‘2, x'3) 5V,
i=1

(4 .7 .1 )
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Ω ς χ ω ρ ικ ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ο υ  β α θ μ ω το ύ  π ε δ ίο υ  Φ (χ ) ο ρ ίζ ε τ α ι  τ ο  ό ρ ιο  τ ο υ  
α θ ρ ο ίσ μ α τ ο ς  (4 .7 .1 ) κ α θ ώ ς  ο ι υ π ο δ ια ιρ έσ ε ις  τ ε ίν ο υ ν  σ τ ο  ά π ε ιρ ο , και τ α  δ \ή  σ τ ο

μ η δ έν

Σ χ ή μ α  4 .7 .1 . Ο  τό π ο ς  V π ερ ικ λείετα ι σ ε  έν α  κύβο ο  οπ οίος υ π ο δ ια ιρ ε ίτα ι σ ε  

σ το ιχε ιώ δ η  π αραλληλεπ ίπ εδα .

Σ η μ ειώ νο υ μ ε , ό τ ι γ ια  ν α  έ χ ε ι έν ν ο ια  η (4 .7 .2), π ρ έ π ε ι ν α  α π α ιτή σ ο υ μ ε  τ ο  ό ρ ιο  τ ο υ  
α θ ρ ο ίσ μ α τ ο ς  ν α  ε ίν α ι π ά ν τα  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  α π ό  τ ο ν  τ ρ ό π ο  υ π ο δ ια ίρ ε σ η ς  τ ο υ  V. 
Π ρακτικά , η ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  (4.7.2) γ ίν ε τα ι ω ς  εξ ή ς :

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τ η ν  υ π ο δ ια ίρ εσ η  σ ε  μ ικρά  π α ρ α λ λ η λ ε π ίπ ε δ α  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  
γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τ ο ν  σ τ ο ιχ ε ιώ δ η  ό γκ ο

dV = dx ,dx2dx3 (4 .7 .3 )

Η τ ε λ ε υ τ α ία  α ν τ ικ α θ ίσ τα ν τα ι σ τη ν  (4.7.2) και ο δ η γ ε ί σ ε  μία τρ ιπ λ ή  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  η 
ο π ο ία  γ ίν ε τ α ι δ ια δ ο χ ικ ά  γ ια  τ ις  μ ε τ α β λ η τέ ς  χ ,, χ 2, χ 3

η

ν

(4 .7 .2 )

(4 .7 .4 )
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2 0 0

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ε π ε κ τ ε ί ν ο υ μ ε  τ η ν  έ ν ν ο ια  τ η ς  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η ς  ό γ κ ο υ  κ α ι σ ε  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις .  Α ν F(x) ε ίν α ι έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  π ε δ ίο  π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι 
μ έ σ α  και π ά ν ω  σ το  σ ύ ν ο ρ ο  τ ό π ο υ  V, τ ό τ ε  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ό γ κ ο υ  τ η ς  F σ τ ο ν  ε ν  

λ ό γ ω  τ ό π ο  ε ίνα ι:

J J  { F(X) dV =§,111 F ,(x ) dV +§2J J J  F2(x ) dV +e3| | |  F3(x) dV (4 .7 .5 )

v

Σ τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τ ω ν  ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τω ν  ό γ κ ο υ , δ ια π ισ τ ώ ν ο υ μ ε  ό τ ι π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  
ε ίν α ι  β ο λ ικ ό τ ε ρ ο  ν α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  α π ό  τ ις  
κ ο ρ τ ε σ ια ν έ ς .  Γ ν ώ μ ο ν α  γ ια  τη  σ ω σ τή  ε π ιλ ο γ ή  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  α π ο τ ε λ ε ί  

σ χ ε δ ό ν  π ά ν τ α  η σ υ μ μ ε τρ ία  τ ο υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς . Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  σ ε  π ρ ο β λ ή μ α τ α  μ ε  

σ φ α ιρ ικ ή  σ υ μ μ ε τ ρ ία  ε ί ν α ι  σ υ μ φ έ ρ ο ν  ν α  ε ρ γ α σ θ ο ύ μ ε  σ τ ι ς  σ φ α ιρ ικ έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  (r, θ , φ ) οι ο π ο ίε ς  σ υ ν δ έ ο ν τ α ι  μ ε  τ ις  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  χ , 23 ( β λ έ π ε  και

ε δ ά φ ιο  6 .3  π ιο  κά τω ) ω ς  ε ξ ή ς : 

χ , = r είηθ  ο ο εφ

χ ? = r είηθ ε ίη φ  (4 .7 .6 )

χ 3 = r c o s6

Τ ο σ τ ο ιχ ε ίο  τ ο υ  ό γ κ ο υ  σ το  ν έ ο  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  β ρ ίσ κ ε τα ι σ ύ μ φ ω ν α  μ ε 

τη  σ χ έ σ η

drdB dcp  (4 .7 .7 )

Η π α ρ α π ά ν ω  ο ρ ίζ ο υ σ α  κ α λ ε ίτ α ι Ια κω β ια νή  (Jaco b ian ), και σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι μ ε  ϋ(Γ,θ,φ), 
χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ε ι  δ ε  τ ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  α π ό  το  κ α ρ τε σ ια ν ό  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  

σ τ ο  α ν τ ίσ τ ο ι χ ο  τ ω ν  σ φ α ιρ ικ ώ ν . Τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  α π ό  έ ν α  σ ύ σ τ η μ α  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  σ ε  κ ά π ο ιο  ά λ λ ο  θ α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  δ ιε ξ ο δ ικ ά  σ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  VI. Σ τη ν  
ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ η ς  ε ξ .  (4 .7 .6 ) η  Ια κω β ια νή  μ π ο ρ ε ί ε ύ κ ο λ α  ν α  υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί

dV  =

dx, dx, dx, 
dr δθ δφ

dx, dx? δχ9 
dr δθ δφ

δΧΛ dx3 dxa
Άτ Λ,γν



201

ϋ(Γ,θ,φ)

sin0 cosip rcosecoscp - r s in e  sincp 

sine sinip rcos0 sincp rsine costp 

cos0 - r s in e  0

=r2sin0 (4 .7 .8 )

Ά ρ α  σ τ ις  σ φ α ιρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  τ ο  σ το ιχ ε ίο  τ ο υ  ό γ κ ο υ  ε ίνα ι

dV =r2sin0 d r d0 d φ  (4 .7 .9 )

Γ εν ικ ά  τώ ρ α , ό τ α ν  ο ι μ ε τ α β λ η τ έ ς  τ ο υ  τρ ιπ λ ο ύ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ ο ς  ε ίν α ι ε π ιθ υ μ η τό  
ν α  α λ λ ά ξ ο υ ν  α π ό  χ ,,  χ2, χ 3 σ ε  έ ν α  ά λ λ ο  σ ύ σ τη μ α  υ ,, u2, υ3 σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  δ ο σ μ έ ν ο  

μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό  τ ω ν  σ υ ν τε τα γ μ έ ν ω ν ,

x, = xi (u1, u 2, u 3) i =  1 ,2,3 (4 .7 .1 0 )

τ ό τ ε ,  με τ η ν  π ρ ο ϋ π ό θ ε σ η  ό τ ι ο ι χ,( u 1f u2, u3) ε ίνα ι σ υ ν ε χ ώ ς  δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ε ς  και η J  
(u ,, u 2, u3) φ  0, μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε

Φ(χ„ x2, x3) dx,dx2dx3 

ν

Φ(χ, (υ,, u2, u3 )) M(uv u2, u3) |du , du2 du3 (4 .7 .1 1 )

Ά σ κ η σ η :  Ν α γ ρ α φ ε ί  τ ο  σ τ ο ιχ ε ίο  ό γ κ ο υ  d V = d x ,d x 2d x 3 σ τ ι ς  κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς

χ , =ρ cosip, χ 2 =ρ sincp,
χ3 = χ3 (Α πάντησ η  : dV =pdpdcpdx3 )

Παράδειγμα 4.7.1

Ν α β ρ ε θ ε ί  το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ό γ κ ο υ  τ η ς  ψ (χ·|, χ 2, χ 3) = (χ, + χ 2 χ 3), σ τ ο ν  ό γ κ ο  π ο υ  

ε σ ω κ λ ε ίο υ ν  οι ε π ιφ ά ν ε ιε ς  χ , =1, χ2 =2, χ3 = 1 + χ„  μ ε  τ α  ε π ίπ ε δ α  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν .

Λύση  :

Μ ε α π ' ε υ θ ε ία ς  α ν τ ικ α τά σ τα σ η  τ η ς  φ(χ) σ το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ό γ κ ο υ  έ χ ο υ μ ε :
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1. x2, *s) d x ,d x2dx3 =

1 2 1+x,
J  dx, J  dx2 J  dx3 (x, + x2 X3) =

0 0 0

2 1 1
= f d x 2 f dx , {χ,χ3 + ^ X 2X23}01+X1

0 oJ

2 1  1
= J  dx2 J  dx , {x-,(1 +x-i) + ^ x 2( 1+Xi)2}

0 0

= I  J  (5 + 7 x2) d x 2 = 4  

0

i

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  4 .7 .2

Ν α β ρ ε θ ε ί  ο  ό γ κ ο ς  π ε ρ ιο χ ή ς  π ο υ  π ε ρ ιβ ά λ λ ε τ α ι  α π ό  τ ι ς  α κ ό λ ο υ θ ε ς  ε π ιφ ά ν ε ιε ς ,  ϊ) 

Τ α  ε π ίπ ε δ α  χ ,Ο χ 2 και χ3 = 2 + χ ,+ χ 2. ϋ) Τ α  ε π ίπ ε δ α  χ , = χ2 = 0  κα ι ίϋ) τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  χ 2 
= 1 -χ* ,.

Λ ύ σ η  :

Η π ε ρ ιο χ ή  δ ε ίχ ν ε τ α ι  σ τ ο  σ χ ή μ α  π ο υ  α κ ο λ ο υ θ ε ί
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Η σ υ ν ισ τώ σ α  χ , μ ε τ α β ά λ λ ε τα ι σ τ ο  δ ιά σ τη μ α  0 < χ ,< 1 . Τ ό τε  η χ 2 κ α θ ο ρ ίζ ε τα ι α π ό  
τη ν  εξ ίσ ω σ η  χ2 = 1 -χ 2ν και η χ3 α π ό  τ η ν  εξ ίσ ω σ η  το υ  π ά ν ω  ε π ιπ έ δ ο υ  χ3= 2 + χ ,+ χ 2.

Έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε

11-^+><ι+χ2 1 1-χ2, 2+χ,+χ2
V = f  f  J dXi dx2 dx3 = f  dx, f  dx2 J dx3 

0 0 0 0 0 °
1 1-X2,

= J  dx, J  dx2 (2+ x1+x2) =

0 0 

1
= f  dx, (2 x2 +x2x , + \  x22 ) L  

0 1

1-x*,

f 5  1
= | ( |  + X i - 3 x 21 - x 31 + j x 4, ) d x i  =

3 7
20

I <

/

/
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I

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

4 .1 .1 . Η εξ ίσ ω σ η  κ α μ π ύ λ η ς  C  δ ίν ε τ α ι  α π ό  

x(t) = c o s  t e ,  + sin t §2 + e* § 3 , 0  <t < n /2

ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ε π ικ α μ π ύ κ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

j F d x

c

2
ό π ο υ  F  = χ2 — ■ ^  (-Χ ί^  + Χ2§ 2) + 2χ3δ 3

4 .1 .2 . Ν α  α π ο δ ε ιχ τ ε ί  η  (4 .1 .1 2 ) κ α ι ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  γ ια  r= 1 + c o s0 , 

α π ο  θ  = 0  έ ω ς  θ=  2 π .

4 .2 .1 . Α ν F = ~ x*f 1 ·+ χ2̂ 2 ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  Φ  F d x  σ ε  κ λ ε ισ τ ό  δ ρ ό μ ο  α κ τ ίν α ς
X I ■f X 2 *

r= a μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ η ν  α ρ χ ή  τω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν , π ά ν ω  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  χ 1Ο χ2.

4 .2 .2  Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  το  /  F· d r  α π ο  τ ο  σ η μ ε ίο  (0 ,1 ,1 )  μ έ χ ρ ι  (1 ,0 ,1 )  π ά ν ω  σ τ η ν  
2 2

κ α μ π ύ λ η  : χ^ +  Χ2 =  1

4 .2 .3 .  Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  F  μ ε  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς :
2 3

F-j= -  x 1 Χ2 κ α ι F2 =  ^

σ τ ο ν  κ λ ε ισ τ ό  δ ρ ό μ ο  π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι α π ο  τ η ν  κ α μ π ύ λ η  :

2 2 
X1 Xj>

p  +  ^ 2 =  1· χ 3 * ° ·

ί
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4 .2 .4 . Δ ίν ε τα ι το  π εδ ίο
Λ Λ

Ε = F (Χ1+Χ2) X·) + F (X-J-X2) Χ2

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π ά ν ω  σ τ ο ν  κ λ ε ισ τ ό  δ ρ ό μ ο  π ο υ  
σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι α π ο  τ α  ε υ θ ύ γ ρ α μ μ α  τμ ή μ α τα  μ ε κ ο ρ υ φ έ ς  (0 ,0 ), (1 ,0 ), (1 ,1 ) (0 ,1 ),

π ά ν ω  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  (χ · |0  Χ2). Σ υ γ κ εκ ρ ιμ ένα  ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  J Ε ·
c

d x  ισ ο ύ τα ι με

4 .3 .1 . Ε ξ η γ ε ίσ τε  τ ι π ερ ιο χ ή  είνα ι τ ο  π ε δ ίο  ο ρ ισ μ ο ύ  το υ  μ α γ ν η τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  Β π ο υ  
δ η μ ιο υ ρ γ ε ίτ α ι α π ό  σ υ ν ε χ έ ς  ρ εύμ α  π ο υ  δ ια ρ ρ έ ε ι α γ ω γ ό  κ α τα  μ ή κ ο ς τ ο υ  ά ξ ο ν α  Χβ,

4 .3 .2 . Τι π ε ρ ιο χ ή  ο ρ ίζο υ ν  τ α  σ η μ ε ία  τ ο υ  τρ ισ δ ιά σ τα τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  γ ια  τ α  ο π ο ία  
α) ζ> 0 ; β) ζ  >0; γ) c <Σχ(2 <d , c,d = π ρ α γ μ α τ ικ ο ί θ ετ ικ ο ί α ρ ιθ μ ο ί.

4 .4 .1 . Ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το  π ε δ ίο  
_  2 Λ 3 ΛF = x1 Xg Χ1 + Χ1Χ2Χ2 

δ ε ν  ε ίν α ι δ ια τη ρ η τ ικ ό  .

4 .4 .2 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το  :

2 Λ 3 Λ 2 Λ 
F  = 3χ ^ 2 Χ ι +(1+ χ1) Χ2 +9 Xg Χ2

ε ίν α ι δ ια τη ρ η τ ικ ό  .

4 .4 .3 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι το

F = 2 χ ! χ 2 e V  (1+χ*) + 6  4  4
/

ε ίν α ι δ ια τη ρ η τ ικ ό  . Ν α β ρ εθ ε ί τ ο  δ υ να μ ικ ό .

4 .4 .4 . Ν α μ ε λ ε τ η θ ε ί κ α τά  π ό σ ο  τ ο  π ε δ ίο
j Λ Λ

I - x 2Xi+X2Xi
2 2 

χ^ +Χ2
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ε ίν α ι  δ ια τ η ρ η τ ικ ό . Υ π ο λ ο γ ίσ τ ε  τ ο  V x F  κ α ι τ ο  δ υ ν α μ ικ ό  ε φ ό σ ο ν  υ π ά ρ χ ε ι .  Τι 
σ υ μ π ε ρ α ίν ε τ ε ;  Κ α τό π ιν  υ π ο λ ο γ ίσ τ ε  τ ο  ε π ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ο υ  F π ά ν ω  σ ε  
π ε ρ ιφ έ ρ ε ια  μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ ο  σ η μ ε ίο  (0 ,0 ,0 ) . Ξ α ν α ϋ π ο λ ο γ ίσ τ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  σ ε  
κ ύ κ λ ο  μ ε  κ έ ν τ ρ ο  π ο υ  δ ε ν  β ρ ίσ κ ετα ι π ά ν ω  σ τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3 . Υ π ά ρ χ ε ι α ν τ ίφ α σ η ;

4 .4 .5 . Η δ ύ ν α μ η  F = x /r3  ο ρ ίζ ε τ α ι π α ν τ ο ύ  σ τ ο  χ ώ ρ ο  ε κ τ ό ς  α π ο  τ ο  σ η μ ε ίο  (0 ,0 ,0 ). 
Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  δ υ ν α μ ικ ό  α ν  υ π ά ρ χ ε ι.  Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  έ ρ γ ο  π ά ν ω  σ ε  σ ω μ ά τ ιο  π ο υ  
κ ιν ε ίτα ι α π ο  τ ο  σ η μ ε ίο  (1 ,2 ,3 ) σ το  (2 ,3 ,5 ).

4 .4 .6 . Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  g ra d  τ η ς  ψ = ta n -1 Α ν α λ ύ σ α τ ε  τ ο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  τ η ς
*1

π ρ ά ξ η ς  α υ τ ή ς  σ ε  σ χ έ σ η  μ ε  τη ν  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η  ά σ κ η σ η . Υ π ά ρ χ ε ι α ν τ ίφ α σ η ;

4 .5 .1 . Ν α β ρ ε θ ε ί  έ ν α  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  γ ια  τη  σ υ ν ά ρ τ η σ η

4 .6 .1 . Μ ε τ ο  ν ό μ ο  τ ο υ  G a u s s  ν α  β ρ ε θ ε ί  τ ο  μ έ γ ε θ ο ς  τ ο υ  η λ ε κ τρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  σ ε  

α π ό σ τ α σ η  h α π ό  ά π ε ιρ ο  ε π ί π ε δ ο  μ ε  π υ κ ν ό τ η τ α  φ ο ρ τ ίο υ  σ  α ν α  μ ο ν ά δ α  
ε π ιφ ά ν ε ια ς .

4 .6 .2 . Κ υ λ ιν δ ρ ικ ό ς  μ ο ν ω τ ή ς  θ ε ρ μ ό τ η τ α ς  π ε ρ ιβ ά λ λ ε ι  σ ω λ ή ν α  α τ μ ο ύ . Έ σ τ ω  r= a  κα ι 

r= b  η  ε σ ω τ ε ρ ικ ή  κα ι ε ξ ω τ ε ρ ικ ή  α κ τ ίν α  τ ο υ  μ ο ν ω τ ή  κα ι Τ„ κα ι Tb ο ι θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ίε ς  

τ ο υ  ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  κ α ι ε ξ ω τ ε ρ ικ ο ύ  τ ο ι χ ώ μ α τ ο ς  τ ο υ  α ν τ ίσ τ ο ιχ α .  Ν α  β ρ ε θ ε ί  η  

θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία  T(r) σ τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  τ ο υ  μ ο ν ω τή , ω ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  α κ τ ίν α ς  r.

4 .6 .3 .  Δ ίν ε τ α ι  ο  τ ό ρ ο ς  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς ,  μ ε  μ ε γ ά λ η  κ α ι μ ικ ρ ή  α κ τ ίν α  R o και r0  

α ν τ ίσ τ ο ιχ α .  Ν α  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε ι  τ υ χ α ίο  σ η μ ε ίο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  μ ε  τ ι ς  γ ω ν ί ε ς  θ  κα ι φ  

τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς .  Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  η  ε π ιφ ά ν ε ια  τ ο υ .

(α π ά ν τη σ η : -  ^  X2, δ3)

V

(Α π. S  = 4 n 2R 0r0)

4 .7 .1 . Ε σ τ ω  F=  χ 2, δ η + χ2έ2 + χ3§3· Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν  τ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α

γ ια  τ ο ν  κ ύ β ο  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς .  Τ ι π α ρ α τ η ρ ε ίτ ε ;
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Σχήμα : Ο κύβος της άσκησης 4.7.1
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4.7 .2 . Να βρεθεί ο όγκος που περιβάλλεται από τις επιφάνειες

χ3 = exp {-χ2, -  χ22} 

χ2, +χ22 = 1 και χ3 = 0

(Οι κυλινδρικές συντεταγμένες ίσως αποβούν χρήσιμες.)

4 .7 .3 . Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα

Σγήυα : τμήμα επιφάνειας σφαίρας της άσκησης 4.7.3.

πάνω στο τμήμα επιφάνειας σφαίρας ακτίνας a που ορίζεται μεταξύ των θετικών 
τμημάτων των αξόνων (x1tX2,x3) (βλέπε σχήμα).

4 .7 .4 . Έστωσαν δύο μη μηδενικές συναρτήσεις Φ (χ ), F (x ), για τις οποίες ισχύει V  ν. 
(φ· F) = Φ V  F . ϊ) Με τη χρήση γνωστής ταυτότητας να βρεθεί μία σχέση για τις

Φ και V  F . ϋ) Αν F (x ) = r ( sin φ cos φ §2) και V-F=r-2 όπου r = |χ| = | χ·| + Χ2
ψ

έ , |, να βρεθεί η Φ(χ) .

4 .7 .5 . Να υπολογιστεί ο όγκος ελλειψοειδούς με ημιάξονες a,b ,c. (Απάντηση V 
=4π abc/3)

4 .7 .6 . Έστω  κύλινδρος ύψους h και ακτίνα βάσεων ίση με a. Έστω επίπεδο Ε το 
οποίο ορίζεται απο τη διάμετρο d και ένα σημείο Μ της περιφέρειας της άλλης 
βάσης. Να δειχτεί ότι το τμήμα του κυλίνδρου που περικλύεται απο τα επίπεδα
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Ε ,Β  και την κυρτή επιφάνειά του έχει όγκο Ισο με V=2 h/(3 a2). Με τη χρήση του 
αποτελέσματος τούτου αποδείξτε το ακόλουθο

Θεώοπυα του Αογιυήδπ: Αν σε ορθό πρίσμα με τετράγωνες βάσεις είναι 
εγγεγραμένος κύλινδρος που έχει βάσεις εγγεγραμένες στις βάσεις αυτού και οι 
τέσσερις γενέτηρές σου ανα μία μέσα στις τετράπλευρες έδρες του πρίσματος 
και αν θεωρηθεί το επίπεδο που ορίζεται απο το κέντρο της μιάς βάσης του 
κυλίνδρου και απο τη μιά πλευρά της απέναντι βάσης του πρίσματος, αυτό θα 
αποκόψει απο τον κύλινδρο ένα τμήμα του που ο όγκος του ισούται με το 1/6 
του όγκου του πρίσματος. (Το θεώρημα αυτό συμπεριλαμβάνεται στο έργο του 
Αρχιμήδη "Περί Μηχανικών Θεωρημάτων προς Ερατοσθένη έφοδος" και ευρέθη 
σε χειρόγραφο στις αρχές του Αιώνα.)
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ΚΒΦΑΑΜ® V

ΘΕΜΕΛΙΩΔΗ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΗΣ Δ ΙΑ ΝΥΣΜ Α ΤΙΚΗ Σ  

ΑΝΑΛΥΣΗΣ

Στα προηγούμενα, και ειδικότερα στο κεφ III, θέσαμε τις βάσεις που μας 
επιτρέπουν να ασχοληθούμε κάπως διεξοδικά με δύο από τα πιο βασικά 
θεωρήματα της διανυσματικής ανάλυσης. Το θεώρημα της απόκλισης (ή τύπος 
του Green) και το θεώρημα - τύπος του Stokes. Λόγω της μεγάλης χρησιμότητας 
των θεωρημάτων αυτών, ιδιαίτερα στην Μηχανική των ρευστών και την κλασσική 
ηλεκτροδυναμική, η ενασχόληση μας με αυτά θα είναι κάπως διεξοδική.

S.1 Η φ υ σ ικ ή  σ η μ α σ ία  τ η ς  α π ό κ λ ισ η ς

Ο μαθηματικός ορισμός της απόκλισης, όπως έγινε στην (3.5.3), δεν δίνει 
άμεσα τη βαθύτερη φυσική σημασία της ποσότητας αυτής. Θα ιδούμε πιο κάτω 
ότι η απόκλιση του διανυσματικού πεδίου F  σχετίζεται με την ροή του πεδίου F  
διαμέσου μιας επιφανείας S . Η τελευταία ορίζεται από την εξ . (4.6.9) δηλαδή ως

όπου Α είναι μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στην επιφάνεια και κατάλληλα 
προσανατολισμένο. Ανάλογα ορίζεται και η ροή του διανύσματος F  διαμέσου 
μιας κλειστής επιφανείας S  , δηλαδή

(5.1.1)
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ΦΡ = |  (F -  A)dS 
S

(5.1.2)

Στην (5.1.2) το διάνυσμα Α είναι προσανατολισμένο προς το εξωτερικό του 
χώρου που μας ενδιαφέρει. Θα δούμε πιο κάτω ότι αν η ροή δια μέσου μιας 
κλειστής επιφάνειας είναι διάφορη από το μηδέν λέμε ότι υπάρχουν πηγές ή 
καταβόθρες στο εσωτερικό της επιφάνειας S . Αντίστροφα, αν σε κάποιο σημείο 
υπάρχει πηγή ή καταβόθρα η απόκλιση του διανύσματος F σε κείνο το σημείο 
είναι διάφορη από το μηδέν.

Πριν συσχετίσουμε τη ροή ΦΡ με την απόκλιση της F , δηλαδή την 

ποσότητα V · F , θα ασχοληθούμε με ένα παράδειγμα από την υδροδυναμική που 
δικαιολογεί και τα πιο πάνω ονόματα.

Έ ν α  ρευστό περιγράφεται μακροσκοπικά πλήρως αν είναι γνωστή η 
πυκνότητα ρ αυτού και η ταχύτητα υ αυτού σε κάθε σημείο του χώρου του 
ρευστού ως συνάρτηση του χρόνου. Αν η κατάσταση δεν αλλάζει με το χρόνο, 
είναι αρκετό να γνωρίζουμε τις συναρτήσεις ρ(χ) και u (χ). Ονομάζουμε ροή του 
ρευστού δια μέσου μιας επιφάνειας S  τη μάζα του ρευστού που διέρχεται δια 
μέσου της επιφανείας αυτής ανά μονάδα χρόνου. Για τον υπολογισμό της ροής 
αυτής ας θεωρήσουμε πρώτα την απλή περίπτωση που η επιφάνεια είναι κάθετη 
στην ταχύτητα του ρευστού. Θεωρούμε αρκετά μικρή επιφάνεια AS και μικρό 
χρόνο At ώστε η ταχύτητα του ρευστού δεν αλλάζει κατά μέτρο και διεύθυνση 
μέσα στον κύλινδρο του σχήματος 5.1 .1 . Τότε σε χρόνο At μόνο η ποσότητα του 
ρευστού που βρίσκεται μέσα σε κύλινδρο βάσης A S  και ύψους vAt θα περάσει 
διαμέσου της A S  δηλαδή :

Am = πυκνότητα χ όγκος = puAt AS 

δηλαδή η ζητούμενη ροή είναι:

Αν η επιφάνεια δεν είναι κάθετη στην ταχύτητα τότε μόνο το ρευστό που 
βρίσκεται μέσα στον κύλινδρο με βάση A S και ύψος u^At θα περάσει διαμέσου
της A S , όπου υ± = υ cos θ, η συνιστώσα της ταχύτητας κάθετη στην επιφάνεια 

και θ η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων υ και Α. Τότε η (5.1.4). γίνεται

(5.1.3)



υ

■>

υ

*

υ Δ Γ

AS

5.1.1. Η μάζα Am που θα περάσει σε χρόνο At μέσα από την AS περιλαμβάνεται 
στον κύλινδρο που σχεδιάστηκε.

^ -= p u c o s 0 A S  (5.1.4)

= ρυ · A AS

Αν τώρα ορίσουμε την πυκνότητα ρεύματος J  

J  = ρυ

η (5.1.4) παίρνει τη μορφή

^ W A A S  (5.1.5a)

Από την (5.1.5a) βλέπουμε ότι η ροή του ρευστού ταυτίζεται με την ροή 
του διανύσματος J* δηλαδή

J ’ AAS (5.1.5b)

από όπου προέρχεται και το όνομα της ποσότητας που ορίζεται στην εξίσωση
(5.1.1).

Θα προσπαθήσουμε τώρα να συσχετίσουμε τη ροή του διανύσματος J  με 
την απόκλιση V -J αυτού. Πρότυπο ως κλειστή επιφάνεια θεωρούμε το 
παραλληλεπίπεδο του σχ. 5.1.2. Θα υπολογίσουμε την συνολική ροή ρευστού



214 j

δια μέσου και προς τα έξω από τις έξι πλευρές αυτού (αχ. 5 .1 .2 ). Σημειώνουμε 
ότι το Α θεωρείται προσανατολισμένο προς τον εξωτερικό του όγκου χώρο.

Σχήμα 5.1.2. Υπολογίζεται η ροή του  J  διαμέσου των 6 πλευρών του  
παραλληλεπιπέδου.

Η ποσότητα που διέρχεται από την επιφάνεια ΔΑ| στη μονάδα του χρόνου, 
σύμφωνα με τα προηγούμενα είναι

J  Α, δΑ, = J -(-e ,)  Δχ2Δχ3

=—J i (x , χ2χ3)Δ χ 2Δχ3

Αντίστοιχα από την απέναντι επιφάνεια ΔΑ„ είναι

J  · Α„ δΑ„ = J^ x , + Δχ,, χ2, χ3) Δ χ2 Δχ3 

Συνολικά από τις δύο επιφάνειες

{ J -ι (Χ-ι + ΔΧ,, Χ2, Χ3) -  , χ2, χ3) } Δχ2 Δχ3

Δχ1Δχ2Δχ3
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Ακολουθώντας την (δια διαδικασία για τις υπόλοιπες επ ιφ άνειες και 
προσθέτοντας όλες τις συνεισφορές, βρίσκουμε τη συνολική ροή προς τα έξω η 
οποία είναι

Γενικά τώρα μπορούμε να δώσουμε την ακόλουθη ερμηνεία στην απόκλιση ενός 
διανυσματικού πεδίου.

Η απόκλιση ενός διανυσματικού πεδίου είναι η ροή δια μέσου μιας μικρής 
επιφάνειας διαιρεμένης δια του όγκου τον οποίο αυτή περικλείει. Θα δούμε σε 
λίγο, αφού διατυπώσουμε το θεώρημα της απόκλισης, μια πληρέστερη ερμηνεία 
του divF.

5 .2 . Θ εώ ρ η μ α  τ η ς  Α π ό κ λ ισ η ς  - Τ ύ π ο ς  του G re e n

Ας θεωρήσουμε διανυσματική συνάρτηση F (x ), ορισμένη σε φραγμένο 
τόπο V που περιβάλλεται απο μια συνεχή ή κατά τμήματα συνεχή συνοριακή 
επιφάνεια S . Υποθέτουμε οτι η F (x ) είναι συνεχής και διαφορίσιμη μέσα στον 
τόπο V και πάνω στην S. Μπορούμε τότε να διατυπώσουμε το ακόλουθο 
θεώρημα:

Το χωρικό ολοκλήρωμα της απόκλισης ενός διανυσματικού πεδίου F σε κλειστό 
τόπο V, ισούται με το επιφανειακό ολοκλήρωμα της κάθετης συνιστώσας του 
διανυσματικού πεδίου F στην επιφάνεια που περιβάλλει τον τόπο V. Δηλαδή

Συνεπώς η ροή που εξέρχεται από τον όγκο προς τα έξω είναι:

Δηλαδή

ροή ρευστού J  · ΑΔΘ 
V J =  ΔΥ ΔΫ

V
V F d V  = (5.2.1)
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Σύμφωνα με την ορολογία που αναπτύξαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, 
το θεώρημα λέγει ότι η απόκλιση του πεδίου F (x ) μέσα στον φραγμένο τόπο V, 
ισούται με τη συνολική ροή του πεδίου F (x ), που εξέρχεται από τον τόπο V διά 
μέσου της συνοριακής επιφάνειας S.

Θα αποδείξουμε κατ’αρχήν το θεώρημα της απόκλισης σε ένα σφαιρικό 
τόπο. Όμως η απόδειξη μπορεί να επεκταθεί και σε πολυπλοκότερους τόπους.

Σχήμα 5.2.1. Ένας τόπος που χρησιμοποιείται για την απόδειξη του τύπου του 
Green.

Έστω  λοιπόν (F 1,F 2,F 3) οι συνιστώσες του διανυσματικού πεδίου. Τότε

(Χ,) e , Αα

(*>

Ά ρα

(5.2.3)

Ας θεωρήσουμε στη συνέχεια τον κάθε όρο στην (5.2.3.) ξεχωριστά. Έστω  λοιπόν 
ο όρος
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JJ j 5 dx'dxA (5.2.4)

Για την ολοκλήρωση του όρου αυτού, θεωρούμε πρώτα μία στήλη του 
όγκου παράλληλη ως προς τον άξονα χ3 όπως στο σχήμα 5.2.1.

Η στήλη αυτή καταλήγει σε μία στοιχειώδη επιφάνεια dSa στο άνω μέρος 
και dSK κάτω. Τότε ολοκληρώνοντας ως προς χ3 στην (5.2.4) έχουμε

όπου F°3 είναι η τιμή του πεδίου στο dSQ και FK3 η τιμή του στη στοιχειώδη 
επιφάνεια dSK για δύο σημεία χ, και χ2. Έστω  τώρα Αα και Ακ τα μοναδιαία 
διανύσματα κάθετα στις dSa και dSK αντίστοιχα με φορά προς το εξωτερικό του 
τόπου V. Αν θα και θκ οι γωνίες των Αα και Ακ με τα δ3 και - § 3 αντίστοιχα τότε η 
επιφάνειες dS0 και dSK σχετίζονται με το στοιχειώδες εμβαδό dx-|dx2  ως εξής

(5.2.5)

dx̂ dXg = dSQ | cos θα | = dSa έ3 ·Αα (5 .2 .6 )

dx^Xj — dSK §3 Aa (5 .2 .7 )

Αντικαθιστώντας τις (5.2.6.) στην (5.2.5.) έχουμε

(5.2.8)

Ανάλογα εργαζόμαστε και για τους δύο άλλους όρους της (5 .2 .3 .). Τότε 
προσθέτοντας, έχουμε
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= J  I  ( F , ft, +F2 §2 +F3 e3)-A dS = |  F · A dS (5.2.9)
S S

Η τελευταία αποδεικνύει το θεώρημα της απόκλισης (5 .2 .1 .) όταν ο κλειστός 
τόπος είναι σφαιρικός. Όμως εύκολα μπορεί να επεκτείνει κανείς την απόδειξη 
και σε τόπους όπως ο κύβος ο κύλινδρος κ.α.

Γενικά η πιο πάνω απόδειξη, ισχύει για τους απλούς τόπους. Ο ορισμός 
του απλού τόπου είναι:

Αν κάθε ευθεία διερχόμενη από οποιαδήποτε σημείο του τόπου τέμνει την 
κλειστή του επιφάνεια μόνο σε δύο σημεία τότε ο τόπος καλείται απλός. Ενας 
απλός τόπος δείχνεται στο σχήμα (5.2.2.)

Σχήμα 5.2.2. Από οποιοδήποτε σημείο απλού τόπου, κάθε ευθεία διερχόμενη 
από αυτό, τέμνει το σύνορο σε δύο μόνο σημεία.

Σχήμα 5.2.3. Ένας μη απλός τόπος μπορεί να θεωρηθεί ως άθροισμα δύο απλών 
τόπων.

σημεία τομής
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Όμως η απόδειξη του θεωρήματος επεκτείνεται και για ακόμη πολυπλοκότερους 
τόπους. Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα τον τόπο V του σχήματος (5.2.3.).

Ο V δεν ανήκει στην κατηγορία των απλών τόπων. Ομως είναι δυνατό να 
χωριστεί σε δύο απλούς τόπους με επιφάνεια τομής ST όπως αυτή φαίνεται στο 
σχήμα. Προφανώς ο όγκος των δύο μικρότερων τόπων V, και V2 ισούται με τον 
συνολικό όγκο V. Ομως το άθροισμα των επιφανειών περιέχει δύο φορές την 
επιφάνεια τομής ST. Αυτό όμως δεν αποτελεί πρόβλημα διότι το επιφανειακό
ολοκλήρωμα οποιοσδήποτε διανυσματικής συνάρτησης πάνω στη μιά (έστω τη 
S ,) είναι αντίθετο της άλλης (ST · ) και τούτο διότι το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα
ί\ της μιάς είναι το αντίθετο με το αντίστοιχο ΑΤ· της άλλης. Με άλλα λόγια στη

ροή εξέρχεται από τη μιά επιφάνεια ακριβώς η ίδια εξέρχεται από την άλλη. Άρα 
η μια συνεισφορά στο επιφανειακό ολοκλήρωμα εξουδετερώνει την άλλη. 
Δηλαδή το θεώρημα σ’αυτήν την περίπτωση γράφεται (βλέπε σχ. 5.2.4.).

Σχήμα 5.2,4. Εφαρμογή του τύπου του Green χωριστά για κάθε απλό τόπο.

= J jF-AdS+J jF-fldS 
S,+ST s 2+sr
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Είναι τώρα φανερό ότι το θεώρημα απόκλισης μπορεί να επεκταθεί για 
κάθε τόπο ο οποίος είναι δυνατό να τμηθεί σε πεπερασμένο αριθμό απλών τόπων 
με την παραπάνω διαδικασία. Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε μιά γενικώτερη 
μορφή του θεωρήματος της απόκλισης:

Γενική Διατύπωση του Θεωοήυατος της Απόκλισηο:

Θεωρούμε στον χώρο R3 τον τόπο V ο οποίος περατούται σε μιά κλειστή 
επιφάνεια S, και μπορεί να τμηθεί σε πεπερασμένο αριθμό απλών τόπων V v V2, 
. . .V n. Έστω  ότι η επιφάνεια κάθε τόπου V , , . . .V n είναι συνεχής ή κατά τμήματα 

συνεχής , και προσανατολισμένη με το μοναδιαίο διάνυσμα αυτής να 
κατευθύνεται προς το εξωτερικό του τόπου. Έστω  F = F ,§ 1 + F2§ 2 + F3e3 ένα 
διανυσματικό πεδίο συνεχές και με συνεχείς  μερικές παραγώγους των 
συνιστωστών του μέσα στον τόπο και πάνω στην επιφάνειά του. Τότε:

Το θεώρημα της απόκλισης μας επ ιτρέπει να μετατρέψουμε μιά 
ολοκληρωτική σε μία διαφορετική εξίσωση. Ας θεωρήσουμε π.χ. το νόμο του 
Gauss για τον ηλεκτρισμό:

όπου V ο όγκος που περικλείει η κλειστή επιφάνεια . Αλλά σύμφωνα με τον τύπο 
του Green

(5.2.10)
V S

Φε (κλειστή) = - q nep.
fc0

(5.2.11a)

(5.2.11b)

$(Ε·Α ) dS = J J J (V · E) d3x
S V

(5.2.12)
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Άρα ο νόμος του Gauss παίρνει τη μορφή*

(5.2.13)

αυτή όμως θα πρέπει να ισχύει για κάθε όγκο V. Κατά συνέπεια

ν · Ε = £  (5.2.14)
εο

που είναι ο νόμος του Gauss σε διαφορική μορφή. Ανάλογα ο νόμος του Gauss 
για το μαγνητισμό

ΦΒ (κλειστή) = 0 

παίρνει τη μορφή

(5.2.15)

V · Β = 0 (5.2.16)

Οι εξισώσεις (5.2.14) και (5.2.15) είναι δύο από τις εξισώσεις του Maxwell. Είδαμε 
στο εδάφιο 5.1. ότι η μάζα του ρευστού που περνάει μέσα από μιά κλειστή 
επιφάνεια S  είναι:

, ^  = |  (J-A) dS, J  = p(x,t) v(x,t) (5 .2.17)

Η μεταβολή της μάζας μέσα στον όγκο V είναι:

<5 ·2 ·18)

I

(με την προϋπόθεση ότι ^  = συνεχής). Η διατήρηση της μάζας γράφεται 

μεταβολή μάζας + ροή μάζας = 0

*  Πολλές φορές, για χάρη της απλότητας του συμβολισμού, στις ολοκληρώσησεις όγκου θα 
χρησιμοποιούμε ένα αντί για τρία σύμβολα ολοκλήρωσης. Ανάλογα θα πράττουμε και για 
τα επιφανειακά ολοκληρώματα.
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^ + # < J « ) d S  = 0
s

Αυτή παίρνει τη μορφή

i f f  d3x + ft (J  A) dS = 0 (5 .2 .19)
V S

Όμως σύμφωνα με τον τύπο του Green

|  (J-A) dS = f  J J (V J )  d3x (5.2.20)
S V

Άρα η διατήρηση της μάζας παίρνει τη μορφή

I I I  d3x + ί  ί  ί  (V 'J )  d3x "  0 (5.2.21)
V J v

Επειδή πρέπει να ισχύει νια κάθε όγκο V βρίσκουμε:

I f  + V J  = 0 (5 .2 .22)

αυτή είναι η τοπική διατήρηση της μάζας.

Ανάλογα εκφράζεται τοπικά και η διατήρηση του φορτίου ή οποιοσδή
ποτε άλλης βαθμωτής ποσότητας που διατηρείται ( ενέργεια κ.λ.π) .

Το  θεώρημα της απόκλισης μας παρέχει τη δυνατότητα να ορίσουμε 
διαφορετικά την απόκλιση ενός διανυσματικού πεδίου. Πράγματι ας θεωρήσουμε 
ένα αρκετά μικρό τόπο V που περιβάλλει σημείο Ρ . Θεωρούμε οτι η απόκλιση div 
F  μπορεί να θεωρηθεί κατά προσέγγιση σταθερή εντός του όγκου V. Τότε το 
ολοκλήρωμα όγκου της div F  μπορεί προσεγγιστικά να γραφεί (divF) V . Αν V 
γίνει απειροστά μικρό τότε μπορούμε να γράφουμε:

JJ J div F  dV

lim V . . ---------= div F  (5 .2 .23)
V-»0 v

Όμως από το θεώρημα απόκλισης έχουμε ότι:
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div F d V  =f Γ F-AdS 
J S

(5.2.24)

Αντικαθιστώντας το τριπλό ολοκλήρωμα στην (5.2.24) έχουμε:

div F = Urn i f f  F ‘ ft dS (5.2.25)
V->0 v

Η τελευταία, που αποτελεί συνέπεια του θεωρήματος της απόκλισης, μας 
πληροφορεί ότι η απόκλιση ενός πεδίου F σε κάθε σημείο Ρ ισούται με την 
εξερχόμενη ροή του πεδίου F ανά μονάδα όγκου στο Ρ ανεξάρτητα από το 
σχήμα του όγκου. Σημειώνουμε ότι η (5.2.25) βρίσκεται σε απόλυτη συμφωνία με 
την φυσική ερμηνεία που εδόθη στην απόκλιση με βάση το παράδειγμα της ροής 
υγρού στο εδάφιο 5.1.

Σημείω ση: Το θεώρημα της απόκλισης είναι δυνατό να αποδειχθεί διαφορετικά 
εφόσον αποδεχθούμε την (5.2.25) ως ορισμό της απόκλισης διανυσματικού 
πεδίου.

Πράγματι, έστω ότι υποδιαιρούμε τον τόπο V σε μεγάλο αριθμό μικρών 
τμημάτων AV, όπου καθένα από αυτά περιβάλλεται από κλειστή επιφάνεια A S , . 
Τότε προσεγγιστικά, η σχέση (5.2.25) μπορεί να γραφεί για κάθε ένα από τα Δ\/, 
ως εξής

div F dS +ε, (5.2.26a)

ή d ivF (A V ,) = J j F - d S +ε,Δν, (5.2.26b)

όπου στη (5.2.26) έχει προστεθεί ένας μικρός αυθαίρετος αριθμός ε, έτσι ώστε να 
ισχύει η ισότητα χωρίς να πάρουμε το όριο της έκφρασης. Όταν Δ\ή -> 0 είναι ε, 
->•0. Το άθροισμα σε όλο τον όγκο του τόπου V είναι τότε

η η
Σ  V-FAV, = 
1=1

Σ f f F-dS + Σ
*=1 '=1

ε, AV, (5.2.27)
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Στη συνέχεια παίρνουμε το όριο η » . Τότε ο πρώτος όρος της (5.2.27) έχει 
όριο το ολοκλήρωμα

η
lim Σ  V 'FAVj = I" f fv F d V , (5.2.28)

η-κο j=i J

Ο πρώτος όρος του δεύτερου μέλους της (5.2.27) αποτελείται από το άθροισμα 
των ολοκληρωμάτων πάνω στις κλειστές  επ ιφ άνειες ASj . Οι τελευταίες

αποτελούνται από τμήματα τα οποία είτε θα ανήκουν εν μέρει στην συνοριακή 
επιφάνεια S , ή θα είναι εσωτερικά επιφανειακά τμήματα που δεν θα ανήκουν στην 
εξωτερική S . Τα πρώτα από αυτά, προστιθέμενα θα μας δώσουν τη συνολική 
εξωτερική επιφάνεια που περιβάλλει τον τόπο V. Τα δεύτερα εμφανίζονται πάντα 
κατά δυάδες το ένα απέναντι του άλλου με αντίθετα μοναδιαία διανύσματα και οι 
ροές τους θα αλληλοαναιρούνται. (βλέπε αντίστοιχη περίπτωση στο σχήμα 5.2.4) 
Συνεπώς

η
lim Σ  f f F-dS j |  F  d S

Για τον δεύτερο όρο του δεξιού μέλους της (5.2.27) έχουμε

(5 .2 .29)

ΙΣ ε, Δν,Ι S Σ |ε ,|Δ ν ,ί  | ε ™  ΐΣν,Η |ν

Ομως καθώς η-*οο, AV^O  και emax->0 ενώ ο όγκος V είναι πεπερασμένος. Άρα

η
lim Σ  ε, AV., ->0 (5 .2 .30)

η—*ο ϊ=1

Από τις (5.2.27) - (5.2.30) εύκολα έπεται το θεώρημα της απόκλισης.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .2 .1
Να υπολογιστεί “η ροή” του διανύσματος θέσης δια μέσου μιας κλειστής 
επιφάνειας του διανύσματος θέσης. Να ειδ ικευτεί το αποτέλεσμα για την 
επιφάνεια σφαίρας ακτίνας α.

Λ ύ σ η :

Έ σ τ ω  χ  = x ,§ ,  +Χ2 § 2 +Χ3 § 3. Ζ η το ύ μ ε τ ο ν  υπ ολογισμ ό  του
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| x ' d S

Όμως από το θεώρημα απόκλισης, το παραπάνω μετατρέπεται σε ολοκλήρωμα 
όγκου

|  x-dS = | J J v x d V

Γνωρίζουμε ήδη ότι ν ·χ  =3. Άρα

| , d s = | | f 7  •xdV = 3V

Όταν η S  αποτελεί επιφάνεια σφαίρας τότε γνωρίζουμε ότι V = ^ πα3. Από την 

τελευταία έχουμε

|  x d S  =3V = 3 ^ πα3 = 4πα3 

(κύτταξε παράδειγμα 4.6.5 για κύβο)

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .2 .2
k

Να υπολογιστεί η απόκλιση του πεδίου F = μ  6r, k = σταθ.

Λ ύ σ η :

Προφανώς V F  = 0 για r *0  . Για r =0 θα χρησιμοποιηθεί η εξ . (5 .2 .25). Για 
σφαιρική επιφάνεια ακτίνας r,

V 'F  = 1

I 3 nr3

(F A) ds  = 4nr2 I r=o ->oo

Άρα η απόκλιση του Ρ.δεν είναι παντού μηδέν.

Πραγματικά η ροή του F δια μέσου μιας σφαιρικής επιφάνειας είναι

Η
( F-A) dS = 4  4nr2 = 4nk * 0

Υπάρχει λοιπόν πηγή στο r = 0.
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Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .2 .3
Αν το μαγνητικό πεδίο Β  σε μια περιοχή δίνεται από τη σχέση

Β  = V x Α , όπου Α  το διανυσματικό δυναμικό, να δειχθεί ότι για κάθε κλειστή 
επιφάνεια γύρω από την περιοχή αυτή ισχύει:

|  B dS = 0 (νόμος του Gauss για το μαγνητισμό)
S

Λ ύση

Πράγματι από το θεώρημα της απόκλισης

|  B dS = J J J V-BdV
S V

Όμως γνωρίζουμε από προηγούμενο θεώρημα ότι όταν 

Β  = VxA τότε V B = 0.

Συνεπώς το ζητούμενο ολοκλήρωμα είναι μηδέν. Η δυνατότητα να γράψει κανείς 
Β  = Vx A ,  στην ουσία αποτελεί συνέπεια του νόμου του Gauss για το μαγνητικό 
πεδίο. Μας λέγει ότι η ολική ροή του Β  δια μέσου της κλειστής επιφάνειας S 
είναι μηδέν.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .2 .4
Να μετατραπεί το ολοκλήρωμα όγκου

σε κατάλληλο επιφανειακό. 

Λ ύ σ η :

Από το κεφ. 3 γνωρίζουμε ότι

V-(rn‘1x) = (η +2) r"-1, r=|x|

=> r -  = v-(rn-1x), η *  -2

Για η =—1 είναι
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r 2 -  V· -  
Γ r*

Αντικαθιστώντας, με τη χρήση του θεωρήματος της απόκλισης έχουμε

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .2 .5
Θεωρούμε τη διαχωριστική επιφάνεια δύο μέσων όπως στο σχήμα (5.2.5) και τις 
τιμές του μαγνητικού πεδίου Β ,  και Β 2 εκατέρωθεν αυτής. Να δειχθεί ότι οι 
κάθετες συνιστώσες B u , Β 21 είναι ίσες δηλαδή B u  = B2i

Λ ύ σ η :

Σύμφωνα με το νόμο του Gauss η ροή του μαγνητικού πεδίου Β δια μέσου μιας 

κλειστής επιφάνειας είναι J |  B dS =J> B-rt dS =0 όπου A είναι το κάθετο

μοναδιαίο διάνυσμα στην κλειστή επιφάνεια. Εφαρμόζουμε το νόμο του Gauss σε 
μικρό κύλινδρο που τέμνει την διαχωριστική επιφάνεια όπως φαίνεται στο 
σχήμα. Παίρνοντας Ah -> 0, ο νόμος του Gauss μπορεί να γραφεί

0 = lim f f  Β·Α dS = (Β2·Α- B.-A)AS 
Ah-X)

Σχήμα 5.2.5 . Εφ ' όσον  V - B  = 0 στη διαχωριστική επιφάνεια οι κάθετες 
συνιστώσες Β  στα δύο μέσα είναι ίσες.
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Επειδή AS φ Ο έπεται ότι

( Β 2-  Β ,) ·Α = Ο =* Β 2·Α = Β,-Α 

Όμως Β2·Α = (Β2)Α και Β,-Α = (Β ,)±

Η σχέση ν .Β= 0 δεν περιορίζει τις παράλληλες συνιστώσες.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .2 .6 .
Να υπολογιστεί η ροή του πεδίου F = χ,έ, + χ2δ2 πάνω στην επιφάνεια του 
ημισφαιρίου S n: χ2,+ χ22+ χ23 = a2, χ3 > 0.
Λ ύση  :

Μετασχηματίζουμε στις σφαιρικές συντεταγμένες και έχουμε

Π α ρ α τ ή ρ η σ η :  Το παραπάνω επιφανειακό ολοκλήρωμα μπορεί να μετατραπεί 
σύμφωνα με το θεώρημα της απόκλισης σε ολοκλήρωμα όγκου, αρκεί η 
παραπάνω ανοιχτή επ ιφάνεια, να κλείσ ει με την προσθήκη κατάλληλου 
τμήματος. Πράγματι, διαπιστώνουμε ότι ο δίσκος χ2, +χ22 =a2, κλείνει την 
παραπάνω επιφάνεια ενώ για την επιφάνεια του δίσκου S8 και τη συγκεκριμμένη 
διανυσματική συνάρτηση ισχύει:

F-dS =(x,e, +Χ2 §2) · §3 dx,dX2  = 0

2π π/2
J j  F-dS = J  dtp f sine d0 {a sine coscp §, + a εΐηθ sintp §2} · 
J S 0 0

a2 { sin^ coscp §, + sin20 sintp έ2 +sin0cos0 §3}

2n n/2

0

Συνεπώς
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5 .3  Τ ύ π ο ς  του  O s t ro g ra d s k y

Ο τύπος του Ostrogradsky είναι στην ουσία το θεώρημα της Απόκλισης 
διατυπωμένο σε καρτεσιανές συντεταγμένες. Τον μνημονεύουμε εδώ διότι είναι 
χρήσιμος σε ορισμένες εφαρμογές. Προς τούτο, αντικαθιστούμε στο αριστερό 
μέλος της (5.2.1) τη μορφή του V -Fa n 0  την (5 .2 .2). Γράφοντας το στοιχείο 
όγκου dV = dx,dx2dx3 έχουμε

Όμως Α·§, dS = dx2dx3 Α·δ2 dS = dx, dx3 Α·§3 dS =dx,dx2

(βλέπε και 5.2.6). Αντικαθιστώντας στην (5.3.2) και αυτή μαζί με την (5.3.1) στην
(5.2.1) καταλήγουμε

jdXidXjdx3 (5 .3.1)

Το δεξιό μέλος της (5.2.1) γίνεται (βλέπε 5.2.9)

(5 .3.2)

(5.3.3)

Η (5.3.3) καλείται τύπος του Ostrogradsky

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .3 .1 .
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
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I = Jjp (x, dx2dx3 + Xj dx,dxg + 2Xg dx,dx2) 
s

πάνω στην κλειστή επιφάνεια που σχηματίζεται από το παραβολοειδές 

χ2,+ χ22 +χ3 = 1 , 0 < χ 3<1 και χ2,+  χ22 £  1 για Xg =0.

Λ ύ σ η :

Από τον τύπο (5 .3.3) το ολοκλήρωμα I γίνεται

5.4 Εφαρμογή στον υπολογισμό της στερεός γωνίας

Θεωρούμε τμήμα επιφάνειας S  και σύστημα συντεταγμένων Ο χ ,χ ^  του 

οποίου η αρχή Ο δεν ανήκει στην S  (σχήμα 5.4.1)

V ν

α = V1 -  χ,

Η ολοκλήρωση αυτή γίνεται εύκολα

S

Σχήμα 5.4.1 Ορισμός στερεός γωνίας
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Υποθέτουμε ότι κάθε ευθεία διερχόμενη από το Ο τέμνει την S  το πολύ σε ένα 

σημείο. Έστω σημείο Ρ της S και Ο Ρ το διάνυσμα θέσης του. Το ευθύγραμμο 

τμήμα ΟΡ τέμνει τη μοναδιαία σφαίρα στο σημείο Ρ ' ορίζοντας έτσι το μοναδιαίο 

διάστημα Ο Ρ ' . Καθώς το διάνυσμα Ο Ρ διαγράφει την επιφάνεια S, το μοναδιαίο 

διάνυσμα ΟΡ'αντίστοιχα, διαγράφει ένα τμήμα επιφανείας πάνω στη μοναδιαία 

σφαίρα. Το εμβαδόν του τμήματος αυτού καλούμε στερεά γωνία Ω της S ως προς 

το σημείο Ο. Θα δείξουμε τώρα ότι η στερεά γωνία Ω δίνεται από τον τύπο:

όπου χ το διάνυσμα θέσης σημείου Ρ της στοιχειώδους επιφανείας dS με άλλα 

λόγια η στοιχειώδης στερεά γωνία είναι

όπου r = |χ| = ( χ2,+ χ22 +χ23)1/2

Για την απόδειξη της (5.4.1) θεωρούμε επιφάνεια S του σχήματος (5.4.2) 

και σφαίρα ακτίνας a έτσι ώστε η S να κείται εξ ολοκλήρου έξω από την σφαίρα. 
Υποθέτουμε στη συνέχεια ότι το διάνυσμα x c περιφέρεται κατά μήκος της

σχηματίζεται πάνω στη σφαίρα μια επιφάνεια S a. Οι δύο επιφάνειες S  και S a μαζί 

με τη νοητή παράπλευρη επιφάνεια που σχηματίζει η ακτίνα x c κατά την κίνηση 

της κατά μήκος καμπύλης C, περικλείουν έναν όγκο που καλούμε V. Θεωρούμε 

τώρα το ολοκλήρωμα

όπου S, εννοούμε τη συνολική κλειστή επιφάνεια που απαρτίζεται από τις S , S , 

και την παράπλευρη S n, δηλαδή S, = S + S a + Sn.

(5.4.1)

(5 .4.2)

καμπύλης C η οποία αποτελεί το σύνορο της επιφανείας S . Με αυτό τον τρόπο



Σχήμα 5.4.2

Από το θεώρημα της απόκλισης έχουμε

®t v

Η απόκλιση όμως της για r *  0 είναι

(5 .4 .4 )

(5 .4 .5 )

Αρα το επιφανειακό ολοκλήρωμα είναι μηδέν

0 = x d S
r3

( 5 · 4 · 6 )

s Sa sna n

Στην τελευταία χωρίσαμε το ολοκλήρωμα στις τρεις επιφάνειες S , S a, Sn. Όμως 
στην παράπλευρη επιφάνεια S n, το κάθετο σ ’ αυτή διάνυσμα Α είναι πάντα κάθετο 

στο διάνυσμα θέσης χ. Συνεπώς

(5 .4 .7 )
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Άρα

s S„
όπου A είναι το μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στη σφαίρα με διεύθυνση προς το 
εσωτερικό της ( A = - f t ). Άρα

Ι ^ - Π ^ - n f - !  (5.4.7b)
S Sa Sa

όπου E a το εμβαδό του σφαιρικού τμήματος.

Άρα

Αν η επιφάνεια είναι κλειστή Ω=4π.

Με τη βοήθεια της πιο πάνω εξίσωσης μπορεί να δειχτεί το πόρισμα: 

Π ό ρ ισμ α : Ο νόμος του Coulomb συνεπάγεται το νόμο του Gauss.

Ο νόμος του Coulomb συνεπάγεται *

Ε  = α χ
4πεο ι®

(το φορτίο q βρίσκεται στην αρχή των αξόνων). Εφαρμόζοντας την (5.4.7c) για 

μια κλειστή επιφάνεια γύρω από το φορτίο έχουμε

ι α fr x dS _  α . __g_ 
4πε0 ™ γ3 4πε0 “  εο

Το ότι ο νόμος του Gauss συνεπάγεται το νόμο του Coulomb έχει ήδη αποδειχτεί 

(κύτταξε πρόβλημα 4.6.1) .
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5 .5  Ο ι Τ α υ τ ό τ η τ ε ς  τ ο υ  G r e e n .  Θ ε ω ρ ή μ α τ α  τ η ς  κ λ ί σ η ς  κ α ι  
σ τ ρ ο β ι λ ι σ μ ο ύ

Το θεώρημα της απόκλισης (5.2.1) όπως τονίσαμε και στην εισαγωγή του 
παρόντος κεφ αλαίου ε ίνα ι πολύ χρήσιμο στη μετατροπή τριπλών 
ολοκληρωμάτων σε διπλά όταν τα δεύτερα αποδεικνύονται ευκολότερα ή και το 
αντίστροφο. Όμως η χρησιμότητα του δεν περιορίζεται μόνο σ ’ αυτό το 
γεγονός. Μπορούμε με αυτό να μελετήσουμε τη φυσική σημασία της 
Λαπλασιανής που είδαμε σε προηγούμενο κεφάλαιο από καθαρά μαθηματική 
σκοπιά. Επιπλέον βοηθά στη μελέτη και διερεύνηση διαφορικών εξισώσεων με 
μερικές παραγώγους κλπ. Στο εδάφιο τούτο, θα παράγουμε με τη χρήση του, τις 
ταυτότητες Green.

Ας θεωρήσουμε ότι έχουμε τη συνάρτηση

F = Φνψ (5.5.1)

όπου Φ και Ψ είναι δύο βαθμωτά πεδία. Τότε η απόκλιση της F  είναι

ν·(Φνψ) =(νφ)·(νψ) +Φν2Ψ (S .S 2 )

Ολοκληρώνοντας την (5.5.2) έχουμε

(5.5.3)

Ομως από το θεώρημα απόκλισης το πρώτο μέλος της (5 .5 .3) ισούται με το

επιφανειακό ολοκλήρωμα της Φνψ. Άρα

(5.5.4)

Η (5.5.4) καλείται ποώτπ ταυτότητα Green. 

Θεωρούμε στη συνέχεια τη συνάρτηση

F  =Φνψ -  ΨνΦ (5 .5 .5)

Η απόκλιση αυτής είναι
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V-F = ν·(ΦνΨ -  Ψνφ) =Φν2Ψ -  Ψν2Φ (5.5.6)

Εφαρμόζοντας ξανά το θεώρημα της Απόκλισης εύκολα καταλήγουμε στην 
σχέση

|  (Φνψ - ΨνΦ)· dS = J J J (Φν2Ψ -  Ψν2Φ) dV (5.5.7)

που αποτελεί τη δεύτεοπ ταυτότητα Green.

Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα τον ορισμό της κατευθυντικής παραγώγου να 
παράγουμε μία ενδιαφέρουσα μορφή της πρώτης ταυτότητας Green. Γνωρίζουμε 
ότι η παράγωγος βαθμωτής συνάρτησης Ψ σε κατεύθυνση Τ  είναι

Εξειδικεύοντας την (5.5.8) στην περίπτωση όπου Τ  είναι το κάθετο διάνυσμα 
παίρνουμε

Τότε η πρώτη ταυτότητα Green, θέτοντας την (5.5.9) στην (5.5.4) γράφεται

Τέλος παραθέτουμε εδώ χωρίς απόδειξη την τρίτη ταυτότητα Green η οποία είναι

(5.5.8)

(5.5.9)

(5.5.10)

ί  JJ <Α ν 'Β -  Β·ν2Α) dV =

-  (Ax(VxB) + Α(ν·Β) -  Bx(VxA) -B (V-A )} -AdS

(5.5.11)

Τέλος , μνημονεύουμε δύο θεωρήματα που μπορούν να εξαχθούν από το 
θεώρημα της Απόκλισης.
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Θεώοηυα τηο Κλίσηο. Αν Φ είναι συνεχής βαθμωτή συνάρτηση σε τόπο V 
περικλειόμενο από κλειστή επιφάνεια S , τότε

V Φ dV = jjj 0dS (5.5.12)
V S

Η απόδειξη του θεωρήματος βασίζεται στο θεώρημα της απόκλισης. Θεωρούμε 
σταθερό διάνυσμα Α , και κατασκευάζουμε τη διανυσματική συνάρτηση

F =Φ(χ)Α

Το θεώρημα της απόκλισης για την F είναι

V . F  dV = J J F-fldS

V S

0

η

j  j  J ν  ·(ΦΑ) dV j
, V s

ΦΑ-AdS (5.5.13)

κι επειδή το A  είναι σταθερό έχουμε από την ταυτότητα ν·(Φ Α) = νΦ · Α

V . F  dV = ν Φ  dV = A

οπότε η (5 .5 .13) γράφεται

Α · V  Φ dV - = 0

Επειδή το Α  είναι τυχαίο, έπεται ότι η ποσότητα στην παρένθεση της τελευταίας 
εξίσωσης είναι μηδέν. Αρα αποδεικνύεται η (5.5.12)

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .5 .1

Στο παράδειγμα (1 .5 .6) το κέντρο μάζας συστήματος η σωμάτων ορίστηκε ως 
εξής

_  Σ  Γη, x(i)
'C. ffi·  — w  ___Σ  m,
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Για στερεό σώμα μπορούμε να γενικεύσουμε την έκφραση αυτή θεωρώντας 
συνεχή κατανομή μάζας που εκφράζεται με τη συνάρτηση της πυκνότητας ρ ( χ ) . 
Τότε

f xp(x)d3x
X V___________
Cm-= Jp(x)d3x

όπου M= Jp(x)d3x η συνολική μάζα του συστήματος. Για ομοιόμορφη κατανομή
V

ρ(χ)=σταθερά η σχέση γράφεται
_ £

* ο μ . -  μ  J x d 3x  4  J x d 3 x  · (5 ·5 · 14)
V V

Μπορούμε τότε να δείξουμε ότι

χ —— ft v2ds
Ac .m .= 2 y  JJJ Λ

Πράγματι, με τη χρήση του θεωρήματος της κλίσης έχουμε 

J i  x 2d S = J  Vx2d3 χ

Όμως V x2 =2χ άρα

|  J x2d S =2 J xd3x

ίι

Jj> 2xd3x

io  οποίο αποδείχνει το ζητούμενο.

Το θεώοπυα του στοοβιλισυού. Αν F  είναι συνεχής διανυσματική συνάρτηση σε 
τόπο V περικλειόμενο από επιφάνεια S , τότε
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J  J  J  V X f  a v  =

V

Για την απόδειξη της θεωρούμε και πάλι σταθερό διάνυσμα Α. Το θεώρημα της 
απόκλισης για τη συνάρτηση FxA  γράφεται

f f d S x F  (5 .5 .15)
J S

J J f V -(FxA) dV = J |  FxA-fldS
V s

(5.5.16)

Από τη διανυσματική ταυτότητα (3.8.15) του κεφαλαίου III έχουμε

V -(FxA) = A-Vx F - F-(VxA) = A V x  F  (5.5.17)

Από το τριπλό γινόμενο (κεφ. I) έχουμε

F x A d S  = A d S x F  (5 .5 .18)

Αντικαθιστώντας στην (5.5.16) τελικά έχουμε

Α· ( f j  J v x F  dV -JJ d Sxp } = 0 (5 .5 .19)

η οποία αποδεικνύει την (5 .5 .15), διότι το Α είναι τυχαίο διάνυσμα, και συνεπώς 
η ποσότητα στην αγκύλη είναι μηδέν.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .5 .2

Αν η συνάρτηση Ψ είναι λύση της εξίσωσης Laplace, σε κάποια περιοχή V που 
περιβάλλεται από επιφάνεια S , τότε

dS =0

Λύση  :

Από την πρώτη ταυτότητα Green, θέτοντας Φ =1 έχουμε 

|  (ν)Ψ·ά8 = Μ  ν 2Ψ dV

Επειδή η ψ είναι λύση της εξίσωσης Laplace, V2 Ψ = 0, έπεται
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Παράδειγμα 5.5.3

Αν Φ και Ψ  ε ίνα ι α ρ μ ο ν ικ έ ς  σ υ ν α ρ τή σ ε ις  σ ε  π ε ρ ιο χ ή  V, τό τε

|  (φνψ - ψνΦ)· dS = J J ^ ψ d l )  dS = 0

Λ ύσ η  :

Οι Φ, Ψ  κ α λ ο ύ ντα ι α ρ μ ο ν ικ έ ς  ό τα ν  ικ α νο π ο ιο ύ ν  τη ν  εξ ίσ ω σ η  L ap lace , δ η λ α δ ή  V2 Φ 
= V2 Ψ  = 0 τ ό τ ε  α π ό  τη  δ ε ύ τ ε ρ η  τα υ τό τη τ α  G reen  έ π ε τ α ι α υ τ ό μ α τα  η ζ η τ ο ύ μ ε ν η .

Παράδειγμα 5.5.4

Να δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι γ ια  κ λ ε ισ τή  ε π ιφ ά ν ε ια  S , |  dS =0 

Λ ύσ η  :

Α πό τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  τ η ς  κ λ ίσ η ς  (5 .5 .13), γ ια  Φ=1 έ χ ο υ μ ε

δ ιό τ ι V(1) = 0

5.6 Το Θεώρημα του Green

Σ το  ε δ ά φ ιο  α υ τ ό  θ α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  τ ο υ  G re e n  τ ο  ο π ο ίο  
α π ο τ ε λ ε ί  ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τω σ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  S to k es . Η α π ό δ ε ιξ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  
G reen  ε ίν α ι α π λ ο ύ σ τ ε ρ η  α υ τ ή ς  το υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  S to k e s  και σ ’α υ τ ό  το  σ η μ ε ίο  θ α  
α π ο τ ε λ έ σ ε ι  τ ο  κ α τ ά λ λ η λ ο  υ π ό β α θ ρ ο  γ ια  τ η ν  ε υ κ ο λ ό τ ε ρ η  κ α τ α ν ό η σ η  τ ο υ  
τ ε λ ε υ τα ίο υ . Θ α δ ια τ υ π ώ σ ο υ μ ε  τώ ρ α  τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  G reen .

Έ σ τ ω  τ ό π ο ς  D σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  (χ 1Ο χ 2) μ ε  σ ύ ν ο ρ ο  κ λ ε ισ τ ή  κ α μ π ύ λ η  C. 

Θ εω ρ ο ύ μ ε  ό τ ι η  C  ε ίν α ι π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν η  δ ε ξ ιό σ τρ ο φ α .

Θ εώ ο π υ α
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Ε σ τω  F, και F2 ε ίνα ι σ υ ν ε χ ε ίς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  τω ν  μ ε τ α β λ η τώ ν  χ , κα ι χ 2 κα ι ο ι μ ερ ικ έ ς  
5F , δ F,

π α ρ α γ ω γ ο ί , υ π α ρ χ ο υ ν  και ε ίν α ι ε π ίσ η ς  σ υ ν ε χ ε ί ς  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  (χ 1Ο χ 2). Α ν ο

τ ό π ο ς  D ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  τ ε μ α χ ισ τ ε ί  σ ε  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  α ρ ιθ μ ό  α π λ ώ ν  τ ό π ω ν  D , , ..., 
Dn, τ ό τ ε  η π α ρ ά κ α τω  ισ ό τη τα  ισ χ ύ ε ι

< * ι< * 2= (F ,dx , +F2dx 2) (5 .6 .1 )

Α π ό δ ε ιΕ η . Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ ο ν  τ ό π ο  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς  (5 .3 .1 ) ο  ο π ο ίο ς  π ε ρ α τ ο ύ τ α ι  σ τ η ν  

κ λ ε ισ τή  κ α μ π ύ λ η  C  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν η  ό π ω ς  σ το  σ χ ή μ α  5 .6 .1 .

Μ
SR, δ Ι^  
δχ , δΧ2

Xj

Σ χ ή μ α  5 .6 .1 . Γ ια  τ η ν  α π ό δ ειξη  το υ  θ εω ρ ή μ α το ς  το υ  G reen  δ ια ιρ ο ύμε τη ν  κ λ ε ισ τή  
καμπ ύλη  C  σ ε  δ ύο  τμ ή μ α τα  ΐ) χ , ' =  χ , ' (χ2)  και χ , ' = χ , ' (χ2)  που α ν το ισ το ιχ ο ύ ν  σ τα  

δ α γ  και γβδ. ϋ) χ2 ' =χ2 '(χ η)  και χ2 ' = χ2 '  (χ ,) που α ν τισ το ιχ ο ύ ν  σ τα  β δ α  και αγβ.

Έ σ τ ω  δ υ ο  σ η μ ε ία  γ ,δ ,  τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε  χ 2(γ )= ο  κ α ι χ 2(δ )= ό , ό π ο υ  c  κα ι d  ε ίν α ι  ο ι  

α κ ρ α ίε ς  τ ιμ έ ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C . Τ α  σ η μ ε ία  γ ,  δ , χ ω ρ ίζ ο υ ν  τ η  C  σ ε  δ ύ ο  α ν ο ιχ τ έ ς  
κ α μ π ύ λ ε ς  π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο ν τ α ι  α π ό  τ ι ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις  χ , ' =  χ , ' (χ 2) κα ι χ , ' '  =  χ , "  (χ 2) 

(β λ έ π ε  σ χ ή μ α  5 .6 .1 ) . Σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  χ ω ρ ίζ ο υ μ ε  τ ο  π ρ ώ τ ο  μ έ λ ο ς  τ η ς  (5 .6 .1 ) σ ε  δ ύ ο  
ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α . Τ ο  π ρ ώ τ ο  ε ίν α ι

/ ) * £ * * . *
0
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Κ α τό π ιν  ε κ τ ε λ ο ύ μ ε  σ τη ν  (5 .6 .2 ) τ η ν  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  ω ς  π ρ ο ς  χ · |. Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τ ο  

σ χ ή μ α  (5 .6 .1 ) έ χ ο υ μ ε

3F.
dx,

-d χ1 ' '(χ2> 
dx1 dx2= J d x 2 J

° Χ1 (χ2>
5χ,

— Jd x 2 {F2(x, ,x2) - F2(x, ' ,χ2)}
C

3F f uJ  J* Οχ? dx, dx2= JdXj F2(x, (x2),x2) — J F2(x1 (x2),x2) dx2 (5 .6 .3 )

Σ το ν  τ ε λ ε υ τ α ίο  ό ρ ο  τ η ς  (5 .6 .3 ) α λ λ ά ζ ο υ μ ε  τη  σ ε ιρ ά  τ ω ν  ο ρ ίω ν  c  κ α ι d σ τη ν  
ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  ο π ό τ ε  έ χ ο υ μ ε

3F Γ υU ^ dx, d x 2 = J d x2 F2(x,' '  (X2),X2) + f F2(x, · (x2),x2)
D 1 c d

dx2 =

(5 .6 .4 )

Α ν ά λ ο γ α  ε π ε ξ ε ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε  και τ ο  δ ε ύ τ ε ρ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ο υ  π ρ ώ τ ο υ  μ έ λ ο υ ς  τ η ς  
(5 .6 .1 ) ε ίνα ι

J5 χ2' ' ( χι) 
dx2 = - J d x 1 J

8 χ2' ( χ,)

2

Ό π ο υ  τώ ρ α  χ 2 ' = χ 2' (χ ,) ε ίνα ι το  α γ β  τμ ή μ α  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C  και χ 2"  = χ 2"  (χ ,) τ ο  
τμ ή μ α  α δ β  α υ τή ς . Η ο λ ο κ λή ρ ω σ η  τ η ς  (5 .6 .5 ) ω ς  π ρ ο ς  χ 2 δ ίν ε ι τ ε λ ικ ά

dx, dx2 =

b

jd x 1 { F 1(x2 (x , ) ^ )  ^(Xg ( x ^ x ^ } 
a

b b
— J fi(x2" ( x1),x1)+ J F,(x2'(x1),x1) dx, = 

a a



(5 .6 .6 )= $ c dx ,F ,

Π ρ ο σ θ έ τ ο ν τ α ς  τ ι ς  (5 .6 .4 )  κ α ι (5 .6 .6 )  κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε  σ τ η ν  (5 .6 .1 )  η ο π ο ία  
α π ο δ ε ικ ν ύ ε ι  τ ο  θ εώ ρ η μ α .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  5 .6 .1

1. Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η  F = x26 r  Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  G re e n  ν α  

υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

$c F  d x

π ά ν ω  σ τ η ν  κ λ ε ισ τή  κ α μ π ύ λ η  C  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς  (5 .6 .2 ).

Λ ύ σ η  :

Ε ίνα ι F d x  = ^  ( έ ^ Η ά χ , έ ,  +dx2§ 2) = x2dx ,

Σ υ γ κ ρ ίν ο ν τ α ς  μ ε  τ η ν  (5 .3 .1 )  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  ό τ ι  F , = χ 2 κ α ι F2 = 0 . Τ ό τ ε  α π ό  τ ο  

θ ε ώ ρ η μ α  έ χ ο υ μ ε

t **d x ' (0 > · 4  w  } = " I I d x ' dx i

T o  τ ε λ ε υ τ α ίο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ισ ο ύ τ α ι μ ε  τ ο  ε μ β α δ ό ν  Ec τ ο υ  τ ό π ο υ  π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε ι η 

κ α μ π ύ λ η  C . Ά ρ α

|  F  d x  = - E c , F  = χ 2§ 1 

c

Π α ο α τ ή ο η σ η :

Π ρ ο φ α ν ώ ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  κα ι χ ω ρ ίς  τ η  χ ρ ή σ η  τ ο υ  

θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  G re e n . Α π ό  τ ο  σ χ ή μ α  (5 .6 .1 ) έ χ ο υ μ ε  

b b
J χ ^  = J χ2' (χ  ̂dx, + J χ2"  (x,)dx, => 

c a a

b b
J x2dx, = J x2 ( x j  dx, -  J x2' ' (x̂ dx, 

a  a
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Σ χ ή μ α  5 .6 .2 . Το θεώ ρ η μ α  το υ  G reen δ ίνε ι ά μ εσ η  γ ε ω μ ετρ ικ ή  ε ρ μ η ν ε ία  το υ  

ολοκληρ ώ μα το ς  x2dx , ω ς το εμβαδόν που π ερ ικλείε ι η καμπύλη.

Το π ρ ώ τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ ο υ  δ ε ύ τ ε ρ ο υ  μ έ λ ο υ ς  τ η ς  τ ε λ ε υ τ α ία ς  ισ ο ύ τ α ι μ ε  τ ο  
ε μ β α δ ό ν  Ε, π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε τ α ι  α π ό  τ η ν  κ α μ π ύ λ η  χ 2 ’ ( χ ,)  κα ι τ ο ν  ά ξ ο ν α  τ ω ν  χ , 

α ν ά μ ε σ α  α π ό  τα  σ η μ ε ία  α, b. Το δ ε ύ τ ε ρ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ισ ο ύ τα ι μ ε  τ ο  ε μ β α δ ό ν  π ο υ  
π ερ ικ λ ε ίε τα ι α π ό  τη  χ 2' ' (χ ,) και τ ο ν  ά ξ ο ν α  τω ν  x r  Ά ρ α

J  x2dx, = Ε , - Ε2 = - E c

Ά σ κ η σ η  5 .6 .1 : Ν α  δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι 

\ J  (x,dx2 -  x2dx,) = Ec

Σ π υ ε ίω σ π : Η γ ε ω μ ε τρ ικ ή  ερ μ η ν ε ία  τ η ς  τ ε λ ε υ τ α ία ς  έ κ φ ρ α σ η ς  ε ίν α ι π ρ ο φ α ν ή ς  α ν  η 

υ π ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  π ο σ ό τ η τ α  γ ρ α φ ε ί  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  ω ς

dE  = xxdx = x ,d x 2 -  x2dx ,

5 .7  T o  Θ εώ ρ η μ α  του  S t o k e s

Π ριν δ ια τ υ π ώ σ ο υ μ ε  το  δ ε ύ τ ε ρ ο  σ η μ α ντ ικ ό  θ ε ώ ρ η μ α  το υ  κ ε φ α λ α ίο υ  α υ το ύ  
π ο υ  ε ίν α ι το  θ ε ώ ρ η μ α  ή τ ύ π ο ς  τ ο υ  S to k e s  θ α  υ π ε ν θ υ μ ίσ ο υ μ ε  γ ια  π α ρ α κ ά τ ω  
ευ κ ο λ ία  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  β α σ ικ έ ς  μ α θ η μ α τικ ές  έ ν ν ο ιε ς  π ο υ  α φ ο ρ ο ύ ν  τ ις  ε π ιφ ά ν ε ιε ς .

1 Έ σ τ ω  λ ο ιπ ό ν  μ ία  ο μ α λ ή  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ έ ν η  ε π ιφ ά ν ε ια  S  η ο π ο ία  έ χ ε ι  
σ ύ ν ο ρ ο  μ ια  κ λ ε ισ τή  ο μ α λ ή  κα μ π ύλη  C. Ο π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό ς  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C  ε ίνα ι 
σ ύ μ φ ω ν ο ς  μ ε  τ ο ν  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ό  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  S  (Β λ έ π ε  σ χ ή μ α  5 .7 .1 a ) .
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Δ η λ α δ ή  η θ ετ ικ ή  π λ ε υ ρ ά  τ η ς  S  β ρ ίσ κ ετα ι α ρ ισ τ ε ρ ά  ε ν ό ς  π α ρ α τ η ρ η τ ή  π ο υ  κ ιν ε ίτα ι 
π ά ν ω  σ τη  C κ α τά  τη  φ ο ρ ά  π ρ ο σ α ν α τ ο λ ισ μ ο ύ  τ η ς  C .

Έ σ τ ω  ό τ ι π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ιο ύ μ ε  τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  μ ε  τ ι ς  μ ε τ α β λ η τ έ ς  (ρ , q ). 
Σ υ ν ε π ώ ς  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  τω ν  σ η μ ε ίω ν  τ η ς  ε ίν α ι

χ  = x(p ,q)=  6, χ, (p,q) + δ 2 x2 (p ,q) + §3 χ3 (ρ.ά) (5 .7 .1)

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  ό τ ι τ α  χ, (p ,q ), ί =  1 ,2 ,3 , έ χ ο υ ν  σ υ ν ε χ ε ί ς  μ ερ ικ έ ς  π α ρ α γ ώ γ ο υ ς  ω ς  π ρ ο ς  ρ 

κα ι q μ έ χ ρ ι  δ ε ύ τ ε ρ η  τά ξη .

X.

Σ χ ή μ α  5 .7 .1

Γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό τ ι  ο ι π α ρ ά γ ω γ ο ι  χ ρ = ^ - ,  x q = — , κα ι τ ο  κ ά θ ε τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α ,

σ χ ε τ ίζ ο ν τ α ι  ω ς  ε ξ ή ς

A = χρ χ χ,/ΙΧρ χ χ,| (5.7.2)
Ω ς  γ ν ω σ τ ό ν  τ α  χρ και x q ε ίν α ι ε φ α π τ ό μ ε ν α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  σ τ ις  κ α μ π ύ λ ε ς  

χ  s  x (p ,q  = σ τα θ .)  και χ = χ(ρ =  σ τ α θ .,ς  ) α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Τ ό τε  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ η ν  3 .1 .1 8

d S - f x t d p d p ( 5 ·7 ·31

Τ ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  μ ή κ ο ς  ω ς  γ ν ω σ τ ό ν  γ ρ ά φ ε τ α ι

, <5χ . δχ
d x = i d p + ^ dt|

(5 .7 .4 )
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το υ  τε λ ε σ τή  V ω ς  ε ξ ή ς

d dx, d δχ? d  δΧΊ δ 
dp ~ dp  δχ, + 9p δχ2 + δρ δχ3

ή

δρ δρ (5 .7 .5 )

(5 .7 .6 )

Θ εω ρ ο ύ μ ε  τώ ρ α  το  σ ύ ν ο λ ο  τω ν  τ ιμ ώ ν  τω ν  μ ετα β λ η τώ ν  ρ και q σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  (ρ, q), 
ο ι ο π ο ίε ς  α ν τ ισ το ιχ ο ύ ν  σ τα  σ η μ ε ία  τ η ς  S . Τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  τ ιμ ώ ν  α υ τ ώ ν  σ χ η μ α τ ίζ ε ι 
μ ία  ε π ιφ ά ν ε ια  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  (ρ , q) τ η ν  ο π ο ία  κ α λ ο ύ μ ε  σ , (σ χ ή μ α  5 .7 .1 b )  
π ε ρ ιβ ά λ λ ε τ α ι  δ ε  α π ό  μ ία  κ α μ π ύ λ η  γ  τ η ς  ο π ο ία ς  τ α  ζ ε ύ γ η  τ ιμ ώ ν  (ρ , q) 
α ν τ ισ το ιχ ο ύ ν  σ τα  σ η μ ε ία  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  C  π ο υ  ε ίν α ι τ α  π έ ρ α τ α  τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  S .

Υ π ο θ έτο υ μ ε  π α ρ α π έ ρ α , ό τ ι η α ν τ ισ το ιχ ία  τω ν  σ η μ ε ίω ν  (ρ, q) μ ε  τ α  σ η μ ε ία  
τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  χ(ρ , q) ε ίνα ι έ ν α  π ρ ο ς  έν α . Ε π ιπ λ έ ο ν  έ σ τω  ό τ ι γ ια  τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  σ  
σ το  ε π ίπ ε δ ο  (ρ, q) ισ χ ύ ε ι το  θ ε ώ ρ η μ α  G re en  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς  π α ρ α γ ρ ά φ ο υ .  
Δ η λ α δ ή  γ ια  σ υ ν ά ρ τη σ η  F(p,q) ό π ο υ  F = Fp§ p + Fq§ q έ χ ο υ μ ε :

Μ πορούμ ε τό τ ε  ν α  δ ια τυ π ώ σ ο υ μ ε  το  α κ ό λ ο υ θ ο  θ εώ ρ η μ α :

θ ε ώ ο η ϋ α  - t u n o c  tou  S to k e s :

Έ σ τ ω  F ε ίν α ι δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  σ υ νά ρ τη σ η  σ υ ν ε χ ή ς  και δ ια φ ο ρ ίσ ιμ η  π ά ν ω  σ ε  
ο μ α λ ή  ε π ιφ ά ν ε ια  S  π ο υ  π ερ ικ λ ε ίε τα ι α π ό  τη  σ υ νο ρ ια κ ή  ο μ α λ ή  κ α μ π ύ λ η  C. Τ ό τ ε  η 
κ υ κ λ ο φ ο ρ ία  τ η ς  F γ ύ ρ ω  α π ό  τ η ν  κ α μ π ύ λ η  C, ισ ο ύ τ α ι μ ε  τ η  ρ ο ή  τ ο υ  
σ τρ ο β ιλ ισ μ ο ύ  τ η ς  F δ ια μ έσ ο υ  τ η ς  S, δ η λ α δ ή

(5 .7 .7 )

(5 .7 .8 )
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Α π ό δ ε ιξ η :

Γ ια  τ η ν  α π ό δ ε ιξ η  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α τ ο ς  τ ο υ  S to k e s  θ α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιη θ ο ύ ν  ο ι ε ξ ή ς  δ ύ ο  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς

(Χρ X Xq) X V  =  Xq(Xp'V ) -  Xp(X q-V ) ( 5 . 7 . 9 )

A  V Χ Β = A xV  B ( 5 . 7 . 1 0 )

Η α π ό δ ε ιξ η  τ η ς  (5 .7 .9 )  π ρ ο χ ω ρ ά ε ι  ό π ω ς  κα ι σ τ η ν  (1 .1 2 .1 3 ) π ρ ο σ έ χ ο ν τ α ς  ν α  

δ ια τ η ρ ή σ ο υ μ ε  τη  σ ε ιρ ά  τ ω ν  τ ρ ιώ ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  δ η λ α δ ή

(χρ χ x q) χ V j =  (xq)i (xp)j V, (xp)i (xq)j Vj

α π ό  τ η ν  ο π ο ία  έ π ε τ α ι  η  (5 .7 .9 ) . Η (5 .7 .1 0 )  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ε ύ κ ο λ α  α π ό  τ η ν  (1 .1 2 .9 )  

δ η λ α δ ή

A-(V χ  Β) = ε ()|( Aj Vj Bk = (A xV )k B k = (AxV) B

Ξ ε κ ιν ά μ ε  τ η ν  α π ό δ ε ιξ η  με τ η ν  α ν τ ικ α τ ά σ τ α σ η  τ η ς  (5 .7 .4 ) σ τ ο  π ρ ώ τ ο  μ έ λ ο ς  τΠ ^

(5 .7 .8 )

| F d X . J F - ( | d p + | dq )
C γ

ax
dp

d p  +F·
δχ
aq

Ε φ α ρ μ ό ζ ο ν τ α ς  τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  G re e n  (5 .7 .7 ) σ τη ν  τ ε λ ε υ τ α ία , έ χ ο υ μ ε

c σ

Γ Γ 5F δχ _ _δ̂ χ_ dFdX -  _afx_
~ J  J  Ιδρ δη +Ι"  δρδη '  δη δρ δηδρ 

σ

ο π ό τ ε

Π
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/·>*-//(£ * -£ * > Fipdq (5 .7 .1 1 )

Ε ισ ά γ ο ν τ α ς  τ ις  (5 .7 .5 ) και (5 .7 .6 ) σ τη ν  (5 .7 .11) έ χ ο υ μ ε

J F' d* = i J t e < t ' * > - t (f ' v > } - Fdpdd
(5 .7 .1 2 )

Η π ο σ ό τ η τ α  σ τ ις  α γ κ ύ λ ε ς  τ η ς  (5 .7 .1 2 ) α ν τ ικ α θ ίσ τα τ α ι μ ε  τ ο  ίσ ο  τ η ς  α π ό  τ η ν

(5 .7 .9 ). Τ ό τε

$c p dx = ax * 3χ ] χν 
ap x dq) F dpdq

και α π ό  τη ν  (5 .7 .10) γ ια  Α = |^  χ  f q  και ® = F έ χ ο υ μ ε  

F· d x  =  J J  ̂ g .  χ  -VxFdpdq (5 .7 .1 3 )

, / ί ( ν χ ρ ) · { | χ | φ < * , ]

t F‘dx = ί i VXF ds
a

η ο π ο ία  α π ο δ ε ικ ν ύ ε ι τ ο  θ εώ ρ η μ α .

I Π α ρ α τή ρη σ η : Α πό τ η ν  π ιο  π ά ν ω  α π ό δ ε ιξ η  ε ίνα ι σ α φ έ ς  ό τ ι τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  τ ύ π ο ς  τ ο υ  
ί S to k e s  ισ χ ύ ε ι γ ια  κ ά θ ε  ε π ιφ ά ν ε ια  S  η ο π ο ία  έ χ ε ι  ω ς  π έ ρ α ς  τ η ν  κ α μ π ύ λ η  ε φ ' ό σ ο ν  
π ά ν ω  σ ' α υ τή ν  η F π λ η ρ ο ί τ ι ς  υ π ο θ έ σ ε ις  τ ο υ  θ ε ω ρ ή μ α το ς  (α). Α υ τό  έ χ ε ι  μ ε γ ά λ η  
σ η μ α σ ία  σ τ ις  ε φ α ρ μ ο γ έ ς .

ι
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Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  5 .7 .1

Έ σ τ ω  ό τ ι  τ ο  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  Β π ρ ο κ ύ π τ ε ι  α π ό  τ ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό  ε ν ό ς  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  : Β = # χA

Τ ό τε  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ ο  θ ε ώ ρ η μ α  S to k e s

δ η λ α δ ή  η ρ ο ή  τ ο υ  μ α γ ν η τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  δ ια μ έ σ ο υ  μ ια ς  α ν ο ικ τ ή ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  

ισ ο ύ τ α ι μ ε  τ η ν  κ υ κ λ ο φ ο ρ ία  τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δ υ ν α μ ικ ο ύ  Α  κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  

π έ ρ α τ ο ς  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς .

Κ ατά  σ υ ν έ π ε ια  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  σ τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  ε ν ό ς  κ υ λ ιν δ ρ ικ ο ύ  
σ ω λ η ν ο ε ιδ ο ύ ς  α π ε ίρ ο υ  μ ή κ ο υ ς  δ ε ν  ε π ιτ ρ έ π ε τ α ι  ν α  ε ίν α ι μ η δ έ ν , π α ρ ό λ ο  π ο υ  ε κ ε ί 

Β = 0 .

Σ χ ή μ α  5 .7 .2 . Σ ω λ η ν ο ε ιδ ές  α π είρ ο υ  μ ή κ ο υ ς  μ ε  α κ τ ίν α  α.

Σ τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  τ ο υ  σ ω λ η ν ο ε ιδ ο ύ ς  τ ο  π ε δ ί ο  Β  ε ίν α ι  ο μ ο γ ε ν έ ς  κ α ι 
π α ρ ά λ λ η λ ο  σ τ ο ν  ά ξ ο ν α  τ ο υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ . Ξ έ ρ ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  (π α ρ ά δ ε ιγ μ α  4 .4 .3 )  ό τ ι  

τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  σ τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  τ ο υ  σ ω λ η ν ο ε ιδ ο ύ ς  μ π ο ρ ε ί ν α  ε π ιλ ε γ ε ί

s S

Α = ^  Β χ χ  = ^  Β ρ τ  , ρ <  α (5 .7 .1 5 )
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ό π ο υ  τ  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τ ο ν  κύκλο  τ η ς  π α ρ ά π λ ε υ ρ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  τ ο υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ , μ ε  
μ ή κ ο ς  μ ο νά δα , και ρ η α π ό σ τα σ η  α π ό  τ ο ν  ά ξ ο ν α  το υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ . Π ρ ο φ α ν ώ ς  α ν  
θ εω ρ ή σ ο υ μ ε  κύκλο γ  μ ε  α κ τ ίνα  ρ και κ έντρ ο  σ το ν  ά ξ ο ν α  το υ  κ υ λ ίνδ ρ ο υ

|  A d x  = J ^  Bp pd<p = £  Βρ2 2 π  = Β πρ2 

Υ

π ο υ  ε ίν α ι ό ν τ ω ς  η ρο ή  το υ  Β δ ια μ έσ ο υ  τη ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  S  = π ρ 2.

• Α ς υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  τώ ρ α  ό τ ι το  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  έ χ ε ι  σ τ ο  ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  

τ η ν  ίδ ια  μ ο ρ φ ή  δ η λ α δ ή

A = Α (ρ)τ

ό π ο υ  Α(ρ) π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τέ α  σ υ νά ρ τη σ η .. Π ρ ο φ α νώ ς

J A d x  = Β πα2 , ρ>α 

Υ

α λ λ ά

2π
|  A d x  = J* Α(ρ) p d φ  = Α (ρ)2πρ

δ η λ α δ ή  Α (ρ)2πρ  = Β πα2 ή Α(ρ) = £  Β j  

και σ ε  δ ια νυ σ μ α τικ ή  έκ φ ρ α σ η

Α = 2 ^ Τ , ρ > α  (5 .7 .1 6 )

ή κ α λ ύ τε ρ α

Ω ε α π ό ρ ρ ο ια  τ η ς  ε ξ ίσ ω σ η ς  (5 .7 .8 ) μ π ο ρ ε ί ν α  ο ρ ισ τε ί και ο  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  ω ς  ε ξ ή ς
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(VxF)j = lim f F 'd x
s-Λ SCJ

ό π ο υ  c  έ ν α ς  κ λ ε ισ τ ό ς  δ ρ ό μ ο ς  κ ά θ ε τ ο ς  σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  e·, κα ι S  η  π ε ρ ικ λ ε ιό μ ε ν η  

ε π ιφ ά ν ε ια .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  5 .7 .2

Θ α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ ο υ  π ε δ ίο υ

F  = γ2 ( e ,  χ 2 + e 2 χ ύ  = j , ρ  = ( χ2,+  χ ζ2 ) 1/2

ό π ο υ  τ  τ ο  μ ο ν α δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  ε ίν α ι  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ ε  κ ύ κ λ ο  μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ η ν  
α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν .

1 2χ=, 1 2χ2 n

Για r -> 0, θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ ο  δ ρ ό μ ο  C , ν α  ε ίν α ι κ ύ κ λ ο ς  μ ε  κ έ ν τ ρ ο  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  

και α κ τ ίν α  r. Π ρ ο φ α ν ώ ς  α ν  V xF φ  0  θ α  ε ίν α ι σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  §3, ο π ό τ ε

(V x F )3 =  lim [ 
r- Λ  1" J

r d x  ,. 1 „  '——  = lim —τ  2 π  -> ο ο
Γ-Λ π π r-^0

Ε π ε ιδ ή  V xF  δ ε ν  ε ίν α ι  π α ν τ ο ύ  μ η δ έ ν  τ ο  π ε δ ίο  F δ ε ν  μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο κ ύ ψ ε ι  α π ό  μία 

β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τ η σ η . Το π ε δ ίο  F ε ίν α ι σ τρ ό β ιλ ό .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .7 .3  Δ ια ω ο ο ικ ή  υ ο ο ω ή  τ ο υ  ν ό υ ο υ  τ ο υ  A m p 6 re .

Το θ ε ώ ρ η μ α  τ ο υ  S to k e s  μ α ς  ε π ιτ ρ έ π ε ι  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τ ο  ν ό μ ο  το υ  A m p6re

J  B d x  = μ0  Ιπ ε ρ . (5 .7 .1 7 )

c

σ ε  δ ια φ ο ρ ικ ή  μ ο ρ φ ή .

Π ρ α γ μ α τ ικ ά  τ ο  ρ ε ύ μ α  π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε τ α ι  σ τ ο  δ ρ ό μ ο  C μ π ο ρ ε ί ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  α ν  

ε ίν α ι  γ ν ω σ τ ή  η  π υ κ ν ό τ η τ α  ρ ε ύ μ α τ ο ς  (φ ο ρ τ ίο υ )  J  π ά ν ω  σ ε  μ ια  ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  
π ε ρ ικ λ ε ίε ι  η C . Π ρ α γ μ α τ ικ ά  ε ξ  ο ρ ισ μ ο ύ
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dl = J  · AdS 

ή

Ιπ ερ  = j* J  ' A d S  

S

Ό μ ω ς  σ ύ μ φ ω ν α  με τ ο  θεώ ρη μ α  S to k es

j* B dx = J J (VxB) · AdS 
c S

ό π ο υ  S  ε ίν α ι ο π ο ια δ ή π ο τ ε  ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  έ χ ε ι  ω ς  π έ ρ α τ α  τ ο  δ ρ ό μ ο  C . Ά ρ α  ο  

ν ό μ ο ς  τ ο υ  A m p6re π α ίρ ν ε ι τη  μ ο ρ φ ή

f (VxB) · A d S  = μ0  f  (J · A ) dS  

S S

ε π ε ιδ ή  α υ τή  θ α  π ρ έ π ε ι  ν α  ισ χύ ε ι γ ια  κά θ ε S  έ χ ο υ μ ε

ν χ Β  = μ ^  (5 .7 .1 8 )

π ο υ  ε ίνα ι η (ισ ο δύ να μ η ) δ ια φ ο ρ ικ ή  μ ο ρ φ ή  τ ο υ  ν ό μ ο υ  το υ  A m pdre.

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  5 .7 .4

Ο σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  π ε δ ίο υ  με δ υ ν α μ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς  π ο υ  δ ε ν  σ τρ ο β ιλ ίζο ν τα ι.

Σ υ ν ή θ ω ς  επ ικ ρ α τε ί ε ν τύ π ω σ η  ό τι έ ν α  δ ιά ν υ σ μ α  F έ χ ε ι  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό  δ ιά φ ο ρ ο  α π ό  
τ ο  μ η δ έ ν  α ν  οι δ υ ν α μ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς  α υ τ ο ύ  σ τρ ο β ιλ ίζ ο ν τ α ι. Α ν ά λ ο γ α  ε π ικ ρ α τ ε ί η 
α ν τ ίλ η ψ η  ό τι μ ια  ρ ο ή  ε ίν α ι σ τρ ο β ιλ ή  ό τ α ν  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ τρ ό β ιλ ο ι. Α υ τό  ό μ ω ς  δ ε ν  
ε ίν α ι α π α ρ α ίτ η τ ο .

Π ρ α γμ α τ ικ ά  α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  έ ν α  α σ υ μ π ίε σ το  ρ ε υ σ τ ό  (ρ= σ τα θ .)  π ο υ  π ε ρ ιγ ρ ά φ ε τ α ι  
α π ό  τ ο  π ε δ ίο  τ α χ ύ τ η τ α ς  υ = u(x). Έ σ τ ω  ό τ ι π ε δ ίο  τ α χ ύ τ η τ α ς  ε ίν α ι

υ = §2 υ 0 β_χ2 ι/λ2 , υ0, λ  = σ τα θ ., υ0> 0  (5 .7 .1 9 )

Οι ρ ε υ μ α τ ικ έ ς  γ ρ α μ μ έ ς  δ ίν ο ν τα ι σ τ ο  σ χ . 5 .7 .3

Π ρ ο φ α ν ώ ς
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V xu  =

δ, §2 δ3

_d_ _d_
5χ! 5χ2 3χ3

0 υ 0

a du 2uxie-xw a  
λ 2 θ  ·

Σ χ ή μ α  5 .7 .3 . Δ ε ίχ ν ε τ α ι η ρ ο ή  ε ν ό ς  ρ ε υ σ το ύ  μ ε  π εδ ίο  τα χ ύ τη τα ς  π αρά λληλο  σ το ν  

ά ξο ν α  χ2 το  οπ οίο  ό μ ω ς ε λ λ α τώ ν ε τα ι κ α θ ώ ς  το  /χ ,/  α υ ξά ν ε ι. Η  ρ ο ή  ε ν ό ς  τέ το ιο υ  

ρ ε υ σ το ύ  ε ίν α ι σ τρ ο β ιλή .

δ η λ α δ ή  V xu =  Ο μ ό ν ο  σ τ α  σ η μ ε ία  χ , = 0  κα ι χ ,  =οο. Τ ο  σ η μ ε ίο  τ ο υ  V xu  ε ξ α ρ τ ά τ α ι 

α π ό  τ ο  σ η μ ε ίο  τ ο υ  χ , .  Σ υ ν ε π ώ ς  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

Γ = J u d x
c

θ α  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ό  τ ο  δ ρ ό μ ο  C . Η π ο σ ό τ η τ α  Γ λ έ γ ε τ α ι  κ υ κ λ ο φ ο ρ ία  τ ο υ  
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  υ. Π ο ια  ε ίν α ι  η  κ υ κ λ ο φ ο ρ ία  κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  δ ρ ό μ ο υ  Α1Α2Α 3Α 4Α 1 

(σ χ ή μ α  5 .7 .4 ) ό π ο υ  :

A, =(x0,y0), Α2 =(x0,y0+b), Α3 =(Xo+a,y0+b), Α4 =(x0+ a,y0) ; 

(a> 0  κα ι b>0)



253

Π ρ ο φ α ν ώ ς  έ χ ο υ μ ε  σ υ ν ε ισ φ ο ρ ά  μ ό ν ο  κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ω ν  δ ρ ό μ ω ν  Α ,Α 2 και Α3Α 4. 

Έ χ ο υ μ ε

Α2 Α2 yo+ά
J  u-dx = J υ dx2 = υ0β'χ2̂ 2 I  dx2 = bu0 e^2̂ 2 

A, A, y0

A4 y0 yoJ  u -dx = J  u dx2 = υ0β '(χ°+3)2/λ2 j  dx2
A3 y0+b y0+b
= — άυ0θ '(χ°+3)2/λ2

Ά ρ α

Γ = b U o ie 'f ^ ) 2 -e-ixo+a)2̂ 2) _  b0u0 {1— e '( a2 +2ax°)/X2 j  β-(χο/λ)2

π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό τ ι Γ>0 α ν  x0  > - 1  και Γ<0 α ν  χ 0 < - 1 . 

Ε π ιβ εβ α ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι α ν  S  η ε π ιφ ά ν ε ια  τ ο υ  π α ρ α λ λ η λ ε π ιπ έ δ ο υ  ισ χ ύ ε ι

Γ = |  (Vxu) · A d S  = 

ό ν τ ω ς  A = - δ 3 , δ η λ α δ ή

π ρ ο φ α ν ώ ς  Γ = 0 α ν  χ 0 *  - a / 2 .  Σ υ ν ε π ώ ς  α ν  τ ο π ο θ ε τ ή σ ο υ μ ε  π τ ε ρ ύ γ ια  σ τ ο  π ε δ ίο  
ρ ο ή ς  θ α  α σ κ η θε ί π ά ν ω  τ ο υ ς  ρ ο π ή  ε κ τ ό ς  α ν  τ ο  κ έν τρ ο  τ ο υ ς  ε ίνα ι π ά ν ω  σ τ ο ν  ά ξ ο ν α
χ2·

a+ x 0*0

= υ„ b  (e '(x<A)2 _  e -(x0+a)2A2 ) _  r
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Σ χ ή μ α  5 .7 .5 . Το π εδ ίο  το υ  σ χ ή μ α το ς  5 .7 .3 . α σ κ ε ί ροπ ή σ ε  π τερ ύ γ ια  ό τ α ν  το  

κ έ ν τρ ο  τη ς  ρ ο ή ς  δ ε ν  δ ιέ ρ χ ε τα ι από τ ο ν  ά ξο ν α  π ερ ισ τρο φ ής.

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  5 .7 .5

Ο σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  π ε δ ίο υ  F  ε ίν α ι: 

curl F = 2χ2̂  - 2 χ3$2 + a ^ .

Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  ε π ιφ α ν ε ια κ ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  κ ά θ ε τ η ς  σ υ ν ισ τ ώ σ α ς  τ ο υ  
σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ο ύ  π ά ν ω  σ τ η ν  α ν ο ιχ τ ή  ε π ιφ ά ν ε ια  χ 2,+  χ22 +χ23 = a 2, x3> 0 . Μ π ο ρ ε ί ν α

Λ ύση :

Θ α υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  μ ε  δ ύ ο  τ ρ ό π ο υ ς :

α ) Ε ρ γ α ζ ό μ α σ τ ε  σ τ ις  σ φ α ιρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  Α π ό  τ ο  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  τ ο υ  ε δ α φ ίο υ
3.1 έ χ ο υ μ ε  ό τ ι

dS = χθ χ χ φ όθόφ

= a 2 { s in 20 (coscp +sincp &,) + είηθ  c o s0 ^

Σ τη  σ υ ν έ χ ε ι α  ε κ φ ρ ά ζ ο υ μ ε  κ α ι τ ο  σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό  τ η ς  F  σ τ ι ς  σ φ α ιρ ικ ό ς  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς ,  ο π ό τ ε  έ χ ο υ μ ε

V χ  F = a  { 2 (s in 0  sirup ft, -  c o s0  $2) + $3}

Τ ό τε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  κ ά θ ε τ η ς  σ υ ν ισ τ ώ σ α ς  π ά ν ω  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  ε ίνα ι:

υ π ο λ ο γ ισ θ ε ί  τ ο  F-dx π ά ν ω  σ τ ο ν  κ ύ κ λο  χ 2,+  χ 22 = a 2 ;

2π π/2 
V χ  F  d S  = a 3 f  dip fd0

0 0
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{ 2sincp coscp s in3© + ( -  2cos0  sinip sin2©) + sin0 c o s 0 }

2n n/2 2n n/2
=a3 {2 J  2dcp sin(p coscp Jsin30 d0 -  J 2sin<p dtp Jsin2Q d0

0
2n n/2

+ f dcp Jsin0 cos0 d0} = na3. 
0 0

0

β) Θ α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  τ ο  ίδ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ ω ν  σ χ έ σ ε ω ν  
(3 .1 .2 3 ) - (3 .1 .2 6 ) . Τ ο  ε π ιφ α ν ε ια κ ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  V χ  F μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  ω ς  

ε ξ ή ς

J  J  V X F-dS = J  J  V χ F’A|dS| = | J ν X f -A ^

ό π ο υ  ή ε ίνα ι τ ο  κ ά θ ε το  μ ο να δ ια ίο  δ ιά ν υ σ μ α  π ά ν ω  σ τη  σ υ γ κ εκ ρ ιμ μ έν η  ε π ιφ ά ν ε ια , 
Φ = χ2,+ χ22 +χ23,

λ Υφ χβ _χ&
= |ν φ | " (χ 2,)1* = a  

και cosy = ^j-A =

Α ντ ικ α θ ισ τώ ν τα ς  σ το  ε π ιφ α ν ε ια κ ό  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α , έ χ ο υ μ ε :

J  J  V χ  F d S  = J  J ( 2 x 2ft, - 2χ3&2 + a$3) · x t^i +ΧΑ  +χ3^3 dx^x ,,

= J J { ^ 2-2 x 2 + a}dx1dx2 

Α πό τ η ν  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  έ χ ο υ μ ε

1 x3 = (a2 -  χ2, -  χ22 )1/2

^ ν τ ικ α θ ισ τ ο ύ μ ε  σ το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α , ο π ό τ ε

< a V a2-x2,
V χ  F -dS  = Jd x , J dx2 { -·Χί2-2 . . -  2 x2 + a} d x ,d x 2

n -a  ’

To τ ε λ ε υ τ α ίο , χ ω ρ ίζ ε τ α ι  σ ε  τρ ία  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τα . Τ ο  π ρ ώ τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  ε ίνα ι:
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Ε π ίσ η ς

a Va2-x2, a V â x2,
jdx, J  ( -2x2 dx2) = -  Jdx, J  dx22 = 0 

, ‘ a  -Va2̂ - -a -Va2̂

Τ έ λ ο ς  τ ο  τ ρ ίτ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  δ ίν ε ι: 

a  V a ^ x 2, a

Jd x , f a  dx2 = a  f  {V a2 -x2, W a 2 -x2, } dx,

Η δ ε ύ τ ε ρ η  μ έ θ ο δ ο ς  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ  ε ίν α ι π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο  π ο λ ύ π λ ο κ η  α π ό  τη ν  π ρ ώ τη . 

Ε ίν α ι ό μ ω ς  π ο λ ύ  χ ρ ή σ ιμ η  σ ε  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  ό π ο υ  δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  σ φ α ιρ ικ ή  σ υ μ μ ε τρ ία  

κα ι ε ίμ α σ τ ε  υ π ο χ ρ ε ω μ έ ν ο ι  ν α  ε ρ γ α σ θ ο ύ μ ε  σ ε  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .

Γ ια  ν α  α π α ν τ ή σ ο υ μ ε  σ τ ο  δ ε ύ τ ε ρ ο  ε ρ ώ τ η μ α , π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  π ρ ώ τ α , ό τ ι  ο  
κ ύ κ λ ο ς  χ 2,+  χ22 = a 2, α π ο τ ε λ ε ί  τ ο  σ ύ ν ο ρ ο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ό π ο υ  υ π ο λ ο γ ίσ τ η κ ε  ο  

σ τ ρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ η ς  F . Έ τσ ι, π α ρ ό λ ο  π ο υ  η F  δ ε ν  ε ίν α ι  γ ν ω σ τ ή , γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ό μ ω ς

' a W a^x2, ’a

a

a

π/2
= 2 a  f a c o s 0 d s i n Q  = n a 3 

-n/2
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ό τ ι τ ο  επ ικ α μ π ύ λ ιο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π ά ν ω  σ το  σ ύ ν ο ρ ο  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς , σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  
το  θ εώ ρ η μ α  το υ  S to k es  είνα ι:

$  F d x  = f  f V χ F dS  = n a 3 

J S

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

5 .2 .1 . Ε ν α  η λ εκ τρ ο σ τα τ ικ ό  π ε δ ίο  δ ίν ε τα ι α π ό  τη  σ χ έ σ η

Ε = |^  (61χ2χ3 +62X1X3 +63X1X2) ό π ο υ  Ε0, a  σ τα θ ε ρ έ ς .

Ε ίνα ι το  π ε δ ίο  α υ τ ό  α π ο δ ε κ τ ό ;  Α ν ν α ι, π ό σ ο  φ ο ρ τ ίο  π ε ρ ικ λ ε ίε τ α ι  μ έ σ α  σ τ ο  
η μ ισ φ α ίρ ιο  μ ε  σ ύ ν ο ρ α

S , : χ3 = λ/ a 2 -χ2, -χ22 και S 2: χ21 +χ22 = a 2, Xj = 0

j 5 .2 .2 . Ε ν α  η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο  δ ίν ε τ α ι  α π ό  τη  σ χ έ σ η  Ε ( έ ,χ ,  + δ2χ 2). Ε ίν α ι

^ α π ο δ ε κ τό ; Α ν ν α ι, π ό σ ο  φ ο ρ τ ίο  π ε ρ ικ λ ε ίε τ α ι σ τ η ν  η μ ικ υ λ ινδ ρ ικ ή  ε π ιφ ά ν ε ια  μ ε  
ύ ψ ο ς  h και β ά σ ε ις  ημ ικύκλια  α κ τ ίν α ς  d και π α ρ ά π λ ε υ ρ η  ε π ιφ ά ν ε ια  α κ τ ίν α ς  d;

5 .2 .3 .  Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ο  ν ό μ ο  τ ο υ  G a u s s  κ α ι τ η ν  π ρ ο φ α ν ή  σ υ μ μ ε τ ρ ία  
η λ εκ τρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ , ν α  β ρ ε θ ε ί το  η λ εκ τρ ο σ τα τ ικ ό  π ε δ ίο  μ ια ς  ά π ε ιρ η ς  ε π ίπ ε δ η ς  
ο μ ο ιό μ ο ρ φ η ς  κ α τ α ν ο μ ή ς  φ ο ρ τ ίο υ .
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5 .2 .4 . Ν α  γ ίν ε ι  τ ο  ίδ ιο  γ ια  ε π ίπ ε δ η  τα ιν ία  σ το  ε π ίπ ε δ ο  χ 3, δ η λ α δ ή

P(xv χ2) = Ρο -a  < χ ,<a

p(x1fx2)= 0  |xn| > a -ocxx2<co

5 .2 .5 . Ν α  γ ίν ε ι  τ ο  ίδ ιο  α ν

P (x ,, x2) = Ρο θ χ Ρ Η χ ι Ν  - - a <*i< a  . -^°< x2<co

5 .2 .6 . Ν α  γ ίν ε ι τ ο  ίδ ιο  γ ια  ά π ε ιρ ο  κ ύ λ ιν δ ρ ο  α κ τ ίν α ς  a  α ν

ρ(χ1. χ2) = Ρο> V x2,+  χ22 < a

ρ ( χ , , χ 2) =  0 α λ λ ο ύ

5 .2 .7 . Ν α  γ ίν ε ι  τ ο  ίδ ιο  α ν  p (x tI χ 2) = ρ0 e x p  { -  V x2,+  χ 2̂ / a }

—οο<Χ1<οο , —σο<Χ2<οο

5 .2 .8 .  Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ο  ν ό μ ο  τ ο υ  G a u s s  κα ι τ η  σ υ μ μ ε τ ρ ία  τ ο υ  π ε δ ίο υ  ν α  

β ρ ε θ ε ί  τ ο  η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο  π ο υ  δ η μ ιο υ ρ γ ε ί  η  κ α τα ν ο μ ή

ρ (χ ,, χ 2, Χ3) = Ρ0 . λ/ χ2,+  χ22 +χ23 < a

ρ(χ,, χ2, Xg) = 0 , αλλού

5 .2 .9 . Ν α  γ ίν ε ι  τ ο  ίδ ιο  α ν  ρ (χ ,, χ 2, χ 3) = ρ0 e-f/a, r =  (χ2,+  χ22 + χ23) 1/2

5 .2 .1 0 . Ν α  γ ίν ε ι  τ ο  ίδ ιο  α ν

Ρ(χ „  χ2. χ 3) = Ρο · r<a 

ρ ( χ „  χ 2, χ 3) =  ρ , ,  a < r< 2a

ρ ( χ ν  Χ2, Xg) =  0 , α λ λ ο ύ

όπου r =Vx2,+ χ22 +χ23

5 .2 .1 1 .  Ν α  β ρ ε θ ε ί  η  ρ ο ή  τ ο υ  ο μ ο γ ε ν ο ύ ς  μ α γ ν η τ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ  Β δ ια μ έ σ ο υ  τ η ς  
π α ρ ά π λ ε υ ρ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε ν ό ς  κ ώ ν ο υ  μ ε  ύ ψ ο ς  h κ α ι α κ τ ίν α  β ά σ η ς  R α ν  ο  ά ξ ο ν α ς  

τ ο υ  κ ώ ν ο υ  ε ίν α ι π α ρ ά λ λ η λ ο ς  σ τ ο  Β.

Υ π ό δ ε ιξ η : Ο ν ό μ ο ς  τ ο υ  G a u s s  ίσ ω ς  σ α ς  β ο η θ ή σ ε ι ν α  α π ο φ ύ γ ε τ ε  μ ε ρ ικ έ ς  π ρ ά ξ ε ις .
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5 .2 .1 2 . Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τι

II A dS  = Ο

5 .2 .1 3 . Η ελ κ τικ ή  δ ύ μ α μ η  μ ετα ξύ  δ ύ ο  μ α ζώ ν  ητη- m2 π ο υ  α π έ χ ο υ ν  α π ό σ τα σ η  r= |x | 
ισ ο ύ τα ι μ ε  G ^ m - in r^ /r2 ( Θ ^ π α γ κ ό σ μ ια  σ τα θ ερ ά ). Ν α δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι η έ ν τ α σ η  τ η ς  

β α ρ ύ τη τ α ς  ( β α ρ υ τικ ή  δ ύ να μ η  α ν ά  μ ο νά δ α  μ ά ζα ς) π ο υ  β ρ ίσ κ ετα ι π λ η σ ίο ν  μ ε γ ά λ η ς  
β α ρ υ τ ικ ή ς  μ ά ζ α ς  Μ ο μ ο ιό μ ο ρ φ η ς  κ α τα ν ο μ ή ς  ρ και α υ θ α ίρ ε τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς , ό γ κ ο υ  
π ο υ  π ερ ικ λ ε ίε τα ι α π ό  ε π ιφ ά ν ε ια  S  .δ ίνετα ι α π ό  τ ο ν  τ ύ π ο

dS
9

( Τ ο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  τ ο υ  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ ο ς  3.3.1 ίσ ω ς φ α ν ε ί χ ρ ή σ ιμ ο  )

5 .7 .1 . Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  το  ν ό μ ο  τ ο υ  A m pPre ( ε ξ . (5 .7 .1 7 )) , ν α  β ρ ε θ ε ί τ ο  
μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  Β π α ν τ ο ύ  σ το  χ ώ ρ ο  π ο υ  δ η μ ιο υ ρ γ ε ίτ α ι α π ό  κ υ λ ιν δ ρ ικ ό  α γ ω γ ό  
α π ε ίρ ο υ  μ ή κ ο υ ς  α κ τ ίν α ς  a  π ο υ  δ ια ρ ρ έετ α ι με ρ εύ μ α  I ο μ ο ιό μ ο ρ φ α  κ α τα ν ε μ η μ έν ο . 
Ε ίνα ι V xB =  0  π α ν τ ο ύ  σ τ ο  χ ώ ρ ο ; Π οιό ε ίνα ι τ ο  όρ ιο  ό τ α ν  η α κ τ ίνα  a  γ ίν ε τ α ι  π ο λ ύ  
μ ικ ρ ή ;

5 .7 .2 . Ν α ε ξ ε τ ά σ ε τ ε  κ α τά  π ό σ ο  ισ χύ ε ι το  θ εώ ρ η μ α  τ ο υ  S to k e s  γ ια  τ ο  π ε δ ίο  

Β = (62χ 1- δ 1χ 2)/(χ21 +χ22 )

α ν  C ε ίνα ι κ ύ κ λ ο ς  σ το  ε π ίπ ε δ ο  (x t ,x2) α κ τ ίν α ς  R και κ έ ν τ ρ ο  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  
και S  η ε π ιφ ά ν ε ια  τ ο υ  κύκ λο υ  α υ το ύ . Να ε ξ η γ η θ ε ί η α π ά ν τη σ η .

5 .7 .3 .  Σ τη ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο υ  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ ο ς  κ α τά  π ό σ ο ν  ισ χ ύ ε ι ο  
τ ύ π ο ς  τ ο υ  S to k e s  α ν  c = c, +c2 ό π ο υ  c , και c 2 ο μ ό κ ε ν τ ρ ο ι κ ύ κ λ ο ι μ ε  κ έ ν τρ ο  τη ν  
α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  κα ι α κ τ ίν ε ς  και R 2 α ν τ ίσ τ ο ιχ α  κα ι S  η ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  
π ε ρ ικ λ ε ίο υ ν  ο ι κ ύ κ λ ο ι α υ το ί.

5 .7 .4 .  Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α

* P d x

ό π ο υ  F = (e ‘x2 - χ 3 e 'xi) δ , + (e‘x3 -  χ ,θ 'χ2) δ 2 + (e*xi - χ 2 e*x3) ό 3 και c ο  δ ρ ό μ ο ς

Ιη(1+ρ)
X, =  . χ2 = sin ψ , χ3 = ^

1-e-p

(Υ π ό δειξη : σ κ ε φ τ ε ίτ ε  π ρ ιν  α ρ χ ίσ ε τ ε  τ ις  π ρ ά ξε ις!)
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5 .7 .5 .  Ν α δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι η  ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε ι  μ ια  ε π ίπ ε δ η  κ λ ε ισ τή  κ α μ π ύ λ η  c  

ε ίν α ι

ό π ο υ  S  η  ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  π ε ρ ικ λ ε ίε ι  η  κ α μ π ύ λ η  c  (χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ίσ τ ε  τ ο ν  τ ύ π ο  τ ο υ  
S tokes)

Δ ώ σ τ ε  μ ερ ικ ά  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  τ έ τ ο ιω ν  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ω ν  F.

5 .7 .6 .  Μ ε τ η ν  β ο ή θ ε ια  τ ο υ  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  5 .7 .5 . ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

5 .7 .7 .  Χ ρ η σ ιμ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  τ ο υ  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο υ  π ρ ο β λ ή μ α τ ο ς  ν α  
ε κ φ ρ α σ τ ο ύ ν  μ ε  τ η  β ο ή θ ε ια  επ ικ α μ π υ λ ίω ν  ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν  ο ι ε π ιφ ά ν ε ιε ς

α ) Ο ρ θ ο γ ω ν ίο υ  π α ρ α λ λ η λ ο γ ρ ά μ μ ο υΛ

β) ο ρ θ ο γ ω ν ίο υ  τ ρ ιγ ώ ν ο υ  

γ )  κ ύ κ λ ο υ .

5 .7 .8 .  Ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι ο ι π ιο  κ ά τω  π ρ ο τ ά σ ε ις  ε ίν α ι  ισ ο δ ύ ν α μ ε ς  

i) V B = 0  π α ν τ ο ύ  σ τ ο  χ ώ ρ ο

ϋ )Υ π ά ρ χ ε ι π ε δ ίο  Α  τ έ τ ο ιο  ώ σ τ ε  Β = V xA

Υ π ό δ ε ιξ η  ii -> i ε ίν α ι  π ρ ο φ α ν έ ς  (κ ύ τ τ α ξ ε  κ ε φ .3 .8 .2 0 ) . Γ ια  ν α  α π ο δ ε ίξ ε τ ε  ό τ ι ΐ ->  ϋ 

δ ε ίξ τ ε  ό τ ι  τ ο  π ε δ ίο

Χ 1

Α , = 0 , Α 2 =  J  Bg ( χ , ' ,x2,x3) dx , ·

Ν α β ρ ε θ ε ί  η σ υ νθ ή κ η  ώ σ τ ε  ν α  υ π ά ρ χ ε ι σ υ ν ά ρ τη σ η  F  τ έ τ ο ια  ώ σ τ ε

J  F d x  = S

C

a

a b

ε ίν α ι  έ ν α  τ έ τ ο ιο  (α ν  V  B  =0) (κ ύ τ τ α ξ ε  και σ υ ζ ή τη σ η  τ ο υ  ε δ .  4 .5 )
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5 .7 .9 .  Ν α δ ε ιχ θ ε ΐ  ό τ ι ο  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  F  μ π ο ρ ε ί ν α  π ά ρ ε ι  τη  

μ ο ρ φ ή

(κ ύ ττα ξ ε  εξ . 5 .5 .5 ). Να δ ε ιχ θ ε ί ό τι η σ χ έ σ η  α υ τή  ο δ η γ ε ί σ το ν  σ υ νή θ η  ο ρ ισ μ ό  τ η ς  

π ο σ ό τ η τ α ς  VxF.

5 .7 .1 0 . Να β ρ εθ ε ί το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς  f(xv  χ 2, χ3) = χ2 σ τ ο ν  ό γ κ ο  π ο υ  
π ε ρ ιβ ά λ λ ε τ α ι α π ό  σ φ α ίρ α  α κ τ ίν α ς  r =1. Μ π ο ρε ίτε  ν α  β ρ ε ίτ ε  σ υ ν ά ρ τη σ η  F ix ,, χ 2 , 
χ 3) τ η ς  ο π ο ία ς  το  ο λ ο κ λή ρ ω μ α  τ η ς  κ ά θ ετη ς  σ υ ν ισ τώ σ α ς  τη ς  π ά ν ω  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  

τ η ς  σ φ α ίρ α ς  r = 1 , ο δ η γ ε ί σ το  ίδ ιο  α π ο τέλ εσ μ α ;

5 .7 .1 1 . Στη  κ β α ν το μ η χ α ν ικ ή  σ ω μ ά τ ιο  μ ά ζ α ς  σ ε  δ υ ν α μ ικ ό  V(x) υ π α κ ο ύ ε ι  σ τ η ν  
εξ ίσ ω σ η

μ ε  τη  χ ρ ή σ η  α υ τ ή ς  δ ε ίξ τ ε  τη ν  εξ ίσ ω σ η  τ η ς  σ υ ν έ χ ε ια ς

f ^ + V J  =0

ό π ο υ  ρ=Ψ *Ψ . Ν α β ρ εθ ε ί η έκ φ ρ α σ η  γ ια  τη  J .
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Μ έχ ρ ι τ ώ ρ α  μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  π ρ ο β λ ή μ α τ α , ό π ο υ  ο ι δ ιά φ ο ρ ε ς  φ υ σ ικ έ ς  
π ο σ ό τ η τ ε ς  ε κ φ ρ ά σ τη κ α ν  κ υ ρ ίω ς σ ε  ο ρ θ ο γ ώ ν ια  σ υ σ τή μ α τα  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  π ο υ  
κ α λ ο ύ μ ε  κ α ρ τεσ ια νά . Το μ ε γ ά λ ο  π λ ε ο ν έ κ τη μ α  τ ω ν  κ α ρ τε σ ια ν ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  
ε ίν α ι ό τ ι τα  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  $ 2 . $3. κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ω ν  α ν τ ισ τ ο ίχ ω ν  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  , ε ίν α ι  σ τ α θ ε ρ ά . Ό μ ω ς  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  τ α  φ υ σ ικ ά

π ρ ο β λ ή μ α τα  π α ρ ο υ σ ιά ζ ο υ ν  τ έ τ ο ιε ς  σ υ μ μ ε τρ ίε ς  π ο υ  μ α ς  ο δ η γ ο ύ ν  ν α  ε κ φ ρ ά σ ο υ μ ε  
τ ις  δ ιά φ ο ρ ε ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  σ ε  ά λ λ α  σ υ σ τ ή μ α τα  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν *  . Ε ίνα ι χ ρ ή σ ιμ ο  
λ ο ιπ ό ν  ν α  δ ο ύ μ ε  π ω ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ε κ φ ρ ά σ ο υ μ ε  τ ε λ ε σ τ έ ς ,  ό π ω ς  ο  α ν ά δ ε λ τ α  ή η 
Λ α π λ α σ ια ν ή  σ ε  δ ιά φ ο ρ α  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν α  σ υ σ τ ή μ α τα . Τ α  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο  χ ρ ή σ ιμ α  
γ ε ν ικ ε υ μ έ ν α  σ υ σ τή μ α τα  με τα  ο π ο ία  θ α  α σ χ ο λ η θ ο ύ μ ε  εδ ώ , ε ίν α ι το  σ ύ σ τη μ α  τω ν  
σ φ α ιρ ικ ώ ν  και τ ο  σ ύ σ τη μ α  τω ν  κ υ λ ινδ ρ ικ ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  π ο υ  ε ίν α ι και τ α  
α π λ ο ύ σ τ ε ρ α .

Α φ ο ύ  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  π ο υ  σ υ ν δ έ ο υ ν  τα  δ ύ ο  α υ τ ά  
σ υ σ τή μ α τα  με το  κ α ρ τεσ ια νό , θ α  επ ε κ τε ίν ο υ μ ε  τη ν  α νά λ υ σ ή  μ α ς  σ ε  γ ε ν ικ ώ τ ε ρ ο υ ς  
τ ύ π ο υ ς  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  οι ο π ο ίο ι θ α  φ α ν ο ύ ν  χ ρ ή σ ιμ ο ι και γ ια  ά λ λ α  σ υ σ τή μ α τα  
τα  ο π ο ία  ό μ ω ς  δ ε ν  θ α  μ ε λ ετή σ ο υ μ ε  εδ ώ *  .

Η επιλογή του συστήματος συντεταγμένων είναι αυθαίρετη.Όμως η επιλογή του 
κατάλληλου συστήματος διευκολύνει πολύ την λύση του προβλήματος και πρέπει να 
επιδιώκεται.
1* Άλλα χρήσιμα συστήματα, αλλά ιδίως πολύ σημαντικά για ορισμένα προβλήματα, μπορεί ο 
ενδιαφερόμενος να μελετήσει σε περισσότερο προχωρημένα βιβλία, (βλ. Ι.Δ.Βέργαδου, 
Μ.Μ.Φ. I).
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6 .1 .  Κ υ λ ι ν δ ρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .

Γ ια  ν α  κ α τ α ν ο ή σ ο υ μ ε  τη  σ π ο υ δ α ιό τ η τ α  τ ω ν  γ ε ν ικ ε υ μ έ ν ω ν  σ υ σ τ η μ ά τ ω ν  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν ,  α ς  ξ ε κ ιν ή σ ο υ μ ε  α π ό  έ ν α  ε π ίπ ε δ ο  κ α ρ τ ε σ ια ν ό  σ ύ σ τ η μ α  δ ύ ο  
δ ια σ τ ά σ ε ω ν .

Α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  $ 1f k 2 τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  σ τ ο υ ς  ά ξ ο ν ε ς  χ , , χ 2 

.α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  ό τ ι  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  ε ίν α ι

χ  = χ 1 $1 + χ 2 $2 (6 .1 .1 )

χ2

Σ χ ή μ α  6 .1 .1 . Δ ε ίχ ν ε τ α ι έ ν α  σ ύ σ τη μ α  π ο λ ικ ώ ν  σ υ ν τε τα γ μ έ ν ω ν . Τ α  α ν τ ίσ το ιχ α  

μ ο ν α δ ια ία  δ ια νύ σ μ α τα  έ ,  και §φ, α λ λ ά ζ ο υ ν  κ α θ ώ ςτα  γ,  φ  μ ετα β ά λ λ ο ν τα ι.

Σ ε  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  ε φ α ρ μ ο γ έ ς ,  ε ίν α ι  π ρ ο τ ιμ ό τ ε ρ ο  ν α  ε κ φ ρ ά σ ο υ μ ε  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  χ  .ως 

π ρ ο ς  τ ι ς  λ ε γ ά μ ε ν ε ς  π ο λ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  r κ α ι θ , μ ε  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  

α ν τ ίσ τ ο ιχ α  ό π ω ς  σ τ ο  σ χ ή μ α  6 .1 .1 . Κ α θ ώ ς ε ίδ α μ ε  σ τ ο  ε δ .  2 .9 . ισ χ ύ ο υ ν  χ ,=  rc o s  φ , 

χ 2 = Γ ε ίη φ , 0  <  φ  <  2 π

χ  =  r § , (6 .1.2)
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Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ε ύ κ ο λ α  ν α  μ ε τ α β ο ύ μ ε  α π ό  τ ι ς  κ α ρ τ ε σ ια ν έ ς  σ τ ι ς  π ο λ ικ έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  Ε ίνα ι

|x| = r = V x 2, +χ22

co s6  = t - t V- ■ , s in e  = , _ 2 . 
γ χ 2, +χ22 V x2, +χ22

Τ α μ ο να δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τα  σ υ ν δ έ ο ν τα ι ω ς  ε ξ ή ς

/  6 Λ  (  C0S(P sirup γ  

\ Κ )  V -3ΐηφ coscp Α

(6 .1 .3 )

(6 .1 .4 )

(β λ έ π ε  α σ κ ή σ ε ις  1 .9 .2  και 1.9.3).

Το σ ύ σ τη μ α  τ ω ν  κ υ λ ιν δ ρ ικ ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  α π ο τ ε λ ε ί  ά μ ε σ η  ε π έ κ τ α σ η  
τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  τ ω ν  π ο λ ικ ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  σ τ ι ς  τ ρ ε ι ς  δ ι α σ τ ά σ ε ι ς .  
Σ υ γκ εκ ρ ιμ ένα , π ρ ο σ θ έ τ ο ν τ α ς  μία α κόμ η  εξ ίσ ω σ η  σ τ ις  π α ρ α π ά ν ω  γ ια  τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3, 
και σ υ μ β ο λ ίζ ο ν τα ς

Ρ = (X2, +χ22)1'2

φ  = co s -1*1
Ρ

(6 .1 .5 )

έ χ ο υ μ ε

X, = pcos<p , 0  έ  φ  £  2 π

x2 = ρ sirup , 0  £  ρ <οο (6 .1 .6 )

! χ3 = χ 3 ( -  00 < χ3 < 00

Σ τ ις  ε ξ ισ ώ σ ε ις  έ χ ο υ μ ε  σ υ μ β ο λ ίσ ε ι μ ε  φ  τη  γ ω ν ία , γ ια  ν α  ε ίν α ι κ α τ α ν ο η τ ό  ό τ ι  
μ ε τ ρ ε ίτ α ι π ά ν ω  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο  (χ,Οχ2) και μ ε  ρ  τ η ν  α κ τ ίν α  τ ο υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ  γ ια  ν α  
'υ π ο δ η λ ώ ν ε ι  κ α θ α ρ ά  τ η ν  α π ό σ τ α σ η  σ η μ ε ίο υ  α π ό  τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3 και ό χ ι  α π ό  τ ο  
'κ έν τρ ο  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  6 .1 .2 .)

Κ άθε σ η μ ε ίο  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  ε ίν α ι σ η μ ε ίο  τ ο μ ή ς  τρ ιώ ν  ε π ιφ α ν ε ιώ ν :  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  

ρ = σ τα θ . τ η ς  φ *  σ τα θ . και τ η ς  χ 3 = σ τα θ .
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Η ρ  = σ τ α θ . ε ίν α ι κ υ λ ινδ ρ ικ ή  ε π ιφ ά ν ε ια ,  η φ  = σ τ α θ . ε ίν α ι  η μ ιε π ίπ ε δ ο  
δ ιε ρ χ ό μ ε ν ο  α π ό  τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3 π ο υ  ξ εκ ινά  α π ό  α υ τ ό ν  και ε κ τ ε ίν ε τ α ι  σ τ ο  ά π ε ιρ ο  κα ι 

η χ 3 = σ τα θ . ε ίν α ι ε π ίπ ε δ ο  π α ρ ά λ λ η λ ο  σ το  χ 1Ο χ 2. (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  6 .1 .2 )

X)

Σ χ ή μ α  6 .1 .2 . Κ υ λ ιν δ ρ ικ ές  Σ υ ν τε τα γ μ έ ν ε ς . Κ ά θ ε  σ η μ ε ίο  ο ρ ίζ ε τα ι ω ς  η το μ ή  τω ν  
ε π ιφ α ν ε ιώ ν  ρ = σ τ α θ .,  φ  =  σ τα θ ., χ3 =  σ τα θ . Δ ε ίχ ν ο ν τ α ι κ α ι τ α  μ ο ν α δ ια ία  

δ ια νύσ μ α τα  όρ,έ φ,έ 3

Ε ν α  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τ η μ α  α ξ ό ν ω ν  ε ίν α ι ο  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  τ ω ν  μ ο ν α δ ια ίω ν  
δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  τ ω ν  π ο λ ικ ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  κ α ι τ ο υ  § 3. Τ ο ύ τ ο  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  κα ι ω ς  

ε ξ ή ς :

Σ τα  α ν ω τ έ ρ ω  ε π ίπ ε δ α  μ ε  τ η  χ ρ ή σ η  τ ο υ  ο ρ ισ μ ο ύ  τ η ς  κ λ ίσ η ς  β α θ μ ω τ ή ς  

σ υ ν ά ρ τ η σ η ς , ο ρ ίζ ο υ μ ε  τ α  κ ά θ ε τ α  σ ε  α υ τ ά  δ ια ν ύ σ μ α τ α . Έ τ σ ι  σ τ η ν  ε π ιφ ά ν ε ια  ρ  = 
σ τα θ . τ ο  κ ά θ ε τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  ε ίν α ι τ ο  g ra d p  κα ι γ ια  φ  = σ τα θ ., χ 3 = σ τ α θ . τα  g radip  και 
g ra d x 3 α ν τ ίσ τ ο ιχ α . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  (σ χ ή μ α  
6 . 1.2),

g ra d p  _  -gradip g radx3 ,β  < 7 )  .
ρ |g r a d p | ' e<p |g rad(p | ’ e3 |g radx3| l · · 1

τ α  ο π ο ία  α π ο τ ε λ ο ύ ν  έ ν α  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τ η μ α . Π ρ ά γ μ α τ ι τ ο  6 Ρ ε ίν α ι  κ ά θ ε τ ο  

σ τ η ν  κ υ λ ιν δ ρ ικ ή  ε π ιφ ά ν ε ια  ρ  = σ τα θ . κα ι κ ε ίτα ι π ά ν ω  σ τ η ν  α κ τ ίν α  ρ , ε ν ώ  τ ο  §φ 
ε ίν α ι ε φ α π τ ό μ ε ν ο  σ τ η ν  κ α μ π ύ λ η  C  κα ι σ υ ν ε π ώ ς  §ρ±όφ. Τ ο  ε π ίπ ε δ ο  τ ω ν  § ρ,δ Φ ε ίν α ι 

π ρ ο φ α ν ώ ς  κ ά θ ε τ ο  σ τ ο ν  χ3, ά ρ α  και σ τ ο  §3.
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Μ π ο ρο ύ μ ε ν α  α π λ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  τ ις  ε κ φ ρ ά σ ε ις  (6 .1 .7 ). Α πό  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ η ς  
κ λ ίσ η ς , γ ια  τ υ χ α ία  β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τη σ η  φ, έ χ ο υ μ ε

df ■ l9rad φ| (6. 1.8)

ό π ο υ  s  μ ε τρ ά  τ η ν  α π ό σ τα σ η  σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  τ η ς  κ λ ίσ η ς . Τ ό τ ε  κ α τά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  

ά ξ ο ν α  χ3 ε ίνα ι d s  = dx3 , ά ρ α  |g rad  χ 3| = =1, και

ό3
gradxa
|gradx3| = g rad x 3

Κ ατά μ ή κος τ η ς  α κ τ ίν α ς  ρ, ε ίνα ι |g rad  ρ | = λ
d s  "  d p  “  1

(6 .1 .9 )

6p = g rad p  (6 .1 .1 0 )

Κ ατά μ ή κ ο ς τ η ς  κ α μ π ύ λ η ς  φ , ε ίνα ι ds=pd<p (σ χή μ α  6 .1 .3 .)

Σ χ ή μ α  6 .1 .3 . Επειδή  /g rad  φ Ι =  ^ , 6 φ =  ρ  grad φ  και ό έ /ό φ  =

ά ρ α  |g ra d p | = ^  -  -  και



(6.1.11)

Τ α §ρ,θ (ρ,θ3, α π ο τ ε λ ο ύ ν  έ ν α  δ ε ξ ιό σ τ ρ ο φ ο  σ ύ σ τη μ α .

Α ς δ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  π ω ς  ε κ φ ρ ά ζ ο ν τ α ι  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  β α σ ικ έ ς  ο ν τ ό τ η τ ε ς  σ τ ο  

κ υ λ ιν δ ρ ικ ό  σ ύ σ τ η μ α . Τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  ε ίν α ι

Γ ια  τ ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  δ ιά ν υ σ μ α  d x  π ρ έ π ε ι  ν α  ε ίμ α σ τ ε  π ρ ο σ ε κ τ ικ ο ί  ε π ε ιδ ή  τ ο  § ρ 
μ ε τ α β ά λ λ ε τ α ι  α π ό  σ η μ ε ίο  σ ε  σ η μ ε ίο . Α πό  τ η ν  (6 .1 .1 2 )

dx  = d (p  §ρ) + d (x3 §3)

= δ ρ d p  + pdSp + §3^3
Ό μ ω ς  d  e p = δ φ d φ  (β λ έ π ε  σ χ ή μ α  6 .1 .3 .) , ά ρ α :

d x  =  δ ρ d p  + ρ  δ φ d φ  + § 3dx3 (6 .1 .1 3 )

Τ ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  μ ή κ ο ς  σ τ ις  κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ε ίν α ι τ ό τ ε

d s  = |dx | = (dp2 + p2dcp2 +  dx23)1/2 (6 .1 .1 4 )

Α ς δ ο ύ μ ε  σ τ η ν  σ υ ν έ χ ε ια  π ώ ς  γ ρ ά φ ε τ α ι  η κ λ ίσ η  μ ια ς  β α θ μ ω τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς , σ τ ις  

κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  Έ τ σ ω  λ ο ιπ ό ν  φ (ρ ,φ ,χ 3) η β α θ μ ω τή  σ υ ν ά ρ τ η σ η . Τ ό τε , 
η  V ψ =  g ra d  φ μ π ο ρ ε ί  ν α  α ν α λ υ θ ε ί  σ τ ι ς  τ ρ ε ι ς  ο ρ θ ο γ ώ ν ι ε ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  
κ α τ ε υ θ ύ ν σ ε ις  δ ρ, δ φ, δ 3 ω ς  ε ξ ή ς

Π ρ ο φ α ν ώ ς  ο ι (§| V φ) δ ίν ο υ ν  τ ι ς  π ρ ο β ο λ έ ς  τ η ς  κ λ ίσ η ς  τ η ς  φ π ά ν ω  σ τ ις  α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  

κ α τ ε υ θ ύ ν σ ε ις  δ,, ή σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ α  ό σ α  α ν α φ έ ρ α μ ε  σ τ ο  ε δ ά φ ιο  (3 .2 ), ο ι π ρ ο β ο λ έ ς  

α υ τ έ ς  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ ο  ρ υ θ μ ό  μ ε τ α β ο λ ή ς  τ η ς  φ σ τ ις  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ε ς  κ α τ ε υ θ ύ ν σ ε ις .  

Δ η λ α δ ή

= Ρ ( $1+ ^  2) + Χ 3 ^3

= ρ δ ρ + χ3 β3 (6. 1. 12)

g ra d  φ = V φ= (δρ·ν φ) δρ + (δφ·ν φ) δφ + (#3’V φ) δ3 (6 .1 .1 5 )
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§ρ·ν  φ =

βφ·νφ  =

β3·ν  φ =

I
: as Ιφ ,χ3=σταθ ^P

34 = l d ±
ds ρ,χ3=οταθ P

Μ I = M .
ds Ιφ,ρ=σταθ ^3

(6 .1 .1 6 )

Ά ρ α  η  έ κ φ ρ α σ η  τ η ς  κ λ ίσ η ς  β α θ μ ω τ ή ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  φ σ ε  κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  δ ίν ε τα ι α π ό  τη ν  (6 .1 .15) με α ν τ ικ α τά σ τα σ η  τω ν  (6 .1 .1 6 ), δ η λ α δ ή

grad Φ = ®Ρ + ρ + Μ α 
+ δΧ3θ3

(6 .1 .1 7 )

Α ν ά λ ο γ α  θ α  μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  να  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τ ις  ε κ φ ρ ά σ ε ις  ά λ λ ω ν  χ ρ ή σ ιμ ω ν  τ ε λ ε σ τ ώ ν  
σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  α υ τό . Ό μ ω ς  θα  α ν α β ά λ ο υ μ ε  τ η  μ ε λ έ τ η  α υ τή  μ έ χ ρ ι ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  
τ ο υ ς  γ ε ν ικ ο ύ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  α π ό  κ α ρ τ ε σ ια ν ά  σ ε  γ ε ν ικ ά  σ υ σ τ ή μ α τ α  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .

6 .2 .  Σ φ α ιρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς

Οι σ φ α ιρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  α π ο τ ε λ ο ύ ν  ε π ίσ η ς  μ ια  ά λ λ η  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ ω ν  
π ο λ ικ ώ ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  σ τ ο  ε π ίπ ε δ ο .  Ω ς  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  
λ α μ β ά ν ο ν τα ι, η α π ό σ τα σ η  r = |χ | σ η μ ε ίο υ  α π ό  τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν , η  γ ω ν ία  θ 
α ν ά μ ε σ α  σ τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ 3 και το  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  χ  και η  γ ω ν ία  φ  π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ε ι ο  
ά ξ ο ν α ς  χ , με τη ν  π ρ ο β ο λ ή  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  χ  σ το  ε π ίπ ε δ ο  χ ,Ο χ 2. Η εξ ίσ ω σ η  r = 
σ τα θ . ισ ο δ υ ν α μ ε ί μ ε  επ ιφ ά ν ε ια  σ φ α ίρ α ς  α κ τ ίν α ς  r. Η εξ ίσ ω σ η  φ  = σ τα θ . α ν τ ισ το ιχ ε ί 
σ ε  ε π ιφ ά ν ε ια  επ ίπ εδ η  δ ιε ρ χ ό μ ε ν η  α π ό  τ ο ν  ά ξ ο ν α  χ3 π ο υ  σ χ η μ α τ ίζ ε ι γ ω ν ία  φ  μ ε  το  
ε π ίπ ε δ ο  χ ,Ο χ ^  Τ έ λ ο ς  η θ  = σ ταθ . α π ο τ ε λ ε ί κω νική  ε π ιφ ά ν ε ια  με κ ο ρ υ φ ή  τη ν  α ρ χ ή  
τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  και ά ξ ο ν α  σ υ μ μ ετρ ία ς  τ ο ν  χ 3. Η α κ τ ίνα  r μ ε τ α β ά λ λ ε τα ι σ τ ο  δ ιά σ τη μ α  
[Ο ,»), η γ ω ν ία  φ  μ ε τα β ά λ λ ετα ι σ το  δ ιά σ τη μ α  [0,2π] και η γ ω ν ία  θ , σ τ ο  δ ιά σ τη μ α  
[Ο,π]. Ε ύ κ ο λ α  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  π α ρ α χ θ ο ύ ν  οι μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί μ ετα ξ ύ  τ ω ν  σ φ α ιρ ικ ώ ν  
και κ α ρ τεσ ια ν ώ ν  σ υ ν τε τα γ μ έ ν ω ν  ε ίν α ι

χ , = r εΐηθ c o s  φ  0< r<oo
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χ 2 =  r s in0 sin  φ  0< φ < 2π

χ 3 = r cosO 0<θ<π

ό π ο υ  r = |χ | = Vx2, +χ22+ χ23 

Οι α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ι  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί δ ίν ο ν τ α ι

θ  = c o s '1 ^ ,  φ  = s in '1 7=·— ... = c o s -1 -7.  —
r Vx2, +x22 Vx2, +x22

(6 .2. 1)

i

(6 .2.2)

(6 .2 .3 )

Σ χ ή μ α  6 .2 .1 . Σ φ α ιρ ικ ές  σ υ ν τε τα γ μ έ ν ε ς  r ,  θ  κα ι φ .

Δ ια π ισ τ ώ ν ο υ μ ε  κ α ι ε δ ώ , ό τ ι  τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  π ο υ  ο ρ ίζ ο ν τ α ι  σ τ ις  
δ ι ε υ θ ύ ν σ ε ις  τ ω ν  μ ε τ α β ο λ ώ ν  V r,V 0,V (p, σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  έ ν α  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ύ σ τη μ α  

(β λ έ π ε  σ χ ή μ α  6 .2 .2 ) . Ε ίνα ι

a g rad r .  g rad0 .  _  gradcp 
r "  |gradrf ’ e ® = |g rad0| ’ e<p"  |gradip |

(6 .2 .4 )
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X.

Σ χ ή μ α  6 .2 .2 . Τα μονα δ ια ία  δ ιανύσματα έ , ,  έ φ , έ θ σ χη μ α τίζο υ ν  έν α  τρ ισορθογώ νιο  

σύστημα. Η  δ ιεύθυνσή το υ  α λλά ζει από σημείο σε σημείο .

Α ν τώ ρ α  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιή σ ο υ μ ε  ξ α ν ά  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ η ς  κ α τ ε υ θ υ ν τ ικ ή ς  π α ρ α γ ω γ ο ύ , μ ε 
π α ρ ά μ ε τ ρ ο  το  ίδ ιο  μ ή κ ο ς  τ η ς  ε κ ά σ τ ο τ ε  κ α μ π ύ λ η ς  (ό π ω ς  σ τ η ν  (6 .1 .8 ) ) , ο ι 
π α ρ α π ά ν ω  ε κ φ ρ ά σ ε ις  τ ω ν  μ ο ν α δ ια ίω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  π α ίρ ν ο υ ν ε  β ο λ ικ ό τ ε ρ η  
μ ο ρ φ ή . Έ τσ ι α ν  d s  = |dx | τ ό τ ε

δΓ = grad  r (6 .2 .5 )

Για d s  =rd8 είνα ι:I

g rad e  = = γ  ->  δθ = r g rad  θ (6 .2 .6 )

Ε π ίσ η ς  γ ια  d s  = r s in e  d φ  έ χ ο υ μ ε

gradcp = ^  = ^ 4 ^  -*· δ φ = r sine g rad  φ  (6 .2 .7 )

Με τ α  π α ρ α π ά ν ω  ε φ ό δ ια  ε ίμ α σ τε  σ ε  θ έ σ η  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  δ ιά φ ο ρ ε ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  
ο ν τ ό τ η τ ε ς  σ τ ις  σ φ α ιρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  Η α π λ ο ύ σ τ ε ρ η  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  π ο σ ό τ η τ α  
ε ίνα ι τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς

χ  = r δ,

Γ ια τ ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  δ ιά ν υ σ μ α  έ χ ο υ μ ε  (β λ έπ ε  σ χή μ α  6 .2 .3 )



dx = § r dr +r d § r όπου d er = e„ d0 + §φ sin Θ dcp

Δηλαδή:

dx = § r dr + όθ r d0 + §φ r sin Θ dcp (6.2.8) 

Τότε το στοιχειώδες μήκος είναι

ds =|dx| = (dr2 +r2d62 + r2 sin2 0dcp2)1/2 (6.2.9.)

Σχήμα 6.2.3. To διάνυσμα dr μπορεί να αναλυθεί στο σύστημα έΓ ,έβ ,έφ και 
μάλιστα dx =§r dr + §θ rd6 +δφ r sin 6dcp.

Κάθε διανυσματική συνάρτηση F μπορεί να γραφεί σε σύστημα σφαιρικών 
συντεταγμένων ως εξής

F  = F(r,0,cp) = Fr er + F„ § Φ + Fe §θ

Η κλίση βαθμωτής συνάρτησης μπορεί να προκύψει επίσης ανάλογα

ι « 4 α  + - L ^ e
ν  Ί1 *  dr ®'+ r δθ * ·  rsinS &ρ
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6.3. Καμπυλόγραμμα συστήματα συντεταγμένων

Είμαστε τώρα σε θέση να μελετήσουμε γενικώτερα τα καμπυλόγραμμα 
συστήματα συντεταγμένων.

Κάθε σημείο του τρισδιάστατου χώρου, όπως γνωρίζουμε, εκφράζεται από 
μια διαταγμένη τριάδα αριθμών (Χι,χ2,χ3) στο καρτεσιανό σύστημα. Το ίδιο σημείο 
σε ένα γενικευμένο σύστημα εκφράζεται με μια άλλη τριάδα (q1fq2,q3). Έστω ότι 
οι καρτεσιανές συντεταγμένες δίνονται ως συνάρτηση των q„q2,q3 δηλαδή

Χι = X ifa tA d a ), Χ2 = Χ2(άι.ά2.ά3). x3 = x3(Pi.q2.Cb) (6-3.1)

Οι εξισώσεις (6.3.1) θα πρέπει να είναι τέτοιες ώστε να λύνονται ως προς τις 
γεν ικευμένες συντεταγμένες q i,q 2,q3, δηλαδή να υπάρχει ο αντίστροφος 
μετασχηματισμός

q, = q,(Xi,x2,x3) , q2 = q2(Xi,X2,x3) , q3 = q3(x1(x2,x3) (6 .3.2)

και να ορίζει μονοσήμαντα τις q1,q2,q3 ως προς τις αντίστοιχες χ1,χ2,χ3. Επίσης η 
Ιακωβιανή (Jacobian) του μετασχηματισμού (6.3.1) πρέπει να είναι διάφορη του 
μηδενός:

Σχήμα 6.3.1. Δείχνονται οι επιφάνειες q, = σταθ., / = 1,2,3 και το σημείο της 
τομής αυτών.



2 7 4

d (x„x„x3)
~ a(q1(q2)q3)

δΧι 5x1 5x1
3q, aq2 Sq3
5χ2 3*2
dq. dq2 dq3

9Xa
δη. dq2 5q3

(6.3.3)

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι οι συναρτήσεις qi =άί(Χι,χ2,χ3) δεν μπορούν να 
είναι αυθαίρετες. Επιπλέον θα πρέπει να έχουν συνεχείς μερικές παραγώγους και 
να μπορεί σε κάθε σημείο να οριστεί η κλίση αυτών. 'Εστω Ρ0 = (ξ,,ξ2,ξ3) σημείο 
του χώρου. Οι επιφάνειες που διέρχονται από το Ρ0, ορίζονται από τις εξισώσεις

ςι(χι,χ2)χ3) =ξ1 , q2 fa.Xz.Xa) =ξ2 ,q3(Xi,x2,x3) =ξ3 (6.3.4)

Οι καμπύλες τομής μεταξύ των επιφανειών ς ί(χ11χ2,χ3)=ξί, δείχνονται στο σχήμα
6 .3 .1 . Η καμπύλη που σχηματίζεται από τις επιφάνειες ς 2(χ 1,χ 2ιχ3)= ξ2 και 
η3(χ1,χ2,χ3)=ξ3 ορίζει την καμπυλόγραμμη συντεταγμένη q! και ανάλογα ορίζονται 
οι q2 και q3. Επειδή  τα γεν ικευμένα  συστήματα χαρακτηρίζονται από 
καμπυλόγραμμες συντεταγμένες (σε αντίθεση με το καρτεσιανό όπου οι άξονες 
συντεταγμένω ν είναι ευθ είες  γραμμές) ονομάζονται και καμπυλόγραμμα 
συστήματα. Είναι τώρα φανερή και η διαφορά των μοναδιαίων διανυσμάτων 
μεταξύ καρτεσιανών και καμπυλόγραμμων συντεταγμένων. Το μοναδιαίο 
διάνυσμα που ορίζεται κατά μήκος των πρώτων είναι σταθερό, ενώ των δεύτερων 
γενικά αλλάζει διεύθυνση. Συνεπώς πρέπει να είμαστε αρκετά προσεκτικοί στην 
παραγώγιση μαθηματικών ποσοτήτων που εκφράζονται σε καμπυλόγραμμα 
συστήματα.

Στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων τα μοναδιαία διανύσματα κατά 
μήκος των αξόνων είναι ορθογώνια μεταξύ τους. Συνηθίζουμε να λέμε ότι 
απαρτίζουν ένα τρισορθογώ νιο σύστημα διανυσμάτων βάσης. Στα 
καμπυλόγραμμα συστήματα συντεταγμένων σε κάθε σημείο Ρ του χώρου 
μπορούμε να ορίζουμε δύο σύνολα διανυσμάτων βάσης. Τα διανύσματα κάθε 
συνόλου δέν είναι απαραίτητα ορθογώνια μεταξύ τους (βλέπε σχήμα 6 .3 .2 ). Το 
ένα σύνολο των μοναδιαίων διανυσμάτων στις καμπυλόγραμμες συντεταγμένες 
ορίζεται κατά μήκος των εφαπτομένων πάνω στις καμπύλες qi,q2lq3· Το άλλο
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σύνολο ορίζεται μέσω των καθέτων στις επιφάνειες q,(x1lX2,x3) =ξ„ διανυσμάτων. 
Όπως ήδη γνωρίζουμε, η κάθετη διεύθυνση πάνω σε μια επιφάνεια q, = ξ , 
ορίζεται από την απόκλιση*

νς,ίχ,,χ,,χ.)-*, (6.3.5)

Συνεπώς, αν επιλέξουμε τα μοναδιαία διανύσματα βάσης κατά μήκος των καθέτων 
στις επιφάνειες, τότε αυτά γράφονται

δη - Ζ 3 ί ·  §„ - - ^ 2 -  δ« - - 5 & -
®qi ‘  |Vq,| ’ q2 "  |Vq2| ’ |Vq3|

(6.3.6)

Γνωρίζουμε επίσης ότι το εφαπτόμενο διάνυσμα πάνω στην καμπυλόγραμμη 
συντεταγμένη q, είναι

5 χ _ λ δ χ , φ  <*3 Λ <*η
aq, - Χι aq, +Xz aqj +Χ3 aq, - Xn aq. (6.3.7)

Αν τώρα επιλέξουμε ως μοναδιαία διανύσματα βάσης τα εφαπτόμενα στις 
καμπύλες συντεταγμένες q1(q2,q3, τότε αυτά γράφονται

a ax/ag, . ax/ag, » ax/aga
1 _ |ax/aq,| ’ 2 _ |ax/aq2| ’ 3~ |ax/aq3| (6.3.8)

Για ορθογώνια συστήματα συνήθως ορίζουμε τις ποσότητες

hi = i = 1,2,3 (6.3.9)

οπότε οι (6.3.8) γράφονται

* Στη συνέχεια, θα συμβολίζουμε τα μοναδιαία διανύσματα στο καρτεσιανό σύστημα 
συντεταγμένων με , , $3 . Θα κρατήσουμε το σύμβολο δ, , για τα αντίστοιχα
εφαπτόμενα των καμπυλόγραμμων συντεταγμένων.



(όχι άθροιση ως προς i).Ta hit καλούνται συντελεστές κλίμακας.

Τα μοναδιαία διανύσματα §q., στην (6 .3 .6 ), γενικά, δεν είναι ορθογώνια 

μεταξύ τους. Όταν είναι ορθογώνια, τότε λέμ ε  ότι ορίζουν ένα ορθογώνιο 
καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων. Το ίδιο ισχύει και για την βάση (6.3.8). 
Στη γενική περίπτωση δεν είναι ορθογώνια. Σε κάθε περίπτωση, όμως υπάρχει μια 
σημαντική σχέση ανάμεσα στις δύο αυτές βάσεις, η οποία φανερώνεται όταν 
σχηματίσουμε το εσωτερικό γινόμενο

Τα δύο σύνολα των βάσεων λέμε τότε ότι είναι αμοιβαία ορθογώνια (reciprocal sets 
of vectors). Επειδή οι βάσεις e(, και §qj είναι αμοιβαία ορθογώνιες, σύμφωνα με την

άσκηση (1.12.3) του πρώτου κεφαλαίου μπορούμε να γράψουμε

λ . a dc^dx,
Am An a -

.YMi _ x xiid
5xm aq, mnaxm aqj

dxn _  s  _5gL dxn

ή (6.3.11)

eqi eq. ' eq. x §Qk
x § Qk , όπου i*j*k*i (6.3.12)

Ανάλογα μπορούμε να εκφράσουμε τα §q, συναρτήσει του §,.

Στην ειδική περίπτωση των ορθογωνίων συστημάτων συντεταγμένων, όπου το 
κάθε σύνολο ξεχωριστά απαρτίζεται από τρία ορθογώνια μεταξύ τους μοναδιαία 
διανύσματα, ισχύει η ακόλουθη σχέση



(6.3.13)β ,«
.ax/ag, __ga..A 
|δχ/5ς,| " |Vq,| “ e0<

Τούτο προκύπτει εύκολα από την (6 .3 .12 ). Πράγματι για δεξιόστροφο 
τρισορθογώνιο σύστημα, έχουμε

δς, · δς( χ 6qk = +1, \φ\& \ (6.3.14)

συνεπώς η (6.3.13) γίνεται

δ, = 6q, χ 6qk, i*j*k*i (6.3.15)

Σχήμα 6.3.2. To Vq, είναι κάθετο στα όζ,έ3. Ανάλογες σχέσεις ισχύουν και για τα 
υπόλοιπα. Για ορθογώνια συστήματα, έ //  vqt.



Όμως για κάθε ορθογώνια βάση ισχύει

§q. = § q . X § q k , ί φ ^ ί (6.3.16)

Από τις (6.3.15) και (6.3.16) έχουμε αμέσως το επιθυμητό αποτέλεσμα,

δ, = eq. , ί = 1,2,3 (για ορθογώνια συστήματα) (6.3.17)

δηλαδή ότι στην περίπτωση ορθογωνίων καμπυλόγραμμων συντεταγμένων, τα 
μοναδιαία διανύσματα δ, κατά μήκος των καμπυλόγραμμων συντεταγμένων 
ταυτίζονται με τα μοναδιαία διανύσματα δς. κάθετα στις αντίστοιχες επιφάνειες q,

= ξ,. Μπορούμε τώρα να συνάγουμε μια άλλη σχέση για τους συντελεστές 
κλίμακας hj. Από την (6.3.17) έχουμε

· eq| = 1 (όχι άθροιση ως προς ΐ) 

ή χρησιμοποιώντας την (6.3.12) έχουμε

(6.3.18)

Όμως από την (6.3.11) έχουμε (Vq,) ■ —  = 1, άρα από την (6.3.18) συνάγουμε ότι

δχΐ _
(6.3.19)

όπου με h, συμβολίσαμε στην (6.3.19) τους συντελεστές κλίμακας.

Π αράδειγμα  6 .3 .1

Να δειχτεί ότι σε ορθογώνιο σύστημα ισχύει:

a) δ, = h, Vq,



Λ ύ σ η :

a) Είναι δ, = 6q, = Vq

Όμως από την (6.3.19) Vq, = h j1 άρα δ, = h| Vq,

b) Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις Vq,=6/h, που βρίκαμε πιο πάνω βρίσκουμε

Vq, · Vq, χ Vqk = "  δΓδ,χδ* = τ -^ -  ■
Π| hj hk hjh,hk h1h2h3

διότι i*j*k*i, και δ,'δ,χδκ = +1 για ορθογώνια δεξιόστροφα συστήματα.

6 .4 . Στοιχειώ δη Μ εγέθη

Έστω s ,,s 2ls3 οι παράμετροι των μηκών των τόξων στις διευθύνσεις q,,q2,q3 
αντίστοιχα. Τότε

gx dx ds, . 
aq, “  as, dq, = 1 dq, (6.4.1)

και ανάλογα για τις δύο άλλες κατευθύνσεις. (Η δεύτερη ισότητα προκύπτει από 
την 6.3.8 χρησιμοποιώντας τη σχέση

ι σύμφωνα με τη σχέση (2.3.3) στο δεύτερο κεφάλαιο). Όμως από την (6.3.10) 
| έχουμε

g ; = M ,  (6.4.2)

1 Εξισώνοντας τα δεύτερα μέλη των (6.4.1) και (6.4.2) λαμβάνομε την ακόλουθη 
σχέση για το στοιχειώδες μήκος ds.

ds, s* h, dq. (6.4.3)
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Ανάλογα, για τα στοιχειώδη μήκη στις καμπυλόγραμμες συντεταγμένες 
q2,q3 έχουμε

ds2 = h2 dq2 ds3 -  h3 dq3 (6.4.4)

To απειροστό διάνυσμα dx μπορεί να προκύψει ως εξής

,. δχ , δχ . δχ . δχ . ,c . c.
d x " a , d<' - * ; d q ' + e £ d<fc + a i dq5 ( 6 A 5 )

και με τη χρήση της (6.3.8) ή (6.4.5) γράφεται

dx = § , h, dq1 + § 2 h2 dq2 + δ3 h3 dq3 (6.4.6)

Τότε, το τετράγωνο του στοιχείου μήκους μεταξύ χ και x+dx δίνεται από

dx ■ dx = ds2 =h2, dq21 +hz2 dq22 +h23 dq23 (6.4.7)

(όπου υποθέσαμε ορθογωνιότητα §,· §j =5^)

Ανάλογα μπορούμε να εργαστούμε και για τα υπόλοιπα στοιχειώδη 
μεγέθη.

Η στοιχειώδης επιφάνεια dS12 κάθετη στο §3 δίνεται από τη σχέση 3.1.18 
δηλαδή

dSl2 = (  δ̂  χ δ%) dSl dSz = (§1 χ δζ ) ds,dS2

ή dS12 = δ3 h, h2 dq1 dq2 

Δηλαδή έχουμε γενικά

dS„ =|dS|,| = h, h| dq, dqj ( όχι άθροιση ως προς· i,j) (6.4.8)

Το στοιχείο όγκου, (από το εδάφιο (1.12) στο πρώτο κεφάλαιο), για το 
στοιχειώδες παραλληλεπίπεδο (άε,,άε^ds3) είναι:
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dv= f H  £ x S ) ds' ds’ ds*

ή dV = § , · §2 x §3 h, h2 h3 dq, dq2 dq3 

δηλαδή τελικά

dV = h, h2 h3 dq, dq2 dq3 (6.4.9)

Τούτο μπορεί να προκόψει και μέσω της Ιακωβιανής. Όντως ο ορθογώνιος 
μετασχηματισμός

(  _1_ 1  _L Λ

ft. >
hi dq, h, dq, h1 dq, n

A JL d*± J_ 3*2 J_ dXfl
h2 dq2 h2 dcj2 h2 5cj2 X2

1 δΧι 1 δχ9 1 9xs V 3̂ /
\  h3 9c|3 h3 9q3 h35c|3

έχει ορίζουσα μονάδα. Τούτο συνεπάγεται

dV = Jdq1dq2dq3= h,h2h3dq,dq2dq3 

Παράδειγμα 6.4.1

Θα εφαρμόσουμε τα παραπάνω στο σύστημα των κυλινδρικών συνεταγμένων 
που μελετήσαμε στο πρώτο εδάφιο. Όπως είδαμε, ως ανεξάρτητες μεταβλητές 
λαμβάνονται οι ρ,φ,χ3. Οι μετασχηματισμοί είναι
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χ, = pcoscp , x2 = psincp , x3 = x3 (6.4.10)

Η Ιακωβιανή του μετασχηματισμού είναι τότε

coscp -psincp 0 

sincp pcoscp 0 

0 0 1

= p(cos2cp + sin2cp) = p ψ 0 (6.4.11)

Οι αντίστροιροι μετασχηματισμοί είναι

ρ = λ/ χ2, +x22, x3 = x3 , Φ = cos·1 '.  Xl (6.4.12)Vx2i +X22

J  = g(Xi.Xi>.x.^
δ(ρ·φ.χ3)

To διάνυσμα θέσης γράφεται

*
x = p (coscp ft, + sincp ft2) + χ^ (6.4.13)

x= p eD +x3ft. (6.4.14)

Θα υπολογίσουμε τώρα τις ποσότητες hp, ηφ, h3. Είναι

u 15χ I Λ
h- '  « ρ  = 1

h(p —
dx
dip

= |p (-sincp ft, +coscp ft2)| = p

h I dx I 1 (6.4.15)

Τα μοναδιαία διανύσματα 6pt όΦ, §3 βρίσκονται από τον τύπο (6.3.12)

1 I r)Y I
ep = —  I — I = coscp ft, + sinip ft2
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δφ |g p | = -sinip ft, + coscpft2

6 , = J - #  = ft3'3 h, 3x,

(6.4.16)

Η ορθογωνιότητα των δρ, δφιδ3 προκύπτει αμέσως, σχηματίζοντας τα 
εσωτερικά γινόμενα δ,·δ,, με βάση τις (6.4.16). Εύκολα προκύπτουν και οι 
στοιχειώδεις ποσότητες.

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (6.4.15) και (6.4.6) βρίσκουμε 

dx = δρ dp + δφ ράφ + δ3 dx3 

και ανάλογα

dS12 = pdp dtp κάθετο στο δ3 

dS13 = dp dXa κάθετο στο όΦ 

dS23 = pdcp dx3 κάθετο στο δρ

όμοια

dV = pdp dip dx3

σε συμφωνία με το εδάφιο 6.1.

Παράδειγμα 6.4.2

Θα υπολογίσουμε τώρα τις ίδιες ποσότητες στις σφαιρικές συντεταγμένες. Οι 
μετασχηματισμοί είναι

χ , = Γοοεφ είηθ

' χ2 = rsin φ είηθ 0< r<oo (6.4.17)

I χ3 = Γοοεθ Ού θ<π, 0<φ^2π 

Η Ιακωβιανή του μετασχηματιμού είναι

1 J  = r2 είηθ *  0 (θ *  Ο,π) (6.4.18)d(p,cp,x3) '

he = Γ . ΗΦ = Γείηθ , hr = 1 (6.4.19)
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Δηλαδή

ds2 = (dr)2 + r2(d8)2 +r2 sin^ (dtp)2 (6 .4 .20)

Τα στοιχειώδη τμήματα επιφάνειας είναι:

dS,2 = r dr d0 (κάθετο στο δφ)

dS13 = r sin0 dr dp (κάθετο στο §θ) (6.4.20) 

dS23 = r2sin9 dp d (κάθετο στο er)

Ο στοιχειώδης όγκος είναι

dV = r2sin0 dr dp d0 (6 .4 .22)

Τα μοναδιαία διανύσματα κατά μήκος των αξόνων είναι:

e, = cosp είηθ ft, + sinp εΐηθ ft2 + cos0 ft3

βφ = -s in p  ft, + cosp ft2 (6 .4 .23)

&g = cosp cos0 ft, + sinp cose ftz -  sin0 ftg

Οι σ χέσ εις  (6 .4 .23 ) μπορούν να προκύψουν και με πιο στοιχειώδεις τρόπους. 
Εύκολα επιβεβαιώνεται ότι τα διανύσματα § „ έ θ,δφ είναι ορθοκανονικά και ο 
πίνακας (Ο) που τα συνδέει με τα ft, ε ίν α ι:

"  * " ”  cosp sin0 sinpsin0 COS0 ~

* = cospcos0 sinpcosO -sin0

_  §φ _ -s in p cosp 0  _

ο πίνακας αυτός είναι ορθογώνιος δηλαδή 0 Τ= Ο 1. Συνεπώς ο μετασχηματισμός 
αντιστρέφεται εύκολα
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" f t , ' οοεφ είπθ εοεφ οοεθ -είηφ “ " δ, “

s είηφ είηθ είηφ οοεθ οοεφ (6.4.25)

- f t l  -
COS0 -είηθ 0 . -  δφ _

6.5. Παράγωγοι μοναδιαίων διανυσμάτων#

Τα μοναδιαία διανύσματα σε καμπυλόγραμμες ορθογώνιες συντεταγμένες, 
σε αντιδιαστολή με καρτεσιανές συντεταγμένες, αλλάζουν προσανατολισμό από 
σημείο σε σημείο. Συνεπώς, εν γένει,

δα * 0

Επειδή όμως 6, · έ, = 1, έχουμε ■£- (§, · §,) = 0 ή
σα

96ι
δηλαδή το διάνυσμα τ ζ  είναι πάντοτε κάθετο στο διάνυσμα δ,.

(βλέπε και και παράδειγμα 2.2.6)

Διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις: 

ί) ί =j. Έστω ί=1: τότε:

τ"·1 = Oj 62 + 03 63 (6.5.1)
oqi

ii) i *  j. Π.χ., 1= 1, j = 2, οπότε

I
αλλά για λόγους συμμετρίας β3 = 0, οπότε:

δ ^
acfe = 02 &2 (6.5.2)

*  Το εδάφιο αυτό μπορεί να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση.
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Απομένει να υπολογίσουμε τους συντελεστές α2ια3 και β2. Από 
έχουμε:

. ae,
! 0q, " (k S ) - ( -  Iaq, !( * £ ) )

1 1 ax a2x 1 5 ( 1 \ dx f ax
~ h, h2 aq2 aq2/ h2aq, \ h ) 9q2 aq.

1 ax . a2x
“ h,h2 aq2 aq2, "

1 5 lt  ax ax\ 1 a2x . 5x
h,h2 aq, \\  ^2 aqj *h 1 h2 dq1dq2

1 3 (■ 1 ax . ax>1 . 1 dx a (h2 5q2 ^ h, aq, aq, J) h2aq. aq2 y

1 ah, 
h2 aq2"Λ § ·h h2 §1 ( 8 )

1
-  h

ah, 
2 aq2

h,

a- . J.. 1 ah,
δ η λ α δ η α , - - ^

όμοια βρίσκουμε

3 h3 dq3

Γενικά :

δ§1 = _ Σ _ δ ϋ . §
5q, Μ  h|3qj 1

Η σχέση (6.5.2) δίνει

β2 -  §2 ■
δη2

ό2 * έ ,  = 0  —> §2 + §, ■
δ§2
9q2

= 0

β2 -  §2 dq2 ~
6h ,

h ,Sqn § 1-
a h ,

h3aq3 63

την (6 .5 .1 .)

(6.5.3)

(6.5.4)

αλλά
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dh? A . A _1_ d\\p A A dh? 
h,aq,§1 e, + h3aq3Sl§3-h15q1 (6.5.5)

. . * .  . δό. « 1 dh, . . .Δηλαδη γενικά τ-1 = e, r- ττ4, i  ̂j
oqi Π| cqi

(6.5.6)

Οι σχέσεις (6.5.3) - (6.5.6) είναι πολύ βασικές για όσα θα ακολουθήσουν στο 
επόμενο εδάφιο.

6.6. Διαφορικοί τελεστές

Οι πιο γνωστοί διαφορικοί τελεστές (grad, div, curl, Laplacian), όπως γνωρίζουμε, 
εκφράζονται ως συναρτήσεις του γνωστού μας τελεστή

ν  = $, JL.a  J L . a JLδΧ! 2 δχ2 3 δχ3 (6.6.1)

σε καρτεσιανές συντεταγμένες. Οι πιο πάνω διαφορικοί τελεστές μπορούν να 
υπολογισθούν και σε καμπυλόγραμμα συστήματα συντεταγμένων με τη βοήθεια 
των εξισώσεων του εδαφίου 6.5 αφού εκφράσουμε τον τελεστή V σ τ ις  
συντεταγμένες αυτές.

α) Κλίση υια βαθυωτήο συνάοτησηο . Όπως γνωρίζουμε ήδη, η κλίση (grad) είναι 
ένα διάνυσμα το οποίο παίρνουμε από μια βαθμωτή συνάρτηση (σε καρτεσιανές 
συντεταγμένες) ως εξής:

ν ψ  = ^ ϋ φ . . Δ Λ δφ_δχ, ^  δχ2 3 δχ3
I Οι τρεις προβολές του διανύσματος V φ είναι:

(6.6.2)

(V φ)χ1 =
δφ όφ 
δχ1 ” dst

χ2=στ
»

χ3=στ

(V φ)χ2 =
δφ._ d £ | Χι_στ 

^  I χ3=στ



Με ανάλογο τρόπο σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες γράφουμε

V Φ = (V φ)ςι § , + (V φ)ς2 ό2 +(V φ)ς3 §3

όπου

d *  1 8 *

ϊ)3=σΓ

ή grad φ = V φ =
h, a q ,+

L· la. Μ. 
h2 θη2 h3 deb (6.6.3)

δηλαδή-ο τελεστής V  (τελεστής Nabla) γράφεται

§i a 6v  = ^  — + ^ 2 J L + h . A .  
h, dqt h2 dc|2 h3 (6.6 .4)

& d
Στην εξίσωση αυτή σκόπιμα οι ποσότητες γράφονται αριστερά του τελεστή —

Uj (Χ\

καθ’ όσον ο τελεστής δεν δρα πάνω σ' αυτές, αλλά μόνο στη συνάρτηση που 
βρίσκεται δεξιά του (σε καρτεσιανές συντεταγμένες η σειρά γραψίματος δεν 
παίζει ρόλο).

β) Απόκλιση (divergence) διανύσυατοο.

Με τον τελεστή αυτό παίρνουμε ένα βαθμωτό μέγεθος, το οποίο συμβολίζουμε 
V  ·Α , ξεκινώντας από ένα διάνυσμα Α . Σε καρτεσιανές συντεταγμένες η σχετική 
έκφραση είναι απλή:
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Το (διο μπορούμε να κάνουμε και σε καμπυλόγραμμες συντετα γμένες*. 
Γράψουμε A = Α, δ, + Α2 δ2 + Α3 δ3 και

V  Ά  = ( Ι ι  J L  6? δ
Ιη h2 dp2

la. A. 
h3 Sq3

+ A2 δ2 + A3 δ3) (6 .6.6)

rs rs o
Στη σχέση (6.6.6) οι τελέστές — , , τ— δρούν σε ο,τιδήποτε βρίσκεται δεξιά

OC|i C/Cfe 0Η3
τους, δηλ. τόσο στα μοναδιαία διανύσματα δ„δ2 και e3 (μην ξεχνάτε τις εξισώσεις 
του εδαφίου 6.5) όσο φυσικά και στα μεγέθη Α1( Α2 και Α3. Μόνο μετά από τη 
δράση αυτή παίρνουμε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων που 
προκύπτουν. Έχουμε:

Α2δ2 + Α3δ3) I +

+Α3δ3)^+ ^  (Αι§ι +Α2δ2 +A3e3) |

Αλλά

- δ  ^  + Α 
"  aoh 1

δ | ι _
9Qi

οηότεΙ ; · 4 (Α’6')=
l a A ,
h,

Δ ι & δ ^  
+ h i § 1 > ,

δηλαδή

1 3Αλ
hi δη.

(6.6.7)

Επίσης

δ ι .  * , » d A , , 3δ;
= δ

δΑj  Α
2 An ^  U9q ι η 2. SCfe

(6 .6 .8)

και

/
* Για ένα άλλο ισοδύναμο ορισμό κύτταξε Κεφ.ν δηλ.

VA * lim 
ΔΥ-Λ ά ί * · *

S
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Aa dh, 
h3 SCfe

δηλαδή

δ
h

§.
hi

* < * ·■ > -
Ag ah, 

h,h2 dĉ 2

ah ,
h ,h 3 ach

Ά ρα

. d /^\ _ dA1 Ag ah, Aa ah,
h, 5C)i h, Ĉj-j h,h2 ^ 2  h,h3 ^03

όμοια , με κυκλική εναλλαγή των δεικτών, βρίσκουμε

! ζ . I[ k <A)} 1 θΑ-> Aa 9h9
h2 1 h2 aqa h2h3 3qa

^ • J  
h3 1[ 4  <*<} 1 dAa Aa aha 

h3 aqa h3h, aq,

+

+

A, ah, * 
aq,

Ag aha 
h3h2 act

Έ τσ ι τελικά:

y · a _ /  — . A, ah2 Ai SĥX
V h, aq, + h2h, aq, + h3h, aq,/ +

/  5Aa _Aa_ ah^ 3 h A
y  h2 aqa h ,h 2 aqg h3h2 d c fe j

+ /  1 aAa Aa ah , Aa ah9X
\  h3 d c^  h2h3 aq3 h2h3 aqa β

Άρα πιο κομψά και συμμετρικά

V 'A = h ^ {  £ ?# * * £ ?* * * &  (A°h'h!)}

(6.6.9)

(6.6 . 10)

(6 .6 .1 1 )

(6 .6 .12)
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ν) Στοοβιλισυόο.

Με τον τελεστή αυτό, από ένα διάνυσμα Α παίρνουμε ένα άλλο διάνυσμα 
(ψευδοδιάνυσμα) το οποίο συμβολίζουμε V χΑ , curlA ή rotA. Σε καρτεσιανές 
συντεταγμένες έχουμε τη γνωστή σε μορφή ορίζουσας σχέση

V χΑ =

ft, ^2 ^3

_3_ d_ _d_
9χ, 3χ2 3χ3

Αι Aj  ^

(6.6.13)

Σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες γράφουμε

7  χΑ=( ^ 4  έ  4 )χ (ΑΑ +ΑΑ +ΑΑ)
Προχωράμε όπως και στην περίπτωση της απόκλισης, δηλαδή ο τελεστής ■£- δρα

oqj

όχι μόνο στην ποσότητα Α  αλλά και στα μοναδιαία διανύσματα δι που βρίσκονται
δεξιά του.

x'4 x(AA,-M6,h^H4'x .(*)}£■
β'χ ( '  hjfc hjfc *■ )}■

_ _ A 1_ 9 h 1 . _  A1 dh, .
h,h3 aq3 * hih2 dcfe 3

h2 3η2Χ ( Α ι θ ι ) · ή 2 δ 2 Χ δη2 + ή2 3ς2 δ 2 Χ δ ι "

. . l ^ A  
h2 9q2 3

t 4 x(AA)- i ^ ( M e ')+£ M - = - - A

χ(Α,6,)=( J

h3 dC|3

Aj_ ahj. x  aA j
h3 dqa h3 9q3H i

h3 9% 2
A,_ ahj. _1_ 9Ai

2 5c|2 * h2 3q2
da

1 a 1 dV χ(Α ,δ ,) = hiha ^  (A,h,) δ2-  hih2 ^  (A,h,) 63
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VX<A-6’> = h j k {  h* *» A  <A'h’> - ^ 3 ^ 4  (A,h,)}

Όμοια βρίσκουμε και το στροβιλισμό των άλλων συνιστωτών:

VX<A3S‘> =  h^{  ̂§3 ^ <ΑΛ) 'h' S' Α  Ή  
νχ<Α363 > = ϊ ^ { h· ·> A (ΑΛ) -hx *» * (A3h3>}

vxA=h^{h··> [ A (Ajh3) ■ A (A3h3)] +
+ h3 [A (A'h'> · A ' Ή  * hj 43 [A(ΑΛ) · A (A,h’)] }

ή παραστατικά

V  x A  = _ J ___
h ih 2h 3

h, 6, hj ©2 h3

a _a_ a
acfe ^3

A ,h , Agha Agh3

(6.6.14)

Σ η μ ε ί ω σ η :  Για να βρούμε την εξίσωση (6 .6 .14) υποθέσαμε ότι έ ,χ 6 2=ό3 
(δεξιόστροφο σύστημα). Αν το σύστημα είνα ι αριστερόστροφο η έκφραση
(6 .6 .14) αλλάζει σημείο.

δ) Ο τελεστής Laplace π V2

Ο τελεστής αυτός είναι βαθμωτός, δηλαδή δίνει βαθμωτό μέγεθος όταν δρα σε 
βαθμωτό και διάνυσμα όταν δρα σε διάνυσμα. Ορίζεται ως εξής

ν2φ = V  (νψ) ή V2A = V (V  A) -V x (V xA ) (6 .6 .15) .

Θα περιοριστούμε στην έκφραση που δρα πάνω σε βαθμωτή συνάρτηση. Σ ε  
καρτεσιανές συντεταγμένες εύκολα βρίσκουμε:

V (νψ) = ffd» a2*
ax2, + ax22 + ax23 v 2 — —  +ax2,

J L  
ax22 +

J L
ax23
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Σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες η έκφραση που ζητούμε βρίσκεται θέτοντας 
A = νψ στην εξίσωση (6.6.12) που δίνει την απόκλιση, δηλαδή αν θέσουμε σ’ 
αυτή:

_ 1 ϋ
1 hi &1ι

Α2 _  J_  a _ JL
”  h2 δη2 ’ As = h3 δη3

Έ τσ ι παίρνουμε:

V 2 _ J  i _d_ /  _δ_\ d_t hjha d \  _d_ /  hjh* _δ_\ )
hih2h3{ y hi 5cji/ 3ck\ h2 δη2̂  \ h3 5η3/ J (6.6.17)

την έκφραση αυτή θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε στις εξισώσεις (3.7.3)*(3.7.5) 
όταν είναι βολικό να λυθούν αυτές σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Συνήθως 
η εξ. (6.6.17) είναι η πιο χρήσιμη μορφή (δεν χρειάζεται να γίνουν οι πρόσθετες 
παραγωγήσεις). Στην περίπτωση των σφαιρικών συντεταγμένων ( παράδειγμα 
6.4.2), παίρνουμε τις εξής εκφράσεις για τους διαφορικούς τελεστές

ν _ § L  + ! f i  d_ _δφ__5_ 
r dr r δθ rsin0 δφ

V ·■a - j4 § {  *  (r2sineAr) + 4  (rsin0 * >  ♦ 4  ^  } =

= ?{Γ Ψ  + 2Ar + cot θ Αθ+ ά  ̂  }

V2 = r2 {  δϊ ^  + s i i  3Θ (διηθδθ̂  + sirflj δφ2 }  (6.6.18)

Παράδειγμα 6.6.1

Η δύναμη που περιγράφει ένα δυναμικό πεδίο είναι 

F = 6r 2-  + 6e j j  εϊηθ , Ρ € R

Θα δώσουμε απάντηση (στις σφαιρικές συντεταγμένες) στις εξής ερωτήσεις 

I) Είναι το πεδίο αστρόβιλο; (είναι δηλαδή VxF=0 παντού στο χώρο;)
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Λύση :

er
A

ree rsin0

4 δ d δ
7 x F = ^Sine

dr dB δφ
2Ρ cosQ Psin0~ r 

r3 r3 0

= 1 βφ rsine
[ 1

sine \  - i - )  δθ
/2Pcos0 

\  *

.  —  
'  r \  r’

sine
2Psin0 

+ r2 } ' ° ·
r#0

Γ ια το σημείο r = 0 η πιο πάνω μέθοδος δεν είναι
αν υπάρχει περίπτωση να είναι V xF*0  στο r = 0, το V xF  θα έχει διεύθυνση §φ. Για
να δούμε αν V x F  είναι διάφορο από το μηδέν για r = 0 θεωρούμε ένα μικρό κύκλο 
ακτίνας r με κέντρο το μηδέν σε ένα επίπεδο κάθετο στο δφ, δηλαδή ένα

μεσημβρινό επίπεδο. Τότε αν S είναι η επιφάνεια του κύκλου, τότε απο το τύπο 
του Stokes έχουμε:

,  2π 2π
Γ (V xF ) -dS = Φ , F* dx = 2 f F  § 0 rd0 =2 ]  (P/r3) sin0 rd0

2 P  _ |2π Λ
= - ~ r  cos0|o = °

Apa V x F  =0 στο σημείο r = 0 . Συνεπώς το πεδίο F  είναι αστρόβιλο,

ϋ) Δύναται το πεδίο αυτό να παραχθεί από ένα δυναμικό;

Λ ύ σ η :

Ναι, εφ ’ όσον V x F  = 0 παντού στο χώρο. Έστω  ότι το δυναμικό είναι U(r,0). Τότε

§θ 5Uc  π· ■ / Α 3U 6θ δ υ \  . 
F = - V U = - ^ r 1 Γ + Τ  3 θ ) ή
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2 Ρεοεθ _  3U Ρείηθ _  1 dU 
r3 "  Sr r3 "  r όθ

Από την πρώτη εξίσωση παίρνουμε

, , ,  Ρεοεθ 
U(r,0) = — + φ(θ)

Θέτοντας τη λύση αυτή στη δεύτερη εξίσωση βρίσκουμε:

_  1_ /  Ρεϊηθ άφ\ _  Ρείηθ 
r \  r2 + όθ f  <fl = 0 -> φ =στ=ε

Άρα :

U(r,0) =
Ρεοεθ

r2
+ σταθ.

ίϋ) Έ χ ε ι το πεδίο « π η γ έ ς » ;  (είναι σε κάποιο σημείο divF * 0;)

Λύση : 

Έχουμε

divF =
Γ2είηθ

1
Γ2είηθ

|  f  (r2sin0 2P^)s9) + J j (r είηθ £  είηθ) J  = 

| 2 Ρ  είηθ εοεθ (- )̂ + { 2είηθ εοεθ} |  = 0

Εφ ’ όσον div F  = 0, το πεδίο δεν έχει πηγές.

Παρατήρηση: Παρατηρούμε ότι F  = V χ Α όπου A=(pxr)/r3.

Συνεπώς divF = 0 καθ' όσον div(ourlA) = 0 (για οποιοδήποτε διάνυσμα Α η 
απόκλιση του στροβιλισμού είναι πάντα μηδέν).

6 .7 . Η Εξίσωση Lap lace

Στο εδάφιο αυτό, θα μελετήσουμε ορισμένες απλές περιπτώσεις λύσεων 
της εξίσωσης Laplace. Θα θεωρήσουμε ορισμένα απλά παραδείγματα από τη 
φυσική.

Παράδειγμα 6.7.1

Ας θεωρήσουμε ότι έχουμε δύο πολύ μεγάλες παράλληλες πλάκες σε απόσ. τ) 
d μεταξύ τους (πολύ μικρότερη από τις διαστάσεις τους). Η μια έχει δυναμικό φ ;
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Ο και η άλλη φ = V0 =σταθ. Θα θέλαμε να βρούμε το δυναμικό και το ηλεκτρικό 
πεδίο σε κάθε σημείο ανάμεσα από αυτές.

Η λύση ανάγεται στην επίλυση της εξίσωση Laplace

ν 2φ (X1fX2,X3) = ο (6 .7 .1 .)

με τις προαναφαιρθείσες συνοριακές συνθήκες. Ας θεωρήσουμε ότι η πλάκα με φ 
'= 0 διέρχεται από το κέντρο των συντεταγμένων κείμενη στο επίπεδο χ2,χ3. Τότε 
η δεύτερη πλάκα με φ=ν0 διέρχεται από το σημείο x,=d, κάθετα στον άξονα χ,. 
(βλέπε σχήμα 6.7.1.)

Για λόγους συμμετρίας, η εξίσωση Laplace γράφεται τότε

0  = 0; φ(0) = 0 φ(χ, = d) = V0 (6.7.2)

Σχήμα 6.7.1.

Η λύση προκύπτει απλά, ολοκληρώνοντας την τελευταία. Έχουμε

φ = Ĉ  Χ̂  + Cg (6.7.3)

Το ηλεκτρικό πεδίο προκύπτει τότε από τη σχέση



δηλαδή

(6.7.4)

Αν τώρα διαλέξουμε την αρχή στο μέσο των πλακών δηλαδή αν φ(- d/2) = 0, 
φ(ά/2) =V βρίσκουμε

Παράδειγμα 6 .7 .2

Ας θεωρήσουμε την περίπτωση ενός σφαιρικού πυκνωτή του οποίου οι δύο 
επιφάνειες είναι ομόκεντρες επιφάνειες σφαίρας με ακτίνες R, και R2 αντίστοιχα 
όπου (HR,) = 0 και <t>(R2) = V0.

Προφανώς λόγω σφαιρικής συμμετρίας προτιμούμε να γράψουμε την εξίσωση 
Laplace σε σφαιρικές συντεταγμένες. Από τη σχέση (6.6.17) έχουμε τότε τη 
διαφορική εξίσωση

Όμως και πάλι λόγω συμμετρίας είναι κατανοητό ότι το δυναμικό μεταξύ των

1 a2d>
^sin  ̂dip2 (6.7.5)

δύο επιφανειών θα είναι συνάρτηση μόνο της ακτίνας r, δηλαδή = ^  = 0, άρα
ΟΌ υΦ

η εξίσωση Laplace γίνεται

(6.7.6)

Η λύση της τελευταίας προκύπτει απλά, μετά από δύο ολοκληρώσεις και είναι
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όπου 0 , ,0 2 είναι σταθερές ολοκλήρωσης και προσδιορίζονται από τις συνοριακές 
συνθήκες. Πράγματι

Φ(β,) = “  % + 0

<KR2) = -  ^  + C2 = V0 (6.7.8)

Επιλύοντας το γραμμικό σύστημα (6.7.8) βρίσκουμε

C,= VnRiR,
R r R 1

και C2 = ■YqRjl
R2-Ri

Αντικαθιστώντας τις (6.7.9) στην (6.7.7) έχουμε

(6.7.9)

φ(Γ) == < ν ώ
R2-R

0 r<R!

( ’ - * )
R t<r<R2 (6.7.10)

ν0 r>R2

Το ηλεκτρικό πεδίο προκύπτει εύκολα

Ε  = -νψ = <
V.

VqR i R2 1
1-R2 Γ2

ο

R2<r<R1

αλλιώς

(6.7.11)

Π α ρά δειγμα  6 .7 .3 .

Ας θεωρήσουμε τώρα ότι ανάμεσα από τις δύο πλάκες του παραδείγματος
(6 .7 .1 ), οι οποίες εξακολουθούν να βρίσκονται σε σταθερά δυναμικά φ(χ, =0).=0 
και Φ(χ,=ά) = V0 , τοποθετούμε κύλινδρο μικρής ακτίνας ( a « d )  του οποίου ο 
άξονας είναι παράλληλος με τις πλάκες και διέρχεται από το μέσο της 
απόστασης d (σχήμα 6 .7 .2 ). Το μήκος του θεωρείται πολύ μεγάλο (πρακτικά 
"άπειρο"), το δυναμικό στην επιφάνειά του είναι μηδέν. Πώς μπορούμε να 
υπολογίσουμε το δυναμικό και το ηλεκτρικό πεδίο στα σημεία του χώρου μεταξύ 
των πλακών;
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Προφανώς υπάρχει συμμετρία κατά μήκος του άξονα του κυλίνδρου. 
Επιλέγουμε τότε τις κυλινδρικές συντεταγμένες οπότε η εξίσωση Laplace 
γράφεται

ν2φ= —
Ψ ρδρ

1 d2» θ2*  n
V 5 $ V s - °

(6.7.12)

Λόγω συμμετρίας, δεν έχουμε μεταβολή ως προς συντεταγμένη χ3 συνεπώ ς 
μπορούμε να γράψουμε

Σχήμα 6.7.2.

Φ = Φ(Ρ.Ψ) και |^  = 0, 

άρα η (6.7.12) γίνεται

Ρ δρ  \ Ρ δ ρ ^  + Ρ2 δφ2
(6.7.13)

Εξισώ σεις της μορφής (6.7.13) δεν έχουμε μάθει να λύνουμε, όμως η μορφή 
αυτή είναι απλούστερη απ’ όποια άλλη θα προέκυπτε αν λύναμε το πρόβλημα σε 
κάποιο άλλο σύστημα συντεταγμένων. Πράγματι εδώ έχουμε αναγάγει το 
πρόβλημα σε διαφορική εξίσωση δύο μεταβλητών, (από τις τρεις που ήταν 
αρχικά). Για τη λύση τέτοιων διαφορικών εξισώσεων γράφουμε πρώτα τις



συνοριακές συνθήκες στην κατάλληλη μορφή, ανάλογα με το σύστημα 
συντεταγμένων που έχει επ ιλεχθεί. Μετά αξιώνουμε συνήθως η λύση να 
επαλληλία λύσεων της μορφής

Φ(ρ,φ) = Φι(ρ)Φ2(φ)·

Η μέθοδος αυτή καλείται μέθοδος ξεχωρισμού των μεταβλητών που 
εφαρμόζεται ανάλογα για άλλα συστήματα συντεταγμένων και θα μελετηθεί 
δ ιεξοδικά αλλού. Ο αναγνώστης εδώ θα διαπιστώσει ότι καμιά από τις 
προηγούμενες μορφές της εξίσωσης Laplace δεν είναι δόκιμη. Για τις ανάγκες 
του παρόντος προβλήματος μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ορισμένα φυσικά 
επιχειρήματα.

Κατ' αρχήν από το ότι το δυναμικό είναι μηδέν στην επιφάνεια του 
κυλίνδρου. Μετρώντας το ρ από το κέντρο του κυλίνδρου θα πρέπει

Επ ίσης, επειδή η ακτίνα του κυλίνδρου είναι μικρή a « d ,  μπορούμε να 

υποθέσουμε ότι για | ·  > p » a  το πεδίο δεν επηρεάζεται από την παρουσία του

κυλίνδρου και το δυναμικό σύμφωνα με το παράδειγμα 6 .7 .1 .είναι

Μπορούμε λοιπόν να υποθέσουμε ότι στο πρόβλημά μας οι μεταβλητές ρ,φ, 
ξεχωρίζονται και η λύση γράφεται ως εξής

Φ(ρ.φ)|Ρ=8 = ο (6.7.14)

(6.7.15)

Vo
Φ(Ρ.Φ) = f(P) cos <p + γ (6.7.16)

Αντικαθιστώντας στην (6 .7 .13) παίρνουμε μια διαφορική εξίσωση με ακτινική 
εξάρτηση μόνο:
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Δυστυχώς με τα μέχρι τώρα γνωστά στο μάθημα αυτό, δεν μπορούμε να 
λύσουμε ούτε την τελευταία* . Μπορούμε όμως να δοκιμάσουμε λύση της 
μορφής

f(p) = pk (6 .7.18)

όπου k σταθερά. Τότε παίρνουμε

k(k—1 )pk'2 +kpk’2 -p k'2 =0 (6.7.19)

η οποία για ρ *0  δίνει k2 = 1 ή k = ±1

δηλαδή, έχουμε βρεί λύσεις της μορφής ί,(ρ) =ρ και f2(p) =1/ρ. Στη γενικότερη 
περίπτωση, η λύση της (6.7.17) θα είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των λύσεων 
f,(p) = ρ και f2(p) = 1/ρ, δηλαδή

f(P) = ο, ρ + 1  (6 .7 .20)

και η (6.7.16) , από την (6.7.20) γίνεται

Φ(ρ,φ) = ρ + ^  costp + 1  (6 .7 .21)

Εφαρμόζοντας τώρα τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος μπορούμε να 
προσδιορίσουμε τις σταθερές c „c 2. Έχουμε: για την επιφάνεια του κυλίνδρου

φ (ρ = a, φ) = 0 —► c, a + τ2 = 0
α

Ά ρα

Φ(ρ.φ) = ®1 (  Ρ ' ^r) c0S<P + 2 (6.7.22)

Επίσης για p » a ,  ο δεύτερος όρος της (6.7.22) είναι αμελητέος άρα
VΦ(ρ,φ) = c, ρ costp + J

* Η εξίσωση αυτή είναι τύπου Euler και λύνεται στοιχειωδώς (κύτταξε Ι.Δ.Βέργαδου 
Μαθηματικές Μέθοδοι Φυσικής, εδ. 6.3.1. παράδειγμα 5.)
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V
Συγκρίνοντας με την (6.7.15) συνάγουμε ότι c , β — άρα η (6.7.22) γράφεται

φ(ρ,φ) = - Η ’ •5 )
ν

pCOS0 +g- d
a<P< g

0 p<a
(6.7.23)
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
ι»

6.3.1. Να δειχθεΐ ότι η συνάρτηση

F =  x *2

στις κυλινδρικές συντεταγμένες γράφεται 

F =coscp(cot(p 6ρ-όφ)

6 .3 .2 . Να αποδειχθεΐ ότι:

V(lnp) = νχ(δ3φ) (κυλινδρικές συντεταγμένες)

V j  = Vx (cos6 V<p) 

νφ = Vx (rV6/sin6)
► (σφαιρικές συντεταγμένες

6 .3 .3 .
I

Να δοθούν οι εκφράσεις των
d_

θΧ|
στις σφαιρικές συντεταγμένες.

6 .3 .4 . Επιφάνεια S  δίνεται από τις παραμετρικές εξισώσεις 

xi ® x|(q,,q2), i = 1,2,3

I) Να δειχθεί ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε να τέμνονται οι καμπύλες 

q, = ξ1( q2 = ξ2 ορθογώνια, είναι

γ  3 x i 3 x i _ 0
, t i  * Ιι "

II) Να δειχθεί ότι το στοιχειώδες μήκος στις καμπύλες qi δίνεται από 

ds2 = Ε  (dq,)2 + Fdq,dq2 + G(dq2 )2

όπου E ,F ,G  καλούνται θεμελιώδη μεγέθη πρώτης τάξης και ορίζονται ως εξής
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Ε _  | 5 χ | 2 ρ  θχ  δ χ  ρ  | 5 χ |
l& h l  ’ h  ” aq, ' dq2 - | 5q2 |

ii) Ό τ α ν  ο ι κ α μ π ύ λ ε ς  τ έ μ ν ο ν τ α ι  ο ρ θ ο γ ώ ν ια , ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι 

d s2 = (h 1d q 1) 2+(h2d q 2)2

ίν) Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι τ ο  ε μ β α δ ό ν  τ η ς  ε π ιφ ά ν ε ια ς  ε ίνα ι

S  = f  fV E 'G -P tto h d q a

6 .3 .5 .  Δ ίδ ο ν τ α ι δ ύ ο  β α θ μ ω τ ά  π ε δ ία  σ ε  κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς

Φ2(ρ ,φ ,χ 3) = ρ2 χ 3 ί(φ )

Ν α ο ρ ισ θ ε ί η σ υ ν ά ρ τ η σ η  f(cp) έ τ σ ι  ώ σ τ ε  ο ι " ισ ό τ ιμ ε ς"  " ε π ιφ ά ν ε ιε ς "  π ο υ  ο ρ ίζ ο υ ν  ο ι 
Φ, και φ2 ν α  τ έ μ ν ο ν τ α ι  ο ρ θ ο γ ώ ν ια .

Λ

6 .6 .1 .  Μ ε τ η  χ ρ ή σ η  τ ο υ  ο ρ ισ μ ο ύ  τ η ς  α π ό κ λ ισ η ς

S

ν α  δ ε ιχ θ ε ί  η (6 .6 .7 )

6 .6 .2 .  Α ν σ τ ις  κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  π ε δ ίο  F  γ ρ ά φ ε τ α ι  

Ρ(Ρ.Ψ) = F p  (Ρ.Φ) δ ρ  +  Ftp (ρ ,φ ) ό φ

ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  τ ο  curIF  έ χ ε ι  μ ό ν ο  σ υ ν ισ τ ώ σ α  π α ρ ά λ λ η λ η  τ ο υ  $3 ,δ η λ .

6 .6 .3 .  Θ ε ω ρ ε ίσ τ ε  τ ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  

X! = q 2, -q22x2 =  2q 1q2x3 =  qa

i) Ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  τ α  ( q i ,q 2,q 3) σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  έ ν α  δ ε ξ ιό σ τ ρ ο φ ο  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  
σ ύ σ τ η μ α  κ α μ π υ λ ό γ ρ α μ μ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .

Φ, (Ρ.Φ.Χ3) = Ρ2 (εο δ Φ * 2 ) +  χ23



ϋ) Να υ π ο λ ο γ ισ το ύ ν  ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  κ λ ίμ α κ α ς 

ϊϋ) Να γ ρ α φ ε ί  η Λ απλασ ιανή  σ το  ν έ ο  σ ύ σ τη μ α  

ίν) Να γ ρ α φ ε ί  η α π όκλ ισ η  και ο σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  τ η ς  σ υ ν ά ρ τη σ η ς
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6 .6 .4 . Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τ ο υ  α π ο τ ε λ έ σ μ α το ς  τ η ς  ά σ κ η σ η ς  (6 .3 .4) ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι

_d__ J ___ δ_
χ , δχ2 Χζ 3χ, ~ δφ

6 .6 .5 . Σ τη ν  κ β α ν το μ η χα ν ικ ή  ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  τ η ς  σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή ς  ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  ε ξ ή ς  

L = - ( i h/(2n))(xxV )

ό π ο υ  χ  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς .Ν α  δ ε ιχ θ ε ί ότι 

L, .  ί ί ,  = θ Ψ  ( |  + i ΟΟΙΘ

L, -  m = 0 ιφ  ( 4  - 1 co te  4 )

6.6.6. Ν α δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι LxL = iL, σ τ ις  σ φ α ιρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ό π ο υ  L ο τ ε λ ε σ τ ή ς  
π ο υ  ο ρ ίσ τη κ ε  σ τη ν  ά σ κ η σ η  6 .6 .5 .

6 .6 .7 . Αν ψ  =Ψ (γ), ό π ο υ  r = |χ |, ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι η έ κ φ ρ α σ η  V 2ip(r) σ τ ις  σ φ α ιρ ικ έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ε ίνα ι ισ ο δύ να μ η  με τ ις  τ ρ ε ις  π α ρ α κ ά τω  ε κ φ ρ ά σ ε ις

ί)
1 d /  2 d i j i m
r* dr V  dr )

Η)
1 d2
7 Ρ ( γΨ<γ»

Hi)
d2M r) 2 Μ ύ  

dr2 + r dr

6 .6.8 . Έ σ τ ω  π ε δ ίο  F τ ο  ο π ο ίο  σ ε  κ υ λ ιν δ ρ ικ έ ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  γ ρ ά φ ε τ α ι  F =

Ε ίνα ι τ ο  π ε δ ίο  F σ ω λ η ν ο ε ιδ έ ς ;  Δ η λ α δ ή  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  ό π ω ς  ο  σ τρ ο β ιλ ισ μ ό ς  
ε ν ό ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  δ υ να μ ικ ο ύ  Α; Αν να ί, π ιό  ε ίν α ι το  π ε δ ίο  Α;
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(Α π ά ν τη σ η  : A = -
χ3&ω

P
Μία ά λ λ η  λ ύ σ η  ε ίν α ι Α = φ  §3 ).

6 .7 .1 .  Ν α  β ρ ε θ ε ί  τ ο  η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο  σ το  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  6 .7 .3 .

6 .7 .2 . Η λ εκ τρ ικ ό  δ ίπ ο λ ο  ε ίνα ι τ ο π ο θ ε τ η μ έ ν ο  κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ ο υ  ά ξ ο ν α  χ 3 μ ε  κ έ ν τ ρ ο  

σ τ η ν  α ρ χ ή  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  και δ η μ ιο υ ρ γ ε ί η λ εκ τρ ικ ό  π ε δ ίο

Ε = 4πε^ $  ί2^Γ cos0+^  sin0}

Ν α β ρ ε θ ε ί  τ ο  δ υ ν α μ ικ ό  ψ ώ σ τ ε  Ε = -  νψ . Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ε ί  η  ρ ο ή  τ ο υ  π ε δ ίο υ  δ ια  

μ έ σ ο υ  σ φ α ίρ α ς  α κ τ ίν α ς  R α π ό  τ ο  κ έ ν τ ρ ο  τ ο υ  δ ίπ ο λ ο υ .  Π ό σ η  ε ίν α ι  η ρ ο ή  γ ια  

κ λ ε ισ τή  ε π ιφ ά ν ε ια  π ο υ  δ ε ν  π ε ρ ιλ α μ β ά ν ε ι τ ο  κ έ ν τρ ο ;

(Α π ά ν τη σ η ; φ = (ροοεθ )/ (4 π ε0Γ2)
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K1E<0>ΑΑΑΚ© VUII

ΤΑΝΥΣΤΕΣ

Ε ι σ α γ ω γ ή

Μ έχρι τώ ρ α  σ τη  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή  α ν ά λ υ σ η  α ν α π τ ύ ξ α μ ε  έ ν α  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  ο  
ο π ο ίο ς  μ α ς  δ ίν ε ι  το  μ ε γ ά λ ο  π λ ε ο ν έ κ τ η μ α  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  φ υ σ ικ ο ύ ς  ν ό μ ο υ ς ,  ή 
α κ ό μ α  και κ α θ α ρ ά  γ ε ω μ ε τ ρ ικ έ ς  σ χ έ σ ε ις  α ν ά μ εσ α  σ ε  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ές  π ο σ ό τ η τ ε ς , με 
τ έ τ ο ιο  τ ρ ό π ο  ώ σ τ ε  ν α  μ η ν  ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι  α π ό  τ ο  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  σ ύ σ τ η μ α  
σ υ ν τε τα γ μ έ ν ω ν .

Ό μ ω ς  υ π ά ρ χ ο υ ν  σ τ η  φ υ σ ικ ή  μ ε γ έ θ η  τ α  ο π ο ία  δ ε ν  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  
π α ρ α σ τ α θ ο ύ ν  μ ε  τη  β ο ή θ ε ια  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν . Ε ίνα ι ε π ιθ υ μ η τό  και ο ι ν ό μ ο ι π ο υ  
δ ιέ π ο υ ν  τ α  μ ε γ έ θ η  α υ τ ά  ν α  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  ε κ φ ρ α σ τ ο ύ ν  σ ε  α ν α λ λ ο ίω τ η  μ ο ρ φ ή , 
δ η λ α δ ή  κ α τά  τ ρ ό π ο  π ο υ  ν α  π α ίρ ν ο υ ν  τ η ν  ίδ ια  μ ο ρ φ ή  σ ' ό λ α  τ α  σ υ σ τ ή μ α τ α  
α ξ ό ν ω ν . Τ ο ύ το  ε π ιτ υ γ χ ά ν ε τ α ι  με τη  γ ε ν ίκ ε υ σ η  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  ε ισ ά γ ο ν τ α ς  τη ν  
έ ν ν ο ια  τ ο υ  τ α ν υ σ τ ή . Η α π λ ο ύ σ τ ε ρ η  μ ο ρ φ ή  τ α ν υ σ τ ή  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  θ ε ω ρ ώ ν τ α ς  
γ ρ α μ μ ικ ο ύ ς  σ υ ν δ υ α σ μ ο ύ ς  γ ιν ο μ έ ν ω ν  π ρ ο β ο λ ώ ν  δ ια ν υ σ μ ά τω ν . Κ ατά σ υ ν έ π ε ια  ο ι 
τ α ν υ σ τ έ ς  κ α θ ο ρ ίζ ο ν τ α ι α π ό  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο υ ς  α π ό  έ ν α  δ ε ίκ τ ε ς . Θ α  δ ο ύ μ ε  σ τη  
σ υ ν έ χ ε ια  ό τ ι ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ω ν  τ α ν υ σ τ ώ ν  έ χ ο υ ν  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  ω ς  
π ρ ο ς  τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  σ τ ρ ο φ ώ ν  π ο υ  ε ίν α ι γ ε ν ίκ ε υ σ η  ε κ ε ίν ω ν  τ ω ν  
δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν . Ε ίνα ι χ ρ ή σ ιμ ο  λ ο ιπ ό ν  π ρ ιν  α ν α π τ ύ ξ ο υ μ ε  σ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  α υ τ ό  τη  
θ εω ρ ία  τω ν  τα ν υ σ τώ ν , ν α  δ ιε ρ ε υ ν ή σ ο υ μ ε  τη ν  α ν ά λ υ σ η  τω ν  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  ω ς  
π ρ ο ς  τ ις  σ τ ρ ο φ έ ς  π ο υ  ή δ η  α ν α π τ ύ ξ α μ ε  σ το  π ρ ώ το  κ εφ ά λ α ιο . Σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  θ α  
ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ο υ ς  τ α ν υ σ τ έ ς  ω ς  π ρ ο ς  τ ι ς  ιδ ιό τ η τ έ ς  τ ο υ ς  κ ά τ ω  α π ό  τ ο υ ς  
μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  τ ω ν  σ τ ρ ο φ ώ ν  και θ α  δ ο ύ μ ε  φ υσ ικά  π α ρ α δ ε ίγ μ α τα . Α κ ο λ ο ύ θ ω ς  
θ α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ ο υ ς  μ η  γ ρ α μ μ ικ ο ύ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  και θ α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ις
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έ ν ν ο ιε ς  τ ο υ  α ν τ α λ λ ο ίω τ ο υ  και σ υ ν α λ λ ο ίω τ ο υ  τα ν υ σ τή . Σ το  τ έ λ ο ς  τ ο υ  κ ε φ α λ α ίο υ  

θ α  δ ο ύ μ ε  τη  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ η ς  έ ν ν ο ια ς  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  σ τ ις  τ έ σ σ ε ρ ις  δ ια σ τ ά σ ε ις .  Η 

κ α τα ν ό η σ η  τ η ς  έ ν ν ο ια ς  τ ο υ  τ ε τ ρ α δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  α π ο τ ε λ ε ί  α π α ρ α ίτη τ η  π ρ ο ϋ π ό θ ε σ η  

γ ια  μ ια  ο υ σ ια σ τ ικ ή  μ ε λ έ τ η  τ η ς  ε ιδ ικ ή ς  θ ε ω ρ ία ς  τ η ς  σ χ ε τ ικ ό τ η τ α ς  κ α ι τ ω ν  

ε φ α ρ μ ο γ ώ ν  τ η ς  σ τ α  δ ιά φ ο ρ α  π ε δ ία  τ η ς  φ υ σ ικ ή ς .

7 .1 .  Ο ρ θ ο γ ώ ν ι ο ι  μ ε τ α σ χ η μ α τ ι σ μ ο ί

Σ το  ε δ ά φ ιο  1 .6 . μ ε λ ε τ ή σ α μ ε  τ η  σ υ μ π ε ρ ιφ ο ρ ά  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  ε ν ό ς  

δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  σ τ ο ν  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο  χ ώ ρ ο .  Δ ια π ισ τ ώ σ α μ ε  ό τ ι  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  

δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς  χ ,  σ τ ο  ν έ ο  π ε ρ ισ τ ρ α μ έ ν ο  σ ύ σ τη μ α , σ υ ν δ έ ο ν τ α ι  μ ε  ε κ ε ίν ε ς  ω ς  
π ρ ο ς  το  π α λ ιό  σ ύ σ τ η μ α  μ ε  έ ν α  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  π ο υ  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  θ α  

σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  μ ε  Ο . Ο π ω ς  σ η μ ε ιώ σ α μ ε  σ τ ο  π ρ ώ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  ο ι ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ι  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί  έ χ ο υ ν  τ η ν  ιδ ιό τ η τ α  :

οτ=ο-1 (7 .1 .1 a )

Οι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  σ τη  ν έ α  β ά σ η  δ ίν ο ν τ α ι  τ ό τ ε  

(  χ, '  ^  /  Χι Λ

= 0 χ2

V χ3 J V χ3 J
(7 .1 .1 b )

Α π ο δ ε ίξ α μ ε  ε π ίσ η ς  ό τ ι  τ α  ε ν ν έ α  σ τ ο ιχ ε ία  Ο ^ τ ο υ  π ίν α κ α  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  (Ο), 

σ υ ν ισ τ α ν τ α ι  α π ό  τ α  σ υ ν η μ ίτ ο ν τ α  κ α τ ε ύ θ υ ν σ η ς  α ί( = δ / ό π ο υ  δ |'( δ |)  τ α  μ ο ν α δ ια ία  

δ ια ν ύ σ μ α τ α  κ α τ ά  μ ή κ ο ς  τ ω ν  α ξ ό ν ω ν  Χ('(Χ|). Η (7 .1 .1 a ) μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  κα ι ω ς  

ε ξ ή ς

3

X," = Σ OjjXjSGOSOjjXj (7 .1 .1 c )

Π ρ ο φ α ν ώ ς , λ ό γ ω  τ η ς  σ υ ν θ ή κ η ς  (7 .1 .1 α ) τ α  ε ν ν έ α  σ το ιχ ε ία  τ ο υ  π ίν α κ α  Ο, δ ε ν  ε ίν α ι 
ό λ α  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α .  Α ς δ ο ύ μ ε  α ν α λ υ τ ικ ά  τ ις  σ χ έ σ ε ις  π ο υ  π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .  
Κ α τ’ α ρ χ ή ν ,  ό π ω ς  κ α ι κ ά θ ε  ά λ λ ο  δ ιά ν υ σ μ α , τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  β ά σ η ς  δ, ’ , 

μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  ε κ φ ρ α σ τ ο ύ ν  κ α ι α υ τ ά  ω ς  π ρ ο ς  τη  β ά σ η  (61p62, § 3) μ ε  τ ο ν  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  Ο . Π ρ ά γ μ α τ ι γ ε ν ικ ά  γ ρ ά φ ο υ μ ε ,
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3

β( = Σ  a ji =  Qg β|
i=1

(7 .1 .2 )

ό π ο υ  α , α π ο δ ε ικ ν ύ ε τ α ι εύ κ ο λ α  ότι ε ίν α ι τ α  σ υ ν η μ ίτο ν α  κ α τεύ θ υ ν σ η ς . Ε ίναι:

®j ®k —
3 \

Σ  a t< ®i ®ks  a,i §('§k = Ojj 5 jk = a ^
j=1 J

(δ ιό τ ι e j’0k = 6ik, ο ρ θ ο κ α νο ν ικ ή  βάση), δ η λ α δ ή *

Ojk = ®| ®k = COS (0j ,e k) s  Ojk (7 .1 .3 )

Ό μ ω ς  και η ν έ α  β ά σ η  ε ίν α ι ε π ίσ η ς  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή , § , ' - § , '= 6^  Τ ό τ ε , α π ό  τ η ν
(7 .1 .2 ) έ χ ο υ μ ε

6jk = ό |' -ek

=(a ji άί)·(αΜ δ|)

= a ji αΜ (Μ ι) = 0)| 0|(|δ||
3 3

ή Σ  α ιι α κι *  Σ  0|i Ow = 5jk (7 .1 .4)
1=1 1=1

Γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ε π ίσ η ς  ό τ ι τ α  σ τ ο ιχ ε ία  τ ο υ  α ν ά σ τ ρ ο φ ο υ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  0Τ 
σ χ ε τ ίζ ο ν τ α ι μ ε  α υ τά  το υ  Ο ως. ε ξ ή ς

a T,k = a kl (7 .1 .5 )

Σ υ ν ε π ώ ς  η (7 .1 .4 .) μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  και ω ς  ε ξ ή ς  

3

Σ  0„ 0Tlk = δ* (7 .1 .6 )
1=1

π ο υ  ε ίνα ι ισ ο δ ύ ν α μ η  μ ε  τη ν

* σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  α ν τ ί γ ια  ajj θα  γ ρ ά φ ο υ μ ε  Ojj, γ ια  τ α  σ υ ν η μ ίτο ν α  κ α τεύ θ υ ν η ς .
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Ο Ο τ = Ι (7 .1 .7 )

τ η ν  ο π ο ία  δ ε ίξ α μ ε  κα ι σ το  π ρ ώ τ ο  κ εφ ά λ α ιο .

Ο ι σ χ έ σ ε ι ς  (7 .1 .4 ) , (7 .1 .6 ) , σ υ ν ισ τ ο ύ ν  τ ις  ικ α ν έ ς  κ α ι α ν α γ κ α ίε ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  π ο υ  

π ρ έ π ε ι  τ α  σ τ ο ιχ ε ία  Οη ν α  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  ώ σ τ ε  ο  π ίν α κ α ς  Ο , ν α  α ν α π α ρ ισ τ ά  τ ο ν  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  α π ό  μ ια  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή  β ά σ η  σ ε  κ ά π ο ια  ά λ λ η . Α πό  τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  
τ ω ν  ο ρ ιζ ο υ σ ώ ν  και α π ό  τ η ν  (7 .1 .7 ) έ χ ο υ μ ε  ότι

d e t p o 7) = (do t Ο) (de t Ο 1) = d e t I = 1 

ή ε π ε ιδ ή

d e t  Ο  3 d e t  (Ο*) = d e t (Ορ) = d e t  (0Τ- ) = d e t Ο τ 

έ π ε τ α ι  ό τ ι

detfO O 7) = (d e t Ο)2 = 1 

δ η λ α δ ή

d e t  Ο  = ±  1 (7 .1 .8 )

Ό τ α ν  d e t  Ο  = + 1 , τ ό τ ε  ο  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  κ α λ ε ίτ α ι  γ ν ή σ ιο ς .  
Α ν α φ έ ρ α μ ε  ή δ η  ό τ ι  τ α  σ τ ο ιχ ε ία  τ ο υ  π ίν α κ α  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  δ ε ν  ε ίν α ι  
α ν ε ξ ά ρ τ η τ α .  Μ α θ η μ α τ ικ ό , α υ τ ό  ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  α π ό  τ ι ς  ικ α ν έ ς  κ α ι α ν α γ κ α ίε ς  
σ υ ν θ ή κ ε ς  (7 .1 .4 ) κα ι (7 .1 .6 ). Ο ι σ χ έ σ ε ις  α υ τ έ ς  α φ ή ν ο υ ν  τ ε λ ικ ά  τ ρ ε ις  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  
π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς  γ ια  έ ν α  π ίν α κ α  σ τ ρ ο φ ή ς  3 x 3 . Ε ίν α ι λ ο γ ικ ό  ν α  α ν α ζ η τ η θ ε ί  μ ια  
κ α τ ά λ λ η λ η  π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ίη σ η  τ ο υ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  (π ίν α κ α  σ τ ρ ο φ ή ς )  ώ σ τ ε  ν α  
π ε ρ ι γ ρ ά φ ε ι  γ ω ν ί α  σ τ ρ ο φ ή ς  γ ύ ρ ω  α π ό  τ υ χ α ί ο  ά ξ ο ν α .  Η γ ν ω σ τ ό τ ε ρ η  
π α ρ α μ ε τ ρ ο π ο ίη σ η  χ ρ η σ ιμ ο π ο ιε ί  ω ς  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  π α ρ α μ έ τ ρ ο υ ς  τ ρ ε ι ς  γ ω ν ί ε ς  
σ τ ρ ο φ ή ς  (θ ,φ ,ω ) π ο υ  κ α λ ο ύ ν τ α ι γ ω ν ίε ς  E u le r ( π .χ .  β λ έ π ε  Η. G o ld s te in , Κ λασσ ική  
Μ η χα ν ικ ή ).

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  7 .1 .1

Ν α  ε κ φ ρ α σ τ ο ύ ν  τ α  μ ο ν α δ ια ία  δ ια ν ύ σ μ α τ α  §ι ω ς  π ρ ο ς  τη  ν έ α  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή  β ά σ η

θί ·

Λ ύ σ η  :

Σ τ η ν  ο υ σ ία , ζ η τ ο ύ μ ε  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο  τ ο υ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  (7 .1 .2 ) . 

Έ σ τ ω

3

§j = E M i '
j=1



Σ χ η μ α τ ίζο υ μ ε  το  εσ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ εν ο  §k'·  Τ ότε

§ k ‘δ| = δ* *(β|| δ | )

= β,-j Sk' %■ = Pji δχι = Pjk

Ά ρ α

Pjk = § k ■§, = O ki = 0T|k

Σ υ ν ε π ώ ς

3
= Σ 0Tj, (7.1.9)

1=1

ό π ω ς  θ α  έ π ρ ε π ε  ν α  α ν α μ έν ο υ μ ε .

Παράδειγμα 7.1.2

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ο υ ς  δ ια δ ο χ ικ ο ύ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς

0Α : ( Χΐιχ 2·χ3 ) ( Χ1 >χ2 >χ 3 ) (7 .1 .1 0 a)

Ο β : ( Χ ι  ',Χ2'.Χ 3 ' ) ->  ( Χ1 " , Χ 2 ' , χ 3 "  ) (7 .1 .10b)

και α ς  σ υ γ κ ρ ίν ο υ μ ε  α υ τ ο ύ ς  μ ε  το  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό  

0 C : ( Χ1(Χ2,Χ3 ) ( Χ1 ' '  >χ 2 "  ·χ 3) (7 .1 .10c)

π ρ ο φ α ν ώ ς  α π ό  τη ν  (7 .10a) και (7 .10b) έ χ ο υ μ ε  

x i " = ( ° B )  ikx k 

χ ' k = < ° Α> kj xj 

δ η λ α δ ή

x i "  = (°B)ik (°A)kj xj= ( ° B ° a ) ijx) (7 .1 .11a)

ό μ ω ς  η  (7 .1 .1 1 a ) σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι 

x i " =  ( ° c ) i j xj (7 .1 .1 1 b )

Α πό τ ι ς  (7 .1 .1 1 a ) και (7 .11b) π ρ ο κ ύ π τε ι



3 1 2

0 C = °B°A (7 .1 .12)

(σ η μ ε ιώ σ τ ε  τη  σ ε ιρ ά  τ ω ν  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  0 Β και 0Α).

Ή  τ ε λ ε υ τ α ία  δ η λ ώ ν ε ι  ό τ ι ο  π ίν α κ α ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  π ο υ  ζ η τ ο ύ μ ε  ε ίν α ι  το  

γ ιν ό μ ε ν ο  τ ω ν  π ιν ά κ ω ν  τ ω ν  δ ύ ο  δ ια δ ο χ ικ ώ ν  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν .

Η (7 .1 .1 2 ) μ α ς  λ έ ε ι  ε π ίσ η ς  ό τ ι τ ο  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  ο ρ θ ο γ ώ ν ιω ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  0 Β 

0 Α ε ίν α ι  ε π ίσ η ς  έ ν α ς  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς . Π ρ ά γ μ α τ ι ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ι

σ μ ό ς  (7 .1 .1 1 )  ε ίν α ι  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ς  δ ιό τ ι  σ υ ν δ έ ε ι  κα ι α υ τ ό ς  δ ύ ο  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ έ ς  

β ά σ ε ις .  Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  σ υ ν ο ψ ίσ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ  τω ν  ο ρ θ ο 
γ ω ν ίω ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  π ο υ  έ γ ιν α ν  ψ α ν ε ρ έ ς  α π ' τ α  π α ρ α π ά ν ω , σ τ ο ν  τ ρ ισ δ ιά 

σ τ α τ ο  ε υ κ λ ε ίδ ιο  χ ώ ρ ο . Α υ τέ ς  ε ίνα ι:

Ι δ ιό τ η τ ε ς  Ο ρ θ ο γ ω ν ίω ν  Μ ετα σ γ η υ α τ ισ υ ώ ν :

Τ ο  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  ο ρ θ ο γ ω ν ίω ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  ε ίν α ι ε π ίσ η ς  σ τ ο ιχ ε ίο  το υ  
ίδ ιο υ  σ υ ν ό λ ο υ  0 B 0 Α = O q . β )Υ π ά ρ χ ε ι τ ο  τ α υ τ ο τ ικ ό  σ τ ο ιχ ε ίο  Ο0 = I και ε φ ρ ά ζ ε ι

τ ο ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  μ ια ς  β ά σ η ς  σ τ ο ν  ε α υ τ ό  τ η ς .  γ )Υ π ά ρ χ ε ι τ ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο  γ ια  

κ ά θ ε  σ τ ο ιχ ε ίο  τ ο υ  σ υ ν ό λ ο υ , δ η λ α δ ή  υ π ά ρ χ ε ι  ο  α ν τ ίσ τ ο φ ο ς  κ ά θ ε  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ  μ ε 
τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  Ο 1 = 0 Τ . Τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  ο ρ θ ο γ ω ν ίω ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  μ ε  τ ις  

π ρ ο α ν α φ ε ρ θ ε ίσ ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  σ υ γ κ ρ ο τ ε ί  ομάδα. Η ο μ ά δ α  κ α λ ε ίτ α ι ο ρ θ ο γ ώ ν ια  και 

σ υ ν ή θ ω ς  σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι μ ε  τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  0 (3 ) .

Σ τ η ν  α ρ χ ή  τ ο υ  π α ρ ό ν τ ο ς  ε δ α φ ίο υ  ε π α ν α φ έ ρ α μ ε  σ τ η  μ ν ή μ η  μ α ς  τ ο υ ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς  ό π ω ς  ο ρ ίσ τ η κ α ν  σ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  I. 

Ό μ ω ς  μ ε  τ ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό , π ο υ  μ ό λ ις  α ν α π τ ύ ξ α μ ε , ε ίμ α σ τ ε  σ ε  θ έ σ η  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  
τ ι ς  ι δ ι ό τ η τ ε ς  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  κ ά θ ε  δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς  κ ά τ ω  α π ό  τ ο υ ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  σ τ ρ ο φ ώ ν . Π ρ ά γ μ α τ ι, έ σ τ ω  τ υ χ α ίο  δ ιά ν υ σ μ α  Α τ ο  ο π ο ίο  έ χ ε ι  
σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  (Α ,,Α ^ Α ^  σ τ ο  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  π ο υ  ο ρ ίζ ε τ α ι α π ό  τ α  (§ ,,e2.e 3).

Α  = Α ,δ , +Α2 δ 2 +Α3 δ 3 =  Aj§j (7 .1 .1 3 )

Σ ε  έ ν α  π ε ρ ισ τ ρ α μ έ ν ο  σ ύ σ τ η μ α  (§ , ’ ,έ 2\ § 3 ), ω ς  π ρ ο ς  τ ο  α ρ χ ικ ό

V  = Ojj §j

τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  Α γ ρ ά φ ε τ α ι :

Α ^ Α , ' δ , '  +Α2 ' §2' +Α3· θ3' = Λ 'δ , '  (7 .1 .1 4 )

Ο ι σ χ έ σ ε ι ς  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  Α,' και Α, π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  ε ύ κ ο λ α  μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ η ς  (7.1.9)
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α - Σ Μ - Σ Λ Σ Ο 1, * '
j i 1

= Σ(Σ0„Α )δ<'
i i

Σ υ γ κ ρ Ιν ο ν τα ς  μ ε  τη ν  (7 .1 .14) έ χ ο υ μ ε

Α = Σ0,Α (7 .1 .1 6 a )

Α ν ά λ ο γ α ,  μ ε  τ η  χ ρ ή σ η  τ η ς  (7 .1 .2 )  κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε  σ τ ο ν  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό

Α  = Σ Ο τ5Α ' = Σ Ο ι, Α '  (7 .1 .1 6 b )
j J

Δ ια π ισ τ ώ ν ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  ό τ ι  ο ι μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί (7 .1 .1 6 a ) κα ι (7 .1 .1 6 b )  ε ίν α ι ο ι 
ίδ ιο ι π ο υ  ο ρ ίσ τη κ α ν  σ το  π ρ ώ το  κ εφ ά λ α ιο  γ ια  το  δ ιά νυ σ μ α  θ έ σ η ς .

Τ α  π α ρ α π ά ν ω  α π ο τ ε λ ο ύ ν  σ υ ν έ π ε ια  το υ  ο ρ ισ μ ο ύ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  π ο υ  δ ώ σ α μ ε  

σ τ ο  ε δ ά φ ιο  1 .6.

Θ α μ π ο ρ ο ύ σ α μ ε  ν α  δ ώ σ ο υ μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  και α ν τ ίσ τρ ο φ α : ·

Ο ο ισ υ ό ο .

Έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  τ ρ ιώ ν  π ο σ ο τ ή τ ω ν  (A ^ A j.A a )  α π ο τ ε λ ε ί  σ υ ν ι σ τ ώ σ ε ς  
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  Α , ό τ α ν  κ ά τω  α π ό  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν , μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ο ν τα ι σ ύ μ φ ω ν α  μ ε τη  σ χ έ σ η  (7 .1 .1 6 ).

Υ π ά ρ χ ο υ ν  π ο λ λ έ ς  φ υ σ ικ έ ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  π ο υ  ε ίν α ι α ν α λ λ ο ίω τ ε ς  κ ά τω  α π ό  
ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς . Τ έ τ ο ιε ς  ε ίν α ι, π .χ ,  ο ι π α γ κ ό σ μ ιε ς  σ τ α θ ε ρ έ ς  
(μ ά ζα , φ ο ρ τ ίο , κ .λ .π ). Ε π ίσ η ς  τ ο  ε σ ω τε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  Α και Β . 
Ό ν τ ω ς

Α  · Β -A j Bj -O y Aj Oj|< B k 

α λ λ ά  Oy O ik =6jk (εξ . 7 .1 .6), ο π ό τ ε

A ' · Β ' = 6 jk AjBk = Aj Bj =Α· B (7 .1 .1 7 a )

Π ρ ο φ α ν ώ ς  και ο ι π ο σ ό τ η τ ε ς  |Α | κα ι |Β | ε ίν α ι α ν α λ λ ο ίω τ ε ς . Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  α π ό  
δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  Α και Β κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ε ι  κ α ν ε ίς  τ ρ ε ις  β α σ ικ έ ς  α ν α λ λ ο ίω τ ε ς  
π ο σ ό τ η τ ε ς  |Α |,  |Β | και Α ·Β  . Η  π ιο  γ ε ν ικ ή  α ν α λ λ ο ίω τ η  π ο σ ό τ η τ α  π ο υ  
κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ε τ α ι α π ό  τ α  Α και Β ε ίν α ι σ υ ν ά ρ τη σ η  τω ν  τ ρ ιώ ν  α υ τ ώ ν  π ο σ ο τ ή τ ω ν  
δ η λ .



(7 .1 .1 7 b )

3 1 4

f ( |A | , |B | , A - B )

ό π ο υ  f τ υ χ ο ύ σ α  σ υ ν ά ρ τη σ η .

Ά λ λ α  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  β α θ μ ω τ ώ ν  μ ε γ ε θ ώ ν  ε ίν α ι η  π υ κ ν ό τ η τ α  μ ά ζ α ς  η  π υ κ ν ό τ η τ α  
φ ο ρ τ ίο υ  κ λ π ., κ α θ ώ ς  και ο ι  α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  π ο σ ό τ η τ ε ς

J  Ρ(χ) ά3χ

Έ ν α  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  μ ε  τ η ν  π ιο  π ά ν ω  έ ν ν ο ια  ε ίν α ι η  η λ εκ τρ ικ ή  δ ιπ ο λ ικ ή  

ρ ο π ή  ε ν ό ς  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  Ν φ ο ρ τ ισ μ έ ν ω ν  σ ω μ α τ ίω ν

Ν

ρ = Σ  q(k) x(k)
k=1

ό π ο υ  q(k) κα ι x (k ) α ν α φ έ ρ ο ν τ α ι  σ τ ο  φ ο ρ τ ίο  κ α ι τη  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  θ έ σ η ς  τ ο υ  
σ ω μ α τ ίο υ  k. Α ν τ ο  φ ο ρ τ ίο  κ α τ α ν έ μ ε τ α ι  σ υ ν ε χ ώ ς  η π ιο  π ά ν ω  εξ ίσ ω σ η  π α ίρ ν ε ι τη  
μ ο ρ φ ή

ρ = J  χ ρ(χ) d3x
ό π ο υ  ρ η π υ κ ν ό τ η τ α  φ ο ρ τ ίο υ .

Ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ η ς  ό γ κ ο ς  ε ίν α ι  ε π ίσ η ς  α ν α λ λ ο ίω τ η  π ο σ ό τ η τ α , δ η λ α δ ή  π α ρ α μ έ ν ε ι  
α ν α λ λ ο ίω τ η  α π ό  γ ν ή σ ιο υ ς  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς .  Α υ τό  δ ε ν  ε ίν α ι  
π ρ ο φ α ν έ ς .  Ή δ η  γ ν ω ρ ί ζ ο υ μ ε  α π ό  τ ο  έ κ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο ,  ό τ ι  κ α τ ά  τ ο υ ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  α π ό  έ ν α  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  σ ε  κ ά π ο ιο  ά λ λ ο ,  σ τ ο  
σ τ ο ιχ ε ίο  ό γ κ ο υ  ( dV =d3 x ) υ π ε ισ έ ρ χ ε τ α ι  η  Ια κω β ια νή  ο ρ ίζο υ σ α .

Π ρ ά γ μ α τ ι ,

ο π ο ύ

diX /.X j.'.X g')

j  _  d(XiXg.xJ ^  
d(x1 χ2 ,x3 )

dx2 dx3'

δχ. δχ. δΧ,
δ χ ,' δΧ3'

δχ2 δχ, δχ2
δχ ,' δχ2' δχ3'

dx* ax* dx3
δχ,' 9X3

(7 .1 .1 8 )

(7 .1 .1 9 )

V

Γ ια  ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ η ν  ο ρ ίζ ο υ σ α ,  θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τ ο ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  τ ο υ  
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς
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χΓ = Σ 0,Χ | , χ ,  = Σ 0τ,(Χ,' 
j i

(7 .1 .2 0 )

Π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  έ χ ο υ μ ε

= Oik, και (7 .1 .2 1 )

Σ υ ν ε π ώ ς  η Ιακω βιανή γ ρ ά φ ε τ α ι

0„ Οι2 Οΐ3

02ι Ο22 Ο ώ

0*1 Ο32 Q*

= d e t Ο  = ±1

Σ υ ν ε π ώ ς  τ ο  σ τ ο ιχ ε ίο  ό γ κ ο υ  σ ω σ τ ά  θ ε ω ρ ή θ η κ ε  α μ ε τ ά β λ η τ ο  α π ό  τ ο ν  γ ν ή σ ιο  
ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό  (d e t Ο = 1).

7 .2 .  Κ α ρ τ ε σ ια ν ο ί  Τ α ν υ σ τ έ ς

Α ν α φ έρ α μ ε  ή δη  σ τη ν  ε ισ α γ ω γ ή , ό τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  π ο σ ό τ η τ ε ς  σ τη  φ υ σ ικ ή  γ ια  
τ ι ς  ο π ο ίε ς  χ ρ ε ια ζ ό μ α σ τ ε  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο υ ς  α π ό  έ ν α  δ ε ίκ τη  ν α  τ ις  π ε ρ ιγ ρ ά φ ο υ μ ε . 
Έ ν α  α π λ ό  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  μ ια ς  τ έ τ ο ια ς  π ο σ ό τ η τ α ς  μ π ο ρ ε ί ν α  α π ο τ ε λ έ σ ε ι  τ ο  
γ ιν ό μ ε ν ο  τω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  Α και Β . Α ς δ ιε ρ ε υ ν ή σ ο υ μ ε  τ ο  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  μ ια ς  τ έ τ ο ια ς  π ο σ ό τ η τ α ς ,  Τ„ = A, Β, κ ά τω  α π ό  τ ι ς  σ τ ρ ο φ έ ς .  
Σ ύ μ φ ω ν α  με τ ο  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν ο  ε δ ά φ ιο  η  κ ά θ ε  μια σ υ ν ισ τώ σ α  ξ ε χ ω ρ ισ τ ά  υ π ό κ ε ιτα ι 
σ τ ο ν  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό

Λ = Olk A), (7 .2 .1 )

Β| = Op Β,

Τ ό τε

Τιι = A, Β| = 0 |k Op Ak Β| = Ο,κ Ομ ΤΜ 

Δ η λ α δ ή

Τ, = 0 |κΟ ||Τ μ3 ^  0|κ Ομ ΤΜ (7 .2 .2 )
k,l

Υ π ά ρ χ ο υ ν  ε ν ν έ α  π ο σ ό τ η τ ε ς  Τ„ σ υ ν ο λ ικ ά  ( i,j = 1 ,2 ,3 ) ο ι ο π ο ίε ς  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  
θ ε ω ρ η θ ο ύ ν  ω ς  τ α  σ τ ο ιχ ε ία  ε ν ό ς  π ίν α κ α  3 x3 . Υ π ά ρ χ ο υ ν  π λ ε ίσ τ α  π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α
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σ τη  φ υ σ ικ ή  π ο υ  α π α ιτ ο ύ ν  γ ια  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ ς  ε ν ν έ α  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς , σ ε  α ν τ ίθ ε σ η  μ ε  
ε κ ε ίν ε ς  π ο υ  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  ο ρ ισ θ ο ύ ν  ω ς  δ ια ν ύ σ μ α τ α . Ο ι φ υ σ ικ έ ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  τ ω ν  

ο π ο ίω ν  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ ς  υ π α κ ο ύ ο υ ν  τ ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  (7 .2 .2 )  κ α λ ο ύ ν τ α ι 

τ α ν υ σ τ έ ς  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς .

Σ τα  π ιο  π ά ν ω  θ ε ω ρ ή σ α μ ε  τ η ν  ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  ό π ο υ  η  π ο σ ό τ η τ α  Τ Η ε ίν α ι 

γ ιν ό μ ε ν ο  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν . Α υ τ ό  ό μ ω ς  δ ε ν  ε ίν α ι  α π α ρ α ίτ η τ ο . Α ς  δ ο ύ μ ε  έ ν α  

π α ρ ά δ ε ιγ μ α :  Ο  α π λ ο ύ σ τ ε ρ ο ς  δ υ ν α τ ό ς  τ α ν υ σ τ ή ς  ε ίν α ι τ ο  σ ύ μ β ο λ ο  δ ,. Π ρ ο φ α ν ώ ς

δ 'ϋ=δ,

ό μ ω ς

QkOf =  Ο* Ο* = δ |  

δ η λ α δ ή

δ * ' = 0 * 0 , 6 *  (7 .2 .3 )

η  ο π ο ία  ε ίν α ι  ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ η ς  ε ξ .  (7 .2 .2 ) . Έ ν α ς  ά λ λ ο ς  χ ρ ή σ ιμ ο ς  τ α ν υ σ τ ή ς  

ε ίν α ι  τ ο  π λ ή ρ ω ς  α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ό  σ ύ μ β ο λ ο  ε ^  (κ ύ τ τ α ξ ε  π ρ ό β λ η μ α  7 .2 .3 ).

Α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  έ ν α  τ α ν υ σ τ ή  Tr  Τ ό τ ε  π ρ ο φ α ν ώ ς  έ χ ο υ μ ε

T « ’4 < T |  + Ti ) + f ( T , - T | > * S l + Ai (7 .2 .4 )

π ρ ο φ α ν ώ ς

S , = S p (σ υ μ μ ε τρ ικ ό ς  τ α ν υ σ τ ή ς )  (7 .2 .5 a )

Α~ = -  Ajj (α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ό ς  τ α ν υ σ τ ή ς )  

π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  ό τ ι

Ο* Ojm ^km = 2  ̂^  "̂km +

- 5 < ν + ν > = ν

δ η λ α δ ή

(7 .2 .5b )

(7 .2 .6 )

ό μ ο ια

Ojm Α ^ (7 .2 .7 )



Ά ρα τ α  υ π ο σ ύ ν ο λ α  τ ο υ  Τβ , δ η λ α δ ή  οι π ο σ ό τ η τ ε ς  S„ και Α„ ε ίν α ι  τ α ν υ σ τ έ ς  

δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς . Ο ι ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ι μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ο ί δ ε ν  μ π ο ρ ο ύ ν  ν α  μ ε τ α τ ρ έ ψ ο υ ν  
έ ν α  σ υ μ μ ε τρ ικ ό  σ ε  έ ν α  α ν τ ισ υ μ μ ετρ ικ ό  τ α ν υ σ τή . Θ α  δ ε ίξ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  ό τ ι τ ο  Α1( 

μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε τα ι και ω ς  δ ιά νυ σ μ α .

Θ εω ρ ο ύ μ ε  τ ο  ε ξ ω τερ ικ ό  γ ιν ό μ εν ο

D = Β χ C

τ ό τ ε

D3 = C2 Β2 C ,, D, = Β2 C3 Β3 C2 , D2 = B3 C 1 -  B, C3 
θ έ τ ο ν τ α ς  A„ = B, C, -  B, C,

Λ ό γ ω  τ ω ν  σ υ ν θ η κ ώ ν  (7 .2 .5 ) έ ν α ς  α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ό ς  τ α ν υ σ τ ή ς  έ χ ε ι  τ ρ ε ι ς  
α ν ε ξ ά ρ τ η τ ε ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς . Ε δώ  δ ια λ έξ α μ ε  τ ις  Α12 Α23 και Α31. Ισ χ ύ ο υ ν  ο ι σ χ έ σ ε ις

D, -  Agg D2 = A;), (7 .2 .8 )

(7 .2 .9 )

κάτω  α π ό  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ ς  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  έ χ ο υ μ ε

(7 .2 .1 0 )

ό π ο υ

Οι.η — ο Out. 0,Ρ 0,„ ε,kn “  2  Ilk ir '-'jm °rmn (7 .2 .1 1 )

Π α ρ α τη ρ ο ύ μ ε  τώ ρ α  ό τ ι ο  π ίν α κ α ς  O kn ε ίνα ι ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ς . Π ρ α γμ α τικ ά

^k n  ^ k l — 4  ®l|k O r  ®|m ^rmn ^kpk ^λ ρ  ^μσ  ®pol

Α λλά ε *  ε λμ|< = δ (λ δ |μ -  δ |μ δ |λ (κ ύ ττα ξε  εξ . 1 .7 .3 ) , ο π ό τ ε

^kn  ^ k l =  4  ®|m ®Ιρ ®pol ®rmn ~  O r ®|m ®|ρ ®Ισ ®pol ®rmn )

α λ λ ά  Ορ Ο,ρ = δ Β O lr 0Μ = 5ra 

ο π ό τ ε  0„  0„  = δ „  0„  Ο ,, =  δ .„
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ε  _ ε  = δ,ρσ! ρση In

δ η λ α δ ή  η  (7 .2 .1 0 )  υ π ο δ η λ ώ ν ε ι  ό τ ι  ο ι  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ η ς  (7 .2 .8 )  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ι 
κα ι ω ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς .

Ί χ ν ο ς  ε ν ό ς  τ α ν υ σ τ ή  λ έ γ ε τ α ι  τ ο  ά θ ρ ο ισ μ α  τ ω ν  δ ια γ ω ν ίω ν  σ τ ο ιχ ε ίω ν  το υ

tr(T) = Τ ,, + Τ22 + Τ33 =Τη (2 .7 .1 2 )

Τ ο  ίχ ν ο ς  ε ν ό ς  τ α ν υ σ τ ή  ε ίν α ι έ ν α  β α θ μ ω τό  μ έ γ ε θ ο ς .

Π ρ ά γ μ α τ ι

tr(T  ) = Τ 'Β = Ojj Oik Tjk = δ ίκ Tjk = T , = tr(T)

Ο α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ό ς  τ α ν υ σ τ ή ς  έ χ ε ι  ίχ ν ο ς  μ η δ έ ν  Tr(A ) = 0 . Α ν μ α ς  δ ο θ ε ί  έ ν α ς  

ο π ο ιο σ δ ή π ο τ ε  τ α ν υ σ τ ή ς  Τ μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ μ ε  έ ν α  ά ίχ ν ο  τ α ν υ σ τ ή  Τ°
ω ς  ε ξ ή ς

Τ°·ι = Τϋ “  3 tr(T) δ ϊ . (2 .7 .1 3 )

Η π ο σ ό τ η τ α  α υ τ ή  ε ίν α ι  π ρ ά γ μ α τ ι  τ α ν υ σ τ ή ς  ε φ ’ ό σ ο ν  η  π ο σ ό τ η τ α  δ ί( ε ίν α ι  

τ α ν υ σ τ ή ς  2 η ς  τ ά ξ η ς  (κ ύ τ τ α ξ ε  ε ξ . (7 .2 .3 ) π ιο  π ά ν ω ). Ε χ ο υ μ ε

3  3

tr(T°) = Σ Τ Μ - 1  tr(T) Σ  δ„ = tr (η -  ±  tr(T )3  = 0 
1=1 ό  1=1 J

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  7 .2 .1

Α ς δ ο ύ μ ε  έ ν α  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  τ α ν υ σ τ ή  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  α π ό  τη  φ υ σ ικ ή . Γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  

ό τ ι  η σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή  σ ω μ α τ ίο υ  σ τ η  μ η χα ν ικ ή  δ ίν ε τ α ι  α π ό  τ ο ν  τ ύ π ο

L = m  x x u  = m  χ χ  (ω χ χ )  (7 .2 .1 4 )

Η σ υ ν ισ τ ώ σ α  ί_ι τ η ς  σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή ς  ε ίν α ι τ ό τ ε  

Li = m 8ijk Xj u k 

= m 8iikXj(fc>xx)k 

= m  8|jk Xj 8k|n ω, x n 

= m  (δ Η δ |η -  δ ίη δ (1) ω ,χ η Xj 

= m  (ωι Xj Xj ^  Χ( Xj) = πι ω  j ( δ  y r2 -  x( x , ) 

δ η λ α δ ή
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Li = In ω( (7 .2 .1 5 )

ό π ο υ

l„ = m ( 6|,r2-X |X ,)  (7 .2 .1 6 )

Για τη  σ υ ν ισ τώ σ α  L1( α π ό  τη ν  (7 .2 .15) έ χ ο υ μ ε

L, = Γηίω, Γ2- ω ,  χ 2, - ω 2χ 2χ 1 - ω 3χ3Χι)

= In 0>ι + 1̂ 2 0)2 + Ιΐ3 0)3 (7 .2 .1 7 )

ό π ο υ  σ ύ μ φ ω ν α  με τη ν  εξ . (7 .2 .15)

l„=  m( r2 -  χ 2,) = m ( χ22 +χ23 ), Ι12 = -  m x,x2 , Ι«  = -  m x,x3
Α ν ά λ ο γ α  ε κ φ ρ ά ζ ο ν τ α ι κ α ι ά λ λ ε ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  L2 και L3. Μ έσ ω  τ η ς  ε ξ .  (7 .2 .1 5 ) 
ο ρ ίζ ο υ μ ε  σ υ ν ο λ ικ ά  ε ν ν έ α  π ο σ ό τ η τ ε ς  , l,j ( ί, j = 1 ,2 ,3 ) οι ο π ο ίε ς  σ υ ν δ έ ο υ ν  τ α  δ ύ ο  
δ ια ν ύ σ μ α τ α  L και ω . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  γ ρ ά ψ ο υ μ ε  τη  σ χ έ σ η  (7 .2 .1 4 ) μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τ ω ν  

π ο σ ο τή τ ω ν  α υ τώ ν  ω ς  ε ξ ή ς

f h  λ

1-2 '21

V  ^  / Ι31

M2

'22

Ι32

Ιΐ3 Λ

'23

>33 J

(  ω , ^  

0)2

V “3 /
(7 .2 .1 8 )

Η (7 .2 .18) μ α ς  λ έ γ ε ι  κ α θ α ρ ά  ότι η κ ά θ ε  σ υ ν ισ τώ σ α  σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή ς  μ π ο ρ ε ί ν α  ε ίν α ι 
γρ α μ μ ικ ή  σ υ ν ά ρ τη σ η  ό λ ω ν  τω ν  σ υ ν ισ τω σ ώ ν  τ η ς  γ ω ν ια κ ή ς  τ α χ ύ τ η τ α ς .  Μ ε ά λ λ α  

λ ό γ ια  το  δ ιά ν υ σ μ α  τ η ς  σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή ς  σ υ ν δ έ ε τ α ι μ ε  εκ ε ίν ο  τ η ς  γ ω ν ια κ ή ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  
μ ε  έ ν α  γρ α μ μ ικ ό  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ό . Οι π α ρ α π ά ν ω  σ χ έ σ ε ις  π ρ ο φ α ν ώ ς  γ ε ν ικ ε ύ ο ν τ α ι  
και γ ια  Ν σ ω μ ά τια : Γ ρ ά φ ο υ μ ε  τ ό τ ε  

Ν
Ι« = Σ πι (s) { r* (s) δ , -  x,(s) x,(s)} (7 .2 .1 9 )

s=1

' ό π ο υ  χ, (s) ε ίνα ι η ί σ υ ν ισ τώ σ α  το υ  δ ια ν ύ σ μ α το ς  θ έ σ η ς  το υ  σ ω μ α τ ίο υ  s .

Α ν ό λ α  τ α  σ ω μ ά τ ια  β ρ ίσ κ ο ν τ α ι π ο λ ύ  κ ο ν τ ά  τ ο  έ ν α  μ ε  τ ο  ά λ λ ο  ώ σ τ ε  ν α  
θ ε ω ρ ο ύ ν τα ι έ ν α  σ ώ μ α , τ ό τ ε  η  (7 .2 .9) γ ρ ά φ ε τ α ι

,, |ρ ( χ )  r2dV — Jxj χ, ρ(χ) dV 
V V

Ι„ = δ, (7 .2 .2 0 )



3 2 0

ό π ο υ  ρ (χ ) η π υ κ ν ό τ η τ α  μ ά ζ α ς  τ ο υ  σ ώ μ α το ς .

Α ς  σ υ ζ η τ ή σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  γ ια  τ ι ς  ε ν ν έ α  π ο σ ό τ η τ ε ς  Ι|(. Ό π ω ς  ε ίδ α μ ε  

σ χ η μ α τ ίζ ο υ ν  έ ν α  π ίν α κ α  3 x 3 . Τ α  δ ια γ ώ ν ια  σ τ ο ιχ ε ία  το υ  π ίν α κ α  α υ τ ο ύ , I t1.la2.l33 
κ α λ ο ύ ν τ α ι  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  ρ ο π ώ ν  α δ ρ ά ν ε ια ς .  Τ α  μη δ ια γ ώ ν ια  σ τ ο ιχ ε ία  ^  ( i *  j) 
κ α λ ο ύ ν τ α ι  γ ι ν ό μ ε ν α  α δ ρ ά ν ε ια ς .  Π ρ ο φ α ν ώ ς  ε ίν α ι  μ ια  μ α θ η μ α τ ικ ή  ο ν τ ό τ η τ α  

δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  α π ό  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α . Χ ρ ε ια ζ ό μ α σ τ ε  δ ύ ο  δ ε ίκ τ ε ς  ν α  τ η ν  ο ρ ίσ ο υ μ ε  κα ι 

ε ν ν έ α  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς .  (Σ το  δ ιά ν υ σ μ α  έ χ ο υ μ ε  έ ν α  δ ε ίκ τ η  κ α ι τ ρ ε ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς ) .  

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  ε ίν α ι  α π λ ό  ν α  δ ια π ισ τ ώ σ ο υ μ ε  ό τ ι  ο  τ ρ ό π ο ς  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  τ ο υ  I,, σ υ μ π ίπ τ ε ι  μ ε  ε κ ε ίν ο  τ ο υ  τ α ν υ σ τ ή  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  (βλ . 

σ χ έ σ η  (7 .2 .2 )). Σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  α ς  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  μ ε ρ ικ έ ς  ε ιδ ικ έ ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  7 .2 .2

Θ α  ε ξ ε τ ά σ ο υ μ ε  τη  μ ο ρ φ ή  π ο υ  π α ίρ ν ε ι  ο  τ α ν υ σ τ ή ς  α δ ρ α ν ε ία ς  σ τ ε ρ ε ο ύ  ό τ α ν  
υ π ά ρ χ ε ι  ά ξ ο ν α ς  σ υ μ μ ε τ ρ ία ς ,  π .χ .  ο  Χ3 . Α ς  ξ ε κ ιν ή σ ο υ μ ε  μ ε  σ φ α ιρ ικ έ ς

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  Η π υ κ ν ό τ η τ α  σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  α υ τ ή  θ α  έ χ ε ι  τ η  μ ο ρ φ ή  

ρ(χ) = Ρ (γ,Θ) ( α ν ε ξ ά ρ τ η τ η  τ η ς  φ ) 

τ ό τ ε  κ ά θ ε  μη δ ια γ ώ ν ιο  σ τ ο ιχ ε ίο  ε ίν α ι μ η δ έν .

Ό ν τ ω ς

2π

2π

Ε π ίσ η ς

2π

π 2π

r π

V
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r π
= n  j r 4 d r j  p (r,0) sin0 (1+ cos20) d0

r π 2n 2n
l22 = J r 4 d r jp ( r ,0) sin0 d0{ Jdcp -  ^  sin20sln2(p d ip } =

rt π

= J r 4 dr J p ( r ,0)sin0(2n -  n sin20) = n  J i^ d r  J p ( r ,0)sin0(1+ co s20) =!,,

π 2n
l33 =  J r 4 d r jp ( r ,0) sin0 [1— c o s20] Jdcp

2n
= 2n  J i^ d r jp  (r,0) sin0 (1-  co s20) d0

Δ η λ α δ ή  α ν  έ χ ο υ μ ε  αξονική  σ υ μ μ ετρ ία  γ ύ ρ ω  α π ό  τ ο ν  ά ξ ο ν α  Χ3 , Ι,=Ι2 *Ι3 
ό π ο υ  Ι1=Ι11,12=Ι22,13 =*33 . Ι|| =0, ί* j. Γ ενικά  ό μ ω ς  lf # l j .

Σ τ ο  (δ ιο  α π ο τ έ λ ε σ μ α  κ α τ α λ ή γ ο υ μ ε  α ν  ε π ι λ έ ξ ο υ μ ε  κ α ι κ υ λ ι ν δ ρ ικ έ ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς .  Τ ώ ρα  η π υ κ νό τη τα  ρ ' γ ρ ά φ ε τ α ι  ρ ' = ρ ' ( ρ ,χ3 ) , ο π ό τ ε

Ι ι=  |2 = 2 π  { J (ρ2+χ32) ρ ' ( Ρ ,χ3 ) p d p d x3 -  \  J p 2P ’ ( ρ ,χ3 )p d p d x 3 } =

= π  J( ρ2+2χ 32) ρ ( ρ ,χ 3 ) pdpdx3
*

Ι3=2π  J p 2 ρ ' (  Ρ,χ3) pdpdx3

Παράδειγμα 7.2.3
Θ α  δ ο θ ο ύ ν  ε κ φ ρ ά σ ε ις  γ ια  τ ο ν  τα ν υ σ τή  α δ ρ ά ν ε ια ς  ό τ α ν  η π υ κ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι μ ό ν ο  
σ υ ν ά ρ τη σ η  τ η ς  α π ό σ τ α σ η ς  α π ό  σ τ ο ιχ ε ίο  σ υ μ μ ε τρ ία ς .

I ♦ Α ς α ρ χ ίσ ο υ μ ε  μ ε  τη ν  π ερ ίπ τω σ η  ρ =ρ( r) ( σ φ α ιρ ικ ή  σ υ μ μ ετρ ία ).

d r fsin0(1+ cos20)d0Τ ώ ρα ,» π  f r p (
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π
I, ==2π  j r 4 ρ( r) d r J s in 9 (  1-  c o s20) d0

α 1 α 
:2n ^ p ( r ) d r  J <1-ξ2 ) d ξ = ^  r rfyr)dr

Δ η λ α δ ή  ln =l2 = l3 ( σ φ α ιρ ικ ή  σ υ μ μ ε τρ ία  ).

Υ π ά ρ χ ε ι μ ια  μ ό ν ο  ρ ο π ή  α δ ρ α ν ε ία ς .

Α ν δ ίν ε τ α ι  ε π ιπ λ έ ο ν  ό τ ι η π υ κ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι σ τ α θ ε ρ ή

m_______ 3m
"  (4 /3 )π α 3 ”  4 π α 3

Ε ύ κ ο λ α  π ρ ο κ ύ π τ ε ι ό τ ι α ν  ο  ά ξ ο ν α ς  π ε ρ ν ά ε ι  α π ό  τ ο  κ έ ν τρ ο  τ η ς  σ φ α ίρ α ς , ισ χ ύ ε ι

|_Ιι=Ι2 =Ι3 = 8π  3m  α £  2 
3  4 π α 3 5 = 5 m a

(ρ ο π ή  α δ ρ α ν ε ία ς  ο μ ο γ ε ν ο ύ ς  σ φ α ίρ α ς )

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ώ ρ α  τη ν  ά λ λ η  π ε ρ ίπ τ ω σ η  ό τ α ν  η π υ κ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι α ν ε ξ ά ρ τ η τ η  
τ η ς  *3

ρ ’ =ρ" (ρ) ( κ υ λ ινδ ρ ικ ή  σ υ μ μ ε τρ ία  )

Τ ό τ ε  η  ο λ ο κ λ ή ρ ω σ η  ω ς  π ρ ο ς  Χ3 ε ξ α ρ τ ά τ α ι  α π ο κ λ ε ισ τ ικ ά  α π ό  τ η ν  ε π ιλ ο γ ή  τ ω ν  

α ξ ό ν ω ν . Α ν η α ρ χ ή  β ρ ίσ κ ετα ι σ τ ο  κ έ ν τ ρ ο  τ ο υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ  π α ίρ ν ο υ μ ε

α h2
li= l2 = n h  j p ' ( p )  ( p 2 + ^ r )  p d p

l3= 2n h  J  p ' (p) p 3d p

♦ Α ν τ ώ ρ α  p  '(p )  = α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  τ η ς  ρ , δ η λ α δ ή  η  π υ κ ν ό τ η τ α  ε ίν α ι σ τα θ ε ρ ή  έ χ ο υ μ ε

' ΐ -  l! = i ^ h I , h |{<p2+!F ) ' >df>f|

'== 2 n h  J h j p3dP° 2 m a2

ό π ο υ  α  η  α κ τ ίν α  τ ο υ  κ υ λ ίν δ ρ ο υ .
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Για μια λ ε π τ ή  ρ ά β δ ο  (α <<h)

Για ε π ίπ ε δ ο  δ ίσ κ ο  (h=0)

'ι = Ι2 = 4 m ° 2 . 13 = 2 m ° 2
Σ η υ ε ίω σ η  : Α ν ο ι ά ξ ο ν ε ς  χ ^ Χ 2 β ρ ίσ κ ο ν τα ι ό χ ι  σ το  κ έ ν τ ρ ο  α λ λ ά  σ τ η  β ά σ η  τ ο υ  
κ υ λ ίνδ ρ ο υ  τ ό τ ε  Ι3 = (1 /2) m α2 , α λ λ ά  τ α  I , ,  Ι2 ε ίν α ι δ ια φ ο ρ ετ ικ ά . Τ ώ ρ α

α h
| / = Ι 2 '=  m J p '( p )  pdp

= n h j p ' ( p ) p d p ( p 2+ | h 2)

και α ν  ρ rcQ2h2 = σ τ α θ ε ρ ό , β ρ ίσ κ ο υ μ ε

δ η λ α δ ή

! / = ! ,  +m ( | ) 2

Τ ώ ρ α  γ ια  λ επ τή  ρ ά β δ ο  

. Ι, '=Ι3 = 3  nih2 ,13'=0

γ ε ν ικ ά

l= I ( κ έ ν τρ ο  μ ά ζ α ς ) +m d2
ό π ο υ  d η  α π ό σ τα σ η  τ ο υ  ά ξ ο ν α  α π ό  τ ο  κ έν τρ ο  μ ά ζα ς .

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  7 .2 .4

Θ α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  τ ο ν  τ α ν υ σ τή  Cty τ η ς  τ ε τ ρ α π ο λ ικ ή ς  ρ ο π ή ς .

Ο  τ α ν υ σ τ ή ς  α υ τ ό ς  ο ρ ίζ ε τ α ι α ν ά λ ο γ α  μ ε  τ ο ν  τα ν υ σ τή  α δ ρ α ν ε ία ς

Qij= Jp(x)[3xixj - 6 ijr2] dV (7.2.21)
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ό π ο υ  ρ(χ) η π υ κ ν ό τ η τ α  ( μ ά ζ α ς , φ ο ρ τ ίο υ , κ .λ .π  α ν ά λ ο γ α  μ ε  τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η )  ο  

τ α ν υ σ τ ή ς  α υ τ ό ς  ε ίν α ι  ε π ίσ η ς  σ υ μ μ ε τ ρ ικ ό ς .  Σ υ ν ή θ ω ς  α ν α φ έ ρ ε τ α ι  ω ς  π ρ ο ς  
σ ύ σ τ η μ α  α ξ ό ν ω ν  π ο υ  έ χ ε ι  α ρ χ ή  τ ο  κ έν τρ ο  τ η ς  κ α τ α ν ο μ ή ς . Ε δ ώ  ε λ ή φ θ η  π ρ ό ν ο ια  
ώ σ τ ε  ο τ α ν υ σ τ ή ς  Qy ν α  έ χ ε ι  ίχ ν ο ς  μ η δ έν .

Q h +Q22+Q 33=0

Π ρ ο χ ω ρ ώ ν τ α ς  ό π ω ς  π ιο  π ά ν ω  μ π ο ρ ε ί  ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  α ν  υ π ά ρ χ ε ι  ά ξ ο ν α ς  
σ υ μ μ ε τ ρ ία ς  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ε π ιλ έ ξ ο υ μ ε  Qy =0 , i φ  \.

Α ν ο  ά ξ ο ν α ς  α υ τ ή ς  θ ε ω ρ η θ ε ί  ο  χ 3 έ χ ο υ μ ε

Q 0
Q l 1 = q 22 = ~  - γ  KQi Q33 = Q0

δ η λ α δ ή  ο υ σ ια σ τ ικ ά  έ χ ο υ μ ε  μ ια  μ ό ν ο  α ν ε ξ ά ρ τ η τ η  σ υ ν ισ τ ώ σ α . Π ρ ο φ α ν ώ ς  α ν  
υ π ά ρ χ ε ι  σ φ α ιρ ικ ή  σ υ μ μ ε τ ρ ία

Ql1=G22=Q33=0

δ ε ν  υ π ά ρ χ ε ι  τ ε τ ρ α π ο λ ικ ή  ρ ο π ή  !

Τ ο  δ υ ν α μ ικ ό  π ο υ  π ρ ο κ α λ ε ί  μ ια  τ ε τ ρ α π ο λ ικ ή  ρ ο π ή  ε ίν α ι

QjjXiXi
Φ(χ) Σ - ^ γ 1 

ϋ

ό π ο υ

ki =
4 π ε 0

. g N

η λ ε κ τ ρ ο σ τ α τ ικ ή  

β α ρ υ τ ικ ό  π ε δ ίο

Παράδειγμα 7.2.5

Ο  τ α ν υ σ τ ή ς  τ η ς  δ ιη λ ε κ τ ρ ικ ή ς  σ τ α θ ε ρ ό ς .  Αν D ε ίν α ι η η λ εκ τρ ικ ή  μ ε τ α τό π ισ η  κ α ι Ε 
τ ο  η λ ε κ τρ ικ ό  π ε δ ίο  ο  τ α ν υ σ τ ή ς  τ η ς  δ ιη λ εκ τρ ικ ή ς  σ τ α θ ε ρ ό ς  ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  ε ξ ή ς

D, = ε  jj Ej (7 .2 .2 2 )

κ α ι π ρ ο ϋ π ο θ έ τ ε ι  γ ρ α μ μ ικ ή  σ χ έ σ η  μ ε τ α ξ ύ  τ ω ν  D κ α ιΕ . Το ε^ μ π ο ρ ε ί  ν α  ε ίν α ι  

σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  θ έ σ η ς  π λ η ν  ό μ ω ς  α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο  τ ο υ  η λ εκ τρ ικ ο ύ  π ε δ ίο υ .

Π ρ ο χ ω ρ ώ ν τ α ς  ό π ω ς  κ α ι σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο υ  τ α ν υ σ τ ή  τ η ς  ρ ο π ή ς  α δ ρ α ν ε ία ς  

β ρ ίσ κ ο υ μ ε  ό τ ι  γ ια  ο μ ο γ ε ν ή  και ισ ό τ ρ ο π α  μ έσ α  έ χ ο υ μ ε
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D = eE

δ η λ α δ ή  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  D ε ίν α ι π ο λ λ α π λ ά σ ιο  τ ο υ  Ε, δ η λ α δ ή  α ρ κ ε ί η γ ν ώ σ η  τ η ς  
δ ιη λ ε κ τ ρ ικ ή ς  σ τ α θ ε ρ ό ς  ε . Α ν ά λ ο γ α  κ ρ ίν ε τ α ι κ α ι ο  τ α ν υ σ τ ή ς  μ α γ ν η τ ικ ή ς  
δ ια π ε ρ α τ ό τ η τ α ς  ό π ο υ  σ υ ν δ έ ε ι γρ α μ μ ικ ά  τα  π ε δ ία  Β και Η ( Bj =PjjH j), ο  τ α ν υ σ τ ή ς

σ τ ρ έ ψ η ς  σ τη  μ η χα ν ική  ελ α σ τικ ο ύ  μ έσ ο υ , ο τ α ν υ σ τή ς  α γ ω γ ιμ ό τ η τ α ς  J,=ayE j κ .λ .π .

Υ π ο π τε υ ό μ α σ τε  ό τ ι έ ν α ς  τ α ν υ σ τ ή ς  2 η ς  τ ά ξ η ς  σ υ ν δ έ ε ι  γ ε ν ικ ά  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ά  
π ε δ ία  ( κ ύ τ τ α ξ ε  ε ξ .  (7 .2 .2 2 ) ) .  Θ α  π ρ έ π ε ι  ό μ ω ς  ν α  β ε β α ιω θ ο ύ μ ε  ό τ ι  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε τα ι ό π ω ς  υ π α γ ο ρ ε ύ ε ι η εξ . (7 .2 .2 ).

Ο ο ισ υό ο :

Το σ ύ ν ο λ ο  τω ν  π ο σ ο τ ή τ ω ν  Τ,, ( i,j = 1 ,2 ,3) α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  
κ α ρ τ ε σ ια ν ο ύ  τ α ν υ σ τ ή  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  ό τ α ν  κ ά τ ω  α π ό  τ ο ν  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  
μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ό  (7 .1 .1 6 ), μ ετα σ χ η μ α τ ίζο ν τα ι ω ς  ε ξ ή ς

V = O ik Ο» Tkl (7 .2 .2 3 )

ή μ ε  τη  χ ρ ή σ η  τω ν *  (7 .2 .16)

Τ ,'
_ 3χΓ dXi~ Τ 
"  5χ„ 5χ, Μ (7 .2 .2 4 )

Ο α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  ο ρ ίζετα ι :

Τ 9Χκ 3Χι _  .
T“ = a f i V - T< (7 .2 .2 5 )

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  τώ ρ α  ν α  ε π ε κ τ ε ίν ο υ μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  γ ια  τ α ν υ σ τ έ ς  μ α γ α λ ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς .  
Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α ,  έ ν α ς  τ α ν υ σ τ ή ς  τ ρ ίτ η ς  τ ά ξ η ς  έ χ ε ι  τ ρ ε ι ς  δ ε ίκ τ ε ς ,  T|jk κα ι 
μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε τα ι ω ς  ε ξ ή ς

T||k — 0Μ 0,m Ο knT|mn

ή

X _  C7Aj
l,|k= ax, axm axn 1 Imn (7 .2 .2 6 )

* Η μ ο ρ φ ή  (7 .2 .24) υ π ε ρ τ ε ρ ε ί τ η ς  (7 .2 .23) κ α θ’ ό σ ο ν  ε π ιτ ρ έ π ε ι ν α  θ ε ω ρ η θ ο ύ ν  και 
μη ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ι μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ο ί α ξ ό ν ω ν  (κ ύ ττα ξε  ε δ . 7 .4 ).



3 2 6

Ο α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  τ η ς  (7 .2 .2 6 ) γ ρ ά φ ε τ α ι  α ν ά λ ο γ α  μ ε  τ η ν  (7 .2 .2 5 ) . Έ ν α ς  τ α ν υ σ τ ή ς  
α ν ώ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  π α ρ α γ ω γ ίζ ο ν τ α ς  έ ν α  δ ο σ μ έ ν ο  τ α ν υ σ τ ή  (κ ύ τ τ α ξ ε  

π ρ ό β λ η μ α  7 .3 .1 )

Π ρ ιν  τ ε λ ε ιώ σ ο υ μ ε  τ ο  ε δ ά φ ιο  α υ τ ό  κ ά ν ο υ μ ε  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  π α ρ α τ η ρ ή σ ε ις  γ ια  τ ο ν  
κ ά π ω ς  μ υ η μ έ ν ο  α ν α γ ν ώ σ τ η  π ο υ  σ χ ε τ ί ζ ε τ α ι  μ ε  μη  γ ν ή σ ι ο υ ς  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς . Ε ν α ς  τ έ τ ο ιο ς  ε ίν α ι π .χ  η α ν α σ τ ρ ο φ ή  (κ α τ ο π τρ ισ μ ό ς  ω ς  π ρ ο ς  

κ έν τρ ο )

X - X

Κ άτω  α π ό  τ ο ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  α υ τ ό  έ ν α  δ ιά ν υ σ μ α  α λ λ ά ζ ε ι σ η μ ε ίο . Τ ο ε ξ ω τ ε ρ ικ ό  
γ ιν ό μ ε ν ο  D δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  Β κα ι C  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι  ω ς  ε ξ ή ς :

D _>(— Β ) χ  (— C ) =Β χ  C  =D

δ η λ α δ ή  δ ε ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι  ω ς  (σ ύ ν η θ ε ς )  δ ιά ν υ σ μ α . Λ έ γ ε τ α ι  ψ ε υ δ ο δ ιά ν υ σ μ α . 

Ο ρ θ ό τ ε ρ α  ε ίν α ι α ν τ ισ υ μ μ ε τ ρ ικ ό ς  τ α ν υ σ τ ή ς  2 η ς  β α θ μ ίδ α ς  κ α θ ώ ς  ή δ η  α ν α φ έ ρ θ η κ ε  

π ιο  π ά ν ω . Τ έ τ ο ια  π ο σ ό τ η τ α  ε ίν α ι π .χ  η σ τ ρ ο φ ο ρ μ ή . Π α ρ α δ ε ίγ μ α τ α  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  

ε ίν α ι  τ ο  η λ ε κ τ ρ ικ ό  π ε δ ίο  Ε = — V O  κα ι η  π υ κ ν ό τ η τ α  ρ ε ύ μ α τ ο ς  J  ( κ α ι κ α τ ά  
σ υ ν έ π ε ια  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  δ υ ν α μ ικ ό  Α ). Α ν τ ίθ ε τ α  τ ο  μ α γ ν η τ ικ ό  π ε δ ίο  ε ίν α ι  
ψ ε υ δ ο δ ιά ν υ σ μ α . Τ ο ίδ ιο  και η μ α γ ν η τ ικ ή  ρ ο π ή . Η η λ εκ τρ ικ ή  ρ ο π ή  ε ίν α ι δ ιά ν υ σ μ α .

Τ α π ιο  π ά ν ω  π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  ε ίν α ι  χ ρ ή σ ιμ α  σ ε  υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  γ ια  τ ο ν  έ λ ε γ χ ο  τ η ς  
ο ρ θ ό τ η τ α ς  τ ω ν  α π α ρ α ίτ η τ ω ν  π ρ ά ξ ε ω ν .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  7 .2 .6

Δ ίν ε τ α ι  η  δ ιά τ α ξ η  τ ω ν  τ ρ ιώ ν  φ ο ρ τ ίω ν  τ ο υ  σ χ ή μ α τ ο ς .  Θ α  β ρ ε θ ο ύ ν  οι π ο σ ό τ η τ ε ς  

Ρολ» Ρ κα ι Qy

q  *2q  q

• -  O i
•a 0 a

Σ χ ή μ α  7 .2 .1 .
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Α π ά ν τη σ η :

Π ρ ο φ α ν ώ ς  qoX = q  +q - 2q = 0
Pi = p2 = 0  , p3 = q(a) + 2q(0) + q ( -  a) =0

Ε π ε ιδ ή  δ ύ ο  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  α π ό  τ ι ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  τ ω ν  φ ο ρ τ ίω ν  ε ίν α ι μ η δ έ ν  ο  
τ ε τ ρ α π ο λ ικ ό ς  τ α ν υ σ τ ή ς  ε ίνα ι δ ια γ ώ ν ιο ς . Έ χ ο υ μ ε

3

Q„ = Q22 = -  Σ  |x(k)|2 q(k) = —a 2q  - a 2 q = - 2q a2 
k=1

Q 33 = ? ( 3 x 23( k ) - x 2(k))q(k)

= 2(3a2- a 2) = 4 q a 2
Ο τ α ν υ σ τ ή ς  α υ τ ό ς  ε ίνα ι ά ϊ'χ νο ς  π ρ ά γ μ α  π ο υ  π ε ρ ιμ έ ν ο υ μ ε . Τ ο  δ υ ν α μ ικ ό  τω ν  τρ ιώ ν  
φ ο ρ τ ίω ν  σ ε  κ ά π ο ιο  σ η μ είο  χ  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  ε ίνα ι

Φ(χ) =_ _ 9_ Μ 1
4 π ε 01 |χ-Μ |x+ 03a | |χ | ]

|x - § 3a | = V r 2+ a 2 -2ar c o s0

^  = (r2 + a2 - 2ar c o s0),/2 = -p (1 + ® c o s 0 + ^  (3co s20 -1))

Μ Ϊ Γ  r <1 - * “ · β  + S < 3 c o s % - . ) )

, Ά ρ α  γ ια  σ χ ε τ ικ ά  μ ε γ ά λ ε ς  α π ο σ τ ά σ ε ις

os2 
r3

φ /χ) — 9— ?-2(3gp,s20—.1)  
4 π ε 0 Λ

π α ρ α τ η ρ ο ύ μ ε  ό μ ω ς  ό τ ι

Q iiXiX| Q ot X2a + Q i ι X2i+ Q „  χ 2,  
2r® = 2r=

2 q a2(2x23—x2t—xz2) qa2(3x23 -  r2) 
2r® = r5

q a 2(3c o s20—1) 
r3

δ η λ α δ ή
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φ(χ) = - 9 - ^ i n .  
4 π ε 0 2 r5 11

η έ κ φ ρ α σ η  α υ τ ή  δ ε ίχ ν ε ι  τη  φ υ σ ικ ή  σ η μ α σ ία  τ η ς  τ ε τ ρ α π ο λ ικ ή ς  ρ ο π ή ς . Γ εν ικ ά  γ ια  

μ ε γ ά λ ε ς  α π ο σ τ ά σ ε ι ς  τ ο  δ υ ν α μ ικ ό  π ε π ε ρ α σ μ έ ν η ς  κ α τ α ν ο μ ή ς  φ ο ρ τ ίο υ  

π ρ ο σ ε γ γ ίζ ε τ α ι  ω ς  ε ξ ή ς

μ ο ν ο π ο λ ικ ή  ρ ο π ή  

δ ιπ ο λ ικ ή  ρ ο π ή  

τ ε τ ρ α π ο λ ικ ή  ρ ο π ή

γ  (Coulomb)

q ρχ
4 π ε 0 r3 

Q QiXiXj
4 π ε 0 2Γ5

7 . 3 .  Τ α ν υ σ τ έ ς  σ ε  Ν - δ ιά σ τ α τ ο υ ς  Ε υ κ λ ε ί δ ι ο υ ς  χ ώ ρ ο υ ς

Μ έ χ ρ ι σ τ ιγ μ ή ς  έ χ ο υ μ ε  μ ε λ ε τ ή σ ε ι  τ ο υ ς  κ α ρ τ ε σ ια ν ο ύ ς  τ α ν υ σ τ έ ς  μ ε  β ά σ η  

τ ο ν  τ ρ ό π ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  τ ο υ ς  ω ς  π ρ ο ς  τ ο ν  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο  

Ε υ κ λ ε ίδ ιο  χ ώ ρ ο .  Ο π ε ρ ιο ρ ισ μ ό ς  α υ τ ό ς  δ ε ν  ή τ α ν  α π α ρ α ίτ η τ ο ς ,  α λ λ ά  έ γ ιν ε  μ ε  

σ κ ο π ό  τ η ν  π λ ή ρ η  κ α τα ν ό η σ η  τ ω ν  ε ισ α γ ω γ ικ ώ ν  ε ν ν ο ιώ ν  σ τη ν  τα ν υ σ τ ικ ή  α ν ά λ υ σ η  

μ ε  τη  β ο ή θ ε ια  φ υ σ ικ ώ ν  π α ρ α δ ε ιγ μ ά τ ω ν . Χ ω ρ ίς  ιδ ια ίτ ερ η  π ρ ο σ π ά θ ε ια , μ π ο ρ ο ύ μ ε  

ν α  π ρ ο σ α ρ μ ό σ ο υ μ ε  τ η ν  π α ρ α π ά ν ω  σ υ ζ ή τη σ η  γ ια  τ η ν  π ε ρ ίπ τω σ η  τ ω ν  Ν -δ ιά σ τα τω ν  

Ε υ κ λ ε ίδ ιω ν  χ ώ ρ ω ν . Π ριν ό μ ω ς  π ρ ο χ ω ρ ή σ ο υ μ ε  σ τη  γ ε ν ίκ ε υ σ η  α υ τή , π ρ έ π ε ι  π ρ ώ τ α  

ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  τ ο  Ν -δ ιά σ τα το  Ε υ κ λ ε ίδ ιο  χ ώ ρ ο .

7 .3 .  α  Ν - δ ιά σ τ α τ ο ι  Ε υ κ λ ε ίδ ε ιο ι γ ώ ο ο ι

Τ α  σ τ ο ι χ ε ί α  τ ο υ  Ν - δ ιά σ τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  ε ίν α ι  δ ια ν ύ σ μ α τ α  δ ιά σ τ α σ η ς  Ν π ο υ  
χ α ρ α κ τ η ρ ίζ ο ν τ α ι  α π ο  δ ια τ α γ μ έ ν ε ς  Ν -α δ ε ς  α ρ ιθ μ ώ ν  χ  _>( χ 1 ......,χ Ν ). Σ ε  α ν α λ ο γ ία

μ ε  τ ο υ ς  τ ρ ιδ ιά σ τ α τ ο υ ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ ς  χ ώ ρ ο υ ς  θ α  π ρ έ π ε ι  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  κι ε δ ώ  

α λ γ ε β ρ ικ έ ς  π ρ ά ξ ε ις .

ί) Π ρ ό σ θ ε σ η : α ν  Α = (Α 1,......,ΑΝ) και Β = (Β 1........Β Ν) δ ύ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ α  το υ  χ ώ ρ ο υ  R N

τ ό τ ε  η ά θ ρ ο ισ η  Α +Β  α ν ή κ ε ι σ το  R N κα ι α ν α π α ρ ίσ τ α τ α ι  μ ε τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ω ς  ε ξ ή ς

Α + Β —> (Α ·|+Β-|...... ,A(vj+Bfy|)

ίί) Π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  μ ε  π ρ α γ μ α τ ικ ό  α ρ ιθ μ ό , α  : 

α Α -»  α ( Α ι ....,Α Ν ) =( α Α Ί .......α Α Ν)

Κ ά θ ε δ ιά ν υ σ μ α  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  μ π ο ρ ε ί ν α  γ ρ α φ ε ί  ω ς  π ρ ο ς  τ η ν  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή  β ά σ η  §ι 

ω ς  ε ξ ή ς



329

Ν
Α =Σ Α ,β , .Α ,- β ,Α  1-1 (7 .3 .1 )

Τ ο  β α θ μ ω τό  γ ιν ό μ ε ν ο  Α· Β γ ρ ά φ ε τ α ι

Ν
Α· Β = Σ Α,Β, 

1-1
(7 .3 .2 )

και το  μ έ τρ ο  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς

CMCM<

z
W

j

II<<II<

(7 .3 .3 )

Η γ ω ν ία  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  Α ,Β ο ρ ίζ ετα ι ω ς  ε ξ ή ς  

0080 = |Α | |Β |
(7 .3 .4 )

Π α ρ α θ έ τ ο υ μ ε  χ ω ρ ίς  α π ό δ ε ιξ η  τ ι ς  α κ ό λ ο υ θ ε ς  ιδ ιό τ η τ ε ς ,  

α ρ ιθ μ ο ί κα ι A .B .C  α ν ή κ ο υ ν  σ το ν  R N τό τ ε  :

Α ν α ,β  π ρ α γ μ α τ ικ ο ί

1) (α Α +β Β )·0  = α Α ·0 + β  B C (7 .3 .5)

2) A Β = Β ·Α (7 .3 .6 )

3) Α Α> 0 (7 .3 .7 )

4) Α ·Α =0 α ν  και μ ό νο  α ν  Α =0 (7 .3 .8 )

5) |Α ·Β | £  |Α | |Β | ( Α νισότη τα  G auchy - Schw arz) (7 .3 .9 )

6) |Α + Β | ί  |Α | + |Β | ( τρ ιγω ν ικ ή  ιδ ιό τη τα  ) (7 .3 .1 0 )

Α ξίζει ν α  σ η μ ε ιώ σ ο υ μ ε  τ α  α κ ό λ ο υ θ α :
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Υ π ά ρ χ ο υ ν  γ ε ν ικ ε ύ σ ε ις  τ ω ν  Ν - δ ιά σ τα τ ω ν  γ ρ α μ μ ικ ώ ν  χ ώ ρ ω ν  ό π ο υ  ο ρ ισ μ έ ν ε ς  α π ό  

τ ι ς  π α ρ α π ά ν ω  ιδ ιό τ η τ ε ς  π α ύ ο υ ν  ν α  ισ χ ύ ο υ ν . Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  ο ι ιδ ιό τ η τ ε ς  (3 ,4) 

δ ε ν  ισ χ ύ ο υ ν  σ τ ο ν  τ ε τ ρ α δ ιά σ τ α τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  χ ώ ρ ο  τ η ς  ε ιδ ικ ή ς  θ ε ω ρ ία ς  τ η ς  

σ χ ε τ ικ ό τ η τ α ς  τ ο υ  E in ste in , (β λ έ π ε  ε δ ά φ ιο  7 .5 )

Έ ν α ς  Ε υ κ λ ε ίδ ιο ς  χ ώ ρ ο ς  Ν -δ ια σ τ ά σ ε ω ν , ο ρ ίζ ε τ α ι  ε π ίσ η ς  κα ι α π ό  έ ν α

ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  {§,}, ί = 1 ,2 ......Ν, δ η λ α δ ή  α π ό  έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  Ν ο ρ θ ο γ ω ν ίω ν

μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  μ ο ν α δ ια ίω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν . Κ άθε ά λ λ ο  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  {§| } 

μ π ο ρ ε ί  ν α  π ρ ο κ ύ ψ ε ι  α π ό  έ ν α  γ ρ α μ μ ικ ό  σ υ ν δ υ α σ μ ό  τ ω ν  μ ο ν α δ ια ίω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν

(δ).
Ν

S, = I Q )  Sj (7 .3 .1 1 )
j=1

ό π ο υ  ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  0Η ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τη  σ υ ν θ ή κ η  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό τ η τ α ς  

Ν
Σ θ Τ„, Ο* = δ„ (7 .3 .1 2 )
k=1

Ο ι (7 .3 .1 1 )  - (7 .3 .1 2 )  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ η ν  ά μ ε σ η  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ ω ν  (7 .1 .2 ) κα ι (7 .1 .4 ) . Η
(7 .3 .1 2 ) α ν ά λ ο γ α  μ ε  τ η ν  (7 .1 .8 ) ο δ η γ ε ί  σ τ η ν

d e t (Οι,) = ±1 (7 .3 .1 3 )

Σ υ ν ε π ώ ς  ο  (7 .3 .1 1 ) α π ο τ ε λ ε ί  τη  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ ο υ  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ο ύ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ
σ ε  Ν -δ ια σ τά σ ε ις .

7.3.b Μετασγηϋατισυοί τονυατών στον RN:

Σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  θ α  ο ρ ίζ ο υ μ ε  έ ν α  σ η μ ε ίο  Ρ  σ τ ο ν  Ν- δ ιά σ τ α τ ο  χ ώ ρ ο  

μ ε  Ν- σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  π ο υ  κ α λ ο ύ μ ε  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  και σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  μ ε  ( χ \ χ 2, . . . .χ Ν). Ο 
σ υ ν ή θ η ς  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο ς  Ε υ κ λ ε ίδ ε ιο ς  χ ώ ρ ο ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι  ω ς  ε ιδ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο υ  

Ν -δ ιά σ τ α τ ο υ , ό τ α ν  Ν =3 κα ι τ α  χ \ χ 2,χ3 α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  σ υ ν ή θ ο υ ς  

δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς .  Υ π ά ρ χ ε ι μ ια  δ ια φ ο ρ ά  σ τ ο  σ υ μ β ο λ ισ μ ό  τ ο υ  ε δ α φ ίο υ  τ ο ύ τ ο υ  
σ ε  σ χ έ σ η  μ ε τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α .  Οι δ ε ίκ τ ε ς  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  τ ο π ο θ ε τ ο ύ ν τ α ι  π ά ν ω . Ο 

λ ό γ ο ς  π ο υ  γ ίν ε τ α ι  α υ τ ό  θ α  γ ίν ε ι  κ α τ α ν ο η τ ό ς  π ιο  κ ά τω  ό τ α ν  μ ε τ α β ο ύ μ ε  σ ε  μη 

γ ρ α μ μ ικ ο ύ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς .

Ε π ισ τ ρ έ φ ο ν τ α ς  σ τ ο ν  Ν -δ ιά σ τα το  Ε υ κ λ ε ίδ ιο  χ ώ ρ ο , ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  σ η μ ε ίο υ  

Ρ  σ τ ο  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό  σ ύ σ τ η μ α  {§('}, ο ρ ίζ ο ν τ α ι  σ ε  π λ ή ρ η  α ν α λ ο γ ία  μ ε  τ η ν  

π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο υ  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ , α π ό  τ ι ς  ε ξ ισ ώ σ ε ις
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Ν

χ 'ΐ  = Σ θ ,ι χ ' δ50|ι χ ' 
1=1

και ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  

Ν
χ' = Σ  ( Οτ ) ',χ  »

Σ υ μ β ο λ ίζο υ μ ε  τ ο  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ό  τ ω ν  χ 1 σ τ ις  χ '1 ω ς  ε ξ ή ς

X' 1 = X*' (χ1, X2, Χ3,...ΧΝ) s x ' ‘(xi)

Τ ό τ ε

a x '1
axk

- T b  —
" ■ p i a x *

= Σ  ο 1, δΐκ = o ',

Ά ρ α

Ν
χ Ί _ ν  ^2χΐ = *ΐ11χΐ 

~ i f i  5x1 3x1

κ α ι

Ν
χ | _ ν  ^ _ χ ' Ι ε Μ . χ '

έ ί 0Χ'|Χ δχ’1

(7 .3 .1 4 )

(7 .3 .1 5 )

(7 .3 .1 6 )

(7 .3 .1 7 )

(7 .3 .1 8 )

Ε ίμ α σ τε  τώ ρ α  σ ε  θ έ σ η  ν α  δ ώ σ ο υ μ ε  τ ο ν  γ ε ν ικ ό  ο ρ ισ μ ό  ε ν ό ς  τα ν υ σ τ ή  σ ε  Ε υ κ λ ε ίδ ιο  
χ ώ ρ ο  Ν -δ ια σ τά σ εω ν .

Ο ο ισ υ ό ο  Έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  α π ό  Nr π ο σ ό τ η τ ε ς  Τ 1' 1*···1'  α π ο τ ε λ ε ί τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τα ν υ σ τ ή  

τ ά ξ η ς  r α ν  κ ά τω  α π ό  τ ο υ ς  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ ς  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  (7 .3 .1 7 ), ο ι π ο σ ό τ η τ ε ς  
α υ τ έ ς  μ ετα σ χ η μ α τ ίζο ν τα ι ω ς  ε ξ ή ς

Σ  4
ii4 -ir ax<' ax» axJr

(7 .3 .1 9 )

Ο α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  γ ρ ά φ ε τ α ι
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i,i2,jr= Σ M-
ίι4··)Γδ χ ί 1 3 χ · ) 2 - a x ' j3

T'llJ2-ir (7 .3 .2 0 )

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  7 .3 .1

Η α π ό σ τ α σ η  d x1 δ ύ ο  γ ε ιτ ο ν ικ ώ ν  σ η μ ε ίω ν  σ υ ν δ έ ε τ α ι  μ ε  τ η ν  d x '1 ω ς  π ρ ο ς  ά λ λ ο  
σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  μ ε  τη  σ χ έ σ η

d x 'i  = | C d x i  (7 .3 .2 1 )

Η (7 .3 .1 1 )  ο ρ ίζ ε ι  τ ι ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ α ν υ σ τ ή  π ο ώ τ η ο  τά Ε η ο . Σ υ μ π ίπ τ ε ι μ ε  τ η ν  

π ο σ ό τ η τ α  π ο υ  μ έχ ρ ι τ ώ ρ α  ο ν ο μ ά ζ ο υ μ ε  δ ιά ν υ σ μ α .

Π α ρ ά δ ε ι γ μ α  7 .3 .2

Γ ν ω ρ ίζ ο υ μ ε  ή δ η  ό τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  φ υ σ ικ ά  μ ε γ έ θ η  τ ω ν  ο π ο ίω ν  η τ ιμ ή  δ ε ν  ε ξ α ρ τ ά τ α ι  
α π ό  τ η ν  ε π ιλ ο γ ή  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν , ό π ω ς  τ ο  μ ή κ ο ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  η 

θ ε ρ μ ο κ ρ α σ ία  η π υ κ ν ό τ η τα , κα ι α ν α π α ρ ίσ τ α τ α ι  α π ό  β α θ μ ω τ έ ς  σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις .  Έ σ τ ω  

μ ια  τ έ τ ο ια  σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ = ψ( χ 1, χ 2, . . . χ Ν). Η σ υ ν θ ή κ η  α ν ε ξ α ρ τ η σ ία ς  α π ό  τ η ν  
ε π ιλ ο γ ή  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  ε ίν α ι λ ο ιπ ό ν

Φ'( χ '1, χ ' 2... x'N) = Φ( χ1. χ2 χν). (7.3.22)

Τ έ τ ο ιε ς  β α θ μ ω τ έ ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  κ α λ ο ύ ν τ α ι τ α ν υ σ τ έ ς  μ η δ ε ν ικ ή ς  τ ά ξ η ς .

7 .4 . Μη γραμμικοί μετασχηματισμοί. Ανταλλοίωτοι και 
συναλλοίωτοι τανυστές.

Μ έ χ ρ ι σ τ ιγ μ ή ς  έ χ ο υ μ ε  α σ χ ο λ η θ ε ί  μ ε  τ α ν υ σ τ έ ς  ο ι ο π ο ίο ι  ο ρ ίζ ο ν τ α ι  σ ε  
σ χ έ σ η  μ ε  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  ο ι ο π ο ίο ι ε ξ  ο ρ ισ μ ο ύ  ε ίν α ι γ ρ α μ μ ικ ο ί. 

Π ο λ λ έ ς  φ ο ρ έ ς  ό μ ω ς  γ ια  π ρ α κ τ ικ ο ύ ς  σ κ ο π ο ύ ς ,  ε ίν α ι ε π ιθ υ μ η τό  ν α  μ ε τ α β ο ύ μ ε  σ ε  

κ ά π ο ιο  κ α μ π υ λ ό γ ρ α μ μ ο  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .  Γ ια τ ο  λ ό γ ο  α υ τ ό , α λ λ ά  και 
γ ια  ά λ λ ο υ ς  σ η μ α ν τ ικ ό τ ε ρ ο υ ς  π ο υ  δ ε ν  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  α ν α λ ύ σ ο υ μ ε  ε δ ώ , σ τ ο  π α ρ ό ν  
ε δ ά φ ιο  θ α  γ ε ν ικ ε ύ σ ο υ μ ε  τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  α π ο τ ε λ έ σ μ α τ α  σ ε  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  μη 

γ ρ α μ μ ικ ώ ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .

Α ς  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  λ ο ιπ ό ν  δ ύ ο  σ υ σ τ ή μ α τ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  σ ε  έ ν α  Ν -δ ιά σ τα το  

χ ώ ρ ο  σ τ α  ο π ο ία  τ υ χ α ίο  σ η μ ε ίο  Ρ , ο ρ ίζ ε τ α ι  α π ό  τ α  (χ 1, χ2, . . .χ Ν) και (χ 1' ,  χ 2' , . . . χ Ν')
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α ν τ ίσ τ ο ιχ α , ό π ο υ  ο ι σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  σ υ ν δ έ ο ν τ α ι με έ ν α  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  γ ε ν ικ ά  
μη γρ α μ μ ικ ό

χ 1' = χ 1 ’ (χ1, χ 2,..., χ Ν)

......................  (7 .4 .1 )

χΝ' = χΝ'(χ 1( <f χΝ)

Σ υ νη θ ίζο υ μ ε  ν α  γ ρ ά φ ο υ μ ε  το  μ ετα σ χη μ α τ ισ μ ό  (7.4.1) σ υ νο π τ ικ ά  ω ς  ε ξ ή ς  

χ*' = χ1' (χ*), j = 1,3,..., Ν (7 .4 .2 )

Υ π ο θ έ το υ μ ε  ό τ ι ο ι σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις  χ ΐ '( χ ')  ε ίν α ι δ ια φ ο ρ ίσ ιμ ε ς  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  μ έ χ ρ ι  
δ ε ύ τ ε ρ η  τά ξ η  και ό τ ι ο  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  ε ίν α ι α ν τ ισ τρ έ ψ ιμ ο ς

χ ΐ= χ ' (χ1 ) (7 .4 .3 )

π ο υ  σ η μ α ίν ε ι ό τ ι η σ υ ν α ρ τη σ ια κ ή  ο ρ ίζ ο υ σ α  (Ιακω βιανή) τ ο υ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  
π ρ έ π ε ι  ν α  ε ίνα ι δ ιά φ ο ρ η  το υ  μ η δ ε ν ό ς , δ η λ α δ ή

d W ..... xN )
δ (χ1..... χ Ν)

ax1- ax1- 
ax1 ·"  axN

axN' axN' 
ax1 ·"  axN

* o (7 .4 .4 )

Α ς π α ρ α γ ω γ ίσ ο υ μ ε  τώ ρ α  τη ν  (7.4.3) ω ς  π ρ ο ς  τυ χ α ία  σ υ ν ισ τώ σ α  xk. Τ ό τε  

ax* _ ax1 ax1' _  v i  ax* ax1'
axk _ ax1' axk =  ^  ax1' axk '

Ό μ ω ς  τ α  xk ε ίν α ι μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  γ ρ α μ μ ικ ά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  σ υ ν ε π ώ ς  ο  π ρ ώ τ ο ς  ό ρ ο ς  
ε ίν α ι

(7 .4 .6 )

Ά ρ α , α π ό  τ ις  (7 .4 .5) και (7.4.6) έ χ ο υ μ ε

ax1' axk = ° k (7 .4 .7 )

Α ς υ π ο θ έ σ ο υ μ ε  τώ ρ α  σ το ιχ ε ιώ δ η  μ ετα τό π ισ η  σ τη  γ ε ιτο ν ιά  ε ν ό ς  σ η μ ε ίο υ  Ρ  σ το  Ν- 
δ ιά σ τ α τ ο  χ ώ ρ ο , η ο π ο ία  χ α ρ α κ τη ρ ίζ ε τα ι α π ό  Ν -σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  d x 1. Σ το  δ ε ύ τ ε ρ ο
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σ ύ σ τ η μ α  ο ι σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ε ίν α ι dx '". Η σ χ έ σ η  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς  π ρ ο κ ύ π τ ε ι α π ό  τη  

δ ια φ ό ρ ισ η  τ η ς  (7 .4 .2 ) . Έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε

dx'i δχ1’ dx1 .—— = —— — ==> dx1 dt δχ' dt (7 .4 .8 )

Η α π ε ιρ ο σ τ ή  μ ε τ α τ ό π ισ η  π ο υ  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ η ς  σ ε  δ ύ ο  σ υ σ τ ή μ α τα  σ υ ν δ έ ο ν τ α ι  
μ ε  τ η ν  (7 .4 .2 ) , α π ο τ ε λ ε ί  τ ο  π ρ ό τ υ π ο  μ ια ς  κ λ ά σ η ς  γ ε ω μ ε τ ρ ικ ώ ν  ο ν τ ο τ ή τ ω ν  π ο υ  

κ α λ ο ύ ν τ α ι α ν τ α λ λ ο ίω τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α . Δ η λ α δ ή :

Έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  α π ό  Ν π ο σ ό τ η τ ε ς  Τ' σ χ ε τ ιζ ό μ ε ν ε ς  μ ε  έ ν α  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  σ η μ ε ίο  R τ ο υ  

Ν -δ ιά σ τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  α ν τ α λ λ ο ίω τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  

α ν  κ α τ ά  τ η ν  α λ λ α γ ή  το υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ι ω ς  ε ξ ή ς

Τ '  = ^ γ Τ  (7 .4 .9 )

ό π ο υ  ο ι μ ε ρ ικ έ ς  π α ρ ά γ ω γ ο ι  υ π ο λ ο γ ίζ ο ν τ α ι  σ τ ο  σ η μ ε ίο  Ρ . Α ν ά λ ο γ α  τ ώ ρ α  

μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ο ρ ίζ ο υ μ ε  α ν τ α λ λ ο ίω τ ε ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  μ ε  π ε ρ ισ σ ό τ ε ρ ο υ ς  α π ό  έ ν α  

δ ε ίκ τ ε ς .  Έ τ σ ι  ο  α ν τ α λ λ ο ίω τ ο ς  τ α ν υ σ τ ή ς  δ ε ύ τ ε ρ η ς  τ ά ξ η ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι  

σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τη ν  εξ ίσ ω σ η

_ d x  ' d x _ i ymn
5xm δχπ (7 .4 .1 0 )

Η γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ η ς  (7 .4 .1 0 ) ε ίν α ι π ρ ο φ α ν ή ς  γ ια  τ α ν υ σ τ ή  η -τά ξη ς .

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  μ ια  β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η  φ(χ') η ο π ο ία  ε ίν α ι 

α ν α λ λ ο ίω τ η  κ ά τω  α π ό  τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  (7 .4 .3 ), δ η λ α δ ή

φ(χ*) = φ ' (χΐ ' )  (7 .4 .1 1 )

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  σ τ η  σ υ ν έ χ ε ια  τ ι ς  μ ε ρ ικ έ ς  π α ρ α γ ώ γ ο υ ς  δ φ /δ χ1 , ί = 1 ,2 ,... Ν τ η ς  
Φ ΐχ1), κα ι α ς  π ρ ο σ π α θ ή σ ο υ μ ε  ν α  β ρ ο ύ μ ε  τ ο  ν ό μ ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  τ ο υ ς . Α πό τ η ν

(7 .4 .1 1 )  κα ι τ ο υ ς  κ α ν ό ν ε ς  π α ρ α γ ώ γ ισ η ς  έ χ ο υ μ ε

ύ φ ' _  dx1 
δχ1' ~ δχ' δχ'' (7 .4 .1 2 )

Π ρ ο φ α ν ώ ς ,  γ ια  τ υ χ α ίο  μη γ ρ α μ μ ικ ό  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν ,  ο 
κ α ν ό ν α ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  τ ω ν  μ ερ ικ ώ ν  π α ρ α γ ώ γ ω ν  (7 .4 .1 2 ) ε ίν α ι δ ια φ ο ρ ε τ ικ ό ς  

α π ό  ε κ ε ίν ο  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  τ η ς  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ο υ ς  μ ε τ α τ ό π ισ η ς  σ τη ν  (7 .4 .8 ). Έ χ ο ν τ α ς  
ω ς  π ρ ό τ υ π ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  τ η ν  (7 .4 .1 2 ) , λ έ μ ε  ό τ ι έ ν α  σ ύ ν ο λ ο  Ν π ο σ ο τ ή τ ω ν  
Τ , ,Τ , , . . . · ^  α π ο τ ε λ ε ί  τ ι ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  σ υ ν α λ λ ο ίω τ ο υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  ή τ α ν υ σ τ ή
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π ρ ώ τ η ς  τ ά ξ η ς  ό τ α ν  κ ά τω  α π ό  τ ο υ ς  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  (7 .4 .1 ) μ ετα σ χ η μ α τ ίζο ν τα ι 

ω ς  ε ξ ή ς

Τ ' = — Τ 1 1 3χΓ ι
(7 .4 .1 3 )

I

Ά ρ α  ο ι π α ρ ά γ ω γ ο ι  μ ια ς  β α θ μ ω τ ή ς  π ο σ ό τ η τ α ς  ω ς  π ρ ο ς  α ν τ α λ λ ο ίω τ ε ς  
σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ε ς  ε ίνα ι σ υ ν α λ λ ο ίω τα  δ ια νύ σ μ α τα  (τ α ν υ σ τέ ς  π ρ ώ τ η ς  τά ξ η ς ) .

Ό π ω ς  και π ρ ιν , η γ ε ν ίκ ε υ σ η  ε ίν α ι ά μ εσ η . Έ τ σ ι ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  σ υ ν α λ λ ο ίω τ ο υ  
τα ν υ σ τή  δ ε ύ τ ε ο η ο  τάΕ ηο μ ετα σ χη μ α τ ίζο ν τα ι ω ς  ε ξ ή ς

τ- _dxm ax" τ 
« " 3 χ Ί δχ ' ΐ  mn

(7 .4 .1 4 )

Α ν ά λ ο γ α  ο ρ ίζ ο υ μ ε  τ α ν υ σ τ έ ς  μ ε γ α λ ύ τ ε ρ η ς  τά ξ η ς .

Μ π ο ρο ύ μ ε ε π ίσ η ς  ν α  θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  και μ ικ το ύ ς  τ α ν υ σ τ έ ς .  Α ς σ χ η μ α τ ίσ ο υ μ ε  
γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  τ ο  γ ιν ό μ ε ν ο  Α'Β, τω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  Α1 ε ν ό ς  α ν τ α λ λ ο ίω τ ο υ  
δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  μ ε  τ ις  α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  ε ν ό ς  σ υ ν α λ λ ο ίω το υ  Β,. Τ ό τ ε  α π ό  τ ο υ ς  ν ό μ ο υ ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  έ χ ο υ μ ε

<7 ·4 ·15>

Χ α ρ α κ τη ρ ισ τ ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  μ ικ το ύ  τα ν υ σ τή  α π ο τ ε λ ε ί  το  γ ν ω σ τ ό  σ ύ μ β ο λ ο  το υ  
K ronecker. Γ ν ω ρ ίζο υ μ ε  ό τ ι το  δ'( π α ίρ ν ε ι τ ις  τ ιμ έ ς  1 και 0  σ ε  ο π ο ιο δ ή π ο τ ε  σ ύ σ τη μ α  

σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .  Γ ια  τ ο  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν ο  μη γ ρ α μ μ ικ ό  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό  (7 .4 .1 ) 
έ χ ο υ μ ε

χΊ =x'i (χ1)

Ά ρ α

χ Ί ax '1 Υ  ax'i ax1 
k -  3 x ' k i dxf a x ' k

I = Σ ^ - ^ - δ ι" i ax1 ax 'k 1
Δ η λ α δ ή

<7 ·4 ·16»

Ιδ ια ίτερ ο  ε ν δ ια φ έ ρ ο ν  σ τη ν  π ε ρ ίπ τω σ η  το υ  μ ικτού  τα ν υ σ τή  A 'k Β,' π α ρ ο υ σ ιά ζ ε τα ι 

ό τ α ν  ο ι  δ ύ ο  δ ε ίκ τ ε ς  ε ίν α ι ίσοι, k = I και α θ ρ ο ίζο ντα ι. Σ’ α υ τή  τ η ν  π ε ρ ίπ τω σ η , α π ό  
τ η ν  (7 .4 .1 5 ) έ χ ο υ μ ε
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A '1 Β ,' L A iB 
"  δχ1 δ χ -1 i

_dx>
~dx'

A B. = δ\ A  Bj = A1 Qt

(Οι ε π α ν α λ α μ β α ν ό μ ε ν ο ι  δ ε ίκ τ ε ς  α θ ρ ο ίζο ντα ι.)  Δ η λ α δ ή

A '1 Β ,' = A' Bj (7 .4 .1 7 )

Β λ έ π ο υ μ ε  α π ό  τ η ν  (7 .4 .1 7 ) , ό τ ι μ ε τη ν  εξ ίσ ω σ η  τω ν  δ ε ικ τ ώ ν  έ χ ο υ μ ε  σ χ η μ α τ ίσ ε ι 
μ ια  π ο σ ό τ η τ α  η ο π ο ία  ε ίν α ι  α ν α λ λ ο ίω τ η , α ν ε ξ ά ρ τ η τ η  α π ό  τ η ν  ε π ιλ ο γ ή  τ ο υ  

σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  και θ υ μ ίζε ι τ η ν  έ ν ν ο ια  το υ  ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τω ν . 

Α ς ε ξ ε ιδ ικ ε ύ σ ο υ μ ε  τη ν  (7 .4 .1 7 ) σ τη ν  π ερ ίπ τω σ η  τ ω ν  γ ρ α μ μ ικ ώ ν  μ ετα σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  
ε ν ό ς  τ ρ ισ ο ρ θ ο γ ω ν ίο υ  κ α ρ τ ε σ ια ν ο ύ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .  Τ ό τ ε  (β λ έ π ε  
7 .2 .1 6 )

Λ ■ k _  _ Qk Δί
Α ~ δχ1 U|A

Ε π ίο η ς 'Β , ' = Bj = ( 0 Τ)', Β, a  O', B,

Σ υ ν ε π ώ ς  τ ώ ρ α  η α ν τ α λ λ ο ίω τ η  σ υ ν ισ τ ώ σ α  Α ’1 υ π α κ ο ύ ε ι  σ τ ο ν  ίδ ιο  ν ό μ ο  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  μ ε  τη  σ υ ν α λ λ ο ίω τ η  κα ι σ ε  κ α ρ τ ε σ ια ν ά  σ υ σ τ ή μ α τ α  η  (7 .4 .1 7 ) 

α ν ά γ ε τ α ι  σ τ ο  γ ν ω σ τ ό  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν . Σ τη  γ ε ν ικ ό τ ε ρ η  ό μ ω ς  

π ε ρ ίπ τ ω σ η  υ π ά ρ χ ε ι  σ α φ ή ς  δ ιά κ ρ ισ η  μ ε τ α ξ ύ  τ ο υ ς .

Η α ν α λ λ ο ιώ τ η τ α  π ο υ  ε μ φ α ν ίζ ε ι  η (7 .4 .1 5 ) ό τ α ν  θ έ σ ο υ μ ε  τ ο υ ς  δ ύ ο  δ ε ίκ τ ε ς  
ίσ ο υ ς ,  έ χ ε ι  ν α  κ ά ν ε ι α π ο κ λ ε ισ τ ικ ά  μ ε τ ο  ό τ ι τ ο  γ ιν ό μ ε ν ο  Ak Β, ε ίν α ι μ ικ τό ς  
τ α ν υ σ τ ή ς  2 η ς  τ ά ξ η ς .  Δ ε ν  σ υ μ β α ίν ε ι τ ο  ίδ ιο  μ ε  τ ο υ ς  τ α ν υ σ τ έ ς  Ak Β1 ή Ak Β, . 

Π ρ ά γ μ α τ ι ε ίν α ι  φ α ν ε ρ ό  ό τ ι η  π ο σ ό τ η τ α

a " b  i = w I ^ a “ bi <7 ·4 · 18> -

ε ίν α ι έ ν α ς  α ν τ α λ λ ο ίω τ ο ς  τ α ν υ σ τ ή ς  2η ς  τά ξ η ς , ό μ ω ς  θ έ τ ο ν τ α ς  i=j έ χ ο υ μ ε  :

Α Ί Β ' ι = | τ % Γ Α , Βι (7 .4 .1 9 )

που δεν είναι αναλλοίωτη ποσότητα . Ανάλογα ισχύουν και για το Ak Β ,.
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7.5 Τετραδιανύσματα της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας* .

Θ α κ λ είσ ο υ μ ε το  ε ισ α γ ω γ ικ ό  α υ τό  κ εφ ά λ α ιο  σ τη  θ εω ρ ία  τω ν  τ α ν υ σ τ ώ ν  με 
μια σ ύ ντο μ η  α ν α φ ο ρ ά  σ τα  τ ε τ ρ α δ ια ν ύ σ μ α τ α  το υ  τ ε τ ρ α δ ιά σ τ α τ ο υ  χ ω ρ ο χ ρ ό ν ο υ . 
Ό π ω ς  το ν ίσ α μ ε  ήδη , η μ ελ έτη  τ ο υ ς  ε ίνα ι α π α ρ α ίτη τη  σ τη ν  κ α τα νό η σ η  τ η ς  ε ιδ ικ ή ς  

θ εω ρ ία ς  τη ς  σ χ ε τ ικ ό τη τα ς  το υ  E instein.

Θ α  ε ισ ά γ ο υ μ ε  π ρ ώ τ α  τη ν  έ ν ν ο ια  τ η ς  μ ε τρ ικ ή ς . Η μ ετρ ικ ή  ή μ ε τ ρ ικ ό ς  
τ α ν υ σ τ ή ς  το υ  ο π ο ίο υ  τα  σ τ ο ιχ ε ία  γ ια  τ υ χ α ίο  σ ύ σ τ η μ α  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν  θ α  
σ υ μ β ο λ ίσ ο υ μ ε  μ ε  g pv, μ ,ν = 0,1 ,2,3, σ χ ε τ ίζ ε τα ι με το  τ ε τ ρ ά γ ω ν ο  τ η ς  α π ε ιρ ο σ τ ή ς  

α π ό σ τ α σ η ς  δ ύ ο  γ ε ιτ ο ν ικ ώ ν  "σημείω ν"- γ ε γ ο ν ό τ ω ν  Ρ  και Q τ ο υ  χ ω ρ ό χ ρ ο ν ο υ . Η 
σ τ ο ιχ ε ιώ δ η ς  μ ετα τό π ισ η  ά χ μ σ χ ε τ ιζ ό μ ε ν η  με τη ν  ε ν  λ ό γ ω  α π ε ιρ ο σ τ ή  α π ό σ τ α σ η , 
β ρ ίσ κ ετα ι π ά νω  σ το  ε φ α π τ ό μ ε ν ο  ε π ίπ ε δ ο  π ο υ  δ ιέ ρ χ ε τ α ι α π ό  τ ο  σ η μ ε ίο  Ρ . Ε π ε ιδ ή  
η α π ό σ τα σ η  σ χ ε τ ίζ ε τ α ι  με τ ο  τ ε τ ρ ά γ ω ν ο  τ η ς  μ ε τ α τ ό π ισ η ς  έ π ε τ α ι  ό τ ι α π ο τ ε λ ε ί  
σ τη  γ ε ν ικ ή  π ε ρ ίπ τ ω σ η  έ ν α  τ α ν υ σ τ ή  α ν τ α λ λ ο ίω τ η ς  μ ο ρ φ ή ς  π ο υ  σ υ ν ή θ ω ς  γ ια  

τυ χ α ίο  σ ύ σ τη μ α  γ ρ ά φ ε τ α ι ω ς  ε ξ ή ς

Ε ίνα ι δ υ ν α τ ό  ν α  δ ε ιχ θ ε ί ,  ό τ ι  υ π ά ρ χ ε ι  π ά ν τ α  μ ια  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή  β ά σ η  §,, σ τ ο  
σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν ο  χ ώ ρ ο , σ τη ν  ο π ο ία  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  g MV το υ  τ α ν υ σ τ ή  π α ίρ ν ο υ ν  τ ις  

τ ιμ έ ς

Σ το ν  τ ε τ ρ α δ ιά σ τ α τ ο  χ ω ρ ό χ ρ ο ν ο  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  μ ετρ ικ ο ύ  τ α ν υ σ τ ή  9μν= η μν 
δ ίν ο ν τα ι α π ό

(7.5.1)

9 μν m —^  δ ( (7.5.2)

1 0 λ

-1
-1 (7.5.3)

V °  - ι ;

To d s 2 α π ό  τη ν  (7 .5 .1) π α ίρ ν ε ι τ ό τ ε  τη ν  α π λ ή  μ ο ρ φ ή

d s 2 = (dx0)2 -  (dx1)2 -  (dx2)2 -  (dx3)2 ή

*  To εδάφιο αυτό μπορεί να παραλειφθεί σε πρώτη ανάγνωση.
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d s2 s  (dx0)2 -  (dx)2 (7 .5 .4 )

Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ε δ ώ  ό τ ι η σ υ ν ισ τ ώ σ α  χ° σ τ η ν  ε ιδ ικ ή  θ ε ω ρ ία  τ η ς  σ χ ε τ ικ ό τ η τ α ς  ε ίν α ι 

χ° = ci ό π ο υ  c η τ α χ ύ τ η τ α  τ ο υ  φ ω τ ό ς  και t  ο  χ ρ ό ν ο ς .  Οι χ \  x2, χ3 α π ο τ ε λ ο ύ ν  τ η ς  

σ υ ν ή θ ε ις  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  το υ  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  θ έ σ η ς  χ  τ ο υ  τ ρ ισ δ ιά σ τα τ ο υ  χ ώ ρ ο υ .

Σ τ ο ν  τ ε τ ρ α δ ιά σ τ α τ ο  χ ώ ρ ο ,  ο ρ ίζ ο υ μ ε  τ ι ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  Λ μν ο ι ο π ο ίε ς  

ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τ ι ς  α κ ό λ ο υ θ ε ς  σ χ έ σ ε ις  μ ε  τ ι ς  σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ  μ ετρ ικ ο ύ  τα ν υ σ τή

9μν=^ β Λαμ9αρΛΡν (7 ·5 ·5 )

Α ν τ α  g pv, Λρν θ ε ω ρ η θ ο ύ ν  τ α  σ τ ο ιχ ε ία *  π ιν ά κ ω ν  g  και Λ, η  τ ε λ ε υ τ α ία  γ ρ ά φ ε τ α ι  

g  = ΛΤ g  Λ (7 .5 .6 )

Κ α λ ο ύ μ ε  ο μ ο γ ε ν ε ί ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  L o re n tz , τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  τ ω ν  

σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  τ ω ν  τ ε τ ρ α δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  π ο υ  δ ίν ο ν τ α ι  α π ό  τ ις  σ χ έ σ ε ις

χ ' μ = Λμρ χρ (7.5.7)

Ο ι μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί  L o ren tz  α φ ή ν ο υ ν  α ν α λ λ ο ίω τ ο  τ ο  σ τ ο ιχ ε ιώ δ ε ς  μ ή κ ο ς  τ ο υ  
τ ε τ ρ α δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς .  Π ρ ά γ μ α τ ι α π ό  τ η ν  (7 .5 .7 ) έ χ ο υ μ ε  d x p = Λμρ χ ρ και

d x p d x 'v = Λμρ Λνσ dxp d°

Π ο λ λ α π λ α σ ιά ζ ο ν τ α ς  τ ώ ρ α  τ η ν  τ ε λ ε υ τ α ία  μ ε  g pv κα ι α θ ρ ο ίζ ο ν τ α ς  έ χ ο υ μ ε  

g pv d x ' μ d x ' ν = Λ“ρ g ^  Λν0 dxp d o °

= g ^  d x p d o ° s  d s 2 

ό π ο υ  έ γ ιν ε  χ ρ ή σ η  τ η ς  (7 .5 .5 ).

Α ς  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  δ ι ε ξ ο δ ικ ό τ ε ρ α  τ ι ς  ι δ ιό τ η τ ε ς  τ ω ν  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  

α υ τ ώ ν . Α πό  τ η ν  (7 .5 .6 ), π α ίρ ν ο ν τ α ς  τ ι ς  ο ρ ίζ ο υ σ ε ς  τ ω ν  δ ύ ο  μ ε λ ώ ν  έ χ ο υ μ ε

d e t(g ) = det(A TgA ) = det(g ) d e t(A TA)

ή  d e t(A TA) = [det(A )2) =1 ή  d e t  A =  ±  1 (7 .5 .8 )

Ε π ίσ η ς  α π ό  τ η ν  (7 .5 .3 ) γ ια  μ  = ν  = 0  έ χ ο υ μ ε

*  σύμφωνα με τα εκτεθέντα στο προηγούμενο εδάφιο οι πίνακες Λ  είναι μικτοί τανυστές 
2^ τάξης και οι πίνακες g συναλλοίωτοι τανυστές 2 ^  τάξης.
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9 oo = Λ°ο 9 αβ ΛΡο

=(Α°0)2 9οο +(Α ’ο)2 β „  +(Λ20)2 922 +(Λ30)2 g *  ή 

3
1 =(Λ°0)2 - Σ  (Λ'0)2 (7 .5 .9 )

ί=1

ό π ο υ  κ ά ν α μ ε  α ν τ ικ α τά σ τα σ η  τω ν  g pv α π ό  τ η ν  (7 .5 .3 ). Ε π ίσ η ς  ό π ω ς  ε ίνα ι φ α ν ε ρ ό  

α π ό  τη ν  (7.5.9), χ ρ η σ ιμ ο π ο ιο ύ μ ε  ε λ λ η ν ικ ο ύ ς  χ α ρ α κ τ ή ρ ε ς  γ ια  τ ο υ ς  δ ε ίκ τ ε ς  π ο υ  
π α ίρ ν ο υ ν  τ ιμ έ ς  0 ,1 ,2 ,3 , και λ α τ ιν ικ ο ύ ς  γ ια  τ ο υ ς  δ ε ίκ τ ε ς  1 ,2 ,3  Α π ό  τη ν  τ ε λ ε υ τ α ί  

έ χ ο υ μ ε  ό τ ι

3

(A°o)2= 1 + I ( A ' o )2>1
1=1

Σ υ ν ε π ώ ς  η (Λ°0) > 1 ή (Λ°0) < -  1. Α νά λ ο γ α  μ ε  τη ν  τιμή το υ  Λ°0 και το  π ρ ό σ η μ ο  τ η ς  

ο ρ ίζ ο υ σ α ς  α π ό  τ η ν  (7 .5 .8 ) , χ ω ρ ίζ ο υ μ ε  τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  L o ren tz  σ τ ις  
α κ ό λ ο υ θ ε ς  κ α τ η γ ο ρ ίε ς .

Αν

(Λ°0) > 1  και d e t  Λ = + 1

τ ό τ ε  ο ι μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί κ α λ ο ύ ν τ α ι γ ν ή σ ιο ι (p ro p er). Σ τ ις  ά λ λ ε ς  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  
κ α λ ο ύ μ ε  τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  μη γ ν ή σ ιο υ ς  (im p ro p er). Σ τη ν  τ ε λ ε υ τ α ία  
κ α τη γ ο ρ ία  υ π ά γ ο ν τ α ι ο ι λ ε γ ά μ ε ν ε ς  α ν τ ισ τ ρ ο φ έ ς  το υ  χ ώ ρ ο υ  χ 0 -> χ 0, χ ->  - χ .  Σ τη ν  
π ε ρ ίπ τω σ η  α υ τ ή  A =g δ η λ α δ ή  d e t Λ = - 1 , Λ°0 =1. Ε π ίσ η ς  και η α ν α σ τ ρ ο φ ή  χ ρ ό ν ο υ  
(χ0 ->  — χ 0, χ - »  χ ). Τ ώ ρ α  Λ = -  g , δ η λ α δ ή  d e t  Λ = -1 , Λ°0 = - 1 .  Σ τη ν  ίδ ια  κ α τη γ ο ρ ία  
α ν ή κ ε ι κα ι ο  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  και τω ν  δ ύ ο  Λ = - I  δ η λ α δ ή  d e t Λ =1, Λ°0 = -1 .

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τώ ρ α  δ ύ ο  σ υ σ τ ή μ α τα  S  και S ’ σ τ ο  τ ε τ ρ α δ ιά σ τ α τ ο  χ ώ ρ ο , 
κα ι έ ν α  "ση μ είο"  - γ ε γ ο ν ό ς  α υ το ύ  έ τ σ ι ώ σ τε  σ το  σ ύ σ τη μ α  S  ν α  ισ χύ ε ι: d x 1 = dx2 = 
d x 3 = 0, dx° φ  0  δ η λ α δ ή  έ ν α  α κ ίνη το  (στο  σ ύ σ τη μ α  α υ τό ) υλ ικό  σ η μ ε ίο . Τ ό τε  α π ό  
τ ο υ ς  μ ε τα σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  Lorentz σ το  σ ύ σ τη μ α  S '  έ χ ο υ μ ε  .

d x '°  = A°0dx° (7 .5 .1 0 )

d x '^ A 'g d x 0 , i = 1 ,2 ,  3

d x  * *
Α ν τ α υ τ ίσ ο υ μ ε  τη  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν η  χ '°  = c t ' ,  τ ό τ ε  οι π ο σ ό σ τ η τ ε ς  c χ̂.0 έ χ ο υ ν  

δ ια σ τ ά σ ε ις  τ α χ ύ τ η τ α ς .  Ο ρ ίζο υ μ ε



(7 .5 .1 2 )

Α π ό  τ ι ς  (7 .5 1 0 ) και (7 .5 .1 1 ) έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε

Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τ η ς  (7 .5 .9 ) , κα ι τ η ς  (7 .5 .1 2 ) μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  π ρ ο σ δ ιο ρ ίσ ο υ μ ε  τ α  Λ*0 , 

λ °0 Ε ίνα ι

Λ°η = ■, 1 -  = γ  (α υ θ α ίρ ε τ η  ε π ιλ ο γ ή  σ η μ ε ίο υ )
V 1-62

Λ'0
υ*

ΛΓΰβ-ϊ
= γ υ ' (7 .5 .1 3 )

Λ υ 1 a , dx 1 1
ο π ο ύ  β = — = -  δ, - γττγ και γ  = ,------ --C C ' 0Χ 0 y f c #

Τ α  υ π ό λ ο ιπ α  σ τ ο ιχ ε ία  τ ο υ  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ  δ ε ν  ο ρ ίζ ο ν τ α ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τα . Μ π ο ρ ε ί 
ν α  δ ε ιχ θ ε ί  μ ε τη  β ο ή θ ε ια  τ η ς  (7 .5 .5 ), ό τ ι μ ια  κ α τ ά λ λ η λ η  ε π ιλ ο γ ή  ε ίν α ι

Λ) = δ  *, + υ ! υ , ^ τ . Λ 0, -  γυ . (7 .5 .1 4 )

Ο ι π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο ι  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ί  L o ren tz , γ ια  κ ίν η σ η  τ ο υ  σ υ σ τ ή μ α τ ο ς  S '  μ ε  
τ α χ ύ τ η τ α  υ ω ς  π ρ ο ς  τ ο  S , π α ίρ ν ο υ ν  τη  μ ο ρ φ ή

Χ'„ = γ(χ»  -  6χ°), χ ' χ =  Χχ ,

Χ'ο=Υ(Χο-β·χ) (7.5.15)

ό π ο υ  χ., η σ υ ν ισ τ ώ σ α  π α ρ ά λ λ η λ η  τ η ς  τ α χ ύ τ η τ α ς  κ α ι χ ± η κ ά θ ε τ η  σ ε  α υ τ ή .

Μ π ο ρ ο ύ μ ε  τ ώ ρ α  ν α  γ ε ν ι κ ε ύ σ ο υ μ ε  τ ι ς  έ ν ν ο ι ε ς  τ ω ν  α ν τ α λ λ ο ίω τ ω ν  κ α ι 
σ υ ν α λ λ ο ίω τ ω ν  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  σ τ ο ν  τ ε τ ρ α δ ιά τ α τ ο  χ ώ ρ ο .

Έ τ σ ι ,  τ έ σ σ ε ρ ε ι ς  π ο σ ό τ η τ ε ς  σ υ γ κ ρ ο τ ο ύ ν  τ ι ς  σ υ ν ι σ τ ώ σ ε ς  ε ν ό ς  

α ν τ α λ λ ο ί ω τ ο υ  δ ι α ν ύ σ μ α τ ο ς  τ ο υ  τ ε τ ρ α δ ι ά τ α τ ο υ  χ ω ρ ό χ ρ ο ν ο υ ,  ό τ α ν  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ι  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  L o ren tz  (7 .5 .7 ) γ ια  τ ο  

δ ιά ν υ σ μ α  θ έ σ η ς  ( χ ° ,χ ) .  Δ η λ α δ ή ,  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  π ο υ  ο ι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ ο υ ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ι  σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τη
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Α° -> A ' ° =Λαρ A3 = Λα0Α° + Λα,Α 1 + Λα2Α2 + Λα3Α3 (7 .5 .16)

(μ ε  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  θ έ σ η ς  να  μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε τ α ι  χ° χ '°  =Λαρ χ» ) ο ν ο μ ά ζ ο ν τ α ι  

α ν τ α λ λ ο ίω τ α .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

7 .2 .1 .  Να δ ε ιχ θ ο ύ ν  ο ι σ χ έ σ ε ις

ΐ) δ (| = 3 , ϋ) δ |( 5jk = 5 ik,

ίϋ) δ„ α. = α , ,  iv) 5 mn a nli = a ml)

7 .2 .2 .  Οι σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  Α, ε ν ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  τ ο υ  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  έ χ ο υ ν  τ ι ς  

τ ιμ έ ς  ( ^ , 0 , 0 )  σ τ ο  κ α ρ τ ε σ ια ν ό  σ ύ σ τ η μ α  (χ 1( χ 2, χ 3). Α ν ο  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  α π ό  τ ο  χ, σ ε  έ ν α  ά λ λ ο  x 'j  δ ίν ε τα ι α π ό  τ ο ν  π ίνα κ α

0 -1 0 Λ

1 0 0

V ° °  1 J
ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν  ο ι σ υ ν ισ τώ σ ε ς  A ' r

7 .2 .3 .  Να δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  τ ο  α ν τ ισ υ μ μ ετρ ικ ό  σ ύ μ β ο λ ο  o()k, ε ίν α ι τ α ν υ σ τ ή ς  τ ρ ίτ η ς  
τ ά ξ η ς .

7 .2 .4 . Ν α δ ε ιχ τ ε ί  ο τ ι τ ο  σ το ιχ ε ίο  ό γ κ ο υ  ε ίνα ι α ν α λ λ ο ίω τη  π ο σ ό τ η τ α

7 .3 .1 . Ν α δ ε ιχ τ ο ύ ν  ο ι σ χ έ σ ε ις  (7.3.1 - 7 .3 .3 ) , (7 .3 .5  - 7 .3 .7 )
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7 .3 .2 .  Θ ε ω ρ ε ίσ τ ε  τ η ν  π ο σ ό τ η τ α  0 = α  Α + β  Β ό π ο υ  Α ,Β  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ ο υ  Ν- 

δ ιά σ τ α τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  χ ώ ρ ο υ  κα ι α  = Β · Β , β = - Α · Β .  Μ ε λ ε τ ε ίσ τ ε  τ η ν  
α ν ισ ό τ η τ α  C  C  > 0 και α π ο δ ε ίξ τ ε  μ ε  τη  β ο ή θ ε ιά  τ η ς  τ η ν  α ν ισ ό τ η τ α  C a u c h y - 

S ch w arz .

7 .3 .3 . Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τ ο υ  α π ο τ ε λ έ σ μ α τ ο ς  τ η ς  7 .3 .2  κα ι τ η ν  |Α + Β |2 α π ο δ ε ίξ τ ε  τ η ν  

τ ρ ιγ ω ν ικ ή  ιδ ιό τ η τ α  (7 .3 .1 0 ) .

7 .3 .4 . Μ ε τη  μ έ θ ο δ ο  τ η ς  ε π α γ ω γ ή ς  δ ε ίξ τ ε  ό τ ι α ν  A ,B ,C ....... Q ,.. δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ ο υ
R n  τ ό τ ε

|A + B + C + ... .+ Q + ... . | £  |A |+ |B |+ . . . .+ |Q |+ . .

7 .3 .5 . Ν α  δ ε ιχ τ ε ί  η  τ α υ τ ό τ η τ α  L a g ra n g e

( Σ α ,β , Μ Σ α , Μ Σ β , ) 2 -  !  ( α ,β . 2

7 .3 .6 .  Α ν  φ = φ(χ,) ε ίν α ι  β α θ μ ω τ ή  σ υ ν ά ρ τ η σ η , ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  τ α  52φ /3χ ,5χ, ε ίν α ι  

σ υ ν ισ τ ώ σ ε ς  τ α ν υ σ τ ή  2η ς  τ ά ξ η ς .

7 .3 .7 .  Σ τ ο ν  Ν -δ ιά σ τ α τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  χ ώ ρ ο ,  η  γ ω ν ία  δ ύ ο  δ ια ν υ σ μ ά τ ω ν  Α ,Β  
ο ρ ίζ ε τ α ι  ω ς  ε ξ ή ς

“8θ = «Λ Λ* (β.
Ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τ ι  η π ο σ ό τ η τ α  ε ίν α ι  α ν α λ λ ο ίω τ η  β α θ μ ω τ ή  ω ς  π ρ ο ς  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο υ ς  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς .

7 .4 .1 .  Ν α  ε ξ ε ι δ ι κ ε υ τ ε ί  η  ( 7 .4 .1 9 )  σ τ η ν  π ε ρ ί π τ ω σ η  τ ω ν  γ ρ α μ μ ικ ώ ν  

μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ώ ν  τ ω ν  σ υ ν τ ε τ α γ μ έ ν ω ν .

7 .5 .1 .  Ν α  δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι  ο ι  (7 .5 .1 4 ) ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  τ ο υ ς  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ο ύ ς  L oren tz .
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ΙΚΙΕΦΑΑΑΙΙ© VHM

ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ

Εισ α γω γή

Σ το  π ρ ώ τ ο  κ ε φ ά λ α ιο  π α ρ ο υ σ ιά σ α μ ε  τ ις  ιδ ιό τ η τ ε ς  τ ο υ  τ ρ ισ δ ιά σ τ α τ ο υ  
δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  χ ώ ρ ο υ ,  ο ι ο π ο ίε ς  μ α ς  ε π έ τ ρ ε ψ α ν  ν α  μ ε λ ε τ ή σ ο υ μ ε  δ ιε ξ ο δ ικ ά  
χ ρ ή σ ιμ ε ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ έ ς  τ α υ τ ό τ η τ ε ς  τ ε λ ε σ τ ώ ν , υ π ο λ ο γ ισ μ ο ύ ς  ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τ ω ν  
και τ α  β α σ ικ ά  θ ε ω ρ ή μ α τ α  τ η ς  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ή ς  α ν ά λ υ σ η ς . Ε π ιπ λ έ ο ν , σ τ ο  Κ εφ . 7, 
σ τ α  π λ α ίσ ια  τ η ς  θ ε ω ρ ία ς  τ ω ν  τ α ν υ σ τ ώ ν , θ ε ω ρ ή σ α μ ε  μ ια  π ρ ώ τη  ε π έ κ τ α σ η  τ ο υ  
τ ρ ισ δ ιά τ α τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  χ ώ ρ ο υ  σ ε  α υ θ α ίρ ε τ ο  α λ λ ά  π ε π ε ρ α σ μ έ ν ο  α ρ ιθ μ ό  
δ ια σ τά σ ε ω ν .

Σ τ ο  π α ρ ό ν  κ ε φ ά λ α ιο  θ α  π α ρ ο υ σ ιά σ ο υ μ ε  μ ια  δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  κ α ι π ιο  
ο λ ο κ λ η ρ ω μ έ ν η  γ ε ν ίκ ε υ σ η  τ ω ν  γ ρ α μ μ ικ ώ ν  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ώ ν  χ ώ ρ ω ν .  Θ α  
α ν α φ ε ρ ό μ α σ τ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  σ ε  α φ η ρ η μ έ ν ε ς  σ υ λ λ ο γ έ ς  α ν τ ικ ε ιμ έν ω ν  ο ι ο π ο ίε ς  θ α  
υ π α κ ο ύ ο υ ν  ιδ ιό τ η τ ε ς  α ν ά λ ο γ ε ς  μ ε  ε κ ε ίν ε ς  τω ν  χ ώ ρ ω ν  π ο υ  μ ε λ ε τ ή σ α μ ε . Η ν έ α  
α υ τή  π ρ ο σ έ γ γ ισ η  π λ ε ο ν ε κ τ ε ί  έ ν α ν τ ι  τ η ς  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν η ς  ε ιδ ικ ά  σ ε  π ρ ο χ ω ρ η μ έ ν α  
μ α θ ή μ α τα  φ υ σ ικ ή ς .

8.1. Ορισμός Γραμμικών Διανυσματικών χώρων

Μ ε τ η  λ έ ξ η  "χώ ρ ο ς"  ε ν ν ο ο ύ μ ε  μία σ υ λ λ ο γ ή  σ το ιχ ε ίω ν  X, π ο υ  ικ α ν ο π ο ιο ύ ν  
σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν α  α ξ ιώ μ α τ α . Δ ια φ ο ρ ε τ ικ ή  ε π ιλ ο γ ή  τ ω ν  α ξ ιω μ ά τ ω ν  ο δ η γ ο ύ ν  σ ε  
δ ια φ ο ρ ε τ ικ ο ύ ς  τ ύ π ο υ ς  χ ώ ρ ω ν .



Ε σ τω  S σ υ λ λ ο γ ή  α π ό  α φ η ρ η μ έ ν α  σ τ ο ιχ ε ία  

S = { |a>, |b>, |c> , . . .}

Σ ε  α ν α λ ο γ ί α  μ ε  τ ο υ ς  α ρ ιθ μ ο ύ ς  ο ρ ί ζ ο υ μ ε  τ ι ς  π ρ ά ξ ε ι ς  ά θ ρ ο ισ η ς  κ α ι 

π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ο ύ .

I) Α θ ρ ο ισ η : |a>  + |b>  = |d>

II) Π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς :  α  · |b >  =  |e> , α  e  C

Φ υ σ ικ ά  τ α  |d> , |β >  θ α  π ρ έ π ε ι  ν α  ε ίν α ι  ε π ίσ η ς  α ν τ ικ ε ίμ ε ν α  τ ο υ  ίδ ιο υ  χ ώ ρ ο υ .  Η 

ύ π α ρ ξ η  τ ο υ  α ν τ ίθ ε τ ο υ  και τ ο υ  μ η δ ε ν ικ ο ύ  σ τ ο ιχ ε ίο υ  σ τ ο ν  χ ώ ρ ο  S  θ α  π ρ έ π ε ι  

ε π ίσ η ς  ν α  ε ξ α σ φ α λ ίζ ε τ α ι.  Σ υ ν ε π ώ ς

(1) |a> , |b>  |a >  + |b>  e  S

(2) a  e  C => a  · |b>  e  S  , V |b>  e  S

(3) 3 |0 >  => |a >  + |0>  = |a>

(4) V |a>  e  S  => 3 |a  > e  S  τ έ τ ο ιο  ώ σ τ ε  |a >  + |a  > = |0>

T o  |a  >  λ έ γ ε τ α ι  α ν τ ίθ ε τ ο  τ η ς  |a >  και σ υ μ β ο λ ίζ ε τ α ι μ ε  - |a> . Τ έ λ ο ς  α π α ιτ ο ύ μ ε  τ ις  

π α ρ α κ ά τ ω  ιδ ιό τ η τ ε ς :

ΙΔ ΙΟ ΤΗ ΤΕΣ

(5) |a>  + |b>  = |b>  + |a>

(6) |a>  + (|b>  + |c>) = ( |a>  + |b>) + |c>

(7) α  · (β · |c>) = (a  · β) · |c>

(8) (α  +β) · |c> = a |c >  + β | ο

(9) a  (|b>  + |c>) = a |b >  + a |c >

( 10) 1 · |a >  = |a>

T o  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  α φ η ρ η μ έ ν ω ν  σ τ ο ιχ ε ίω ν  S  π ο υ  ε ίν α ι ε φ ο δ ια σ μ έ ν ο  μ ε  τ ι ς  π ρ ά ξ ε ις  I, 

II κ α ι έ χ ε ι  τ ι ς  ιδ ιό τ η τ ε ς  (1*10) κ α λ ε ίτ α ι Γραμμικός Διανυσματικός Χώρος.

Ά σκηση:

ί) Δ ε ίξ τ ε  ό τ ι  τ ο  σ ύ ν ο λ ο  τ ω ν  μ ιγ α δ ικ ώ ν  α ρ ιθ μ ώ ν  π λ η ρ ο ί τ ις  π α ρ α π ά ν ω  ιδ ιό τ η τ ε ς  

τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  χ ώ ρ ο υ .

ϋ) Κ ά ν τε  τ ο  ίδ ιο  γ ια  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ ο υ  τρ ισ δ ιά τ α τ ο υ  χ ώ ρ ο υ .

Τ ο  ε π ό μ ε ν ο  β ή μ α  ε ίν α ι  ν α  ε φ ο δ ιά σ ο υ μ ε  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  χ ώ ρ ο  μ ε  τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  ή 

β α θ μ ω τ ό  γ ιν ό μ ε ν ο .
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8 . 2 .  Ε σ ω τ ε ρ ικ ό  (Β α θ μ ω τ ό )  Γ ιν ό μ ε ν ο

Ε ίνα ι η π ρ ά ξ η  π ο υ  σ υ ν δ έ ε ι  δ ύ ο  σ τ ο ιχ ε ία  |a>  και |b>  τ ο υ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  
χ ώ ρ ο υ  μ ε  έ ν α  μ ιγ α δ ικ ό  α ρ ιθ μ ό . Τ ο  μ ιγ α δ ικ ό  α ρ ιθ μ ό  σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  μ ε  < a |b >  
δ η λ α δ ή  |a> , |b>  => <a |b>

To εσ ω τερ ικό  γινόμενο  έ χ ε ι  τ ις  ιδ ιό τη τες

(ί) < b |a>  = < a |b>

(ό π ο υ  <a|b>* σ υ ζ υ γ ή ς  μ ιγα δ ικ ό ς  το υ  < a |b> ).

(ϋ) Α ν |d> = a |a >  +β |ό>  τό τε  

<c|d>  = α  < c |a>  + 3<c|b>

(iii) < a |a>  > 0. Τό ίσο εμ φ α ν ίζε τα ι μ ό νο  ό τ α ν  |a>  = 0, δ η λ α δ ή  

< a |a>  = 0 => |a>  = 0 
Ε ο ώ τπ σ π  : Α νήκει το  < a |b >  e S;

Ο π ιο  π ά ν ω  ο ρ ισ μ ό ς  τ ο υ  εσ ω τερ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έν ο υ  ο δ η γ ε ί  σ τ ο υ ς  ε ξ ή ς  ο ρ ισ μ ο ύ ς

♦ ο ρ ισ μ ό ς  μ ή κ ο υ ς  || || :

|| |a>  || = V < a |a>

♦ Ο ρ θ ο γ ω ν ιό τη τα : α ν  |a> , |b> *  |0> και

< a |b >  = 0 , τ ό τ ε  τ α  |a>  και |b> ε ίν α ι ο ρ θ ο γ ώ ν ια  μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς .

Θεώρημα

Α ν τ ο  |a>  ο ρ θ ο γ ώ ν ιο  σ ε  κάθε | > e  S  : <a | > = 0  

τ ό τ ε  |a>  = |0>

Α π ό δ ε ιΕ π : Α φ ο ύ  ε ίνα ι κ ά θ ετο  σ ' ό λ α  τα  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ ο υ  S  ά ρ α  ε ίν α ι κ ά θ ετο  και 

σ τ ο ν  ε α υ τό  το υ

=> < a |a>  = 0 => |a>  = 0

8 . 3 .  Διανύσματα του Δυαδικού χώρου

Η ιδ ιό τη τ α  (ϋ) τ ο υ  ε σ ω τε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  ε ισ ά γ ε ι  μ ια  φ α ιν ο μ ε ν ικ ή  
α σ υ μ μ ετρ ία  ω ς  π ρ ο ς  τ α  |d> και | ο .

Π ρ ά γμ α τι: Ε σ τω  |d>  = a |a >  + β |ό>

Τ ό τ ε  < c |d>  = a < c |a >  + β < φ >
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Ό μ ω ς : α ν  |c>  = a |a >  + β |ό>

Τ ό τ ε  < c |d>  = a*< a |d>  + 3*<b|d>

Γ ια  τ η ν  α κ ρ ίβ ε ια :

< c |d>  = < d |c>  = { a < d |a >  + 3<d|b>}

= a  < d |a>  + β  < d |b >

= a  < a |d >  + β < b |d >

Δ η λ α δ ή :  δεν εξαρτάται γραμμικά από τα α και 6 ! !

Για  ν α  ά ρ ο υ μ ε  τ η ν  α σ υ μ μ ε τ ρ ία  α υ τή  ορίζουμε έ ν α  δ ια φ ο ρ ετ ικ ό  χ ώ ρ ο  μ ε  

ν έ α  δ ια ν ύ σ μ α σ τ α  (μ α ζί μ ε τα  π α λ α ιό  | > ) π ο υ  τ α  σ υ μ β ο λ ίζ ο υ μ ε  < |, β ρ ίσ κ ο ν τα ι δ ε  
σ ε  α ν τ ισ τ ο ιχ ία  1 -1  μ ε τ α  | >

< b | ε ίν α ι το  δυαδικό (σ υ ζ υ γ έ ς )  το υ  |b >

Ο χ ώ ρ ο ς  τ ω ν  < | κ α λ ε ίτα ι δ υ α δ ικ ό ς  τ ο υ  S

Ι Δ Ι Ο Τ Η Τ Ε Σ

Ο π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  | >  μ ε  σ υ ζ υ γ έ ς  < | α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  σ τ ο  
ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

< a | · |b>  = < a |b>

Μ ε τ η ν  ε π έ κ τ α σ η  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  ώ σ τ ε  ν α  σ υ μ π ε ρ ιλ α μ β ά ν ε ι και τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  

< |, τ ο  < c |d >  ε ξ α ρ τ ά τ α ι γ ρ α μ μ ικ ά  α π ό  τ ο  < c |.

< c |d >  = κ < a |d >  + λ  < b |d>

ό π ο υ  < c | =κ < a | + λ  < b |

Α ν |d>  = α  |a>  + β |b>

τ ο  δ υ α δ ικ ό  τ ο υ  ε ίν α ι

< d | = α* < a | + β* <b|

8 . 4 .  Ανισότητα Cauchy -Schwarz

Ε σ τ ω  τ ώ ρ α  δ ιά ν υ σ μ α  | ο  :

|c>  = |a >  - χ < b |a >  |b> , χ  = Π ρ α γ μ α τ ικ ό ς

δ η λ α δ ή  τ ο  | ο  ε ίν α ι γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  τ ω ν  |a>  κα ι |b>  μ ε  σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  1 και 

(-χ  < b |a > ) , ό π ο υ  χ  = π ρ α γ μ α τ ικ ό ς .
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Α πό τ η ν  ιδ ιό τη τα  (iii) το υ  εσ ω τερ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  έ χ ο υ μ ε  

< c |c>  s  0
ό π ο υ  <c| = < a | -χ  <b|a>* <b|

= <a| -x < a |b >  <b |

Τ ό τε  < c |c>  = x2 < b |a>  < a |b>  <b|b>  -2x < b |a>  < a |b>  + < a |a>  £  0

Η τ ε λ ε υ τ α ία  ε ίν α ι  τ ρ ιώ ν υ μ ο  2 ο υ  β α θ μ ο ύ  ω ς  π ρ ο ς  χ , μ ε  π ρ α γ μ α τ ικ ο ύ ς  
σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  π ο υ  π α ίρ ν ε ι π ά ν τα  μη α ρ ν η τ ικ έ ς  τ ιμ έ ς . Α ρα δ ε ν  μ π ο ρ ε ί ν α  έ χ ε ι  δ ύ ο  
δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  π ρ α γ μ α τ ικ έ ς  ρ ίζ ε ς . Σ υ ν ε π ώ ς  η σ υ νθ ή κ η  γ ια  τη  δ ια κ ρ ιν ο υ σ α  ε ίν α ι 
ε ίτ ε  Δ  =0 (δ ιπ λ ή  ρ ίζα) ή Δ < 0  (μη π ρ α γ μ α τ ικ έ ς  ρ ίζες ) . Αρα

Δ £  0 => |<a |b>( S || |a> || || |b> || (8 .4 .1 )

Η τ ε λ ε υ τ α ία  ε ίν α ι η α ν ισ ό τη τα  C auchv  -S ch w arz .

8 . 5 .  Γραμμική Ανεξαρτησία

Έ σ τω  ( |χ ·ι> , |Χ2> . . . |χ η > ) δ ια ν ύ σ μ α τ α . Α υ τ ά . λ έ γ ο ν τ α ι  γ ρ α μ μ ικ ά  

α ν ε ξά ρ τη τα  ό τ α ν  η σ χ έ σ η

α·| )χ ι>  + 02 |Χ2> + . . .  + α η |χ π> = 0  (8 .5 .1 a )

σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  ό τ ι :

=> α·| = α 2 = . . .  =  α η = 0 (8 .5 .1 b )

Π α ρ α τ ή ρ η σ η

Αν τ α  | χ ι > , . . .  |χ η> ε ίν α ι ορθογώνια μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς , δ η λ α δ ή  :

<Xj|Xj> = δ ||

τ ό τ ε  ε ίν α ι  α υ τ ό μ α τ α , γραμμικά ανεξάρτητα.

I Απόδειξη  :

Π ρ ά γμ α τι, έ σ τ ω  ό τ ι υ π ά ρ χ ο υ ν  α 1, . . .  ,αη ώ σ τε
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η
d! |x-( > + . . .  + α η |χη> = Σ  aj |Xj> =0

ί =1
τ ό τ ε  π ο λ λ α π λ α σ ιά ζ ο υ μ ε  μ ε  τ υ χ α ίο  <Xj| το υ  σ υ ζ υ γ ο ύ ς  χ ώ ρ ο υ

0 = <Xj| { Σ  a j |Xj> } = Σ  aj <Xj|Xj>
i

= Σ  aj 5jj = aj = 0
i

Ε π ε ιδ ή  το  |Xj> τ υ χ α ίο  σ υ ν ε π ά γ ε τ α ι  a j = 0, j =

Ό τ α ν  τ α  |x ^ > ............|x n> ε ίν α ι γ ρ α μ μ ικ ά  ε ξ α ρ τ η μ έ ν α  τ ό τ ε  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  δ ύ ο  aj, aj

ε ί ν α ι  δ ιά φ ο ρ α  τ ο υ  μ η δ ε ν ό ς .  Τ ό τ ε  έ ν α  τ ο υ λ ά χ ισ τ ο ν  μ π ο ρ ε ί  ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί  
σ υ ν α ρ τ ή σ ε ι  τ ω ν  ά λ λ ω ν

Έ σ τ ω  α κ *  0  =>

ακ Χκ = * { α1 Ιχ1> + · · ·}

=> ?κ = - ^ - { α1 Ιχ 1> + · ■ ·} 
α κ

8.6. Ν-Διάστατος Γραμμικός Διανυσματικός χώρος

Α ν υ π ά ρ χ ο υ ν  Ν - γ ρ α μ μ ικ ά  ε ν ε ξ ά ρ τ η τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α

*1........... Xfs|

α λ λ ά  κ ά θ ε  χ Ν + ι ε ίν α ι  γ ρ α μ μ ικ ά  ε ξ α ρ τ η μ έ ν ο ,  τ ό τ ε  λ έ μ ε  ό τ ι  ο ρ ίζ ο υ ν  έ ν α ν  Ν- 

δ ιά σ τ α τ ο  γ ρ α μ μ ικ ό  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  χ ώ ρ ο . Δ η λ α δ ή  

ΐ) Τ α  ( χ ι .............χ Ν) = ο ρ ίζ ο υ ν  μ ια  β ά σ η

ϋ) Κ άθε δ ιά ν υ σ μ α  το υ  χ ώ ρ ο υ  S N μ π ο ρ ε ί ν α  ε κ φ ρ α σ τ ε ί  ω ς  γ ρ α μ μ ικ ό ς

σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  σ υ γ κ ε κ ρ ιμ έ ν η ς  β ά σ η ς  (μ ο ν ο σ ή μ α ν τα ) 

η
|χ> = Σ  α·| |χ,> (8.6.1)

ΐ =1

Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι  η β ά σ η  δ ε ν  ο ρ ίζ ε τ α ι μ ο ν ο σ ή μ α ν τα . Σ υ ν ε π ώ ς  και ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  
α·, ε ξ α ρ τ ώ ν τ α ι  α π ό  τ η ν  ε π ιλ ο γ ή  τ η ς  β ά σ η ς .
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Παράδειγμα 8.6.1. Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τ ο υ  ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  κ α ι το ι 
φ ο ρ μ α λ ισ μ ο ύ  π ο υ  α ν α π τύ χ θ η κ ε , ν α  β ρ εθ ε ί η γ ω ν ία  (ΑΘ,ΑΒ) το υ  σ χ ή μ α τ ο ς

Σ χ ή μ α  8 .1 .1 .

ί) Γω νία (ΑΘ,ΑΕζ)

Ο ρ ίζο υ μ ε  π ρ ώ τα  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό  σ ύ σ τη μ α  6^ , δ 2 > . <&j|6j> =

cos0 = < M l M >

|Α Θ | |Α Β |
—̂  —> ____________
AO=a |θ ^> + c |β3> |ΑΘ| = v a 2 + c2

AB=b |e 2> |AB| = b

( < e i |a  + < e3|c) (b |©2 >) b a  < β ι |e 2> + b c  < e 3|e 2>
c o s  Θ = --------------  —  ----------------= ----------------- - ---------- -------------

b V a2 + c2 b Va2 + c2

=> co s  θ  = 0  => Θ = ^

Γω νία  (AH, |e 1 >)

—

AH= |AH> = a |δ-|> +b |&2 > + c |6β> 

|| |AH> II e |AH| = Va2 + b2 + c2

H)
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<e-| I AH >___________a  < e - ||e i>

COS0S, = V a 2 + b2 = V a2 + b2 +  c2
a

V a 2 + b2 + c2

θ ι  = a rc  c o s
V a 2 + + c2

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  8 .6 .2 .  Δ ίδ ο ν τ α ι  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  

|©1>, |©2>> ■ · · > <eilej> = δ||
α π ό  τ α  ο π ο ία  κ α τ α σ κ ε υ ά ζ ο υ μ ε  τ α  |fj>

Ν

|fj> = Σ  |eK>κ =1
Ε ίνα ι τ α  |fj> ο ρ θ ο γ ώ ν ια ;

Λ ύ σ η  : Σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  τ α  ε σ ω τ ε ρ ικ ά  γ ιν ό μ ε ν α  <fj|fj>, κα ι έ χ ο υ μ ε : 

Ν Ν

<fj|fj> = Σ  Σ  <®κΙ®ι>' κ=ί l=j 
Ν Ν

= Σ  Σ  δκ,
κ=ϊ l=j

= Ν + 1 - m ax  (i,j)

=  Ν + 1 - 1 +  J -"

Σ υ ν ε π ώ ς  δ ε ν  ε ίν α ι ο ρ θ ο γ ώ ν ια .

Παράδειγμα 8.6.3. Δ ίδ ο ν τ α ι  τ α  ο ρ θ ο γ ώ ν ια  δ ια ν ύ σ μ α τ α  |e j> , i = 1,2 κα ι οι 

γ ρ α μ μ ικ ο ί  σ υ ν δ υ α σ μ ο ί

| , ι > = ' ν Γ ' δ | β , > + 4 | β2>

|,2> = 4 | e i > ' V 2 e ’l 5 | e 2 >

Ε ίν α ι τ α  |f,> ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ά ;
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Λ ύ σ η  : Για ν α  α π α ν τ ή σ ο υ μ ε  α ν  ε ίν α ι ο ρ θ ο γ ώ ν ια  α ρ κ ε ί ν α  υ π ο λ ο γ ίσ ο υ μ ε  τ ο  
ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  <fj|fj>, ί *■ j. Ε σ τ ω  λ ο ιπ ό ν  το  γ ιν ό μ ε ν ο  <f2|f-|> . Α π ό  τ ο  |f2 >

σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  π ρ ώ το  τ ο  δ υ α δ ικ ό  το υ .

lf2> “ ^ < e1,+ (  V2 ®*ίδ J <e2'

= + ' Θ'Ιδ Ι®2>)

Τ ό τε  <f2|f1> = J | - - ^ ( < e

= ^ -  ie‘i5 <β·(|θ·(> + ie'5 < e2|e 2> + <e-j|e2> + e 2i5< e2|e i> ^

(- ϊθ*'δ + ΐβ'δ + 0 + 2β2ίδ · 0) = 0

δ η λ α δ ή  τ α  |f-j >, |f2 > ε ίν α ι ο ρ θ ο γ ώ ν ια . Για ν α  δ ο ύ μ ε  α ν  ε ίν α ι κ α ν ο ν ικ ο π ο ι-η μ έ ν α  
σ τη  μ ο ν ά δ α  σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  τ α  μ έτρ α  τ ο υ ς  || |f1> ||, || |f2 > ||

II Ι*ι> II2 4  ί <eil ·θ',δ + le2>) (- ·β'δ |βι> + |e2>)

= |  ( < e 1| e 1> + < e 1|e 2>) = 1 => || |^ >  || = 1 

Ό μ ο ια  β ρ ίσ κ ο υ μ ε  ό τ ι || |f2> || = 1.

Παράδειγμα 8.6.4. Ε σ τ ω  ό τ ι

|f l>  = ξ le 1> + le 2>  + le 3>> l^2> = le 1> + ζ|®2> + le 3>

|f3> = I®1> + |e2> + ξ|θ3>
ό π ο υ  ξ  τ υ χ ό ν  π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς  κα ι |e-j> , |e 2>, |θ3> ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ά . Γ ια π ο ιέ ς  
τ ιμ έ ς  τ ο υ  ξ ε ίν α ι τ α  |f-j>, |f2> και |f3> ο ρ θ ο γ ώ ν ια  μ ετα ξ ύ  τ ο υ ς ;

Λ ύ σ η  : Σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  ό λ α  τ α  ε σ ω τε ρ ικ ά  γ ιν ό μ ε ν α  μ ετα ξ ύ  τ ω ν  |fj> ε π ιβ ά λ λ ο ν τ α ς  
τ ι ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  <fj|fj> = 6jj. Ε χ ο υ μ ε

<f2|fi> = (<0 ^ + ξ*<θ2| + <e3|) (ξ |θ·|> + |θ2> + |e3>)

= ξ <β·)|θ·|> + ξ*<θ2|β2> + <θ3|θ3> = 0 

=> ξ +ξ* +1 = 0

l l  + ί e·'5 |e2> j f- ί |β·|> β 'ιδ + |e2>\

(0
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Τ η ν  ίδ ια  σ υ ν θ ή κ η  π α ίρ ν ο υ μ ε  γ ια  κ ά θ ε  ά λ λ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  <fj|fj>, ό τα ν  i φ  j. 

Σ υ ν ε π ώ ς  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  ε ίν α ι  ο ρ θ ο γ ώ ν ια  ό τ α ν  ξ +ξ* = 2 Ρ θ ξ  = -1 και Ιπιξ = 

α υ θ α ίρ ε τ ο  ή ξ  = - ^  + ib ό π ο υ  b π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς .

8 . 7 .  Ορθογωνιοποίηση Gram - Schmidt

Ω ς  γ ν ω σ τ ό ,  Ν -γ ρ α μ μ ικ ά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  ε ν ό ς  Ν -δ ιά σ τ α τ ο υ  
γ ρ α μ μ ικ ο ύ  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ο ύ  χ ώ ρ ο υ  S N, α π ο τ ε λ ο ύ ν  β ά σ η  σ το  χ ώ ρ ο  α υ τό . Μ ε ά λ λ α  

λ ό γ ια ,  κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  |α>  π ο υ  α ν ή κ ε ι  σ τ ο  χ ώ ρ ο  S N ε κ φ ρ ά ζ ε τ α ι  π ά ν τ ο τ ε  ω ς  

γ ρ α μ μ ικ ό ς  σ υ ν δ υ α σ μ ό ς  τ η ς  β ά σ η ς .

Ε τσ ι α ν  τ α  |χι>, ... |χΝ> ε ίν α ι γρ α μ μ ικ ά  α ν ε ξ ά ρ τ η τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  ισ χ ύ ε ι 

Ν
|α> = Σ  η  |Xj> (8.7.1)

i =1

ό π ο υ  a j, i = 1, . . . Ν, σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  π ο υ  ε κ φ ρ ά ζ ο υ ν  τ ι ς  " π ρ ο β ο λ έ ς"  τ ο υ  |α >  σ τη  

σ υ γ κ ε κ ρ ιμ μ έ ν η  β ά σ η . Ο υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τ ω ν  Oj ε ίν α ι ε ξ α ιρ ε τ ικ ά  α π λ ό ς  ό τ α ν  η  β ά σ η  

έ χ ε ι  ε π ι λ ε γ ε ί  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή

<Xj|Xj> = 5jj

Τ ό τ ε  σ χ η μ α τ ίζ ο ν τ α ς  τ α  ε σ ω τ ε ρ ικ ά  γ ιν ό μ ε ν α  

Ν

<X j|a> = Σ  dj <Xj|Xj>
i =1

Ν

= Σ  α ΐ Sjj =  αι 
ί =1

κ α ι σ υ ν ε π ώ ς  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  |α >  γ ρ ά φ ε τ α ι  

Ν
|α> = Σ  <Xj|a> |Xj> 

i =1

Α π ό  τ υ χ α ία ,  - μή ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή  - β ά σ η , ε ίν α ι δ υ ν α τ ό  ν α  κ α τ α σ κ ε υ ά σ ο υ μ ε  μ ια  ν έ α  

β ά σ η  η  ο π ο ία  ε ίν α ι  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή , μ ε  τη  μ έ θ ο δ ο  G ram  -S chm id t. Η μ έ θ ο δ ο ς  έ χ ε ι  ω ς  

α κ ο λ ο ύ θ ω ς :

(8.7.2)

(8.7.3)

(8.7.4)
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Ε σ τω  τα  δ ια ν ύ σ μ α τα  β ά σ η ς  |χ-| > , . . .  |χ ^ >  δ ιά  τα  ο π ο ία  ε ν  γ έ ν ε ι  <X||Xj> *  δ ||. 

Κ α τα σ κ ευ ά ζο υ μ ε  π ρ ώ τα  τ ο  δ ιά νυ σ μ α

,1> = Θ. Φ - ^  (8 .7 .5 )
V < x i l x i >

γ ια  το . ο π ο ίο  εύ κ ο λ α  π ρ ο κ ύ π τε ι ό τ ι ε ίνα ι κ α ν ο ν ικ ο π ο ιη μ ένο  σ τη  μ ο ν ά δ α , < 1 | 1> = 1. 

Στη σ υ ν έ χ ε ια  κ α τα σ κ ευ ά ζο υ μ ε  έ ν α  δ ε ύ τ ε ρ ο  δ ιά νυ σ μ α  ω ς  ε ξ ή ς  

|2>  = Ν2 { | χ2 > - κ21 |1>} (8 .7 .6 )

ό π ο υ  Ν2 , κ2  ̂ σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  π ο υ  θ α  π ρ ο σ δ ιο ρ ισ τ ο ύ ν  α π ό  τ ις  σ υ ν θ ή κ ε ς

ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ό τ η τα ς  τω ν  |1> και |2> , δ η λ α δ ή , < 1 |2 >  = 0  και < 2 |2 >  =1. Η π ρ ώ τη  
δ ίν ε ι  κ21 = < 1 |χ 2 > και η δ ε ύ τ ε ρ η  Ν2 = (<Χ2ΐχ 2> * ΙΚ2112 ) ' 1/2· Σ υ ν ε χ ίζ ο ν τ α ς  τη  
δ ια δ ικ α σ ία  μ έχ ρ ι ν α  ε ξ α ν τ λ η θ ο ύ ν  τα  | χ · ) > , . . .  |χ ν >, σ υ ν ά γ ο υ μ ε  τ ο ν  α κ ό λ ο υ θ ο

γ ε ν ικ ό  τύ π ο  γ ια  τ α  ν έ α  δ ια ν ύ σ μ α τα

|Ι+1> = Ν)+1 { | χ ι+1> - Σ  K|+1f l |i>) (8 .7 .7 )
i=1

ό π ο υ

Kl+1,i ■ <'|Χ|+1> (8 .7 .8 )

Ν|+1,| -  ( <Χ|*1 |Χ |.,>  · Σ I ΚΜ,Ι I2 ϊ ' α  (8 .7 .9 )
1=1

Α πό τη  σ χ έ σ η  (8 .7 .7 ), ε ίν α ι εύ κ ο λ ο  ν α  δ ε ιχ τ ε ί  ό τ ι τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  |Ι+1> ε ίν α ι κ ά θ ετο  
σ ε  ό λ α  τ α  π ρ ο η γ ο ύ μ ε ν α  α π ό  α υ τό  δ ια ν ύ σ μ α τα :

<j|l+1> = Ν,+1 { <j|X|+1> - Σ  <Ι|Χ|+1> <iH>)
1=1

ό μ ω ς  <j|i> = δ || και τ ο  δ ε ύ τ ε ρ ο  μ έ λ ο ς  ε ίν α ι 

I

<j|X|+1> * Σ <*Ιχ |+ 1> δ(| a  <j|X|+1> · <j|X|+1> *  0
i=1



354

Ε ξ ε τ ά ζ ο ν τ α ς  τ η ν  (8 .7 .7 ) σ υ ν ά γ ο υ μ ε  ό τ ι  η π α ρ α π ά ν ω  δ ια δ ικ α σ ία  α ν τ ισ τ ο ιχ ε ί  μ ε  
τ η ν  α φ α ίρ ε σ η  α π ό  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  |Χ|+1> ό λ ω ν  τ ω ν  σ υ ν ισ τ ω σ ώ ν  τ ο υ  σ τ ις  δ ιε υ θ ύ ν σ ε ις

|1 > , |2 > ............ |Ι>.

8.8. Ορθογώνια Πολυώνυμα

Α ς θ ε ω ρ ή σ ο υ μ ε  τ ο  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  χ ώ ρ ο  τ ω ν  μ ο ν ω ν ύ μ ω ν  

1 , χ , χ 2 , . . . , χ η , . . .

Α ν ά λ ο γ α  μ ε τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  π ά ρ ο υ μ ε  ό λ ε ς  
τ ι ς  κ α τ η γ ο ρ ίε ς  τ ω ν  κ λ α σ σ ικ ώ ν  π ο λ υ ω ν ύ μ ω ν .

8.8. 1 . Π ο λ υ ώ ν υ μ α  L eg en d re

Τ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο  σ τ ο  δ ιά σ τη μ α  [-1 ,1] ο ρ ίζ ε τ α ι  ω ς

1
<xm|xn> = J xm xn dx 

-1

ε ύ κ ο λ α  δ ε ίχ ν ε τ α ι  ό τ ι  η π α ρ α π ά ν ω  β ά σ η  υ π α κ ο ύ ε ι  σ τ α  α ξ ιώ μ α τ α  τ ω ν  γ ρ α μ μ ικ ώ ν  

δ ια ν υ σ μ α τ ικ ώ ν  χ ώ ρ ω ν .  Ε π ίσ η ς  α π ό  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  τ ο υ  ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  
έ χ ο υ μ ε :

ί  2
<xmlxn> - m + n+1 ό τ α ν  n+ m  = ά ρ τ ιο ς

0 " n + m  = π ε ρ ι τ τ ό ς

Δ η λ α δ ή  ο  π α ρ α π ά ν ω  χ ώ ρ ο ς ,  χ ω ρ ίζ ε τ α ι  σ ε  δ ύ ο  υ π ο χ ώ ρ ο υ ς  α ρ τ ίω ν  κα ι π ε ρ ιτ τ ώ ν  

π ο λ υ ω ν ύ μ ω ν  ό π ο υ  τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ ο υ  ε ν ό ς  ε ίν α ι  κ ά θ ε τ α  σ τ α  δ ια ν ύ σ μ α τ α  τ ο υ  
ά λ λ ο υ .

Α ν  ε π ιβ ά λ λ ο υ μ ε  τη  σ υ ν θ ή κ η

f  Ρρη(χ ) Ρ Π(Χ) d* = | n + f  
-1

τ α  π ρ ο κ ύ π τ ο ν τ α  π ο λ υ ώ ν υ μ α  Ρ η(χ) κ α λ ο ύ ν τ α ι π ο λ υ ώ ν υ μ α  L eg e n d re . Ε ίνα ι α π λ ό  ν α  

δ ε ιχ τ ε ί  μ ε  τ η  μ έ θ ο δ ο  G ram -S ch m id t ό τ ι

Ρ0(χ) =1, Ρΐ(χ) = χ- Ρ2 (χ) = £  (3χ2 -1). Ρ3(χ) (δχ3 - 3χ) . . . .
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8 .8 .2 .  Π ολυώ νυμ α  H erm ite : Ηπ(χ)

Τ α  H erm ite  κ α τα σ κ ε υ ά ζ ο ν τα ι μ ε  τ ο ν  ο ρ ισ μ ό  σ τ ο  (-οο,+οο) τ ο υ  ε σ ω τ ε ρ ικ ο ύ  

γ ιν ο μ έ ν ο υ  .

00
<xm|xn> = J  xm+n (χ) β'χ2 dx

-00

και κ α ν ο ν ικ ο π ο ίη σ η

00
<Hn|Hm> = \  HnM Hm(x) β’χ2 dx = 2n n! Vrt 5mn

-00

Ο υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τ ω ν  ο λ ο κ λ η ρ ω μ ά τω ν  α π α ιτ ε ί  τη  γ ν ώ σ η  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  Γ (ζ). 

(Β λ έπ ε  π α ρ ά ρ τη μ α )

00 00 
Γ(ζ) = 2 |  e _u2 u2z‘1 du  = 2 J  e ' f t2'1 d t 

o o

Σ η μ ε ιώ σ τε  τ η ν  ε μ φ ά ν ισ η  τ η ς  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  β ’χ2 = w(x) σ το  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α . Η w (x) 
κ α λ ε ίτα ι σ υ ν ά ρ τη σ η  β ά ρ ο υ ς . Το ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  π ο υ  ε μ φ α ν ίζ ε τ α ι  σ τ η ν  κ α τα σ κ ε υ ή  
ε ίν α ι μη μ η δ εν ικ ό  γ ια  m + n = 2k = ά ρ τ ιο . Τ ό τε

οο αο

lmn = |  x2k Θ-χ2 dx = 2 J  x2k e 'x2 dx
-οο Ο

/ t 1 t r- / ΓΠ4-ΓΗ-1 ^
= Γ ( k + g ) = Γ ( — g— )

ε ν ώ  γ ια  m + η *  π ερ ιτ τό , lmn = 0. Έ σ τω  

| H0 > = N0 ·1

00

Τ ό τε  l0 = <H 0|H 0> = Nq J e * 2 dx = N* Γ φ  =

-00

Ό μ ω ς  α π ό  τη  σ υ νθή κ η  κ α ν ο ν ικ ο π ο ίη σ η ς  

Ι0 = 2 °  Ο ! yfn = V n

Σ υ γ κ ρ ίν ο ν τ α ς ,  σ υ ν ά γ ο υ μ ε  ό τ ι  Ν0 = θ 'Ψ , ό π ο υ  φ  α υ θ α ίρ ε τ η  φ ά σ η . Σ υ ν ή θ ω ς  
ε π ιλ έ γ ο υ μ ε  Ν0 = 1.
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Σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  ο ρ ίζ ο υ μ ε  Ι Η ^  = Ν 1 ( |χ-(> - κ |Η0> ). Τ ό τε  

0  = <Η 0|Η·|> = Ν·| (<χ0 |X!> - κ <Η0|Η 0> )

Α λ λ ά

< χ 0 |χ·|>  = 0  => κ = 0 δ ιό τ ι <Η0|Η 0> φ 0 .

Ε π ίσ η ς  α π ό  τη  σ χ έ σ η  < Η 1|Η 1> = 2 1 1 I V n  υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  Ν 1=2, δ η λ . Η ·|(χ)=2χ. 

Σ υ ν ε χ ίζ ο ν τ α ς  τη  δ ια δ ικ α σ ία  έ χ ο υ μ ε

Η 0(χ) = 1, Η·|(χ) = 2χ, Η2(χ) = 4 χ 2 - 2 , . . .  Η 3Μ  = 8χ 3 * 12χ

8 .8 .3 .  Π ο λ υ ώ ν υ μ α  L ag u e rre  : Ln(x)

Σ τ α  Ln (x) ο ρ ίζ ο υ μ ε  σ το  δ ιά σ τ η μ α  [Ο,®) τ ο  α κ ό λ ο υ θ ο  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

0

Τ α  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α τ α  τ ω ν  μ ο ν ω μ ύ μ ω ν  μ ε  σ υ ν ά ρ τ η σ η  β ά ρ ο υ ς  w (x) = e ' x π ο υ  

α π α ιτ ο ύ ν τ α ι  σ τ ο ν  υ π ο λ ο γ ισ μ ό  τ ω ν  Ln(x) ε ίν α ι

00

xm+n θ *χ dx

κ α ι σ υ ν θ ή κ η  κ α ν ο ν ικ ο π ο ίη σ η ς

00

00

Ο

Ε τ σ ι β ρ ίσ κ ο υ μ ε

L0(x) = L! (χ) = 1 - χ 

L2 (x) -  \  (2 + X - 4Χ2)

L3 (x) = £ (6 - 18χ2 + 9χ3 - X)
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8.9. Επέκταση συναρτήσεων στη βάση των ορθογωνίων πολυωνύμων.

Μ ε τη  χ ρ ή σ η  τ ω ν  π ο λ υ ω ν υ μ ικ ώ ν  ο ρ θ ο γ ω ν ίω ν  β ά σ ε ω ν  μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  
π ρ ο σ ε γ γ ίσ ο υ μ ε  σ υ ν α ρ τή σ ε ις  σ ε  όπ ο ιο  βαθμ ό  θ έ λ ο υ μ ε . Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  η

Γ 1 0<χ<1
ί(χ) = [ -1 -1<χ<0

α ν  και α σ υ ν ε χ ή ς  σ υ ν ά ρ τη σ η , π ρ ο σ ε γ γ ίζ ε τ α ι σ τη  μέσ η  τιμ ή  κ α λ ώ ς  μ ε  έ ν α  α ρ κ ε τ ά  
μ εγ ά λ ο  α ρ ιθμ ό  ό ρ ω ν  τ ω ν  π ο λ υ ω ν ύ μ ω ν  L egendre . Ε σ τω  λ ο ιπ ό ν  η α ν ά π τυ ξ η

η

f(x) —> |f> = Σ αη IPn>
η=0

ό π ο υ  |Ρ η> το  δ ιά ν υ σ μ α  π ο υ  α ν τ ισ το ιχ ε ί σ το  π ο λ υ ώ ν υ μ ο  Ρ η(χ). Τ ό τε ,

2
<^>ml̂ > = Σ  αί Ξ am 2m+T

Σ υ ν ε π ώ ς  ο ι σ υ ν τ ε λ ε σ τ έ ς  τ η ς  α ν ά π τυ ξ η ς  a m , δ ίνο ν τα ι 

2η+1
αη ~ ο <*:>nl̂ >

= ?Τ 1 { JPnWdx- J p n(-X)dx}
0 ο

Για n = 21 +1 ε ίνα ι P n (- χ) = -P n(x) 

ε ν ώ  ό τ α ν  n = 2Ι Ρ η (- χ) =  Ρ η(χ)

1
Γ f  Ρ η(χ) dx , η = 2Ι + 1 

Σ υ ν ε π ώ ς  α η =(2η+1) \  J
1°  0 η = 21

Θ έ τ ο ν τ α ς  η = 0 , 1 , 2 , . . .  υ π ο λ ο γ ίζ ο υ μ ε  τ ο υ ς  α ο (ι (2(...

Ο  υ π ο λ ο γ ισ μ ό ς  τ ο υ  ο λ ο κ λ η ρ ώ μ α το ς  γ ια  n = 2Ι - 1 δ ίν ε ι  το  α π ο τ έ λ ε σ μ α  (βλ. π .χ . 
J .D . Jac k so n  C lassical Electrodynam ics)

'  !  ί \< " · ' | 1'2 I "  - 21»

2 ( ^ ) 1

ό π ο υ  (η - 2)11 = (η -1).(η - 4 ) . .  .3 .1.

1 1

j p „ d * = ( - ± )
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Για τ ο υ ς  π ρ ώ τ ο υ ς  ό ρ ο υ ς  έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε  

f(x) = ! Ρ ΐ(Χ) '8  ρ 3<*> + 16 ρ 5(χ > ♦  · · ·

8 . 1 0 .  Γραμμικοί Τ ελεσ τές

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  δ ια ν υ σ μ α τ ικ ό  χ ώ ρ ο  S . Μ π ο ρ ο ύ μ ε  ν α  ο ρ ίσ ο υ μ ε  έ ν α  κ α ν ό ν α  

σ ύ μ φ ω ν α  μ ε  τ ο ν  ο π ο ίο  τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  |f> τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  S  α π ε ικ ο ν ίζ ε τ α ι σ ε  δ ιά ν υ σ μ α  
|g >  τ ο υ  ίδ ιο υ  ή  ά λ λ ο υ  χ ώ ρ ο υ  Τ . Η μ ε τ ά β α σ η  α υ τ ή  μ π ο ρ ε ί ν α  π ρ ο κ ύ ψ ε ι α π ό  τη  
δ ρ ά σ η  ε ν ό ς  α ν τ ικ ε ιμ έ ν ο υ  C  π ο υ  κ α λ ο ύ μ ε  τ ε λ ε σ τ ή  π ά ν ω  σ τ ο  δ ιά ν υ σ μ α  |f>

|g>  = C  |f> (8 .1 0 .1 )

|f> f ( x ) , |g>  g(x) , f(x), g(x) σ υ ν α ρ τ ή σ ε ις .
\

Παραδε ί γματα:

i) C = x κα ι |f> ->  f(x) σ υ ν ά ρ τ η σ η  τ η ς  μ ε τ α β λ η τ ή ς  x. Τ ό τ ε  

C |f> -»  xf(x) = g(x) S  = T

ii) f(x) = |x | g(x) = ^  '
1 x >0 

-1 x <0
δ η λ α δ ή  S  *  T

Ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  C  κ α λ ε ίτα ι γ ρ α μ μ ικ ό ς  ε φ ό σ ο ν

C{ α |χ >  + β|γ>} = a{C |x>} + 3{C|y>> (8.1 0 .2 )

ό π ο υ  α ,β  e  C , |x> , |y> e  S.

Η π ρ ό σ θ ε σ η  κ α ι ο  π ο λ λ α π λ α σ ια σ μ ό ς  γ ρ α μ μ ικ ώ ν  τ ε λ ε σ τ ώ ν  ο ρ ίζ ο υ ν  ε π ίσ η ς  

γ ρ α μ μ ικ ο ύ ς  τ ε λ ε σ τ έ ς .  Α ν Α ,Β  γ ρ α μ μ ικ ο ί τ ε λ ε σ τ έ ς  τ ό τ ε  ε ν  γ έ ν ε ι  Α· Β *  Β* Α. Ο  
μ ε τ α θ ε τ ή ς  δ ύ ο  τ ε λ ε σ τ ώ ν  Α ,Β ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  ε ξ ή ς

C = [Α,Β] s  A' Β ■ Β Ά  

Γ ια  π α ρ ά δ ε ιγ μ α  α ν  A = ^  , Β = χ  τ ό τ ε

l £ . x ] f ( x ) - £ ( * f ( x > > - x | ; f < x ) - f ( x )

Ο ρ ίζ ο ν τ α ς  τ ο ν  τ α υ τ ο τ ικ ό  τ ε λ ε σ τ ή  : I ‘ f(x) = f(x) γ ρ ά φ ο υ μ ε  τ ό τ ε  [ χ . χ  ] = I.

Ε φ ό σ ο ν  έ χ ε ι  ο ρ ισ θ ε ί  τ ο  γ ιν ό μ ε ν ο  τ ε λ ε σ τ ώ ν ,  μ π ο ρ ε ί  κ α τ ' ε π έ κ τ α σ η  ν α  
ο ρ ισ θ ε ί  κ α ι η  δ ύ ν α μ η  ε ν ό ς  τ ε λ ε σ τ ή  Α.
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A n |y> = A ’ A "· A |y> 

n

Ό μ ο ια , α ν

f(x) = Σ an x"
n

ο ρ ίζ ο υ μ ε

f(A) = Σ  an An 
n

π .χ .

oo
«Α  1 A a£ a£ ^  Ane -  1 + A + 21 + 3 1 ’ " = Σ  nl

n=0

Η το ι α ν  A = α  ^  έ π ε τ α ι ό τ ι

n=0
T o δ ε ύ τ ε ρ ο  μ έ λ ο ς  σ υ μ π ίπ τε ι με τ η ν  α ν ά π τυ ξ η  τ η ς  % )  κατ<^ Taylor

f<y) = Σ <y - y0)n
ό π ο υ  y = χ  + α  και y0 = χ . Σ υ νεπ ώ ς

e a(d/dx) f(x ) _ f(x + α ) (8.1 0 .3 )

Σ η μ ε ιώ ν ο υ μ ε  ό τ ι ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  e a (d/dx) κ α λ ε ίτα ι τ ε λ ε σ τ ή ς  μ ε τ α τ ό π ισ η ς , π ρ ο φ α ν ώ ς  
λ ό γ ω  τ η ς  ιδ ιό τη τα ς  το υ  (8 .10 .3). Ιδ ια ίτερ α  σ τη ν  Κ βαντική Μ ηχανική  γ ρ ά φ ο υ μ ε

Α = ΐ | ρ ό π ο υ ρ  = - ^ .

Ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  ρ ε ίν α ι ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  ο ρ μ ή ς .

8 . 1 1 .  Ειδικοί Τελεστές

Θ α  δ ώ σ ο υ μ ε  σ τη  σ υ ν έ χ ε ια  τ ις  ιδ ιό τη τ ε ς  ο ρ ισ μ έν ω ν  χ ρ ή σ ιμ ω ν  τ ε λ ε σ τ ώ ν  :

ί) Αντίστροφος : Έ σ τω  τ ε λ ε σ τ ή ς  Α. Ο τ ε λ ε σ τ ή ς  X π ο υ  ικ α ν ο π ο ιε ί τη  σ χ έ σ η  ΧΑ = 

I κ α λ ε ίτα ι α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  τ ο υ  Α α π ό  α ρ ισ τ ε ρ ά  και σ υ μ β ο λ ίζ ε τα ι μ ε  Aj_1 . Α ν ά λ ο γ α
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ο ρ ίζ ε τ α ι  ο α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  α π ό  δ ε ξ ιά  A A'R1 = I. Ό τ α ν  A R = A'L1 = A"1, τ ό τ ε  λ έ μ ε  ό τ ι 

υ π ά ρ χ ε ι  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  Α’1 τ ο υ  Α και γ ρ ά φ ο υ μ ε

ΑΑ"1 = A '1 A = I (8 .1 1 .1 )

Για ν α  υ π ά ρ χ ε ι  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  π ρ έ π ε ι  ο  μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  ν α  ε ίν α ι 1-1 (έ ν α  π ρ ο ς  
ένα ).

Π αράδειγμα: 8.11.1.

Έ σ τ ω  η β ά σ η  |e-(>, |e 2 > . . .  |e N> κα ι τ ε λ ε σ τ ή ς  Α γ ια  τ ο ν  ο π ο ίο  ισ χύ ε ι:

A |e n > = A |e n + i>  , Α |θν > = l e ^  .

Ν α  β ρ ε θ ε ί  ο  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο ς  α υ τ ο ύ .  Ο  α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο ς  υ π ά ρ χ ε ι  α φ ο ύ  ο  
μ ε τ α σ χ η μ α τ ισ μ ό ς  ε ίν α ι 1- 1 .

Λ ύ σ η . Ε ίνα ι A l e ^  = |e 2>

A |e 2> = A{A|e-j>} = A2 ^ ^  = |θ 3>

a N-1 (e-|> = |e N>

δ η λ α δ ή  ο  τ λ ε σ τ ή ς  A N μ ε τ α σ χ η μ α τ ίζ ε ι  κ ά θ ε  σ τ ο ιχ ε ίο  σ τ ο ν  ε α υ τ ό  το υ .

Σ υ ν ε π ώ ς  A{AN‘1|e i> }  = Α|Θν > = |e-j> και

Α · Α ν'1 = I, Α ρα  Α*1 = Α ν ' 1.

Ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  τ ο υ  γ ιν ο μ έ ν ο υ  C = ΑΒ ο ρ ίζ ε τ α ι ω ς  C ' 1 = (Α Β )'1. Ε χ ο υ μ ε

(ΑΒ)'1 = Β ’1 Α*1 (8 .1 1 .2 )

Π ρ ά γ μ α τ ι  έ σ τ ω  |f> δ ιά ν υ σ μ α  τ ο υ  S . Τ ό τ ε  ν

Α ' 1 (C |f>) = A' 1 A B|f> = B|f>

B‘ 1A '1 {C|f>} = B*1 B|f> = |f>

Α ρ α  B '1A ‘1 = C -1 =  (AB)'1

ii) Προσαρτημένος (ad jo in t) τ ε λ ε σ τ ή ς .

Ε σ τω  τ ε λ ε σ τ ή ς  Α και τ α  |f>, |g>  e  S . Ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  X γ ια  τ ο ν  ο π ο ίο  ισ χ ύ ε ι

<f | X |g >  = < g | A |f>* (8 .1 1 .3 )



κ α λ ε ίτα ι π ρ ο σ α ρ τη μ έ ν ο ς  το υ  Α και σ υ μ β ο λ ίζε τα ι με Α+ δ η λ α δ ή  X = Α + . 

Μ ε ά λ λ α  λ ό γ ια  ο  π ρ ο σ α ρ τ η μ έ ν ο ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  ο ρ ίζ ετα ι α π ό  τη  σ χ έ σ η
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<f| Α+ |g>  = <g| A |f>* (8 .1 1 .4 )

Α ν ο ρ ίσ ο υ μ ε  το  δ ιά ν υ σ μ α  |h> = A|f> τ ό τ ε  

<f| Α+ |g>  = <g|h>*

σ υ ν ε π ώ ς  το  δ ιά ν υ σ μ α  <f| Α+ = <h | ε ίνα ι το  δ υ α δ ικ ό  τ ο υ  |h> . Ε π ίσ η ς  α π ό  τη ν  

<f| Q |g> = <g | Q+ |f>* 

γ ια  Q = A+ σ υ ν ά γ ο υ μ ε  ό τι (A+)+ = A.

Τ έ λ ο ς  α ν  C  = AB έ χ ο υ μ ε  C + = B+ A+ , δ ιό τ ι

<g | C+ |f> = <g| B+A+ |f> = { <g| B+ } { A+ |f> } = <f | AB |g>*

= <f I C |g>‘

Σ η μ ε ιώ σ τ ε  τ ό τ ε  α λ λ α γ ή  σ ε ιρ ά ς , ό π ω ς  και σ τ η ν  π ε ρ ίπ τ ω σ η  τ ο υ  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο υ . 

Ε π ίσ η ς

(A + Β)+= Α + + Β+. (8 .1 1 .5 )

♦ Οι τ ε λ ε σ τ έ ς  γ ια  τ ο υ ς  ο π ο ίο υ ς  ισ χύ ε ι

Η+ = Η (8 .1 1 .6 )

κ α λ ο ύ ν τ α ι ε ο υ ιτ ια ν ο ί ή  α υ το π ρ ο σ α ρ τ η μ έ ν ο ι.

♦ Οι τ ε λ ε σ τ έ ς  γ ια  τ ο υ ς  ο π ο ίο υ ς

U+ = U-1 (8 .1 1 .7 )

κ α λ ο ύ ν τα ι υ ο ν α δ ια κ ο ί .

Ο ι τ ε λ ε υ τ α ίο ι  έ χ ο υ ν  τ η ν  ιδ ιό τ η τ α  ν α  δ ια τ η ρ ο ύ ν  τ ο  μ έ τ ρ ο  δ ια ν ύ σ μ α τ ο ς  |f>. 
Π ρ ά γμ α τ ι έσ τω  το  δ ιά ν υ σ μ α  |g>  = U|f>. Τ ο  δ υ α δ ικ ό  το υ  ε ίνα ι <f|U + *  <g |.

Α ρα  < g |g>  = {<f|U+} {U|f>} = <f|U +U |f>.

Ό μ ω ς  ε π ε ιδ ή  U+ = U*1 => U+U = U '1U = 1 έ π ε τ α ι  ό τι

<0|g> -  <f | 1 |f> ■ <f |f>
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Π ιό γ ε ν ικ ά  ε ά ν

|g>  = U |f> , |g '>  = U |f>  => < g |g '>  = < f|f> .

Παραδείγματα τελεστών.

♦ T o  σ ύ μ β ο λ ο  P xy = |x > < y | ε ίν α ι  τ ε λ ε σ τ ή ς .  Π ρ ά γ μ α τ ι ,  έ σ τ ω σ α ν  τ α  

δ ια ν ύ σ μ α τ α  |f>, |g> . Ε ίν α ι τ ό τ ε

P xy|f> = |x><y|f>

= fy|x>

Δ η λ α δ ή  δ ρ ώ ν τ α ς  σ το  δ ιά ν υ σ μ α  |f> ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  P xy έ δ ω σ ε  έ ν α  ν έ ο  δ ιά ν υ σ μ α  

| f >  = fy |x>

Α ς  σ χ η μ α τ ίζ ο υ μ ε  το  ε σ ω τ ε ρ ικ ό  γ ιν ό μ ε ν ο

< f |P xy|g>  = <f |{ |x x y |}  |g >  = <f |x>  < y |g >

= {<g|y><x |f>}‘ = {<g |{ |y x x |}  | f > f

-  < g |P xy If>*
r

Σ υ ν ε π ώ ς  { |x x y |} + = |y><x |.

♦ Ε σ τ ω  ο ρ θ ο κ α ν ο ν ικ ή  β ά σ η  | e 1>, \e2>  · · · |Θν >. Τ ό τ ε  ο ι τ ε λ ε σ τ έ ς  Pj = |e j> < ej| 
π ρ ο β ά λ ο υ ν  κ ά θ ε  δ ιά ν υ σ μ α  τ ο υ  χ ώ ρ ο υ  σ τη  δ ιε ύ θ υ ν σ η  |θ ρ .  Π .χ.

Ρ ) \ * >  = { |e i> < eil} Jx >  = < e 1|x> l e ^  = a ^ e ^

Ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  Pj ε ίν α ι α υ τ ο π ρ ο σ α ρ τ η μ έ ν ο ς .  Η σ υ ν δ υ α σ μ έ ν η  δ ρ ά σ η  δ ύ ο  τ έ τ ο ιω ν  

τ ε λ ε σ τ ώ ν  ε ίν α ι

P jP j|x >  = Pj {Oj|ej>} (ό χ ι ά θ ρ ο ισ η  ω ς  π ρ ο ς  j)

= Oj {Pj|ej>} = Oj < 8j|0j> |Θ|>

= 6jj aj |ej>  (ό χ ι ά θ ρ ο ισ η  ω ς  π ρ ο ς  i,j)

Α ρ α  P 2j = Pj

Ε ν α ς  ε ρ μ ιτ ια ν ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς  π ο υ  υ π α κ ο ύ ε ι  τ η  σ χ έ σ η  α υ τ ή  λ έ γ ε τ α ι  τ ε λ ε σ τ ή ς  

π ρ ο β ο λ ή ς .  Ο τ ε λ ε σ τ ή ς

Ν
ρ  Pj =  Σ l e j x e j l  ε ίν α ι ο  τ α υ τ ο τ ικ ό ς  τ ε λ ε σ τ ή ς .

j i=1

Π ρ ά γ μ α τ ι
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Ν Ν

P|x> = Σ  {|ej><ej|}|x> = Σ  <ej|x>|ej> = |χ>
i=1 ϊ=1

8 . 1 2 .  Ιδιοδιανύσματα - Ιδιοτψές Τελεστή

Ό τ α ν  η δ ρ ά σ η  τ ε λ ε σ τ ή  Α σ ε  δ ιά ν υ σ μ α  |χ>  έ χ ε ι  ω ς  α π ο τ έ λ ε σ μ α  μ ό ν ο  τ η ν  
α λ λ α γ ή  το υ  μ ή κ ο υ ς  το υ  |χ> ,

Α |χ> = λ  |χ>

τ ό τ ε  το  |χ>  κ α λ ε ίτα ι ιδ ιο δ ιά ν υ σ μ α  το υ  Α. Ο  α ρ ιθ μ ό ς  λ  ε ίν α ι ε ν  γ έ ν ε ι  μ ιγ α δ ικ ό ς  και 
κ α λ ε ίτα ι ιδ ιοτιμ ή . Για π α ρ ά δ ε ιγ μ α  ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  Q = |x><y| έ χ ε ι  ιδ ιο δ ιά ν υ σ μ α  τ ο  |χ>  
με ιδ ιο τιμ ή  λ  = < y |x> , δ ιό τ ι

Q |x> = { |x x y |}  |χ>  = {<y|x>} |χ>

Θ ε ώ ρ η μ α : Οι ιδ ιο τ ιμ έ ς  ε ρ μ ιτ ια ν ο ύ  τ ε λ ε σ τ ή  Η = Η+ ε ίν α ι π ρ α γ μ α τ ικ έ ς ,  ε ν ώ  τ α  

ιδ ιο δ ια ν ύ σ μ α τ α  π ο υ  α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ ε  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  ιδ ιο τ ιμ έ ς  ε ίν α ι ο ρ θ ο γ ώ ν ια  
μ ετ α ξ ύ  το υ ς .

Έ σ τ ω σ α ν  |h 1 > , |h 2> δ ύ ο  ιδ ιο δ ια ν ύ σ μ α τα  τ ο υ  Η και λ·| 2 *  0  ο ι α ν τ ίσ τ ο ιχ ε ς  
ιδ ιο τ ιμ έ ς  H |hj> = λ·,|ήί>.

<ή·(|Η |ή·)> = <h-j |λ·( |h-j> = λ-(<ή-| |h i  >.

Ε π ίσ η ς

<h-, |H |h-j> =  < h 1|H + |h 1>* = <h-j |H|h-j >* = < h i |λ-( |h-,

*  *  *

= A1<h^ | h i >  = λ ^ < ή ι  | h i >

σ υ ν ε π ώ ς  λ ι  = λ 1 => λ ι  π ρ α γ μ α τ ικ ό ς  α ρ ιθ μ ό ς .

Ε π ίσ η ς

< h 2|H |h i>  = λ 1^ 2 ^ 1> (i)

<h -j |H |h 2> = λ 2<Ιι·||ί'ΐ2>

< h i |H |h 2> = λ 2<^ι·||h 2> ή <h2|H + |h^>  = λ 2<Ιϊ·||ΐΊ2> 

ή < h 2| H | h i >  = λ 2< ή 2|ή·|>  (ίΙ)

(·) - (ϋ) => (λ·( - λ 2 ) <Η2 ^ ! >  =
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Σ υ ν ε π ώ ς  α ν  λ ι  φ  => < h2th f > = °  => |h 2> ι  | h i > .  

Παράδειγμα 8.12.1. Ν α δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι

e A Β e ' A = Β + [Α,Β] + [Α, [Α,Β]] + ...

ό π ο υ  Α ,Β τ ε λ ε σ τ έ ς  κα ι [Α,Β] = ΑΒ -ΒΑ.

Θ ε ω ρ ο ύ μ ε  τη  σ υ ν ά ρ τ η σ η  

f(x) = e xA Β θ 'χΑ

και α ν α π τ ύ σ ο υ μ ε  κ α τά  T aylor γ ύ ρ ω  α π ό  τ ο  χ  = 0 

χ η , d nf ,
< Μ ' Σ ϊ ϊ < £ Η ΐ χ - ο

η=1

Ε ίν α ι

^ 1 Ιχ=0 = e xA ΑΒ θ -χΑ + βχΑ Β(-Α) θ 'χΑ |χ=0 

= A f(x )-f(x )A |x=0 = ΑΒ - ΒΑ =  [Α,Β]

Ό μ ο ια  ^  |χ=0 =  [Α, [Α,Β]]

Ε σ τ ω  ό τ ι  f(x) |χ=0 = [A, [Α. . . [Α,Β]. . . ]
ν ------------ ----------— ^

κ -φ ο ρ ές

Ε π α γ ω γ ικ ά  έ χ ο υ μ ε  τ ό τ ε  ό τ ι

CjK+1 d K . d

=  ^ < A, M - f<x >A}

_ a d Kf(x) d Kf(x) .
"  d x K ’ d x K

=  [A, ^  ] = [A, [ A , . . . [Α,Β]]. . .  ]

k+1-φ ο ρ ές

(8. 12. 1)

(I)

V
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τ ο  ο π ο ίο  α π ο δ ε ίχ ν ε ι  τ η ν  (I)
1

Παράδειγμα 8 .1 2 .2 . Δ ίν ε τα ι ο  τ ε λ ε σ τ ή ς  K(x,y) = f *Υ dy και η εξ ίσ ω σ η
ο

A |u> = (1-λΚ) |u>  =  |f>

( | u> ο  u(x) = ά γ ν ω σ τη  |f> <-> f(x) = γ ν ω σ τή  ). 

ό π ο υ  A =  1 - λΚ.

Ν α β ρ ε θ ε ί ο  α ν τ ίσ τ ρ ο φ ο ς  το υ  Α, δ η λ α δ ή  ν α  δ ε ιχ θ ε ί  ό τι

1

υ(χ) = f(x) + 3^ τ χ χ ί  y f(y) dy

Λύση

(1 - λΚ) |u> = |f> =>

1

υ(χ) - λ I xy dy u(y) = f(x) (1)
0

Π ο λ λ α π λ α σ ιά ζ ο υ μ ε  και ο λ ο κ λ η ρ ώ ν ο υ μ ε  ω ς  π ρ ό ς  χ  α π ό  το  0  μ έ χ ρ ι τ ο  1

1

χυ(χ) - λ χ2 J y dy u(y) = χ f(x)
0

1 1 

xu(x)dx-| J y dy u(y) =

1 1 
J  y dy u(y) = 1 _ 1(χ/3) J  xf(x)dx (2)

Α ντ ικ α θ ισ το ύ μ ε  τ ο  ο λ ο κ λ ή ρ ω μ α  τ η ς  (2) σ τ η ν  (1) και έ χ ο υ μ ε

1
u(x) = f(x) + χ J f(y) y dy 

Ο ρ ίζο υ μ ε  τ ό τ ε
1

(1 - λ Κ ) - 1 = Α -1 = 1 + ^ ^  y d y  

ή  A-1 -  1 + K(x,y)

J x f(x) dx =>
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1

ό π ο υ  K (x ,y)=  {  x y d y
ο

Προϋποθέσεις ύπαρξης τ ο υ  Α '1 είναι λ φ 3  και f(x) ολοκληρώσιμη σ τ ο  διάστημα

[0, 1].

Παράδειγμα 8.12 .3 .  Δ ίν ο ν τ α ι  ο ι  τ ε λ ε σ τ έ ς  jj = *i he,jK Xj aK = ε^κ Xj ρκ , (h= h/2n)

ό π ο υ  δ κ =  ^ -  κα ι ρκ = -i h d K , κ = 1, 2 , 3οχκ

Ν α υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν  ο ι μ ε τ α θ έ τ ε ς  [ jj ( jj].

Κ ατ' α ρ χ ή ν  έ χ ο υ μ ε  [χ( , Pj] = ί Τιδ^ , [ x j , Xj] = [ p j , Pj] = 0  

Τ ό τε  [ j j , jj]. =  £jK| είρρπ [χκ ρ|, x m ρη]

= είκΙ ejmn ί χκ [Pl> xm Pnl + Ιχκ> xm Pnl Ρ|}

= εΐκΙ ejmn ί χκ [Ρ|· xml Pn + xmlxK> Pnl Ρ|)

= είκΙ ejmn ί χκ ('* ®̂lm) Pn + xm(+ ' ®̂κη! Ρ|)

= ί h{ - Oj^ ε ||η χ κ ρ π + ε;η| Cjnnn xm Ρ|)

=  i h{ (6 jK0jn - 6^6̂ )  x K p n  - (6j,6jm - 6jj6,m) x m p ^

= ih {X jP j-6 j jX  p - XjPj + 5jj x" p}

= i h( XjPj - XjPj) = i hejjK ε κΙη x,pn

“  ■ ^ e ijK Jk

Παράδειγμα 8 .1 2 .4 .  Ν α  υ π ο λ ο γ ισ τ ο ύ ν  ο ι  μ ε τ α θ έ τ ε ς  τ ο υ  τ ε λ ε σ τ ή  

3
J2 = Σ  £  Ρε τους jj, ί = 1, 2, 3

Λ ύ σ η :

Ο ι μ ε τ α θ έ τ ε ς  τ ο υ  J 2 =  Σ  ϊκ Ρε  τ ο υ ς  j-j 2,3 π ρ ο κ ύ π τ ο υ ν  α π λ ά

,2 ν  ·2 .2 2  2
J  =  Σ  JK =  Η + J2 +13 

κ

I J2.ii] = o + [if .Jil + Iif.M
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= ' f el J2> i l l  +Ί Ϊ2· i l l  k  + Ϊ3( Ϊ3' i l l  + [ J3> i l l  Ϊ3

= j2(-'h J3) + (‘ iTl fa) k  + J3(jil k )  + ( ih k )  13 = 0 
και ό μ ο ια  με τ ο υ ς  Σ υ ν ε π ώ ς  [ J2 , jj] = 0

Π α ρ ά δ ε ιγ μ α  8 .1 2 .5 .  Να β ρ ε θ ο ύ ν  ο ι ιδ ιο τ ιμ έ ς  κα ι ο ι ιδ ιο σ υ ν α ρ τ ή σ ε ίς  τ ο υ  
τ ε λ ε σ τ ή

ί * = α Ι Ι + | 35 ; +γ· α = , · |3=2· γ - 1

μ ε  σ υ ν ο ρ ια κ έ ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  σ υ ν θ ή κ ε ς  u(0) = u(L) = 0 . Δ ε ίξ τ ε  ό τ ι μ ε  κ α τ ά λ λ η λ ο  

ο ρ ισ μ ό  σ υ ν ά ρ τ η σ η ς  β ά ρ ο υ ς  w (x) = ^  e x p  { J ^  dx) ο ι ιδ ιο σ υ ν α ρ τ ή σ ε ίς  π ο υ

α ν τ ισ τ ο ιχ ο ύ ν  σ ε  δ ια φ ο ρ ε τ ικ έ ς  ιδ ιο τ ιμ ές  ε ίνα ι ο ρ θ ο γ ώ ν ιε ς .

Λ ύση: Lxu(x) = λυ (χ); Ε σ τω  u ~ eP x τ ό τ ε  έ χ ο υ μ ε  :

^ θΡΧ + 2 θΡΧ + ePX = λθΡΧ Ρ2 + 2 Ρ + 1 -  λ  ->

( Ρ + 1)2 = λ

Ξ ε χ ω ρ ίζ ο υ μ ε  τ ρ ε ις  π ε ρ ιπ τ ώ σ ε ις  α ν ά λ ο γ α  μ ε τη ν  τιμή  το υ  λ . 

ί) λ  = 0  ρ = -1 ->  u(x) = A e’x + B x e 'x 

u(0) = 0  => A = 0

u(L) = 0  => B = 0  -> Δεν υπάρχει μη τετριμμένη λύση

ϋ) λ  > 0 -+  ρ  = -1 ±  V a ->· υ(χ) = (Αθ^/λχ + B e - ^ ) e - x 

u(0) = 0  => Α+Β = 0 

u(L) = 0 => A e ^ L  + BeV ^L = ο
1 1 1

d e t
Q--\fKL

*  0 *> Δεν υπάρχει λύση

ill) λ < 0 p^g = -1 ± iVjxi

e P lx + eP2* „  θ·χ+1γ/ϊλ |χ  + e-x' lVl^lx = θ-χ co s  VjXj" x 

θ ρ 1χ -  eP2x „  e"x sin x

u(x) = e 'x ( Asin x + B cos x ) 

u(0) = A sin ν ] λ [ θ  + B cos 0  = B = 0  

u(L) = A sin L = 0  => V lx f  L = n n  =>
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. . . _y . ηπ . η2π2
υη(χ) = An e χ sin γ  χ λΠ = - - j j -

Επειδή ο τελεστής δεν είναι ερμιτιανός, δεν αναμένουμε ορθογωνιότητα των 
ιδιοσυναρτήσεων που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές.

Μπορούμε όμως να ορίσουμε κατάλληλη συνάρτηση βάρους έτσι ώστε ο 
τελεστής να γίνει ερμιτιανός και να έχουμε ορθογωνιότητα των 
ιδιοσυναρτήσεων* * . Η κανονικότητα θα προκόψει με κατάλληλη επιλογή των 
συντελεστών Αη. Η συνάρτηση βάρους είναι:

α(χ) w(x) = exp{ | ^ d x }

= exp {2 J dx} = e2x => w(x) =e2x.

Συνεπώς το εσωτερικό γινόμενο ορίζεται
L

<unlum>= j un(x)um(x) e2xdx 
0

L
. « f nnx πιπχ ^= An Am I sin r sin — dx

0

. A L , sin (m-n)n sin (m+n)n,
= * " * " 2 ' (m-n)n ' + ” (m+n)n >

Για m2 φ n2 έπεται <un|um> = 0 .Γ ιαπ ι=±η*=>

<umlun> An 1).

Συνεπώς η κανονικοπόίηση επιβάλλει την ακόλουθη τιμή στη σταθερά Αη:

* Η πλήρης μελέτη τέτοιων συστημάτων μελετάται σε πιο προχωρημένα βιβλία (βλ. π.χ., Ι.Δ. 
Βέργαδου ΜΜΦ 1).
* Σημειώστε ότι οι ιδιοτιμές είναι ανάλογες του και όχι του n. Συνεπώς ίδιες ιδιοτιμές 
αντιστοιχούν σε m = ± π.
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