
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΙΩΑΝΝΙΝΩΝ

Τμημα Μαθηματικων

ΘΕΟΔΩΡΑ ΡΑΒΑΝΟΥ

ΙΣΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΙΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ ΣΤΟΝ R3

ΠΟΥ ΔΙΑΤΗΡΟΥΝ ΤΗ ΜΕΣΗ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΑ

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗ ΔΙΑΤΡΙΒΗ

Ιωάννινα, 2014





Αϕιερώνεται στους γονείς μου,

Βαγγελίτσα και Κώστα.





Η παρούσα Μεταπτυχιακή Διατριβή εκπονήθηκε στο πλαίσιο των σπουδών για την
απόκτηση του Μεταπτυχιακού Διπλώματος που απονέμει το Τμήμα Μαθηματικών του
Πανεπιστημίου Ιωαννίνων.

Εγκρίθηκε την 07/03/2014 από την τριμελή εξεταστική επιτροπή:

Ονοματεπώνυμο Βαθμίδα Υπογραϕή

Φανή Πεταλίδου Λέκτορας

Ανδρέας Αρβανιτογεώργος Επίκουρος Καθηγητής

Χρήστος Μπαϊκούσης Καθηγητής

Η έγκριση της Μεταπτυχιακής Διατριβής από το Τμήμα Μαθηματικών του Πανεπιστη-
μίου Ιωαννίνων δεν υποδηλοί αποδοχή των γνωμών του συγγραϕέα (΄Αρθρο 202 §2, Ν.
5343/1932 και ΄Αρθρο 50 §8, Ν.1268/1982)

ΥΠΕΥΘΥΝΗ ΔΗΛΩΣΗ

“Δηλώνω υπεύθυνα ότι η παρούσα διατριβή εκπονήθηκε κάτω από τους διεθνείς ηθικούς
και ακαδημαϊκούς κανόνες δεοντολογίας και προστασίας της πνευματικής ιδιοκτησίας.
Σύμϕωνα με τους κανόνες αυτούς, δεν έχω προβεί σε ιδιοποίηση ξένου επιστημονικού
έργου και έχω πλήρως αναϕέρει τις πηγές που χρησιμοποίησα στην εργασία αυτή.”

ΘΕΟΔΩΡΑ ΡΑΒΑΝΟΥ





Ευχαριστιες

Στο σημείο αυτό θα ήθελα να εκϕράσω τις θερμές μου ευχαριστίες σε όλους όσους
συνέβαλαν στην ολοκλήρωση αυτής της προσπάθειας.

Αρχικά θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου, κ. Θεόδωρο
Βλάχο για τη συνεχή επίβλεψη και καθοδήγησή που μου παρείχε όλο αυτό το διάστημα.
Ευχαριστίες οϕείλω στον καθηγητή κ. Χρήστο Μπαϊκούση καθώς επίσης και στα άλλα
δύο μέλη της εξεταστικής επιτροπής, τον κ. Ανδρέα Αρβανητογεώργο και την κ. Φανή
Πεταλίδου, για τις χρήσιμες παρατηρήσεις τους στην εργασία μου.

Τέλος ευχαριστώ την οικογένειά μου, τους ϕίλους μου και τους συναδέλϕους μου,
όπου με την καθημερινή τους συμπαράσταση, την υπομονή τους και την θετική τους
σκέψη, συνέβαλαν στην εκπλήρωση του στόχου μου.

7



Περιληψη

Στην παρούσα εργασία εξετάζουμε κατά πόσο οι επιϕάνειες στον R3 καθορίζονται
από την πρώτη θεμελιώδη μορϕή και τη μέση καμπυλότητα. Ασχολούμαστε με ισομετρι-
κές παραμορϕώσεις που διατηρούν την πρώτη θεμελιώδη μορϕή και τη μέση καμπυλότητα
και μελετούμε τη δομή του συνόλου όλων αυτών των ισομετρικών παραμορϕώσεων. Κά-
θε επιϕάνεια με σταθερή μέση καμπυλότητα, μπορεί τοπικά να παραμορϕωθεί ισομετρικά
διατηρώντας τη μέση καμπυλότητα και αυτός ο τρόπος παραμόρϕωσης, ουσιαστικά εί-
ναι ο μοναδικός. Επιπλέον για συμπαγείς επιϕάνειες γένους g ≥ 1, αποδεικνύεται ότι
δέχονται το πολύ δύο μη ισότιμες ισομετρικές εμβαπτίσεις με την ίδια μέση καμπυλό-
τητα, εκτός αν η μέση καμπυλότητα είναι σταθερή. Στην περίπτωση που είναι τοπικά
H-παραμορϕώσιμες, τότε και μόνο τότε έχουν σταθερή μέση καμπυλότητα.
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Abstract

We study the question to what extent surfaces in R3 are determined, up to con-
gruences, by the first fundamental form and the mean curvature function. We deal
with isometric deformations which preserve the first fundamental form and the me-
an curvature function. In particular, we study the structure of the moduli space
of all isometric H-deformations. Every surface with constant mean curvature, can
be locally and isometrically deformed preserving the mean curvature and this kind
of deformation is essentially unique. Moreover, compact surfaces with genus g ≥ 1,
allow at most two non-congruent isometric immersions into R3, with mean curvature
a given non-constant smooth function. Finally, it is proved that compact surfaces
with genus g ≥ 1 are locally H-deformable if and only if they have constant mean
curvature.

ii



Περιεχόμενα

Περίληψη i

Abstract ii

1 Προκαταρκτικά 7

1.1 Αλγεβρικά προκαταρκτικά . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Διαϕορίσιμα πολυπτύγματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3 Ισομετρικές εμβαπτίσεις στον R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4 Χώροι κάλυψης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.5 Επιϕάνειες Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2 Επιϕάνειες με σταθερή μέση καμπυλότητα 27

2.1 Απλά συνεκτικές επιϕάνειες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2 Επιϕάνειες με μη τετριμμένη θεμελιώδη ομάδα . . . . . . . . . . . . . . 34

3 Συμπαγείς επιϕάνειες 39

3.1 Διαϕορικό του Hopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2 Επιϕάνειες με μη σταθερή μέση καμπυλότητα . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3 Τοπικά H-παραμορϕώσιμες συμπαγείς επιϕάνειες . . . . . . . . . . . . 47

Βιβλιογραϕία 53

1





Εισαγωγη

Από τη θεωρία επιϕανειών γνωρίζουμε ότι κάθε επιϕάνεια στον Ευκλείδειο χώρο R3,
καθορίζεται από την πρώτη και την δεύτερη θεμελιώδη μορϕή. Στη παρούσα διατριβή θα
εξετάσουμε κατά πόσον μια επιϕάνεια μπορεί να καθοριστεί από την πρώτη θεμελιώδη
μορϕή και το ίχνος της δεύτερης θεμελιώδους μορϕής, ή ισοδύναμα από τη μετρική και
την μέση καμπυλότητα. Συγκεκριμένα, δοθείσας επιϕάνειας με μέση καμπυλότητα H,
θέλουμε να εξετάσουμε εάν υπάρχουν άλλες επιϕάνειες μη ισότιμες ως προς την αρχική,
με την ίδια μέση καμπυλότητα. Δύο επιϕάνειες καλούνται ισότιμες, αν διαϕέρουν ως
προς ισομετρία του R3. Επιπλέον θέλουμε να μελετήσουμε τη δομή του συνόλου όλων
αυτών των επιϕανειών. Συχνά αναϕερόμενοι σε μία επιϕάνεια, εννοούμε μία ισομετρική
εμβάπτιση ενός 2-διάστατου, προσανατολισμένου πολυπτύγματος Riemann στον R3.

Για την μελέτη και την απάντηση των παραπάνω ερωτημάτων, καθοριστική θα είναι η
έννοια των ισομετρικών παραμορϕώσεων μιας επιϕάνειας που διατηρούν τη μέση καμπυ-
λότητα, ή αλλιώς των H-ισομετρικών παραμορϕώσεων. Η μελέτη των H-ισομετρικών
παραμορϕώσεων των επιϕανειών στον R3, έχει μια μακρά ιστορία. Ο πρώτος που α-
σχολήθηκε με τη μελέτη αυτή ήταν ο O. Bonnet [2] το 1867, ο οποίος απέδειξε ότι
μία επιϕάνεια με σταθερή μέση καμπυλότητα μπορεί να παραμορϕωθεί ισομετρικά δια-
τηρώντας τη μέση καμπυλότητα. Αργότερα το 1985 ο Chern [5] μελέτησε τέτοιες
παραμορϕώσεις για επιϕάνειες με μη σταθερή μέση καμπυλότητα, ενώ ο Scherrer [13]
το 1957, οι Colares και Kenmotsu [6, 9] και οι Tribuzy και Lawson [11, 15], έδωσαν
κάποιες συνθήκες για την ύπαρξη τέτοιων H-ισομετρικών παραμορϕώσεων.

΄Εστω ισομετρική εμβάπτιση f : M → R3 ενός προσανατολισμένου πολυπτύγματος
Riemman διάστασης δύο στον R3, με μέση καμπυλότητα H. Μία H-παραμόρϕωση της
f είναι μία συνεχής απεικόνιση F : (−ε, ε) × M → R3, όπου ε > 0, τέτοια ώστε
θέτοντας ft(p) = F (t, p) να ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) Η ft :M → R3 είναι ισομετρική εμβάπτιση, για κάθε t ∈ (−ε, ε),

(ii) f0 = f ,

(iii) Η μέση καμπυλότητα της ft είναι H.

Μία H-παραμόρϕωση καλείται τετριμμένη, εάν για κάθε t οι f, ft είναι ισότιμες,
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δηλαδή υπάρχει τt ισομετρία του R3, τέτοια ώστε ft = τt ◦ f . Στην αντίθετη περίπτωση
ηH-παραμόρϕωση καλείται μη τετριμμένη, ενώ μία ισομετρική εμβάπτιση η οποία δέχεται
μία μη τετριμμένη H-παραμόρϕωση, ονομάζεται H-παραμορϕώσιμη.

Αρχικά θα μελετήσουμε επιϕάνειες με σταθερή μέση καμπυλότητα. Εξετάζουμε πρώ-
τα απλά συνεκτικές επιϕάνειες και αποδεικνύουμε ότι κάθε τέτοια επιϕάνεια είναι H-
παραμορϕώσιμη. Επιπλέον αυτές είναι και οι μόνες H-παραμορϕώσεις που δέχονται
αυτές οι επιϕάνειες. ΄Ετσι διατυπώνεται το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 0.0.1. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση με σταθερή μέση
καμπυλότητα H, όπου M είναι ένα απλά συνεκτικό και προσανατολισμένο πολύπτυγμα
Riemann διάστασης δύο. Τότε υπάρχει μία μονοπαραμετρική, 2π-περιοδική οικογένεια
ισομετρικών εμβαπτίσεων (associate family) fθ : M → R3, για κάθε θ ∈ R, με
μέση καμπυλότητα H. Επιπλέον εάν f̃ : M → R3 είναι μία ισομετρική εμβάπτιση με
σταθερή μέση καμπυλότητα H, τότε υπάρχει θ ∈ [0, 2π] και ισομετρία τ του R3, ώστε
f̃ = τ ◦ fθ. Η παραμόρϕωση fθ είναι τετριμμένη αν και μόνο αν f(M) είναι τμήμα
επιπέδου ή σϕαίρας.

Με άλλα λόγια το άνωθεν θεώρημα δείχνει ότι ο χώρος όλων αυτών των ισομετρικών
εμβαπτίσεων με τις παραπάνω ιδιότητες, είναι ο κύκλος S1 = R/2πZ. Επιπλέον στην
περίπτωση που η επιϕάνεια είναι ελαχιστική, δηλαδή η μέση καμπυλότητα είναι μηδέν, η
οικογένεια των H-ισομετρικών παραμορϕώσεων που ορίζεται, δύναται να πάρει κάποια
συγκεκριμένη μορϕή. Για επιϕάνειες με σταθερή μέση καμπυλότητα που δεν είναι α-
πλά συνεκτικές, δηλαδή η θεμελιώδης ομάδα δεν είναι τετριμμένη, αποδεικνύεται με το
επόμενο θεώρημα ότι το σύνολο όλων αυτών των ισομετρικών εμβαπτίσεων είναι είτε
πεπερασμένο, είτε ο κύκλος S1.

Θεώρημα 0.0.2. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, με σταθερή μέση
καμπυλότητα H και M ένα προσανατολισμένο πολύπτυγμα διάστασης δύο με μη τε-
τριμμένη θεμελιώδη ομάδα. Τότε το σύνολο όλων των ισομετρικών εμβαπτίσεων με
σταθερή μέση καμπυλότητα H, είναι είτε πεπερασμένο είτε ο κύκλος S1.

Στη συνέχεια εξετάζουμε συμπαγείς επιϕάνειες, οι οποίες δεν έχουν σταθερή μέση
καμπυλότητα και αποδεικνύουμε το ακόλουθο θεώρημα, που οϕείλεται στους Lawson
και Tribuzy [11], σύμϕωνα με το οποίο οποιαδήποτε συμπαγής επιϕάνεια στον R3 δέ-
χεται το πολύ και άλλη μία, μη ισότιμη με την αρχική, ισομετρική εμβάπτιση με την ίδια
μέση καμπυλότητα, εκτός και αν η μέση καμπυλότητα είναι σταθερή.

Θεώρημα 0.0.3. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, όπου M ένα συμ-
παγές και προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann διάστασης δύο. Εάν η μέση καμ-
πυλότητα H της f δεν είναι σταθερή, τότε υπάρχει το πολύ και άλλη μία ισομετρική
εμβάπτιση του M στον R3, μη ισότιμη με την f , με μέση καμπυλότητα H.

Στην περίπτωση όμως που η επιϕάνεια είναι ομοιομορϕική με τη σϕαίρα, δηλαδή
έχει γένος g = 0, τότε το αποτέλεσμά αυτό ενισχύεται, εϕόσον δεν υϕίσταται άλλη
ισομετρική εμβάπτιση με την ίδια μέση καμπυλότητα.
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Σύμϕωνα με το Θεώρημα 0.0.1, κάθε μη ολικά ομϕαλική επιϕάνεια με σταθερή μέση
καμπυλότητα είναι τοπικά H-παραμορϕώσιμη. Το ακόλουθο αποτέλεσμα του Umehara
[17], εξασϕαλίζει ότι το αντίστροϕο είναι αληθές για συμπαγείς επιϕάνειες γένους g ≥ 1.

Θεώρημα 0.0.4. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, όπου M είναι ένα
συμπαγές και προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann διάστασης δύο με γένος g ≥ 1.
Τότε η επιϕάνεια δέχεται μία μη τετριμμένη τοπική H-παραμόρϕωση, αν και μόνο αν
έχει σταθερή μέση καμπυλότητα Η.

Αξίζει να τονιστεί ότι ένα ερώτημα που παραμένει ανοικτό, είναι εάν υπάρχουν συμ-
παγείς επιϕάνειες γένους g ≥ 1, που να μπορούν να δεχτούν ακριβώς δύο ισομετρικές
εμβαπτίσεις στον R3, με την ίδια μέση καμπυλότητα.

Για τις αποδείξεις των παραπάνω αποτελεσμάτων χρησιμοποιούμε εργαλεία από την
Διαϕορική Γεωμετρία των επιϕανειών στον R3 [7] και τη θεωρία των επιϕανειών Rie-
mann [10].
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
Προκαταρκτικα

Σε αυτό το κεϕάλαιο θα αναϕέρουμε κάποια αλγεβρικά προκαταρκτικά και στη συ-
νέχεια θα παρουσιάσουμε στοιχεία από την θεωρία των ισομετρικών εμβαπτίσεων, των
χώρων κάλυψης και των επιϕανειών Riemann, τα οποία είναι απαραίτητα για την από-
δειξη των κύριων αποτελεσμάτων.

1.1 Αλγεβρικά προκαταρκτικά

Αρχικά παραθέτουμε ορισμένα βασικά στοιχεία για τους αυτοπροσηρτημένους και
τους ορθογώνιους γραμμικούς μετασχηματισμούς.

΄Εστω V ένας n-διάστατος, R-διανυσματικός χώρος εϕοδιασμένος με ένα εσωτερικό
γινόμενο ⟨·, ·⟩.

Ορισμός 1.1.1. Εάν A : V → V ένας γραμμικός μετασχηματισμός, τότε ο γραμμι-
κός μετασχηματισμός A∗ : V → V που ορίζεται μέσω της σχέσης ⟨x,A∗y⟩ = ⟨Ax, y⟩,
για κάθε x, y ∈ V , ονομάζεται προσηρτημένος (adjoint) του A.

Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες, για τυχόντες γραμμικούς μετασχηματισμούς A,B.

(A ◦B)∗ = B∗ ◦A∗,

(A∗)∗ = A,

(A+B)∗ = A∗ +B∗,

(λA)∗ = λA∗, για κάθε λ ∈ R,

και
I∗ = I, όπου I : V → V είναι η ταυτοτική απεικόνιση.

Επιπλέον εάν ο A είναι αντιστρέψιμος, τότε ο προσηρτημένος του είναι επίσης αντιστρέ-
ψιμος και μάλιστα ισχύει (A∗)−1 = (A−1)∗.

Ορισμός 1.1.2. Ο γραμμικός μετασχηματισμός A : V → V , λέγεται αυτοπροσηρ-
τημένος (self-adjoint), εάν ισχύει A∗ = A.
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Είναι γνωστό ότι οι ιδιοτιμές ενός αυτοπροσηρτημένου γραμμικού μετασχηματισμού
A είναι πραγματικές και ότι υπάρχει ορθομοναδιαία βάση του V ως προς την οποία ο
πίνακας του A είναι διαγώνιος και τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του είναι οι ιδιοτιμές
του A.

΄Ενα άλλο είδος γραμμικού μετασχηματισμού που θα χρειαστούμε, είναι οι ορθογώνιοι
μετασχηματισμοί.

Ορισμός 1.1.3. ΄Ενας γραμμικός μετασχηματισμός A : V → V που πληροί την
ιδιότητα ⟨Ax,Ay⟩ = ⟨x, y⟩ για κάθε x, y ∈ V καλείται ορθογώνιος μετασχηματισμός.

Εύκολα προκύπτει ότι ένας γραμμικός μετασχηματισμός A : V → V είναι ορθογώνιος
αν και μόνο αν ισχύει

A ◦A∗ = A∗ ◦A = I.

Επίσης αν ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός A έχει πραγματικές ιδιοτιμές τότε αυτές
θα είναι είτε +1 είτε −1.

Στη συνέχεια θα αναϕερθούμε στην έννοια της μιγαδικής δομής και της μιγαδικοποί-
ησης ενός R-διανυσματικού χώρου [4].

΄Εστω V ένας R-διανυσματικός χώρος.

Ορισμός 1.1.4. Ονομάζουμε μιγαδική δομή J του V έναν γραμμικό μετασχηματι-
σμό J : V → V, με την ιδιότητα J ◦ J = −I.

Σημειώνεται ότι μόνο διανυσματικοί χώροι άρτιας διάστασης μπορούν να δεχτούν μια
τέτοια μιγαδική δομή.

Αν J είναι μιγαδική δομή σε ένα διανυσματικό χώρο V εϕοδιασμένο με ένα εσωτερικό
γινόμενο, τότε ο J είναι ορθογώνιος μετασχηματισμός, αν και μόνο αν ισχύει:

J∗ = J−1 = −J.

΄Εστω V ένας R-διανυσματικός χώρος εϕοδιασμένος με ένα εσωτερικό γινόμενο και
J : V → V μια μιγαδική δομή που είναι και ορθογώνιος μετασχηματισμός. Για κάθε
θ ∈ R, ορίζουμε τον γραμμικό μετασχηματισμό Jθ : V → V με Jθ = cos θI + sin θJ ,
για τον οποίο ισχύουν τα ακόλουθα:

Jθ ◦ Jϕ = Jθ+ϕ, για κάθε θ, ϕ ∈ R,

Jθ
∗ = J−θ. (1.1)

Πράγματι

Jθ ◦ Jϕ = (cos θI + sin θJ) ◦ (cosϕI + sinϕJ)

= (cos θ cosϕ− sin θ sinϕ)I + (cos θ sin θ + cosϕ sinϕ)J

= cos(θ + ϕ)I + sin(θ + ϕ)J

= Jθ+ϕ
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και

Jθ
∗ = (cos θI + sin θJ)∗

= cos θI∗ + sin θJ∗

= cos θI − sin θJ

= J−θ.

Προϕανώς ο Jθ είναι ορθογώνιος μετασχηματισμός για κάθε θ ∈ R.

΄Εστω V ένας διδιάστατος διανυσματικός χώρος εϕοδιασμένος με ένα εσωτερικό
γινόμενο. Εάν η μιγαδική δομή J : V → V είναι ταυτόχρονα και ορθογώνιος μετα-
σχηματισμός, τότε η J έχει μηδενικό ίχνος και από το θεώρημα Cayley-Hamilton θα
ισχύει

J2 − (trJ)J + (detJ)I = 0.

Από αυτό συμπεραίνουμε ότι detJ = 1. ΄Ενας 2-διάστατος διανυσματικός χώρος V
εϕοδιασμένος με ένα εσωτερικό γινόμενο, δέχεται ακριβώς δύο τέτοιες μιγαδικές δομές
που είναι και ορθογώνιοι μετασχηματισμοί, τις J και −J .

Πρόταση 1.1.5. ΄Εστω T : V → V ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός με ορίζουσα
detT = 1, όπου V είναι ένας 2-διάστατος διανυσματικός χώρος εϕοδιασμένος με ένα
εσωτερικό γινόμενο και με μία μιγαδικά δομή J που είναι και ορθογώνιος μετασχημα-
τισμός. Τότε υπάρχει θ ∈ R, τέτοιο ώστε T = Jθ.

Απόδειξη. ΄Εστω e1 μοναδιαίο διάνυσμα. Επειδή η J είναι ορθογώνιος μετασχηματισμός
και μιγαδική δομή, η βάση {e1, e2 = Je1} είναι ορθομοναδιαία. Ο πίνακας

T =

(
α β
γ δ

)
του T ως προς αυτή τη βάση είναι ορθογώνιος, δηλαδή T t = T −1. Εϕόσον detT = 1,
προκύπτει τελικά ότι

T =

(
α β
−β α

)
,

όπου α2 + β2 = 1. Θεωρούμε θ ∈ R έτσι ώστε α = cos θ και β = sin θ. Τότε αμέσως
προκύπτει ότι T = Jθ.

Από την απόδειξη της Πρότασης 1.1.5, προκύπτει ότι το θ είναι μοναδικό mod2π.

Πρόταση 1.1.6. ΄Εστω V ένας διανυσματικός χώρος με dimV = 2, εϕοδιασμένος
με ένα εσωτερικό γινόμενο και με μία μιγαδική δομή που είναι ορθογώνιος μετασχη-
ματισμός.

(i) Εάν A είναι ένας αυτοπροσηρτημένος μετασχηματισμός με μηδενικό ίχνος, τότε
ισχύει ότι A ◦ Jθ = J−θ ◦A, για κάθε θ ∈ R και ειδικά A ◦ J = −J ◦A.

(ii) Εάν A,B : V → V είναι δύο αυτοπροσηρτημένοι μετασχηματισμοί με μηδενικό
ίχνος και ίσες ορίζουσες, τότε υπάρχει θ ∈ R, τέτοιο ώστε A = B ◦ Jθ.
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Απόδειξη. (i) ΄Εστω {e1, e2} ορθομοναδιαία βάση τέτοια ώστε Je1 = e2. Τότε θα
ισχύει:

A ◦ Je1 = Ae2

= ⟨Ae2, e1⟩e1 + ⟨Ae2, e2⟩e2
= ⟨Ae1, e2⟩e1 − ⟨Ae1, e1⟩e2.

Επιπλέον

−J ◦Ae1 = ⟨−J ◦Ae1, e1⟩e1 + ⟨−J ◦Ae1, e2⟩e2
= ⟨Ae1, Je1⟩e1 + ⟨Ae1, Je2⟩e2
= ⟨Ae1, e2⟩e1 − ⟨Ae1, e1⟩e2.

΄Αρα από τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι A ◦ Je1 = −J ◦ Ae1. Ομοίως απο-
δεικνύεται ότι A ◦ Je2 = −J ◦Ae2. Επομένως συμπεραίνουμε ότι

A ◦ J = −J ◦A.

Από τον ορισμό του Jθ θα ισχύει

J−θ ◦A = (cos θI − sin θJ) ◦A
= cos θA− sin θJ ◦A
= cos θA+ sin θA ◦ J
= A ◦ (cos θI + sin θJ)

= A ◦ Jθ.

(ii) ΄Εστω ότι detA = detB ̸= 0. Από το θεώρημα Cayley-Hamilton για τους
γραμμικούς μετασχηματισμούς A,B αντίστοιχα, θα ισχύει

A2 − (trA)A+ (detA)I = 0 = B2 − (trB)B + (detB)I.

Λόγω των υποθέσεων έχουμε

A2 = B2,

ή
A ◦B−1 = A−1 ◦B.

Θεωρούμε τον γραμμικό μετασχηματισμό T = A ◦B−1 και παρατηρούμε ότι

(A ◦B−1)∗ = (B−1)∗ ◦A∗ = B−1 ◦A = (A−1 ◦B)−1 = (A ◦B−1)−1.

΄Αρα ο μετασχηματισμός T είναι ορθογώνιος με ορίζουσα

detT = detA−1detB =
detB

detA
= 1.

Επομένως σύμϕωνα με την Πρόταση 1.1.5, υπάρχει θ ∈ R έτσι ώστε A ◦B−1 = Jθ,
ή αλλιώς A = B ◦ Jθ.

Στην περίπτωση που detA = detB = 0, προκύπτει ότι A = B = 0 και συνεπώς η
σχέση A = B ◦ Jθ θα ισχύει για κάθε θ.
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Κάθε R-διανυσματικό χώρο V , εϕοδιασμένο με μια μιγαδική δομή J , μπορούμε να τον
δούμε ως C-διανυσματικό χώρο, διατηρώντας την πρόσθεση και ορίζοντας τον βαθμωτό
πολλαπλασιασμό ως εξής:

zx = κx+ λJx,

όπου z = κ+ iλ ∈ C, με κ, λ ∈ R και x ∈ V.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι ο V με την πρόσθεση και τον βαθμωτό πολλα-
πλασιασμό υπεράνω του C, είναι ένας C-διανυσματικός χώρος, ο οποίος συμβολίζεται
με V C. Η μιγαδική δομή J του V , μπορεί να επεκταθεί C-γραμμικά σε έναν μιγαδικό
ενδομορϕισμό του V C.

Ο ενδομορϕισμός J : V C → V C έχει ιδιοτιμές τις i,−i. Ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί
στην ιδιοτιμή i είναι

V (1,0) = {Z ∈ V C : JZ = iZ}

και ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή −i είναι

V (0,1) = {Z ∈ V C : JZ = −iZ}.

Είναι γνωστό ότι ο V C μπορεί να γραϕεί ως ευθύ άθροισμα αυτών, δηλαδή

V C = V (1,0) ⊕ V (0,1).

Λήμμα 1.1.7. Ισχύουν τα ακόλουθα:

V (1,0) = {X − iJX : X ∈ V }

και
V (0,1) = {X + iJX : X ∈ V }.

Απόδειξη. ΄Εστω Z = X+ iY με X,Y ∈ V . Τότε Z ∈ V (1,0), αν και μόνο αν JZ = iZ
ή ισοδύναμα JX + iJY = −Y + iX, απ′ όπου προκύπτει ότι

JX = −Y

και
JY = X.

Επομένως Z = X + iY = X − iJX το οποίο συνεπάγεται ότι V (1,0) = {X − iJX :
X ∈ V }. ΄Ομοια αποδεικνύεται ότι V (0,1) = {X + iJX : X ∈ V }.
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1.2 Διαϕορίσιμα πολυπτύγματα

Ορισμός 1.2.1. ΄Ενα n-διάστατο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα M είναι ένας τοπολογικός
χώρος Hausdorff με αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του, που πληροί τις εξής
ιδιότητες:

(i) Υπάρχει οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων {Uα}α∈I του M , ώστε ∪α∈IUα =
M και αντίστοιχων ομοιομορϕισμών φα : Uα ⊂ M → φα(Uα) ⊂ Rn, όπου φα(Uα)
είναι ανοικτό υποσύνολο του Rn. Το ζεύγος (Uα, φα) ονομάζεται χάρτης ή σύστημα
συντεταγμένων του M.

(ii) Για κάθε α, β ∈ I, με Uα ∩ Uβ ̸= ∅, η απεικόνιση

φα ◦ φβ
−1 : φβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn → φα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn

είναι C∞-διαϕορίσιμη. Η οικογένεια {(Uα, φα)}α∈I καλείται άτλαντας του M .

(iii) Η οικογένεια χαρτών {(Uα, φα)}α∈I , είναι μεγιστοτική, δηλαδή εάν (U,φ) είναι
ένας χάρτης τέτοιος ώστε φ◦φα

−1, φα ◦φ−1 να είναι C∞-διαϕορίσιμες απεικονίσεις για
κάθε α ∈ I, τότε ο χάρτης (U,φ) ανήκει στην οικογένεια {(Uα, φα)}α∈I .

Το σύνολο TpM των εϕαπτόμενων διανυσμάτων σε ένα σημείο p ∈ M , ονομάζεται
εϕαπτόμενος χώρος του M στο σημείο p και δέχεται τη δομή R-γραμμικού χώρου.

Στη συνέχεια θα εισάγουμε την έννοια του προσανατολισμού ενός διαϕορίσιμου πο-
λυπτύγματοςM . Πρόκειται για μια τοπολογική έννοια η οποία αναϕέρεται σε ολόκληρο
το πολύπτυγμα.

Ορισμός 1.2.2. ΄Ενα n-διάστατο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα M καλείται προσανατολίσι-
μο, εάν υπάρχει άτλαντας {(Uα, φα)}α∈I , ώστε για κάθε α, β ∈ I με Uα ∩ Uβ ̸= ∅, να
ισχύει detd(φα ◦ φβ

−1) > 0 στο φβ(Uα ∩ Uβ), όπου d(ϕα ◦ ϕβ−1) είναι ο Ιακωβιανός
πίνακας της φα ◦ φβ

−1.

΄Ενας άτλαντας του παραπάνω τύπου καλείται προσανατολισμός και ένας προσανατο-
λισμός τουM επάγει ένα προσανατολισμό σε κάθε εϕαπτόμενο χώρο. Κάθε συνεκτικό,
διαϕορίσιμο και προσανατολίσιμο πολύπτυγμα, δέχεται ακριβώς δύο προσανατολισμούς.
Επιπλέον ένα πολύπτυγμα καλείται προσανατολισμένο, αν είναι προσανατολίσιμο και
έχουμε επιλέξει ένα προσανατολισμό.

΄Εστω M ένα n-διάστατο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα. Η εϕαπτόμενη δέσμη TM του
M , ορίζεται ως:

TM = ∪p∈MTpM = {(p, v) : p ∈M, v ∈ TpM}.

Είναι γνωστό ότι η TM είναι ένα διαϕορίσιμο πολύπτυγμα διάστασης 2n και η ϕυσική
προβολή του π : TM →M , με π(p, v) = p, είναι διαϕορίσιμη απεικόνιση.

Ορισμός 1.2.3. ΄Ενα διαϕορίσιμο διανυσματικό πεδίο X του διαϕορίσιμου πολυπτύγ-
ματος M , είναι μια διαϕορίσιμη απεικόνιση X : M → TM με την ιδιότητα π ◦X = I,
όπου I είναι η ταυτοτική απεικόνιση του M.
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Συμβολίζουμε με ∆(M) το σύνολο των διαϕορίσιμων διανυσματικών πεδίων του M
και με D(M) το σύνολο των διαϕορίσιμων συναρτήσεων f :M → R.

Ορισμός 1.2.4. Μία γραμμική συνοχή στο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα M , είναι μία
απεικόνιση

∇ : ∆(M)×∆(M) → ∆(M), (X,Y ) → ∇XY

η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y,

∇fXY = f∇XY,

∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2,

∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY,

για X,X1, X2, Y, Y1, Y2 ∈ ∆(M) και f ∈ D(M).Το διανυσματικό πεδίο ∇XY καλείται
συναλλοίωτη παράγωγος του Y στη διεύθυνση X, ως προς τη συνοχή ∇.

Ορισμός 1.2.5. ΄Εστω M ένα n-διάστατο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα. ΄Ενα τανυστικό
πεδίο τύπου (r, 1) στο M είναι μία απεικόνιση

T : ∆(M)×∆(M)× · · · ×∆(M)︸ ︷︷ ︸
r

→ ∆(M)

η οποία είναι D(M)-γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της, ενώ ένα τανυστικό πεδίο
τύπου (r, 0) στο M είναι μία απεικόνιση

T : ∆(M)×∆(M)× · · · ×∆(M)︸ ︷︷ ︸
r

→ D(M)

η οποία είναι D(M)γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της.

Θεωρούμε ένα διανυσματικό πεδίο X ∈ ∆(M) και ένα (r, s)-τανυστικό πεδίο T του
M.

Ορισμός 1.2.6. Η συναλλοίωτη παράγωγος του T στη διεύθυνση του X, είναι το
(r, s)-τανυστικό πεδίο ∇XT που ορίζεται ως:

(∇XT )(X1, . . . , Xr) = ∇X

(
T (X1, . . . , Xr)

)
−

r∑
i=1

T (X1, . . . , Xi−1,∇XXi, Xi+1, . . . , Xr),

όπου θέτουμε ∇XT (X1, . . . , Xr) = X
(
T (X1, . . . , Xr)

)
, εάν s = 0.

Πρόταση 1.2.7. Για τυχόντα τανυστικά πεδία A,B τύπου (1, 1) ενός πολυπτύγματος,
ισχύει ότι:

∇X(A ◦B) = (∇XA) ◦B +A ◦ (∇XB), για κάθε X ∈ ∆(M).
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Απόδειξη. Από τον ορισμό της συναλλοίωτης παραγώγου τανυστικών πεδίων έχουμε
για κάθε X,Y ∈ ∆(M)(

∇X(A ◦B)
)
(Y ) = ∇X

(
(A ◦B)(Y )

)
− (A ◦B)(∇XY )

= ∇XA
(
B(Y )

)
−A

(
B(∇XY )

)
= (∇XA)

(
B(Y )

)
+A

(
∇XB(Y )

)
−A

(
B(∇XY )

)
= (∇XA) ◦B(Y ) +A ◦ (∇XB)(Y ).

Ορισμός 1.2.8. Μία μετρική Riemann ⟨·, ·⟩ στο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα M , είναι
ένα τανυστικό πεδίο τύπου (2, 0), το οποίο είναι συμμετρικό και θετικά οριστικό, δηλαδή
για κάθε X ∈ ∆(M) και p ∈ M ισχύει ⟨X,X⟩(p) ≥ 0 και ⟨X,X⟩(p) = 0 μόνο αν
Xp = 0.

΄Ενα διαϕορίσιμο πολύπτυγμα M εϕοδιασμένο με μία μετρική Riemann, ονομάζεται
πολύπτυγμα Riemann.

Θεωρούμε ένα n-διάστατο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα RiemannM . Η επόμενη πρόταση
εξασϕαλίζει την ύπαρξη μιας συνοχής που είναι συμβατή με τη μετρική Riemann.

Πρόταση 1.2.9. Για δεδομένη μετρική ⟨·, ·⟩ στο πολύπτυγμα M, υπάρχει μία και
μόνο συνοχή ∇ η οποία πληροί τις δύο ακόλουθες ιδιότητες:

∇XY −∇YX = [X,Y ],

X⟨Y,Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩,

για κάθε X,Y, Z ∈ ∆(M).

Η μοναδική αυτή συνοχή ∇ ονομάζεται συνοχή Levi-Civitá.

΄Εστω χάρτης (U,φ) του n-διάστατου πολυπτύγματοςM με συντεταγμένες (x1, . . . , xn)
και καμπύλη c : I →M με c(I) ⊂ U . Εϕόσον τα τοπικά πεδία ∂

∂xi αποτελούν βάση του
εϕαπτόμενου χώρου σε κάθε σημείο του U , υπάρχουν μονοσήμαντα ορισμένες διαϕορί-
σιμες συναρτήσεις

Γk
ij : U → R, 1 ≤ i, j, k ≤ n,

έτσι ώστε

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γk
ij

∂

∂xk
. (1.2)

Οι συναρτήσεις Γk
ij , ονομάζονται σύμβολα Christoffel της συνοχής ∇, ως προς τον

χάρτη (U,φ).

Επιπλέον ορίζουμε τις συναρτήσεις gij ∈ D(U), με gij = ⟨ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ⟩, 1 ≤ i, j ≤ n.

Εάν v ∈ TpM τέτοιο ώστε

v =

n∑
i=1

vi
∂

∂xi
,
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τότε η τετραγωνική μορϕή

⟨v, v⟩ =
n∑

i,j=1

gijv
ivj

ονομάζεται πρώτη θεμελιώδης μορϕή του M. Σημειώνουμε ότι ο (gij) παριστάνει τον
αντίστροϕο του πίνακα της πρώτης θεμελιώδους μορϕής ενώ ισχύει gij = gji. Αποδει-
κνύεται η ταυτότητα του Christoffel:

Γk
ij =

1

2

n∑
m=1

gkm(−gij,m + gjm,i + gmi,j), (1.3)

η οποία εκϕράζει τα σύμβολα Christoffel της συνοχής Levi-Civitá σε ένα χάρτη, σε
σχέση με τις συνιστώσες της μετρικής και των παραγώγων των.

Στη συνέχεια για κάθε διαϕορίσιμο πολύπτυγμα Riemann M , με αντίστοιχη συνοχή
Levi-Civitá ∇, ορίζουμε τον τανυστή καμπυλότητας.

Ορισμός 1.2.10. Η απεικόνιση R : ∆(M)×∆(M)×∆(M) → ∆(M) με τύπο

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z,

με X,Y, Z ∈ ∆(M), καλείται τανυστής καμπυλότητας του πολυπτύγματος RiemannM .

Αποδεικνύεται ότι ο τανυστής καμπυλότητας R είναι D(M)-γραμμικός ως προς κάθε
μεταβλητή του, είναι δηλαδή ένα (3, 1)-τανυστικό πεδίο.

Κάθε προσανατολίσιμο, διδιάστατο πολύπτυγμα Riemann M δέχεται ένα τανυστικό
πεδίο J τύπου (1, 1), το οποίο σε κάθε σημείο p ∈M , επάγει τον γραμμικό μετασχηματι-
σμό Jp : TpM → TpM , ο οποίος είναι μιγαδική δομή και ορθογώνιος μετασχηματισμός.
Στην πραγματικότητα ο Jp είναι στροϕή στο TpM κατά γωνία π/2.

Πρόταση 1.2.11. Ισχύει ότι (∇XJ)Y = 0 για κάθε X,Y ∈ ∆(M).

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε λοιπόν ότι (∇eiJ)ej = 0, για i, j = 1, 2, όπου {e1, e2}
είναι το ορθομοναδιαίο πλαίσιο, τέτοιο ώστε Je1 = e2. Εϕόσον ο J είναι ένα τανυστικό
πεδίο τύπου (1, 1), θα ικανοποιεί τη σχέση:

(∇e1J)(e2) = ∇e1J(e2)− J(∇e1e2).

Αϕού {e1, e2} είναι ορθομοναδιαίο πλαίσιο, θα ισχύει ⟨∇e1e1, e1⟩ = 0 και ⟨∇e1e2, e2⟩ =
0. ΄Εχουμε

−⟨J(∇e1e2), e1⟩ = 0,

ή
⟨∇e1J(e2)− (∇e1J)(e2), e1⟩ = 0,

ή
−⟨∇e1e1, e1⟩ − ⟨(∇e1J)(e2), e1⟩ = 0.
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Οπότε παίρνουμε ⟨(∇e1J)(e2), e1⟩ = 0.

Επιπλέον ισχύει

⟨∇e1e1, e2⟩ = −⟨e1,∇e1e2⟩
= ⟨Je2,∇e1e2⟩
= −⟨e2, J(∇e1e2)⟩
= −⟨e2,∇e1J(e2)⟩+ ⟨e2, (∇e1J)e2⟩,

απ′ όπου λαμβάνουμε
⟨e2, (∇e1J)e2⟩ = 0.

΄Ομοια αποδεικνύεται ότι (∇e1J)e2 = (∇e1J)e1 = (∇e2J)e2 = 0. ΄Αρα καταλήγουμε
στο ότι

(∇XJ)Y = 0, για κάθε X,Y ∈ ∆(M2).

1.3 Ισομετρικές εμβαπτίσεις στον R3

Στην ενότητα αυτή θα αναϕερθούμε σε ισομετρικές εμβαπτίσεις ενός 2-διάστατου
πολυπτύγματος M στον ευκλείδειο χώρο R3, εϕοδιασμένο με τη συνήθη μετρική.

Ορισμός 1.3.1. ΄Εστω f : M → R3 μία διαϕορίσιμη απεικόνιση. ΄Ενα διαϕορίσιμο
διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της f , είναι μία διαϕορίσιμη απεικόνιση V : M → R3,
η οποία σε κάθε p ∈M , αντιστοιχεί ένα διάνυσμα Vp ∈ Tf(p)R3.

Για κάθε X ∈ ∆(M), ορίζεται ένα διαϕορίσιμο διανυσματικό πεδίο κατά μήκος της
f , το οποίο συμβολίζεται με df(X) και το οποίο στο τυχόν σημείο p ∈M λαμβάνει την
τιμή dfp(Xp).

Συμβολίζουμε με ∆(f) το σύνολο των διαϕορίσιμων διανυσματικών πεδίων κατά
μήκος της f.

Πρόταση 1.3.2. Εάν f : M → R3 είναι μία διαϕορίσιμη απεικόνιση και ∇ είναι η
συνοχή Levi-Civitá του R3, τότε υπάρχει μοναδική απεικόνιση

∇f : ∆(M)×∆(f) → ∆(f) , (X,V ) → ∇f
XV,

η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

∇f
X1+X2

V = ∇f
X1
V +∇f

X2
V,

∇f
uXV = u∇f

XV,

∇f
X(V1 + V2) = ∇f

XV1 +∇f
XV2,
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∇f
X(uV ) = (Xu)V + u∇f

XV,

∇f
X(Y ◦ f) = ∇df(X)Y ,

∇f
Xdf(Y )−∇f

Y df(X) = df([X,Y ]),

X(⟨V1, V2⟩) = ⟨∇f
XV1, V2⟩+ ⟨V1,∇f

XV2⟩

για X,Y,X1, X2 ∈ ∆(M), Y ∈ ∆(R3), V1, V2, V ∈ ∆(f) και u ∈ D(M).

Από εδώ και στο εξής, για να απλουστεύσουμε το συμβολισμό θα γράϕουμε ∇f = ∇.

Ορισμός 1.3.3. ΄Εστω (M, ⟨·, ·⟩) ένα 2-διάστατο πολύπτυγμα Riemann. Μία διαϕο-
ρίσιμη απεικόνιση f : M → R3 καλείται ισομετρική εμβάπτιση εάν για κάθε p ∈ M
ισχύουν τα εξής:

(i) Το διαϕορικό dfp : TpM → Tf(p)R3 είναι 1-1,

(ii) ⟨dfp(v), dfp(w)⟩f(p) = ⟨v, w⟩p, για κάθε v, w ∈ TpM .

΄Εστω ισομετρική εμβάπτιση f : (M, ⟨·, ·⟩) → R3. Για κάθε p ∈ M ο εϕαπτόμενος
χώρος Tf(p)R3 αναλύεται σε ορθογώνιο ευθύ άθροισμα

Tf(p)R3 = dfp(TpM)⊕ (dfp(TpM))⊥,

όπου (dfp(TpM))⊥ είναι το ορθοσυμπλήρωμα του 2-διάστατου υποχώρου dfp(TpM),
στον 3-διάστατο ευκλείδειο χώρο Tf(p)R3. Ο (dfp(TpM))⊥ καλείται κάθετος χώρος
της f στο σημείο p και συμβολίζεται με T⊥

p f.

΄Ενα διαϕορίσιμο κάθετο διανυσματικό πεδίο της f , είναι μία διαϕορίσιμη απεικόνιση
ξ, τέτοια ώστε για τυχόν σημείο p ∈M , να ισχύει ξp ∈ T⊥

p f . Συμβολίζουμε με ∆
⊥(f)

το σύνολο των κάθετων διαϕορίσιμων διανυσματικών πεδίων της f . Είναι γνωστό ότι το
M είναι προσανατολίσιμο μόνο εάν υπάρχει μοναδιαίο κάθετο διαϕορίσιμο διανυσματικό
πεδίο ξ της f.

Κάθε διάνυσμα v ∈ Tf(p)R3 αναλύεται μονοσήμαντα ως v = dfp(v
⊤) + v⊥ με v⊤ ∈

TpM και v⊥ ∈ T⊥
p f . Κατά συνέπεια για κάθε X ∈ ∆(f), υπάρχουν διανυσματικά πεδία

X⊤ ∈ ∆(M) και X⊥ ∈ ∆⊥(f), ώστε

X = df(X⊤) +X⊥.

΄Ετσι για X,Y ∈ ∆(M) θα έχουμε την ανάλυση:

∇Xdf(Y ) = df
(
(∇Xdf(Y ))⊤

)
+

(
∇Xdf(Y )

)⊥
(1.4)

με (∇Xdf(Y ))⊤ ∈ ∆(M) και
(
∇Xdf(Y )

)⊥
∈ ∆⊥(f).

Αποδεικνύεται ότι (∇Xdf(Y ))⊤ = ∇XY , όπου ∇ είναι η συνοχή Levi-Civitá του
M .
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Ορίζουμε στη συνέχεια τη διγραμμική και συμμετρική απεικόνιση

B : ∆(M)×∆(M) → ∆⊥(f)

(X,Y ) → B(X,Y ) :=
(
∇Xdf(Y )

)⊥
.

Η B ονομάζεται δεύτερη θεμελιώδης μορϕή της εμβάπτισης f . ΄Ετσι η προαναϕερ-
θείσα σχέση (1.4), παίρνει σύμϕωνα με τα παραπάνω τη μορϕή

∇Xdf(Y ) = df(∇XY ) +B(X,Y )

και καλείται τύπος του Gauss.

Για X ∈ ∆(M) και ξ ∈ ∆⊥(f) με |ξ| = 1, ισχύει

∇Xξ = df
(
(∇Xξ)

⊤
)

(1.5)

με (∇Xξ)
⊤ ∈ ∆(M).

Ορίζουμε επίσης το τανυστικό πεδίο Aξ τύπου (1, 1), ως εξής:

Aξ : ∆(M) → ∆(M)

X → AξX := −(∇Xξ)
⊤,

ώστε να ισχύει ταυτοτικά

⟨AξX,Y ⟩ = ⟨B(X,Y ), ξ⟩.

Το συμμετρικό τανυστικό πεδίο II τύπου (2, 0), με II(X,Y ) = ⟨AξX,Y ⟩, καλείται
δεύτερη θεμελιώδης μορϕή στη διεύθυνση του ξ. Το τανυστικό πεδίο Aξ ονομάζεται
τελεστήςWeingarten ή τελεστής σχήματος της f ως προς τη διεύθυνση του ξ και από
εδώ και στο εξής θα γράϕουμε Aξ = A.

Είναι γνωστό ότι ο A είναι ένας αυτοπροσηρτημένος γραμμικός μετασχηματισμός.
Οι ιδιοτιμές κ1 ≥ κ2 ονομάζονται κύριες καμπυλότητες της f, ενώ τα αντίστοιχα διανύ-
σματα ονομάζονται κύριες διευθύνσεις της f σε ένα σημείο p του πολυπτύγματος. Το
σημείο αυτό ονομάζεται ομϕαλικό εάν κ1(p) = κ2(p).

Η μέση καμπυλότητα H είναι εξ ορισμού η συνάρτηση

H =
κ1 + κ2

2
=

trA

2

και η καμπυλότητα Gauss K η συνάρτηση

K = κ1κ2 = detA.

΄Εστω χάρτης (U,φ) του 2-διάστατου πολυπτύγματος M , με συντεταγμένες (x1, x2).
Ορίζουμε τις συναρτήσεις

E = ⟨ ∂

∂x1
,
∂

∂x1
⟩,

18



Κεϕάλαιο 1 1.3. Ισομετρικές εμβαπτίσεις στον R3

F = ⟨ ∂

∂x1
,
∂

∂x2
⟩ = ⟨ ∂

∂x2
,
∂

∂x1
⟩,

G = ⟨ ∂

∂x2
,
∂

∂x2
⟩,

οι οποίες ονομάζονται θεμελιώδη ποσά πρώτης τάξης.

Επιπλέον ορίζουμε τις συναρτήσεις

L = II(
∂

∂x1
,
∂

∂x1
),

M = II(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
) = II(

∂

∂x2
,
∂

∂x1
),

N = II(
∂

∂x2
,
∂

∂x2
),

οι οποίες ονομάζονται θεμελιώδη ποσά δεύτερης τάξης.

Είναι γνωστό ότι η μέση καμπυλότητα δίνεται από τον τύπο

H =
LG− 2FM +NE

EG− F 2
,

ενώ η καμπυλότητα Gauss από τον τύπο

K =
LN −M2

EG− F 2
.

Ορισμός 1.3.4. Μία ισομετρική εμβάπτιση ονομάζεται ελαχιστική εάν ισχύει H = 0.

Για κάθε ισομετρική εμβάπτιση f : (M, ⟨·, ·⟩) → R3 ισχύουν οι εξισώσεις

R(X,Y )Z = ⟨AY,Z⟩X − ⟨AX,Z⟩Y,

(∇XA)Y = (∇YA)X,

για X,Y, Z ∈ ∆(M), οι οποίες είναι γνωστές ως εξίσωση Gauss και εξίσωση Codazzi
αντίστοιχα.

Ορισμός 1.3.5. Δύο ισομετρικές εμβαπτίσεις f, g : M → R3 καλούνται ισότιμες
(congruent), εάν υπάρχει μία ισομετρία τ του R3, τέτοια ώστε g = τ ◦ f.

Ακολουθεί ένα βασικό θεώρημα της θεωρίας των ισομετρικών εμβαπτίσεων, το λε-
γόμενο θεώρημα ύπαρξης και μονοσημάντου των επιϕανειών

Θεώρημα 1.3.6. (i)(΄Υπαρξη): ΄ΕστωM ένα απλά συνεκτικό, 2-διάστατο διαϕορίσιμο
πολύπτυγμα Riemann, με συνοχή Levi-Civita ∇, τανυστή καμπυλότητας R και A ένα
αυτοπροσηρτημένο τανυστικό πεδίο τύπου (1, 1). Εάν το Α ικανοποιεί τις εξισώσεις
Gauss και Codazzi, τότε υπάρχει ισομετρική εμβάπτιση f : M → R3 με τελεστή
σχήματος A.

(ii)(Μοναδικότητα): ΄Εστω f, g : M → R3 δύο ισομετρικές εμβαπτίσεις όπου M
είναι ένα 2-διάστατο πολυπτύγμα Riemann. Εάν έχουν τον ίδιο τελεστή σχήματος, τότε
υπάρχει τ ισομετρία του R3 τέτοια ώστε g = τ ◦ f.
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Ορισμός 1.3.7. Μία ισομετρική εμβάπτιση f : M → R3 καλείται άκαμπτη (rigid),
εάν κάθε άλλη ισομετρική εμβάπτιση g : M → R3 είναι ισότιμη της f. Δηλαδή είναι
της μορϕής g = τ ◦ f , όπου τ είναι μια ισομετρία του R3.

΄Εστω f : (M, ⟨·, ·⟩) → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, με μοναδιαίο κάθετο διανυ-
σματικό πεδίο ξ και τελεστή σχήματος A. Θεωρούμε μία ισομετρία τ του R3, όπου
τ(x) = Lx + α, με α ένα σταθερό διάνυσμα και L έναν ορθογώνιο μετασχηματισμό.
Εύκολα αποδεικνύεται ότι η απεικόνιση

g = τ ◦ f : (M2, ⟨·, ·⟩) → R3,

είναι ισομετρική εμβάπτιση, με μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο Lξ και αντίστοιχο
τελεστή σχήματος A.

1.4 Χώροι κάλυψης

Ορισμός 1.4.1. ΄Εστω Μ και M̃ δύο συνεκτικά διαϕορίσιμα πολυπτύγματα και π :

M̃ →M μία διαϕορίσιμη απεικόνιση. Η π καλείται απεικόνιση κάλυψης, εάν π(M̃) =M
και κάθε σημείο p ∈M έχει μία περιοχή U ⊂M τέτοια ώστε

π−1(U) = ∪α∈IVα,

όπου Vα είναι ανοικτά, συνεκτικά και ξένα μεταξύ τους ανά δύο και π|Vα : Vα → U είναι
διαϕορομορϕισμός, για κάθε α ∈ I.

Στη συνέχεια θα αναϕερθούμε σε κάποιες βασικές έννοιες από την τοπολογία [12],
όπως οι ομοτοπίες και η πρωταρχική ομάδα. ΄Εστω X,Y δύο τοπολογικοί χώροι και
I = [0, 1].

Ορισμός 1.4.2. Δύο απεικονίσεις f, g : X → Y καλούνται ομοτοπικές, εάν υπάρχει
μία απεικόνιση

F : X × I → Y,

με F (x, 0) = f(x) και F (x, 1) = g(x) για κάθε x ∈ X. Στην περίπτωση αυτή θα
γράϕουμε f ≃ g και θα ονομάζουμε την F , ομοτοπία της f με την g.

Ορισμός 1.4.3. ΄Εστω τα σημεία y0, y1 ∈ Y . Μία τροχιά στον χώρο Y από το y0
στο y1, είναι μία συνεχής απεικόνιση f : I → Y με f(0) = y0 και f(1) = y1. Δύο
τροχιές f, g : I → Y από το y0 στο y1 ονομάζονται τροχιακά ομοτοπικές, εάν υπάρχει
μία συνεχής απεικόνιση

F : I × I → Y

με F (s, 0) = f(s) , F (s, 1) = g(s), για κάθε s ∈ I και F (0, t) = y0 , F (1, t) = y1
για κάθε t ∈ I. Στην περίπτωση αυτή θα γράϕουμε f ≃p g και θα ονομάζουμε την F
τροχιακή ομοτοπία της f με την g.
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Αποδεικνύεται ότι οι σχέσεις ≃ και ≃p είναι σχέσεις ισοδυναμίας.

Ορισμός 1.4.4. ΄Εστω η τροχιά f : I → X από το σημείο x0 στο x1 και η τροχιά
g : I → X από το σημείο x1 στο x2.Τότε ορίζεται το γινόμενο f ∗ g : I → X να είναι η
τροχιά

(f ∗ g)(s) =

{
f(2s) , s ∈ [0, 1/2]

g(2s− 1), s ∈ [1/2, 1]

Η f ∗ g είναι συνεχής και ενώνει το σημείο x0 με το x2.

Εάν f : I → Y είναι μία τροχιά, τότε θα συμβολίζουμε με [f ] την κλάση τροχιακής
ομοτοπίας της f.

΄Εστω M ένα διαϕορίσιμο πολύπτυγμα και τυχόν σημείο p ∈ M . Τότε μία συνεχής
τροχιά γ : [0, 1] → M , με γ(0) = γ(1) = p, ονομάζεται θηλιά με βασικό σημείο το
p. Θεωρούμε π1(M,p) το σύνολο των τροχιακά ομοτοπικών κλάσεων των θηλιών με
βασικό σημείο το p. Για [f ], [g] ∈ π1(M,p), ορίζουμε [f ] ∗ [g] = [f ∗ g]. Αποδεικνύεται
ότι η πράξη αυτή είναι καλά ορισμένη και ότι το σύνολο π1(M,p) με αυτή την πράξη,
αποτελεί μια ομάδα η οποία καλείται πρωταρχική ομάδα του M , με βασικό σημείο το p.

Είναι γνωστό ότι για τυχαία σημεία p, q ∈ M , οι ομάδες π1(M,p) και π1(M, q)
είναι ισόμορϕες κι έτσι θα κάνουμε λόγο για την πρωταρχική ομάδα π1(M). Επιπλέον
ομοιομορϕικά πολυπτύγματα, έχουν την ίδια πρωταρχική ομάδα.

΄Ενα διαϕορίσιμο πολύπτυγμα M καλείται απλά συνεκτικό όταν είναι τροχιακά συνε-
κτικό και έχει τετριμμένη πρωταρχική ομάδα, δηλαδή π1(M) = {1}.

΄Ενα βασικό θεώρημα είναι το ακόλουθο:

Θεώρημα 1.4.5. ΄Εστω M ένα συνεκτικό πολύπτυγμα.

(i) Υπάρχει ένας απλά συνεκτικός χώρος κάλυψης (M̃, π) του M .

(ii) Εάν (M̃ ′, π′) είναι ένας άλλος απλά συνεκτικός χώρος καλύψεως του M , τότε
υπάρχει διαϕορομορϕισμός f : M̃ → M̃ ′, που ικανοποιεί τη σχέση π′ ◦ f = π.

(iii) Εάν το M είναι απλά συνεκτικό και (M̃, π) ένας χώρος κάλυψης του M , τότε η
απεικόνιση καλύψεως π είναι διαϕορομορϕισμός.

Ο μοναδικός απλά συνεκτικός χώρος κάλυψης του M , καλείται καθολικός χώρος
κάλυψης.

Θα αναϕερθούμε στη συνέχεια στην έννοια του μετασχηματισμού στρωμάτων, η
οποία θα χρησιμοποιηθεί στην απόδειξη κάποιων βασικών αποτελεσμάτων στο επόμενο
κεϕάλαιο.

Ορισμός 1.4.6. ΄Εστω π : M̃ → M μία απεικόνιση κάλυψης. ΄Ενας διαϕορομορϕι-
σμός ϕ : M̃ → M̃ με την ιδιότητα π ◦ ϕ = π, καλείται μετασχηματισμός στρωμάτων
του M̃ .
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Εάν θεωρήσουμε ένα σημείο p̃ ∈ π−1(p), τότε ϕ(p̃) ∈ π−1(p), και η δράση της ϕ
είναι μία μετάθεση των στρωμάτων της κάλυψης.

Το σύνολο των μετασχηματισμών στρωμάτων του M με πράξη τη σύνθεση, αποτε-
λούν ομάδα η οποία συμβολίζεται με D.

1.5 Επιϕάνειες Riemann

Ορισμός 1.5.1. Μία επιϕάνεια RiemannM , είναι ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff
με αριθμήσιμη βάση για την τοπολογία του, ο οποίος ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες:

(i) Υπάρχει οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων {Uα}α∈I του M , ώστε ∪α∈IUα =
M και αντίστοιχων ομοιομορϕισμών φα : Uα ⊂ M → φα(Uα), όπου φα(Uα) είναι
ανοικτό υποσύνολο του C. Το ζεύγος (Uα, φα) ονομάζεται μιγαδικός χάρτης ή σύστημα
συντεταγμένων του M .

(ii) Για κάθε α, β ∈ I, με Uα ∩Uβ ̸= ∅ η μιγαδική συνάρτηση φα ◦ ϕβ−1 : φβ(Uα ∩
Uβ) ⊂ C → φβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ C είναι ολόμορϕη.

(iii) Η οικογένεια μιγαδικών χαρτών {(Uα, φα)}α∈I , είναι μεγιστοτική, δηλαδή εάν
(U,φ) είναι ένας μιγαδικός χάρτης τέτοιος ώστε φ ◦φα

−1, φα ◦φ−1 να είναι ολόμορϕες
για κάθε α ∈ I, τότε ο (U,φ) ανήκει στην οικογένεια {(Uα, φα)}α∈I .

Μία οικογένεια {(Uα, φα)}α∈I που πληροί μόνο τις ιδιότητες (i) και (ii) καλείται
μιγαδικός άτλαντας του M , ενώ αν πληρεί και την (iii) καλείται μιγαδική δομή του M .

΄Εστω W ένα ανοικτό υποσύνολο μιας επιϕάνειας Riemann M .

Ορισμός 1.5.2. Μία συνάρτηση f :W → C, λέγεται ολόμορϕη, αν για κάθε χάρτη
φ : U → C του M , με U ∩W ̸= ∅, η συνάρτηση f ◦ φ−1 : φ(U ∩W ) → C είναι
ολόμορϕη επί του ανοικτού συνόλου φ(U ∩W ) ⊂ C.

Πρόταση 1.5.3. Κάθε επιϕάνεια Riemann είναι ένα προσανατολίσιμο πολύπτυγμα
διάστασης δύο.

Απόδειξη. ΄Εστω M μία επιϕάνεια Riemann και (U, ϕ), (V, ψ) δύο χάρτες του M με
συντεταγμένες (x, y), (u, v) αντίστοιχα και U ∩ V ̸= ∅. Από τον ορισμό της επιϕά-
νειας Riemann, γνωρίζουμε ότι η απεικόνιση ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ), με
ψ ◦ ϕ−1(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = u(x, y) + iv(x, y), είναι ολόμορϕη. Δηλαδή είναι
διαϕορίσιμη και ικανοποιεί τις συνθήκες Cauchy-Riemann ux = vy και uy = −vx. Η
ορίζουσα του Ιακωβιανού πίνακα της ψ ◦ ϕ−1, είναι detd(ψ ◦ ϕ−1) = u2x + u2y, που είναι
πάντα θετική. Επομένως το M είναι προσανατολίσιμο.

Θεωρούμε ένα 2-διάστατο πολύπτυγμα Riemann M και (U,φ) ένα χάρτη γύρω από
ένα σημείο p του πολυπτύγματος, με συντεταγμένες (x, y). Σύμϕωνα με ένα αποτέλεσμα
του Chern [3], γύρω από κάθε σημείο p ενός πολυπτύγματος υπάρχει ένα σύστημα
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ισόθερμων συντεταγμένων (x, y), δηλαδή η μετρική του θα είναι ⟨·, ·⟩ = E(dx2 + dy2)
με E ∈ D(U) και E > 0.

Πρόταση 1.5.4. Κάθε προσανατολισμένο 2-διάστατο πολύπτυγμα γίνεται κατά ϕυσικό
τρόπο επιϕάνεια Riemann.

Απόδειξη. ΄Εστω M ένα προσανατολισμένο διαϕορίσιμο πολύπτυγμα διάστασης 2. Ε-
ϕοδιάζουμε το M με μία μετρική Riemann ⟨·, ·⟩. Σύμϕωνα με το αποτέλεσμα του
Chern [3], γύρω από κάθε σημείο του πολυπτύγματος, υπάρχει ένα σύστημα ισόθερμων
συντεταγμένων. Παίρνουμε λοιπόν ένα σημείο p ∈ M και θεωρούμε γύρω από αυτό
χάρτες (U,φ) και (V, ψ) του ίδιου προσανατολισμού με συντεταγμένες (x, y) και (u, v)
αντίστοιχα, ώστε

⟨ ∂
∂x
,
∂

∂y
⟩ = 0, ⟨ ∂

∂x
,
∂

∂x
⟩ = ⟨ ∂

∂y
,
∂

∂y
⟩ = E, (1.6)

⟨ ∂
∂u
,
∂

∂v
⟩ = 0, ⟨ ∂

∂u
,
∂

∂u
⟩ = ⟨ ∂

∂v
,
∂

∂v
⟩ = Ẽ. (1.7)

Στο ανοικτό και μη κενό σύνολο U ∩ V ισχύει

∂

∂x
=
∂u

∂x

∂

∂u
+
∂v

∂x

∂

∂v
,

∂

∂y
=
∂u

∂y

∂

∂u
+
∂v

∂y

∂

∂v
.

Επομένως από τις σχέσεις (1.6) και (1.7) βρίσκουμε

∂u

∂x

∂u

∂y
+
∂v

∂x

∂v

∂y
= 0,

(
∂u

∂x
)2 + (

∂v

∂x
)2 =

E

Ẽ
,

(
∂u

∂y
)2 + (

∂v

∂y
)2 =

E

Ẽ
.

Εϕόσον οι χάρτες (U,φ) και (V, ψ) ανήκουν στον ίδιο προσανατολισμό, η απεικόνιση
ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) έχει θετική Ιακωβιανή ορίζουσα. Δηλαδή

∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂v

∂x

∂u

∂y
> 0.

Από τις ανωτέρω σχέσεις συμπεραίνουμε ότι ux = vy και uy = vx. Αυτό σημαίνει ότι η
προαναϕερθείσα απεικόνιση ικανοποιεί τις εξισώσεις Caushy-Riemann, δηλαδή ψ ◦φ−1

είναι ολόμορϕη και επομένως το M καθίσταται επιϕάνεια Riemann.
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Από εδώ και στο εξής όταν θα αναϕερόμαστε σε έναν μιγαδικό χάρτη (U, z) με μιγα-
δική συντεταγμένη z = x+iy, θα ενοούμε έναν χάρτη (U, ϕ) του ίδιου προσανατολισμού
του M , με συντεταγμένες (x, y) έτσι ώστε ⟨ ∂

∂x ,
∂
∂y ⟩ = 0, ⟨ ∂

∂x ,
∂
∂x⟩ = ⟨ ∂

∂y ,
∂
∂y ⟩ = E, ή

αλλιώς ⟨·, ·⟩ = E(dx2 + dy2).

Για κάθε προσανατολίσιμο πολύπτυγμα Riemann M , ορίζεται ένα (1, 1)-τανυστικό
πεδίο J : ∆(M) → ∆(M), τέτοιο ώστε για κάθε σημείο p ∈ M ,το Jp : TpM → TpM
είναι η στροϕή κατά γωνία π/2. Το (1, 1)-τανυστικό πεδίο J καλείται μιγαδική δομή
του M . Στο εξής αναϕερόμενοι σε μια επιϕάνεια Riemann, θα ενοούμε ένα ζεύγος
(M,J), αποτελούμενο από ένα συνεκτικό και προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann
διάστασης δύο, μαζί με μία μιγαδική δομή J επ′ αυτού.

Σύμϕωνα με όσα αναϕέραμε στην ενότητα 1.1, ο εϕαπτόμενος χώρος γίνεται διανυ-
σματικός χώρος πάνω από το C, ορίζοντας τον βαθμωτό πολλαπλασιασμό ως εξής:

(λ+ iµ)v = λv + µJv,

για λ, µ ∈ R και v ∈ TpM. ΄Ετσι ορίζεται ο C-διανυσματικός χώρος TpMC.

Ακόμη επεκτείνουμε C-γραμμικά τη μιγαδική δομή J στο TpMC. Δηλαδή έχουμε
πλέον μία απεικόνιση

Jp : TpM
C → TpM

C

έτσι ώστε
J(v + iw) = Jv + iJw.

Η μιγαδική δομή J , έχει ιδιοτιμές τις i,−i. Ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
i είναι

TpM
(1,0) = {v ∈ TpM

C : Jv = iv}
και ο ιδιοχώρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή −i είναι

TpM
(0,1) = {v ∈ TpM

C : Jv = −iv}.

Σε κάθε σημείο του M ισχύει:

TpM
C = TpM

(1,0) ⊕ TpM
(0,1).

Η μιγαδικοποιημένη εϕαπτόμενη δέσμη συμβολίζεται με TMC και διασπάται ως εξής
TMC = TM (1,0)⊕TM (0,1). Το σύνολο των διανυσματικών πεδίων της συμβολίζεται με
Γ(TMC) και το σύνολο των διαϕορίσιμων συναρτήσεων f : M → C, το παριστάνουμε
με C∞(M,C).

Ορισμός 1.5.5. ΄Ενα μιγαδικό τανυστικό πεδίο τύπου (r, 1) στο M είναι μία απεικό-
νιση

T : Γ(TMC)× Γ(TMC)× · · · × Γ(TMC)︸ ︷︷ ︸
r

→ Γ(TMC)

η οποία είναι C∞(M,C)-γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της, ενώ ένα μιγαδικό
τανυστικό πεδίο τύπου (r, 0) στο M είναι μία απεικόνιση

T : Γ(TMC)× Γ(TMC)× · · · × Γ(TMC)︸ ︷︷ ︸
r

→ C∞(M,C)
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η οποία είναι C∞(M,C)-γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της.

Ορίζοντας τις προβολές

π′ : TMC → TM (1,0), με π′(w) =
1

2
(w − iJw),

και

π′′ : TMC → TM (0,1), με π′′(w) =
1

2
(w + iJw),

κάθε w ∈ TpM
C θα γράϕεται ως w = π′(w) + π′′(w).

΄Αρα για κάθε μιγαδικό τανυστικό πεδίο Φ τύπου (2, 0) και τυχαία διανύσματα v, w ∈
TpM

C, έχουμε

Φ(v, w) = Φ
(
π′(v) + π′′(v), π′(w) + π′′(w)

)
= Φ

(
π′(v), π′(w)

)
+Φ

(
π′(v), π′′(w)

)
+Φ

(
π′′(v), π′(w)

)
+Φ

(
π′′(v), π′′(w)

)
,

ή ισοδύναμα
Φ = Φ(2,0) +Φ(1,1) +Φ(0,2),

όπου Φ(2,0),Φ(1,1) και Φ(0,2) είναι τανυστικά πεδία τύπου (2, 0), που ορίζονται ως εξής:

Φ(2,0)(v, w) = Φ
(
π′(v), π′(w)

)
,

Φ(1,1)(v, w) = Φ
(
π′(v), π′′(w)

)
+Φ

(
π′′(v), π′(w)

)
,

Φ(0,2)(v, w) = Φ
(
π′′(v), π′′(w)

)
.

Ορισμός 1.5.6. ΄Εστω T,Σ δύο μιγαδικά τανυστικά πεδία τύπου (r, 0), (s, 0) αντί-
στοιχα. Το τανυστικό γινόμενο T ⊗Σ των T,Σ είναι το μιγαδικό τανυστικό πεδίο τύπου
(r + s, 0)

T ⊗ Σ : Γ(TMC)× · · · × Γ(TMC)︸ ︷︷ ︸
r+s

→ C∞(M,C)

με
T ⊗ Σ(X1, . . . , Xr+s) = T (X1, . . . , Xr)Σ(Xr+1, . . . , Xs).

΄Εστω M ένα προσανατολισμένο πολύπτυγμα και (U, z) ένας μιγαδικός χάρτης επ′

αυτού με μιγαδική συντεταγμένη z = x+ iy. Στο U ορίζονται τα (1, 0)-τανυστικά πεδία
dx, dy : ∆(U) → D(U) τα οποία μπορούμε να τα επεκτείνουμε πάνω από το C, ώστε
dx, dy : Γ(TU) → C∞(U,C).

Στη συνέχεια ορίζουμε το (1, 0)-τανυστικό πεδίο dz : Γ(TUC) → C∞(U,C), με
dz = dx + idy καθώς επίσης και το συζυγές του dz̄ : Γ(TUC) → C∞(U,C), με
dz̄ = dx− idy.
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Οι τελεστές Wirtinger είναι οι

∂

∂z
=

1

2

( ∂
∂x

− i
∂

∂y

)
,

και
∂

∂z̄
=

1

2

( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
.

Προϕανώς ισχύουν τα εξής:

dz
( ∂
∂z

)
= 1, dz

( ∂
∂z̄

)
= 0, dz̄

( ∂
∂z

)
= 0 και dz̄

( ∂
∂z̄

)
= 1.

Τα διανύσματα ∂
∂z |p,

∂
∂z̄ |p, αποτελούν βάση του TpM

C, ενώ είναι εμϕανές ότι

∂

∂z
|p∈ T (1,0)

p M,

και
∂

∂z̄
|p∈ T (0,1)

p M.

Κάθε (1, 0) μιγαδικό τανυστικό πεδίο Φ γράϕεται ως

Φ = Φ(1,0) +Φ(0,1),

όπου

Φ(1,0) = Φ(
∂

∂z
)dz και Φ(0,1) = Φ(

∂

∂z̄
)dz̄,

ενώ κάθε (2, 0) μιγαδικό τανυστικό πεδίο Φ γράϕεται ως

Φ = Φ(2,0) +Φ(1,1) +Φ(0,2),

όπου

Φ(2,0) = Φ
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)
dz ⊗ dz,

Φ(1,1) = Φ
( ∂
∂z
,
∂

∂z̄

)
dz ⊗ dz̄ +Φ

( ∂
∂z̄
,
∂

∂z

)
dz̄ ⊗ dz,

Φ(0,2) = Φ
( ∂
∂z̄
,
∂

∂z̄

)
dz̄ ⊗ dz̄.

Εάν (U, z) ένας μιγαδικός χάρτης με μιγαδική συντεταγμένη z και f : U → C μια
μιγαδική συνάρτηση, τότε κάθε μιγαδικό τανυστικό πεδίο Φ τύπου (r, 0) που είναι της
μορϕής

Φ = f(z) dz ⊗ ....⊗ dz︸ ︷︷ ︸
r

= f(z)dzr,

καλείται r-διαϕορικό.

Το r-διαϕορικό Φ = f(z)dzr ονομάζεται ολόμορϕο, εάν η συνάρτηση f είναι ολό-
μορϕη.

26



ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
Επιϕανειες με σταθερη μεση
καμπυλοτητα

΄Εστω μία ισομετρική εμβάπτιση f :M → R3 ενός 2-διάστατου και προσανατολισμέ-
νου πολυπτύγματος Riemann M στον R3, με σταθερή μέση καμπυλότητα H. Υπάρχει
άλλη ισομετρική εμβάπτιση με την ίδια σταθερή μέση καμπυλότηταH ; Αν ναι ποιός είναι
ο χώρος όλων των ισομετρικών εμβαπτίσεων με σταθερή μέση καμπυλότηταH; Αυτό
είναι το ερώτημα που θα μας απασχολήσει σε αυτό το κεϕάλαιο. Αρχικά θα εξετάσουμε
την περίπτωση όπου τοM είναι απλά συνεκτικό και ύστερα την περίπτωση που δεν είναι
απλά συνεκτικό.

Με τον όρο επιϕάνεια, θα εννοούμε μία ισομετρική εμβάπτιση ενός προσανατολισμέ-
νου, 2-διάστατου πολυπτύγματος Riemann M στον R3.

2.1 Απλά συνεκτικές επιϕάνειες

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε αποκλειστικά με την περίπτωση που το πολύ-
πτυγμα M είναι απλά συνεκτικό.

Το ακόλουθο θεώρημα [14] θα παίξει σημαντικό ρόλο στη συνέχεια του κεϕαλαίου.

Θεώρημα 2.1.1. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση με σταθερή μέση
καμπυλότητα H, όπου M είναι ένα απλά συνεκτικό και προσανατολισμένο πολύπτυγμα
Riemann διάστασης δύο. Τότε υπάρχει μια μονοπαραμετρική, 2π-περιοδική οικογένεια
ισομετρικών εμβαπτίσεων (associate family)

fθ :M → R3, για κάθε θ ∈ R,

με μέση καμπυλότητα H. Επιπλέον η fθ είναι τετριμμένη εάν f(M) είναι τμήμα
επιπέδου ή σϕαίρας.

Απόδειξη. Ορίζουμε το τανυστικό πεδίο Aθ τύπου (1, 1) ώστε

Aθ = HI + (A−HI) ◦ Jθ,

όπου A είναι ο τελεστής σχήματος της f . Θα δείξουμε ότι το τανυστικό πεδίο Aθ

πληρεί τις απαιτήσεις του Θεωρήματος 1.3.6 (i), δηλαδή ότι είναι αυτοπροσηρτημένο και
ικανοποιεί τις εξισώσεις Gauss και Codazzi.
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Για να δείξουμε ότι είναι αυτοπροσηρτημένο αρκεί να δείξουμε ότι Aθ = Aθ
∗. Πράγ-

ματι σύμϕωνα με τη σχέση (1.1), έχουμε

A∗
θ =

(
HI + (A−HI) ◦ Jθ

)∗
= HI∗ +

(
(A−HI) ◦ Jθ

)∗
= HI + Jθ

∗ ◦ (A−HI)∗

= HI + J−θ ◦ (A−HI).

Επειδή ο A−HI έχει μηδενικό ίχνος, από την Πρόταση 1.1.6 ισχύει

J−θ ◦ (A−HI) = (A−HI) ◦ Jθ,

από το οποίο συνεπάγεται ότι Aθ = Aθ
∗.

Το επόμενο βήμα είναι να δείξουμε ότι ο Aθ ικανοποιεί τις εξισώσεις Gauss και
Codazzi, δηλαδή για X,Y, Z ∈ ∆(M) να ισχύουν τα ακόλουθα:

R(X,Y )Z = ⟨AθY, Z⟩AθX − ⟨AθX,Z⟩AθY, (2.1)(
∇XAθ

)
Y =

(
∇YAθ

)
X. (2.2)

Θεωρούμε τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e1, e2} κυρίων διευθύνσεων, δηλαδή Ae1 =
k1e1 και Ae2 = k2e2. Για την σχέση (2.1) λόγω των ιδιοτήτων του τανυστή καμπυλό-
τητας, αρκεί να δείξουμε ότι

⟨Aθe2, e1⟩Aθe1 − ⟨Aθe1, e1⟩Aθe2 = R(e1, e2)e1,

και
⟨Aθe2, e2⟩Aθe1 − ⟨Aθe1, e2⟩Aθe2 = R(e1, e2)e2.

Πράγματι έχουμε

⟨Aθe2, e1⟩Aθe1 = ⟨He2 + (A−HI) ◦ Jθe2, e1⟩
·
(
He1 + (A−HI) ◦ Jθe1

)
= ⟨J−θ ◦ (A−HI)e2, e1⟩

·
(
He1 + J−θ ◦ (A−HI)e1

)
= ⟨−µJ−θe2, e1⟩

(
He1 + µJ−θe1

)
= −µ sin θ(He1 + µJ−θe1),

όπου µ = (k1 − k2)/2.

Επιπλέον έχουμε

⟨Aθe1, e1⟩Aθe2 = ⟨He1 + (A−HI) ◦ Jθe1, e1⟩
·
(
He2 + (A−HI) ◦ Jθe2

)
= ⟨He1 + J−θ ◦ (A−HI)e1, e1⟩

·
(
He2 + J−θ ◦ (A−HI)e2

)
=

(
H + µ⟨J−θe1, e1⟩

)(
He2 − µJ−θe2

)
= (H + µ cos θ)

(
He2 − µJ−θe2

)
.
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Επομένως προκύπτει

⟨Aθe2, e1⟩Aθe1 − ⟨Aθe1, e1⟩Aθe2 = −µ sin θ(He1 + µJ−θe1)

−(H + µ cos θ)
(
He2 − µJ−θe2

)
= −k1k2e2
= ⟨Ae2, e1⟩Ae1 − ⟨Ae1, e1⟩Ae2
= R(e1, e2)e1.

Εργαζόμενοι ομοίως βρίσκουμε

⟨Aθe2, e2⟩Aθe1 − ⟨Aθe1, e2⟩Aθe2 = R(e1, e2)e2.

Θα αποδείξουμε τώρα ότι ο Aθ πληροί την εξίσωση Codazzi, δηλαδή την σχέση (2.2).

Επειδή Aθ = HI + (A−HI) ◦ Jθ, τότε για τυχόν X ∈ ∆(M) ισχύει

∇XAθ = ∇X(HI) +∇X

(
(A−HI) ◦ Jθ

)
.

Λόγω της Πρότασης 1.1.5 και επειδή ∇X(HI) = 0, έχουμε

∇XAθ = ∇XA ◦ Jθ + (A−HI) ◦ ∇XJθ.

Λαμβάνοντας υπόψη την Πρόταση 1.2.11 λαμβάνουμε ότι ∇XJθ = 0. Συνεπώς

∇XAθ = ∇XA ◦ Jθ.

Λόγω της Πρότασης 1.1.6 η προηγούμενη σχέση γίνεται

∇XAθ = J−θ ◦ ∇XA.

Τώρα παρατηρούμε ότι

(∇XAθ)Y − (∇YAθ)X = J−θ

(
(∇XA)(Y )− (∇YA)(X)

)
= 0,

αϕού ο A ως τελεστής σχήματος της f ικανοποιεί την την εξίσωση Codazzi.

΄Αρα ο Aθ πληροί τις εξισώσεις Gauss και Codazzi. Οπότε από το Θεώρημα 1.3.6,
υπάρχει ισομετρική εμβάπτιση fθ :M → R3 με τελεστή σχήματος ακριβώς τον Aθ.

Μένει να αποδείξουμε ότι οι f, fθ έχουν την ίδια μέση καμπυλότητα H. Πράγματι

2Hfθ = trAθ

= tr
(
HI + (A−HI) ◦ Jθ

)
= 2H + tr

(
(A−HI) ◦ Jθ

)
= 2H + cos θtr(A−HI) + sin θtr

(
(A−HI) ◦ J

)
= 2H,

αϕού tr(A−HI) = 0 και tr
(
(A−HI) ◦ J

)
= 0.

Εάν η fθ είναι τετριμμένη, δηλαδή υπάρχει τθ ισομετρία του R3 τέτοια ώστε fθ = τθ◦f ,
θα ισχύει ότι ο τελεστής σχήματος Aθ της fθ θα είναι A. Από την έκϕραση του Aθ

προκύπτει ότι (A−HI)◦Jθ = A−HI από το οποίο έπεται ότι A−HI = 0, ή ισοδύναμα
ότι η επιϕάνεια είναι ολικά ομϕαλική. ΄Ετσι f(M) είναι τμήμα επιπέδου ή σϕαίρας.
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Το ακόλουθο θεώρημα [14] μας λέει ότι αυτός είναι ουσιαστικά και ο μόνος τρόπος
ισομετρικής παραμόρϕωσης απλά συνεκτικών επιϕανειών με σταθερή μέση καμπυλότητα.

Θεώρημα 2.1.2. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση ενός προσανατολι-
σμένου και απλά συνεκτικού πολυπτύγματος Riemann διάστασης δύο, με σταθερή μέση
καμπυλότητα H. Εάν θεωρήσουμε f̃ :M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση με σταθερή
μέση καμπυλότητα H, τότε υπάρχει θ ∈ [0, 2π] και τ ισομετρία του R3, ώστε f̃ = τ ◦fθ.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η f δεν είναι ολικά ομϕαλική. Θεωρούμε τα τανυστικά
πεδία Ã−HI και A−HI, όπου A και Ã είναι οι τελεστές σχήματος των ισομετρικών
εμβαπτίσεων f και f̃ αντίστοιχα. Ισχύει ότι tr(A − HI) = tr(Ã − HI) = 0 και
detA = detÃ, από τα οποία συνεπάγεται ότι det(A −HI) = det(Ã −HI). Συνεπώς
από την Πρόταση 1.1.6, έπεται ότι γύρω από κάθε σημείο p ∈ M υπάρχει μία περιοχή
U ⊂ M\M0 και μία λεία συνάρτηση φ : U → R τέτοια ώστε Ã − HI = (A − HI) ◦
Jφ. Συμβολίζουμε με M0 το σύνολο των ομϕαλικών σημείων που αποτελείται από
μεμονωμένα σημεία σύμϕωνα με το Λήμμα 3.1.1.

Αρκεί να δείξουμε ότι η συνάρτηση φ είναι σταθερή. Γνωρίζουμε ότι οι τελεστές
σχήματος Ã, A πληρούν την εξίσωση Codazzi, δηλαδή(

∇XÃ
)
Y =

(
∇Y Ã

)
X (2.3)

και (
∇XA

)
Y =

(
∇YA

)
X. (2.4)

Από τον ορισμό του Jφ, για X ∈ ∆(M) και λόγω της Πρότασης 1.2.11 έχουμε

∇XJφ = ∇X(cosφI + sinφJ)

= (Xφ)(− sinφI + cosφJ)

= (Xφ)Jφ+π/2.

Εϕόσον Ã = HI + (A−HI) ◦ Jφ, κάνοντας χρήση της Πρότασης 1.1.6, έχουμε

∇XÃ =
(
∇XA

)
◦ Jφ + (A−HI) ◦ ∇XJφ

=
(
∇XA

)
◦ Jφ +X(φ)(A−HI) ◦ Jφ+π/2

=
(
∇XA

)
◦ Jφ +X(φ)J−φ−π/2 ◦ (A−HI). (2.5)

Επιπλέον ισχύει
(A−HI) ◦ Jφ = J−φ ◦ (A−HI).

Παραγωγίζοντας στη διεύθυνση ενός διαϕορίσιμου διανυσματικού πεδίου X, προκύπτει(
∇XA

)
◦ Jφ + (A−HI) ◦ ∇XJφ = ∇XJ−φ ◦ (A−HI) + J−φ ◦ ∇XA.

Σύμϕωνα με όσα προαναϕέραμε έχουμε(
∇XA

)
◦ Jφ +X(φ)(A−HI) ◦ Jφ+π/2 = −X(φ)J−φ+π/2 ◦ (A−HI) + J−φ ◦ ∇XA,
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ή(
∇XA

)
◦ Jφ +X(φ)J−φ−π/2 ◦ (A−HI) = −X(φ)J−φ+π/2 ◦ (A−HI)+ J−φ ◦∇XA.

΄Αρα
∇XA ◦ Jφ = J−φ ◦ ∇XA, (2.6)

αϕού J−φ−π/2 + J−φ+π/2 = 0.

΄Αρα η (2.5) λαμβάνοντας υπόψη την (2.6), γίνεται

∇XÃ = J−φ ◦ ∇XA+X(φ)J−φ−π/2 ◦ (A−HI)

= J−φ ◦
(
∇XA+X(φ)J−π/2 ◦ (A−HI)

)
= J−φ ◦

(
∇XA−X(φ)J ◦ (A−HI)

)
. (2.7)

Από την (2.3) και την (2.7) παίρνουμε

0 =
(
∇XÃ

)
Y −

(
∇Y Ã

)
X

= −J−φ

(
X(φ)J ◦ (A−HI)Y − Y (φ)J ◦ (A−HI)X

)
= −J−φ+π/2

(
X(φ)(A−HI)Y − Y (φ)(A−HI)X

)
.

Θεωρούμε τοπικό ορθομοναδιαίο πλαίσιο {e1, e2} κυρίων διευθύνσεων της f στο U .
Τότε έχουμε (A − HI)e1 = µe1 και (A − HI)e2 = −µe2, όπου µ = (k1 − k2)/2.
Εϕόσον δεν υπάρχουν ομϕαλικά σημεία και από το γεγονός ότι τα e1, e2 είναι γραμμικά
ανεξάρτητα, έπεται ότι

e1(φ) = e2(φ) = 0.

Επομένως η συνάρτηση φ είναι σταθερή στην περιοχή U και κατ′ επέκταση σε ολόκληρο
τοM\M0. ΄Ομως επειδή το σύνολοM0 αποτελείται από μεμονωμένα σημεία σύμϕωνα με
το Λήμμα 3.1.1, τότε η συνάρτηση φ θα είναι σταθερή σε ολόκληρο το M0. Επομένως
καταλήγουμε στο ότι η φ είναι σταθερή σε ολόκληρο το M . ΄Ετσι καταλήγουμε ότι ο
τελεστής σχήματος της f̃ θα είναι της μορϕής

Ã = HI + (A−HI) ◦ Jθ, με θ ∈ R.

Από το Θεώρημα 1.3.6 υπάρχει τ ισομετρία του R3 τέτοια ώστε f̃ = τ ◦ fθ.

Στην περίπτωση ελαχιστικών επιϕανειών, η οικογένεια fθ δύναται να περιγραϕεί και
διαϕορετικά.

Πρόταση 2.1.3. Εάν M είναι ένα απλά συνεκτικό πολύπτυγμα και ω μία 1-μορϕή η
οποία είναι κλειστή, δηλαδή dω = 0, τότε υπάρχει μία συνάρτηση u : M → R τέτοια
ώστε du = ω.

΄Εστω f :M → R3 μία απλά συνεκτική και ελαχιστική επιϕάνεια. Θεωρούμε τυχαίο
σταθερό διάνυσμα α⃗ και την 1-μορϕή ωθ, με τύπο ωθ = ⟨df ◦ Jθ, α⃗⟩. Για τυχαία
X,Y ∈ ∆(M), έχουμε

dωθ(X,Y ) = X
(
ωθ(Y )

)
− Y

(
ωθ(X)

)
− ωθ([X,Y ]). (2.8)

31



Κεϕάλαιο 2 2.1. Απλά συνεκτικές επιϕάνειες

Το ωθ μπορεί να γραϕεί και ως εξής

ωθ = cos θd⟨f, α⃗⟩+ sin θωπ/2,

και το διαϕορικό της θα είναι

dωθ = cos θd2⟨f, α⃗⟩+ sin θdωπ/2,

ή αλλιώς
dωθ = sin θdωπ/2, (2.9)

αϕού d2⟨f, α⃗⟩ = 0.

Λαμβάνοντας υπόψη τον τύπο του Gauss, έχουμε

dωπ/2(X,Y ) = X
(
ωπ/2(Y )

)
− Y

(
ωπ/2(X)

)
− ωπ/2[X,Y ]

= X⟨df(JY ), α⃗⟩ − Y ⟨df(JX), α⃗⟩ − ⟨df(J [X,Y ]), α⃗⟩
= ⟨∇Xdf(JY ), α⃗⟩ − ⟨∇Y df(JX), α⃗⟩ − ⟨df(J [X,Y ]), α⃗⟩
= ⟨df(J∇XY ), α⃗⟩ − ⟨df(J∇YX), α⃗⟩ − ⟨df(J∇XY ), α⃗⟩

+⟨df(J∇YX), α⃗⟩+ ⟨B(X,JY ), α⃗⟩ − ⟨B(Y, JX), α⃗⟩
= ⟨B(X,JY )−B(Y, JX), α⃗⟩
=

(
⟨AX, JY ⟩ − ⟨AY, JX⟩

)
⟨ξ, α⃗⟩

= −
(
⟨J ◦AX,Y ⟩+ ⟨J ◦AY,X⟩

)
⟨ξ, α⃗⟩,

όπου ξ είναι το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο της f.

Επειδή η f είναι ελαχιστική, λόγω της Πρότασης 1.1.6 έχουμε A◦J = −J ◦A. Αυτό
μας δίνει dωθ = 0. Από την Πρόταση 2.1.3 συνεπάγεται ότι υπάρχουν συναρτήσεις

fθi :M → R, i = 1, 2, 3,

τέτοιες ώστε ωθ
i = dfθi . Μπορούμε να ορίσουμε την

fθ :M → R3, με fθ = (fθ1 , f
θ
2 , f

θ
3 ).

Το διαϕορικό της fθ θα είναι :

dfθ =
(
dfθ1 , df

θ
2 , df

θ
3

)
=

(
ωθ
1, ω

θ
2, ω

θ
3

)
= ωθ

= df ◦ Jθ.

΄Αρα η fθ είναι μία ισομετρική εμβάπτιση με μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο ξθ = ξ
και τελεστή σχήματος Aθ.

Επιπλέον για τον τελεστή σχήματος της fθ ισχύει ότι

Aθ = J−θ ◦A = A ◦ Jθ για κάθε θ ∈ [0, 2π].
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Πράγματι εϕόσον ξθ = ξ, από τον τύπο του Weingarten λαμβάνουμε

dfθ ◦Aθ(X) = df ◦A(X), για κάθε X ∈ ∆(M),

ή ισοδύναμα
df ◦ Jθ ◦Aθ(X) = df ◦A(X).

Προϕανώς η fθ θα έχει την έκϕραση:

fθ = cos θf + sin θfπ/2,

ως προς παράλληλη μεταϕορά στον R3.

΄Ενα παράδειγμα μιας τοπικής ισομετρικής παραμόρϕωσης ελαχιστικών επιϕανειών
που διατηρεί τη μέση καμπυλότητα, είναι η παραμόρϕωση ενός ελικοειδούς σε αλυσοειδές
και αντίστροϕα (βλέπε σχήμα 2.1). Το αλυσοειδές και το ελικοειδές ανήκουν στην ίδια
associate family και κατά την παραμόρϕωση το κάθετο διανυσματικό πεδίο παραμένει
σταθερό, ενώ «στρίβουμε» την δεύτερη θεμελιώδη μορϕή.

Σχήμα 2.1: Ελικοειδές – Αλυσοειδές

Στην ίδια associate family βρίσκονται επίσης και οι ελαχιστικές επιϕάνειες P του
Schwarz, G(Gyroid), καθώς και η D(Diamond) του Schwarz (βλέπε σχήμα 2.2).

Σχήμα 2.2: Επιϕάνειες P,G,D
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΄Οταν η παράμετρος θ της associate family παίρνει τις τιμές 0 και 180, τότε προκύπτει
η επιϕάνεια P. Στις τιμές 90 και 270 προκύπτει η επιϕάνεια D, ενώ η επιϕάνεια G προ-
κύπτει από συνδυασμούς πραγματικών και ϕανταστικών συνιστωσών που αντιστοιχούν
περίπου στην τιμή 51, 985◦ από τον πραγματικό άξονα.

Επιπλέον, η 1η και η 2η επιϕάνεια του Scherk (βλέπε σχήμα 2.3), οι οποίες ανα-
καλύϕθηκαν το 1834, αποτελούν ένα ακόμη παράδειγμα ελαχιστικών επιϕανειών που
ανήκουν στην ίδια associate family.

Σχήμα 2.3: 1η και 2η επιϕάνεια του Scherk

2.2 Επιϕάνειες με μη τετριμμένη θεμελιώδη ομάδα

΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, με σταθερή μέση καμπυλότητα H,
η οποία δεν είναι ολικά ομϕαλική. Υποθέτουμε ότι το M είναι ένα προσανατολισμένο
πολύπτυγμα Riemann διάστασης δύο, με μη τετριμμένη θεμελιώδη ομάδα. Θεωρούμε
τον καθολικό χώρο κάλυψης (M̃, π) του M . Το απλά συνεκτικό πολύπτυγμα M̃ εί-
ναι εϕοδιασμένο με προσανατολισμό και μετρική Riemann, ώστε η π είναι μία τοπική
ισομετρία, που διατηρεί τον προσανατολισμό. Ορίζουμε τη διαϕορίσιμη απεικόνιση

f̃ : M̃ → R3, με f̃ = f ◦ π.

Λήμμα 2.2.1. Ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) Η f̃ είναι ισομετρική εμβάπτιση.

(ii) Εάν ξ : M → R3 είναι το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο της f , τότε το
ξ̃ = ξ ◦ π : M̃ → R3 είναι το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό πεδίο της f̃ .

(iii) Εάν Α είναι ο τελεστής σχήματος της f , τότε ο Ã = dπ−1 ◦ A ◦ dπ είναι ο
τελεστής σχήματος της f̃ .

(iv) Η f̃ έχει μέση καμπυλότητα H.
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Απόδειξη. (i) Το διαϕορικό της f̃ , df̃ = df ◦ dπ είναι 1-1 σε κάθε σημείο, ως σύνθεση
1-1 απεικονίσεων. Για τυχόν p̃ ∈ M̃ και ṽ, w̃ ∈ Tp̃M̃ ισχύει

⟨df̃p̃(ṽ), df̃p̃(w̃)⟩ = ⟨dfπ(p̃) ◦ dπp̃(ṽ), dfπ(p̃) ◦ dπp̃(w̃)⟩
= ⟨dπp̃(ṽ), dπp̃(w̃)⟩
= ⟨ṽ, w̃⟩,

αϕού η π είναι μία τοπική ισομετρία. ΄Αρα η f̃ είναι ισομετρική εμβάπτιση.

(ii) Εϕόσον το ξ είναι το μοναδιαίο κάθετο της f , τότε σε τυχαίο σημείο p ∈ M

ισχύει ⟨dfp(v), ξp⟩ = 0, για κάθε v ∈ TpM. Αρκεί να δείξουμε ότι ⟨df̃p̃(w̃), ξ̃p̃⟩ = 0, για
κάθε w̃ ∈ Tp̃M̃. Πράγματι για κάθε w̃ ∈ Tp̃M̃ , ισχύει

⟨df̃p̃(w̃), ξ̃p̃⟩ = ⟨dfπ(p̃)
(
dπp̃(w̃)

)
, ξ
(
π(p̃)

)
⟩ = 0.

(iii) ΄Εστω τυχαίο σημείο p̃ ∈ M̃ και ṽ ∈ Tp̃M̃. Τότε v = dπp̃(ṽ) ∈ TpM όπου
p = π(p̃). Για τον τελεστή σχήματος της f̃ και με βάση το (ii) ισχύει

−df̃p̃(Ãṽ) = dξ̃p̃(ṽ),

που ισοδυναμεί με
−dfp(dπp̃

(
Ãṽ)

)
= dξp(dπp̃(v)). (2.10)

Γνωρίζουμε όμως ότι
dξp(dπp̃(ṽ)) = −dfp ◦A ◦ dπp̃(ṽ). (2.11)

Από τις σχέσεις (2.10), (2.11) και επειδή το διαϕορικό της f είναι 1-1, συνεπάγεται ότι
dπp̃(Ãṽ) = A(dπp̃ṽ), από το οποίο προκύπτει ότι Ã(ṽ) = dπ−1

p ◦A ◦ dπp̃(ṽ), για τυχαίο
διάνυσμα ṽ ∈ Tp̃M̃. Επομένως ο τελεστής σχήματος της f̃ θα είναι Ã = dπ−1 ◦A ◦ dπ.

(iv) Η μέση καμπυλότητα της f̃ είναι

H
f̃

=
1

2
trÃ

=
1

2
tr(dπ−1 ◦A ◦ dπ)

=
1

2
tr(A ◦ dπ ◦ dπ−1)

=
1

2
trA

= Hf .

Αϕού η f̃ είναι ισομετρική εμβάπτιση με σταθερή μέση καμπυλότητα H και M̃ ένα
απλά συνεκτικό πολύπτυγμα, τότε από το Θεώρημα 2.1.1, ορίζεται η 2π-περιοδική,
μονοπαραμετρική οικογένεια, f̃θ : M̃ → R3 της f̃ .
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Συμβολίζουμε με Ãθ τον τελεστή σχήματος της f̃θ και με ξ̃θ το αντίστοιχο μοναδιαίο
κάθετο διανυσματικό πεδίο της.

Στόχος μας είναι να περιγράψουμε όλες τις ισομετρικές εμβαπτίσεις του διδιάστατου
πολυπτύγματοςM στον R3, οι οποίες έχουν σταθερή μέση καμπυλότητα H. Θεωρούμε
μία άλλη ισομετρική εμβάπτιση, g : M → R3, με μέση καμπυλότητα H. Ορίζουμε
g̃ : M̃ → R3, με τύπο g̃ = g ◦ π. Λόγω του Λήμματος 2.2.1 η g̃ έχει μέση καμπυλότητα
H. Σύμϕωνα με το Θεώρημα 2.1.2 υπάρχει τθ ισομετρία του R3, τέτοια ώστε:

g̃ = τθ ◦ f̃θ, για κάποιο θ ∈ [0, 2π].

Η περιγραϕή του συνόλου όλων των ισομετρικών εμβαπτίσεων του M με σταθερή μέση
καμπυλότητα H, ισοδυναμεί με τη μελέτη του συνόλου

M(f) = {θ ∈ [0, 2π] : ∃fθ :M → R3, τέτοια ώστε f̃θ = fθ ◦ π}.

Θεωρούμε την ομάδα D των μετασχηματισμών στρωμάτων του M̃ . Κάθε στοιχείο
της D, είναι ισομετρία του M̃ . Επιλέγουμε ένα στοιχείο σ της D και ορίζουμε την
απεικόνιση:

f̂ : M̃ → R3, με τύπο f̂ = f̃θ ◦ σ.

Συμβολίσουμε με Â τον τελεστή σχήματος και με ξ̂ το μοναδιαίο κάθετο διανυσματικό
πεδίο της f̂ .

Λήμμα 2.2.2. Ισχύουν τα ακόλουθα

(i) Η f̂ είναι ισομετρική εμβάπτιση.

(ii) Ισχύει ότι Â = dσ−1 ◦ Ãθ ◦dσ, όπου με Ãθ συμβολίζουμε τον τελεστή σχήματος
της f̃θ.

(iii) Η f̂ έχει μέση καμπυλότητα H.

Η απόδειξη του Λήμματος 2.2.2, είναι παρόμοια με αυτή του Λήμματος 2.2.1.

Επειδή π ◦ σ = π, λόγω του Λήμματος 2.2.1, προκύπτει ότι

Â = dσ−1 ◦ Ãθ ◦ dσ
= (dπ ◦ dσ)−1 ◦Aθ ◦ (dπ ◦ dσ)
= d(π ◦ σ)−1 ◦Aθ ◦ d(π ◦ σ)
= dπ−1 ◦Aθ ◦ dπ
= Ãθ.

Σύμϕωνα με το Λήμμα 2.2.2 προκύπτει το ακόλουθο:

Λήμμα 2.2.3. Οι ισομετρικές εμβαπτίσεις f̃θ ◦ σ και f̃θ είναι ισότιμες.

΄Αρα για κάθε σ ∈ D υπάρχει ισομετρία Φθ(σ) του R3, τέτοια ώστε

f̃θ ◦ σ = Φθ(σ) ◦ f̃θ. (2.12)
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Ορίζουμε τώρα την απεικόνιση Φθ : D → Isom(R3), από την ομάδα μετασχηματισμών
στρωμάτων D, στην ομάδα ισομετριών του R3. Είναι γνωστό [1] ότι η Φθ είναι αναλυτική
ως προς θ. Επιπλέον είναι ένας ομομορϕισμός ομάδων.

Πράγματι για σ1, σ2 ∈ D ισχύει

Φθ(σ1 ◦ σ2) ◦ f̃θ = f̃θ ◦ (σ1 ◦ σ2)
= (f̃θ ◦ σ1) ◦ σ2
= Φθ(σ1) ◦ (f̃θ ◦ σ2)
=

(
Φθ(σ1) ◦ Φθ(σ2)

)
◦ f̃θ,

από το οποίο συνεπάγεται(
Φθ(σ1) ◦ Φθ(σ2)

)−1 ◦ Φθ(σ1 ◦ σ2) ◦ f̃θ = f̃θ.

Η
(
Φθ(σ1) ◦ Φθ(σ2)

)−1 ◦ Φθ(σ1 ◦ σ2) = τ είναι μία ισομετρία του R3, τέτοια ώστε

τ ◦ f̃θ = f̃θ. Αυτό σημαίνει ότι ∀p ∈M , η f̃θ(p) είναι ιδιοδιάνυσμα του τ με αντίστοιχη
ιδιοτιμή λ = 1. ΄Αρα τ = I. Επομένως συμπεραίνουμε ότι Φθ(σ1◦σ2) = Φθ(σ1)◦Φθ(σ2),
το οποίο υποδηλώνει ότι η Φθ είναι ομομορϕισμός.

Λήμμα 2.2.4. Το θ ∈M(f) αν και μόνο αν Φθ(D) = {I}.

Απόδειξη. ΄Εστω θ ∈M(f). Για τυχόν σ ∈ D, από τη σχέση (2.12) συνεπάγεται ότι

Φθ(σ) ◦ f̃θ = f̃θ ◦ σ
= (fθ ◦ π) ◦ σ
= fθ ◦ (π ◦ σ)
= fθ ◦ π
= f̃θ.

΄Αρα
Φθ(σ) = {I}, για κάθε σ ∈ D.

Αντίστροϕα, έστω ότι ισχύει Φθ(D) = {I}. Θεωρούμε τυχαίο σημείο p ∈ M και
p̃ ∈ π−1(p). Ορίζουμε την απεικόνιση

fθ :M → R3,

με
fθ(p) = f̃θ(p̃). (2.13)

Η fθ είναι καλά ορισμένη. Πράγματι, εάν q̃ ∈ π−1(p), τότε υπάρχει σ ∈ D με
σ(p̃) = q̃. ΄Αρα έχουμε

f̃θ(q̃) = f̃θ ◦ σ(p̃)
= Φθ(σ) ◦ f̃θ(p̃)
= f̃θ(p̃).

Προϕανώς ισχύει f̃θ = fθ ◦ π και επομένως θ ∈M(f).
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Ακολουθεί ένα βασικό θεώρημα [14], το οποίο περιγράϕει το σύνολο των ισομετρι-
κών εμβαπτίσεων που έχουν την ίδια σταθερή μέση καμπυλότητα και μη τετριμμένη
θεμελιώδη ομάδα.

Θεώρημα 2.2.5. ΄Εστω f : M → R3 μια ισομετρική εμβάπτιση, με σταθερή μέση
καμπυλότητα H και M ένα προσανατολισμένο, 2-διάστατο πολύπτυγμα Riemman με
μη τετριμμένη θεμελιώδη ομάδα. Τότε είτε το σύνολο M(f) είναι πεπερασμένο, είτε
M(f) = [0, 2π].

Απόδειξη. ΄Εστω τοM(f) δεν είναι πεπερασμένο σύνολο. Τότε υπάρχει μία συγκλίνου-
σα ακολουθία {tn} ∈ [0, 2π] σημείων του συνόλουM(f), που δεν είναι τελικά σταθερή.
΄Εστω ότι η {tn} συγκλίνει σε κάποιο t0 ∈ [0, 2π]. Επιλέγουμε τυχαίο σ ∈ D. Εϕόσον
{tn} ∈M(f), λόγω του Λήμματος 2.2.4 ικανοποιείται η σχέση

Φtn(σ) = I, για όλα τα n ∈ N.

΄Ομως λόγω συνέχειας έπεται ότι Φt0(σ) = I, δηλαδή t0 ∈M(f). Ο πίνακας της Φtn(σ),
ως προς τη συνήθη βάση του R3 είναι(

Φtn(σ)
)
ij
= δij , με i, j = 1, 2, 3.

΄Ομως ισχύει ότι
(
Φtn(σ)

)
ij

=
(
Φt0(σ)

)
ij
. ΄Αρα από το Θεώρημα Rolle, υπάρχει sn

που βρίσκεται ανάμεσα στα tn, t0, ώστε
(
Φ′
sn(σ)

)
ij

= 0, όπου ο τόνος δηλώνει την

παράγωγο της Φt(σ) ως προς t. Προϕανώς η ακολουθία sn συγκλίνει στο t0. Οπότε
προκύπτει ότι Φ′

t0(σ) = 0. Επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία συμπεραίνουμε ότι(
Φ
(n)
t0

(σ)
)
ij
= 0, για όλα τα σ ∈ G και όλους τους ακεραίους n ≥ 1.

Επειδή η Φt(σ) είναι αναλυτική, αναπτύσσεται σε σειρά Taylor γύρω από το t0.
Επομένως θα έχουμε

Φt(σ) = Φt0(σ) +
Φ′
t0(σ)

1!
(t− t0) +

Φ′′
t0(σ)

2!
(t− t0)

2 + . . . ,

το οποίο σημαίνει ότι Φt(σ) = I, για όλα τα σ ∈ D. ΄Αρα σύμϕωνα με το Λήμμα 2.2.4
t ∈M(f), δηλαδή M(f) = [0, 2π].
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
Συμπαγεις επιϕανειες

Στο κεϕάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με ισομετρικές εμβαπτίσεις f : M → R3, όπου
M είναι ένα συμπαγές και προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann διάστασης δύο. Θα
εξετάσουμε πρώτα την περίπτωση που η μέση καμπυλότητα της f δεν είναι σταθερή και
θα αποδείξουμε το Θεώρημα 3.2.1 που οϕείλεται στους Lawson και Tribuzy [11]. Στη
συνέχεια θα μελετήσουμε συμπαγείς επιϕάνειες που είναι τοπικά H-παραμορϕώσιμες και
θα αποδείξουμε το Θεώρημα 3.3.1 που οϕείλεται στον Umehara [17].

Παραθέτουμε πρώτα κάποια προκαταρκτικά που θα μας βοηθήσουν στην απόδειξη
των θεωρημάτων αυτών.

3.1 Διαϕορικό του Hopf

΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση ενός προσανατολισμένου διδιάστατου
πολυπτύγματος Riemann M στον R3. Θεωρούμε τυχαίο σημείο p ∈ M και εργαζό-
μαστε σε ένα τοπικό σύστημα ισόθερμων συντεταγμένων γύρω από το p, με μιγαδική
συντεταγμένη z = x+ iy.

Επεκτείνουμε C-γραμμικά την δεύτερη θεμελιώδη μορϕή IIp : TpM ×TpM → R, ως
μία C-διγραμμική και συμμετρική απεικόνιση

IIp : TpM
C × TpM

C → C.

Η C-γραμμική επέκταση αυτή, αναλύεται ως

IIp = II(2,0)p + II(1,1)p + II(0,2)p ,

για κάθε p ∈M , όπου για τυχαία διανύσματα v, w ∈ TpM
C ισχύει ότι

II(2,0)p (v, w) = IIp
(
π′(v), π′(w)

)
,

II(1,1)p (v, w) = IIp
(
π′(v), π′′(w)

)
+ IIp

(
π′′(v), π′(w)

)
,

II(0,2)p (v, w) = IIp
(
π′′(v), π′′(w)

)
.

Ως προς το σύστημα συντεταγμένων είναι

II(2,0) = II(∂, ∂)dz2,
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II(1,1) = II(∂, ∂̄)dz ⊗ dz̄ + II(∂̄, ∂)dz̄ ⊗ dz,

II(0,2) = II(∂̄, ∂̄)dz̄2.

Το τετραγωνικό διαϕορικό Φ = 2φdz2, όπου φ = 2II(∂, ∂), ονομάζεται διαϕορικό
του Hopf. Στο πρώτο κεϕάλαιο ορίσαμε τους τελεστές Wirtinger { ∂

∂z ,
∂
∂z̄}, οι οποίοι

αποτελούν βάση του εϕαπτόμενου χώρου. Από εδώ και στο εξής θα συμβολίζουμε
∂
∂z = ∂ και ∂

∂z̄ = ∂̄.

Τότε έχουμε

II(∂, ∂) =
1

4

(
II(

∂

∂x
,
∂

∂x
)− 2iII(

∂

∂x
,
∂

∂y
)− II(

∂

∂y
,
∂

∂y
)
)

=
1

4
(L−N)− 1

2
iM.

Επίσης η μέση καμπυλότητα δίνεται από τον τύπο

H =
L+N

2E
,

ενώ η καμπυλότητα Gauss από τον τύπο

K =
LN −M2

E2
.

Με την χρήση όσων προαναϕέραμε εύκολα αποδεικνύεται ότι από την εξίσωση του
Gauss προκύπτει η σχέση

|φ|2 = E2(H2 −K), (3.1)

ενώ από την εξίσωση Codazzi η σχέση

φz̄ =
1

2
EHz, (3.2)

όπου φz̄ = ∂̄φ και Hz = ∂H.

Πράγματι, λόγω της εξίσωσης Codazzi, έχουμε

∂̄II(∂, ∂) = ∂̄⟨A∂, ∂⟩
= ⟨∇∂̄A∂, ∂⟩+ ⟨A∂,∇∂̄∂⟩
= ⟨(∇∂̄A)∂ +A(∇∂̄∂), ∂⟩+ ⟨A∂,∇∂̄∂⟩
= ⟨(∇∂A)∂̄, ∂⟩+ ⟨A(∇∂̄∂), ∂⟩+ ⟨∂,A(∇∂̄∂)⟩
= ⟨∇∂(A∂̄)−A(∇∂ ∂̄), ∂⟩+ 2⟨∂,A(∇∂̄∂)⟩
= ⟨∇∂(A∂̄), ∂⟩+ ⟨A(2∇∂̄∂ −∇∂ ∂̄), ∂⟩. (3.3)

Γνωρίζουμε από την (1.2) ότι

∇ ∂
∂x

∂

∂x
= Γ1

11

∂

∂x
+ Γ2

11

∂

∂y
,

∇ ∂
∂y

∂

∂x
= Γ1

21

∂

∂x
+ Γ2

21

∂

∂y
,
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∇ ∂
∂y

∂

∂y
= Γ1

22

∂

∂x
+ Γ2

22

∂

∂y
,

∇ ∂
∂x

∂

∂y
= Γ1

12

∂

∂x
+ Γ2

12

∂

∂y
.

Υπολογίζοντας τα σύμβολα Christoffel σύμϕωνα με την (1.3), προκύπτει ότι

∇ ∂
∂x

∂

∂x
=

1

2E
(Ex

∂

∂x
− Ey

∂

∂y
),∇ ∂

∂y

∂

∂y
=

1

2E
(−Ex

∂

∂x
+ Ey

∂

∂y
),

∇ ∂
∂x

∂

∂y
=

1

2E
(Ey

∂

∂x
+ Ex

∂

∂y
),∇ ∂

∂y

∂

∂x
=

1

2E
(Ey

∂

∂x
+ Ex

∂

∂y
).

Επιπλέον

∇∂∂ = ∇ 1
2
( ∂
∂x

−i ∂
∂y

)

1

2
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
)

=
1

4
{∇ ∂

∂x
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
)− i∇ ∂

∂y
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
)}

=
1

4
{∇ ∂

∂x

∂

∂x
− i∇ ∂

∂x

∂

∂y
− i∇ ∂

∂y

∂

∂x
−∇ ∂

∂y

∂

∂y
}

=
1

4E
{(Ex

∂

∂x
− Ey

∂

∂y
)− i(Ey

∂

∂x
+ Ex

∂

∂y
)}, (3.4)

ενώ με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι

∇∂̄∂ = ∇∂ ∂̄ = 0. (3.5)

Από τις σχέσεις (3.3), (3.4) και (3.5) έπεται ότι

∂̄II(∂, ∂) = ⟨∇∂(A∂̄), ∂⟩
= ∂⟨A∂̄, ∂⟩ − ⟨A(∇∂∂), ∂̄⟩

=
1

4
∂(⟨A∂x, ∂x⟩)− 1

4E
(Ex − iEy)

·⟨A∂x− iA∂y, ∂̄⟩

=
1

4
∂
(
II(∂x, ∂x) + II(∂y, ∂y)

)
+

1

2E
(Ex − iEy)⟨A

1

2
(∂x− i∂y), ∂̄⟩

=
1

4
∂(L+N)− ∂E

E
⟨A∂, ∂̄⟩

=
1

4
∂(L+N)− L+N

4

∂E

E

=
E

4

(∂(L+N)E − (L+N)∂E

E2

)
=

E

4
∂(
L+N

E
)

=
E

4
Hz,
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απ′ όπου προκύπτει η (3.2).

΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, όπου M είναι ένα προσανατολισμένο
πολύπτυγμα Riemann διάστασης δύο.

Λήμμα 3.1.1. (i) Το διαϕορικό του Hopf Φ = φdz2 μηδενίζεται μόνο στα ομϕαλικά
σημεία.

(ii) Το διαϕορικό του Hopf είναι ολόμορϕο, αν και μόνο αν η ισομετρική εμβάπτιση
f :M → R3 έχει σταθερή μέση καμπυλότητα.

(iii) Εάν η f δεν είναι ολικά ομϕαλική και έχει σταθερή μέση καμπυλότητα, τότε τα
ομϕαλικά της σημεία είναι μεμονωμένα.

Απόδειξη. (i) Εάν το διαϕορικό του Hopf μηδενίζεται σε ένα σημείο p ∈M, τότε L = N
και M = 0 στο σημείο αυτό. ΄Ετσι η καμπυλότητα Gauss θα είναι K = (LE )2 = H2.
Επομένως προκύπτει

H2 −K = 0,

δηλαδή το p είναι ομϕαλικό σημείο.

Αντίστροϕα, εάν ένα σημείο p ∈M είναι ομϕαλικό τότε

H2 −K = 0,

ή ισοδύναμα
(L−N)2 +M2 = 0.

Αυτό σημαίνει ότι Φp = 0.

(ii) Από την σχέση (3.2) είναι εμϕανές ότι η φ είναι ολόμορϕη, ή ισοδύναμα ότι
το διαϕορικό του Hopf είναι ολόμορϕο αν και μόνο αν Hz = 0, ή αλλιώς ότι η μέση
καμπυλότητα είναι σταθερή.

(iii) Προκύπτει από τα (i), (ii) και από το γεγονός ότι τα σημεία μηδενισμού ενός
ολόμορϕου διαϕορικού είναι μεμονωμένα.

Πρόταση 3.1.2. ΄Εστω f1, f2 :M → R3 ισομετρικές εμβαπτίσεις, οι οποίες δεν είναι
ολικά ομϕαλικές, με την ίδια μέση καμπυλότητα. Εάν Φ1,Φ2 είναι τα διαϕορικά του
Hopf των f1, f2 αντίστοιχα, τότε υπάρχει συνάρτηση θ ορισμένη modulo2π στο σύνολο
M\M0, όπου M0 είναι το σύνολο των ομϕαλικών σημείων της f1 (άρα και της f2),
ώστε

Φ2 = eiθΦ1.

Επιπλέον αν Φ1 = Φ2, τότε οι f1, f2 είναι ισότιμες.

Απόδειξη. Συμβολίσουμε με A1, A2 τους τελεστές σχήματος των f1, f2 αντίστοιχα.
Γνωρίζουμε ότι ο τελεστής σχήματος της f2, μπορεί να πάρει τη μορϕή A2 = HI+(A1−
HI) ◦ Jθ, για κάποια συνάρτηση θ. Πράγματι εϕόσον tr(A2 −HI) = tr(A1 −HI) = 0
και detA2 = detA1, συνεπάγεται ότι det(A2−HI) = det(A1−HI). ΄Αρα λαμβάνοντας
υπόψη την Πρόταση 1.1.6, έπεται ότι υπάρχει συνάρτηση θ ορισμένη modulo2π ώστε
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A2−HI = (A1−HI) ◦Jθ, ή αλλιώς A2 = HI +(A1−HI) ◦Jθ. Επομένως η δεύτερη
θεμελιώδης μορϕή της f2 θα είναι

IIf2(∂, ∂) = ⟨A2∂, ∂⟩ = ⟨(A1 −HI) ◦ Jθ∂, ∂⟩.

Προϕανώς έχουμε
Jθ∂ = cos θ∂ + sin θJ∂. (3.6)

Επιπλέον, επειδή ∂ ∈ TM (1,0) ισχύει

J∂ = i∂.

΄Αρα (3.6) γίνεται
Jθ∂ = eiθ∂. (3.7)

Επομένως σύμϕωνα με τη (3.8) αποδεικνύεται

IIf2(∂, ∂) = eiθIIf1(∂, ∂),

ή ισοδύναμα
Φ2 = eiθΦ1.

3.2 Επιϕάνειες με μη σταθερή μέση καμπυλότητα

Γνωρίζουμε ότι μια επιϕάνεια στον R3 μπορεί να καθοριστεί μέχρι ισοτιμίας από την
πρώτη και την δεύτερη θεμελιώδη μορϕή. Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε το ερώτημα
σε ποιό βαθμό οι συμπαγείς επιϕάνειες, καθορίζονται από την πρώτη θεμελιώδη μορϕή
και την μέση καμπυλότηταH, όταν αυτή δεν είναι σταθερή. Στόχος σε αυτή την ενότητα
είναι να αποδείξουμε το ακόλουθο θεώρημα των Lawson και Tribuzy [11].

Θεώρημα 3.2.1. ΄Εστω f :M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, ενός συμπαγούς και
προσανατολισμένου πολυπτύγματος Riemann διάστασης δύο. Εάν η μέση καμπυλότητα
H της f δεν είναι σταθερή, τότε υπάρχει το πολύ και άλλη μία ισομετρική εμβάπτιση
του M στον R3, μη ισότιμη με την f , με μέση καμπυλότητα H.

Πρώτα όμως θα παραθέσουμε ορισμένα λήμματα που θα μας χρησιμεύσουν στην
απόδειξή του.

Υποθέτουμε ότι υπάρχουν τρεις ισομετρικές εμβαπτίσεις

fi :M → R3, με i = 1, 2, 3

με την ίδια μέση καμπυλότητα H. Θεωρούμε τα αντίστοιχα διαϕορικά του Hopf, Φi =
φi(z)dz

2 και αποδεικνύουμε το ακόλουθο λήμμα που αϕορά τις διαϕορές αυτών.

Λήμμα 3.2.2. Τα τετραγωνικά διαϕορικά Φij ≡ Φi−Φj , 1 ≤ i, j ≤ 3, είναι ολόμορϕα.
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι
∂̄φi = ∂̄φj .

Αυτό όμως προκύπτει άμεσα από την (3.2), αϕού οι ισομετρικές εμβαπτίσεις fi, i =
1, 2, 3 έχουν την ίδια μέση καμπυλότητα H και την ίδια πρώτη θεμελιώδη μορϕή.

Η ακόλουθη πρόταση που αποδεικνύεται στο [16], πρόκειται να παίξει σημαντικό ρόλο
στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.2.1.

Πρόταση 3.2.3. ΄Εστω fk : M → R3, k = 1, 2, 3, μη ισότιμες ανά δύο ισομετρικές
εμβαπτίσεις, χωρίς ομϕαλικά σημεία. Τότε ισχύει ότι

∆0 logφk = 4|∂̄ logφk|2, (3.8)

για κάθε k = 1, 2, 3, και κάθε μιγαδικό χάρτη (U, z), όπου ∆0 = 4∂̄∂.

Απόδειξη. Εάν Φ1,Φ2 είναι τα διαϕορικά του Hopf των f1, f2 αντίστοιχα, τότε από την
Πρόταση 3.1.2 θα ισχύει

Φ2 = eiθΦ1.

Στη συνέχεια θεωρούμε το τετραγωνικό διαϕορικό

Φ12 = (1− eiθ)Φ1,

ή αλλιώς
Φ12 = (1− g)hdz2,

όπου g = eiθ και φ1 = h.

Από την ολομορϕία του Φ12 ή αντίστοιχα της (1− g)h, που προκύπτει από το Λήμμα
3.2.2, ισχύει

∂̄
(
h(1− g)

)
= ∂̄h(1− g)− ihg∂̄θ = 0,

απ′ όπου προκύπτει ότι
∂̄θ = −i(ḡ − 1)∂̄(log h). (3.9)

Επιπλέον ισχύει
∂{h̄(1− ḡ)} = ∂h̄(1− ḡ)− ih̄ḡ∂θ = 0,

οπότε
∂θ = i(g − 1)∂(log h̄). (3.10)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (3.9) και (3.10) προκύπτει ότι

∂∂̄θ = ∂{−i(ḡ∂̄ log h)}
= −i∂ḡ(∂̄ log h)− i(ḡ − 1)∂̄∂ log h

= −iḡ∂θ(∂̄ log h)− i(ḡ − 1)
∆0(log h)

4

= −iḡ(g − 1)(∂ log h̄)(∂̄ log h)− i(ḡ − 1)
∆0(log h)

4

= −iḡ(g − 1)(∂̄ log h)(∂̄ log h)− iḡ(g − 1)
∆0(log h)

4

= −iḡ(g − 1)
(
|∂̄ log h|2 − ∆0(log h)

4

)
,
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και

∂̄∂θ = ∂̄{i(g − 1)∂ log h̄}
= i∂ḡ(∂ log h̄) + i(g − 1)∂̄∂ log h̄

= ig∂θ(∂ log h̄) + i(g − 1)
∆0(log h̄)

4

= ig(ḡ − 1)∂ log h(∂ log h̄) + i(g − 1)
∆0(log h̄)

4

= −i(g − 1)(∂ log h̄)(∂ log h̄) + i(g − 1)
∆0(log h̄)

4

= −i(g − 1){|∂ log h̄|2 − ∆0(log h̄)

4
}.

΄Ομως από τον κανόνα του Schwarz έπεται ότι

∂∂̄θ − ∂̄∂θ = 0,

ισοδύναμα

−(1− ḡ){|∂̄ log h|2 − ∆0 log h

4
}+ (g − 1){|∂ log h̄|2 − ∆0 log h̄

4
} = 0.

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία σχέση με g προκύπτει

−(g − 1){|∂̄ log h|2 − ∆0 log h

4
}+ g(g − 1){|∂ log h̄|2 − ∆0 log h̄

4
} = 0.

΄Ετσι καταλήγουμε στη σχέση P (g) = 0, όπου

P (t) = t2{|∂ log h̄|2 − 1

4
∆0 log h̄}+ t

(1
4
(∆0 log h̄+∆0 log h)− 2|∂̄ log h|2

)
+|∂̄ log h|2 − 1

4
∆0 log h.

Εργαζόμενοι όμοια για τις ισομετρικές εμβαπτίσεις f1, f3, όπου Φ3 = g1Φ1, προκύπτει
ότι P (g1) = 0. Επίσης παρατηρούμε ότι P (1) = 0. ΄Ετσι στα σημεία όπου 1 ̸= g ̸=
g1 ̸= 1 το πολυώνυμο P (t) είναι εκ ταυτότητας μηδέν και επομένως ισχύει ∆0 log h =
4|∂̄ log h|2.

Επιπλέον, αν σε ένα πυκνό σύνολο U ισχύει 1 ̸= g ̸= g1 ̸= 1, τότε ∆0 log h =
4|∂̄ log h|2 σε ολόκληρο το U . Μένει να δείξουμε ότι υπάρχει ένα τέτοιο πυκνό σύνολο.
Πράγματι, αϕού τα τετραγωνικά διαϕορικά Φ12 = (1 − g)Φ1, Φ13 = (1 − g1)Φ1 και
Φ23 = (g−g1)Φ1 είναι ολόμορϕα, τότε θα είναι εκ ταυτότητας μηδέν, ή οι ρίζες τους θα
είναι μεμονωμένα σημεία. Εάν όμως για παράδειγμα είχαμε Φ12 = 0, τότε θα ίσχυε ότι
g = 1, το οποίο συνεπάγεται την ισοτιμία των f1, f2 και έτσι καταλήγουμε σε άτοπο.
΄Αρα οι ρίζες τους είναι μεμονωμένα σημεία και το σύνολο U είναι ένα πυκνό σύνολο.

Ακολουθεί τώρα η απόδειξη του Θεωρήματος 3.2.1.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι υπάρχουν τρεις ισομετρικές εμβαπτίσεις fi : M → R3, οι οποίες
είναι ανά δύο μη ισότιμες, με αντίστοιχα διαϕορικά του Hopf Φi = φidz

2, i = 1, 2, 3.

Είναι ϕανερό λόγω του Λήμματος 3.1.1, ότι κάθε ομϕαλικό σημείο είναι θέση μηδε-
νισμού του ολόμορϕου τετραγωνικού διαϕορικού Φ12 = Φ1 − Φ2. ΄Αρα το σύνολο των
ομϕαλικών σημείων είναι πεπερασμένο. Θεωρούμε τη συνάρτηση Ψ : M\M1 → C με
Ψ = 1−g = 1−eiθ, όπου g = eiθ, θ είναι η συνάρτηση ορισμένη mod 2π που ορίστηκε
στην Πρόταση 3.1.2 και M1 είναι το σύνολο των σημείων μηδενισμού του Φ12. Επειδή
logΨ = log(φ1 − φ2)− logφ1, προκύπτει ότι

∆logΨ = −∆logφ1

= − 2

E
∆0 logφ1

= − 8

E
|∂̄ logφ1|2, (3.11)

όπου ∆ = 2
E∆0, είναι η Λαπλασιανή τουM . Συνεπώς από τη (3.11) και επειδή logΨ =

log |Ψ|+ iargΨ, έπεται ότι

∆logΨ = ∆ log |Ψ|+ i∆argΨ ≤ 0,

ή ισοδύναμα
∆log |Ψ| ≤ 0 και ∆argΨ = 0 στο M\M1. (3.12)

Εϕόσον η Ψ δεν μηδενίζεται στο M\M1, προϕανώς και η θ δεν μηδενίζεται στο
σύνολο αυτό.

Επιλέγουμε ένα συνεχή κλάδο θ : M\M1 → (0, 2π). Επομένως υπάρχει ένας συνε-
χής κλάδος

arg(Ψ(z)) ∈ (−π
2
,
π

2
), (3.13)

εϕόσον αποδυκνύεται ότι argΨ = θ/2 − π/2. Από τις (3.12) και (3.13) προκύπτει
ότι η argΨ είναι αρμονική και ϕραγμένη στο M\M1. ΄Αρα η argΨ επεκτείνεται σε
ολόκληρη την επιϕάνεια, εϕόσον τα σημεία στα οποία δεν ορίζεται είναι μεμονωμένα και
πεπερασμένα, ενώ από αρχή μεγίστου έπεται ότι είναι σταθερή. Από την έκϕραση της
Ψ προκύπτει ότι |Ψ(z) − 1| = 1, το οποίο υποδηλώνει ότι οι τιμές της Ψ βρίσκονται
πάνω σε έναν κύκλο με κέντρο (1, 0) και ακτίνα 1.

Από το γεγονός ότι η argΨ είναι σταθερή, καταλήγουμε ότι και η Ψ είναι σταθερή.
Επακόλουθο αυτού είναι ότι το διαϕορικό του Hopf, Φ1 είναι ολόμορϕο. Με βάση
το Λήμμα 3.1.1, η μέση καμπυλότητα της f1 είναι σταθερή, το οποίο αντίκειται στην
υπόθεση. ΄Ετσι υπάρχουν το πολύ δύο μη ισότιμες ισομετρικές εμβαπτίσεις τουM στον
R3.

Σχόλιο 3.2.4. Στην περίπτωση που η επιϕάνεια είναι ομοιομορϕική με τη σϕαίρα,
δηλαδή έχει γένος g = 0, υπάρχει το πολύ μία ισομετρική εμβάπτιση με μέση καμ-
πυλότητα μία δοθείσα συνάρτηση. Πράγματι εάν υπήρχαν δύο ισομετρικές εμβαπτίσεις
f1, f2 :M → R3, με Φ1,Φ2 τα αντίστοιχα διαϕορικά του Hopf, τότε από το Λήμμα 3.2.2
θα ίσχυε ότι το τετραγωνικό διαϕορικό Φ12 είναι ολόμορϕο. Επομένως θα καταλήγαμε
σε άτοπο σύμϕωνα με το Θεώρημα Riemman-Roch [8].
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3.3 Τοπικά H-παραμορϕώσιμες συμπαγείς επιϕάνειες

Γνωρίζουμε από το Θεώρημα 3.2.1, ότι κάθε επιϕάνεια με σταθερή μέση καμπυλότη-
τα, η οποία δεν είναι ολικά ομϕαλική, δέχεται τοπικά μία μη τετριμμένη H-ισομετρική
παραμόρϕωση.

Μία ισομετρική εμβάπτιση f : M → R3 καλείται τοπικά H-παραμορϕώσιμη αν και
μόνο αν για κάθε p ∈ M υπάρχει περιοχή U του p και μη τετριμμένη H-παραμόρϕωση
της f |U .

Στην ενότητα αυτή σκοπός μας είναι να αποδείξουμε το ακόλουθο Θεώρημα του
Umehara [17], που αϕορά συμπαγείς επιϕάνειες γένους g ≥ 1.

Θεώρημα 3.3.1. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση, όπου M είναι
ένα συμπαγές και προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann διάστασης δύο με γένος
g ≥ 1. Τότε η f είναι τοπικά H-παραμορϕώσιμη αν και μόνο αν έχει σταθερή μέση
καμπυλότητα.

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξή του, θα χρειαστούμε κάποια βοηθητικά λήμματα.
΄Εστω f :M → R3 μία τοπικά H-παραμορϕώσιμη ισομετρική εμβάπτιση, όπου M είναι
ένα συμπαγές και προσανατολισμένο πολύπτυγμα Riemann διάστασης 2.

Λήμμα 3.3.2. Τα ομϕαλικά σημεία κάθε τοπικά H-παραμορϕώσιμης ισομετρικής
εμβάπτισης f :M → R3 είναι μεμονωμένα.

Απόδειξη. ΄Εστω ft : U → R3 μία μη τετριμμένη H-παραμόρϕωση της f |U . Εάν
Φt = φtdz

2 είναι το διαϕορικό του Hopf της ft και Φ = φdz2 το διαϕορικό του Hopf
της f , ορίζουμε τη συνάρτηση ht = φt − φ.

Η ht είναι ολόμορϕη στο U σύμϕωνα με το Λήμμα 3.2.2, ενώ λόγω του Λήμματος
3.1.1 μηδενίζεται σε κάθε ομϕαλικό σημείο. Αϕού η ht είναι ολόμορϕη, είτε θα μηδε-
νίζεται ταυτοτικά, είτε τα σημεία μηδενισμού της θα είναι μεμονωμένα. ΄Ομως δεν είναι
δυνατό να μηδενίζεται ταυτοτικά, διότι στην περίπτωση αυτή οι f, ft θα ήταν ισότιμες
από την Πρόταση 3.1.2 και έτσι θα καταλήγαμε σε άτοπο. ΄Αρα τα ομϕαλικά σημεία της
f |U , είναι μεμονωμένα.

Λήμμα 3.3.3. ΄Εστω p ∈M είναι ένα ομϕαλικό (μεμονωμένο) σημείο και z = x+ iy
ισόθερμες συντεταγμένες με z(p) = 0. Τότε για την φ ισχύει

φ = αzr + o(|z|r+1),

όπου α ∈ C και r είναι ένας θετικός ακέραιος.

Απόδειξη. ΄Εστω ft : U → R3 μία μη τετριμμένη H-παραμόρϕωση της f και (U, z)
είναι ένας μιγαδικός χάρης γύρω από ένα σημείο p της επιϕάνειας. Χωρίς βλάβη της
γενικότητας υποθέτουμε ότι η ft είναι μία λεία H-παραμόρϕωση της f (όπως θα απο-
δειχθεί στο Λήμμα 3.3.4). Θεωρούμε την συνάρτηση φt, που ορίζεται από την ft και
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την ht = φt − φ, που είδαμε στο Λήμμα 3.3.2. Εάν p είναι ένα μεμονωμένο σημείο μη-
δενισμού της ht, μπορούμε να θεωρήσουμε το σύνολο U τέτοιο ώστε φt ̸= φ. Δηλαδή
να θεωρήσουμε το σύνολο U − {p}.

Τότε για κάθε q ∈ U − {p} υπάρχει ένας μοναδικός αριθμός θt(q) ∈ (0, 2π), τέτοιος
ώστε φt(q) = φ(q)eiθt(q) και προϕανώς η θt : U − {p} → (0, 2π) να είναι μία λεία
συνάρτηση. Σύμϕωνα με το Λήμμα 3.1.2, εϕόσον η ft είναι μία τοπική H-παραμόρϕωση
της f , για την συνάρτηση φt ισχύει

∆0 logφt = 4|∂̄ logφt|2. (3.14)

Επιπλέον
∆ logφt = ∆ log(φeiθt) = ∆ logφ+ i∆θt, (3.15)

αλλά επειδή ∆ = 2
E∆0, προκύπτει

∆logφt =
2

E
∆0 logφt =

8

E
|∂̄ logφt|2,

ή αλλιώς
∆logφt + i∆θt ≥ 0,

που ισοδυναμεί με
∆logφt ≥ 0 και ∆θt = 0. (3.16)

Από την σχέση (3.16) και όσα προαναϕέραμε έπεται ότι η θt είναι μία ϕραγμένη και αρ-
μονική συνάρτηση, όπου τα σημεία στα οποία δεν ορίζεται είναι πεπερασμένα. Επομένως
μπορεί να επεκταθεί σε ολόκληρο το U .

Στη συνέχεια παίρνουμε την ∂Bε(p), μία αρκούντως μικρή μπάλα ακτίνας ε > 0 με
κέντρο το σημείο p. Εϕόσον η θt(q) είναι λεία στο (−ε, ε)× ∂Bε(p), τότε σύμϕωνα με
τον τύπο Poisson για αρμονικές συναρτήσεις, θα είναι μια λεία συνάρτηση για (t, q) ∈
(−ε, ε)×Bε(p). Από την ολομορϕία της ht προκύπτει ότι

∂̄(θ̇tφe
iθt) = 0, (3.17)

όπου θ̇t είναι η παράγωγος της θt ως προς t. Υποθέτουμε τώρα ότι όλες οι παράγωγοι
της φ μηδενίζονται, πράγμα που θα συμβαίνει και για τις παραγώγους της θ̇tφeiθt .
Επομένως η θ̇tφeiθt θα είναι ταυτοτικά μηδέν. Επειδή η ft είναι μη τετριμμένη H-
παραμόρϕωση της f , για κάποια t θα ισχύει θ̇t ̸= 0 και έτσι η φ θα είναι ταυτοτικά ίση
με το μηδέν. Εάν όμως συνέβαινε αυτό, θα οδηγούμασταν σε άτοπο εϕόσον θα ίσχυε
ότι φ = φt, το οποίο σύμϕωνα με το Θεώρημα 1.3.4 μας δίνει ότι οι ft, f είναι ισότιμες.
Συνεπώς δεν μηδενίζονται όλες οι παράγωγοι της φ.

Θεωρώντας το ανάπτυγμα Taylor της φ γύρω από το σημείο p, προκύπτει η έκϕραση

φ =
∑

α+β=r

γαβz
αz̄β + o(|z|r+1), (3.18)

όπου
∑

α+β=r |γαβ | ̸= 0 και r ένας θετικός ακέραιος. Εϕόσον η θ̇t είναι μια πραγματική
αρμονική συνάρτηση η οποία δεν μηδενίζεται παντού, το ανάπτυγμα Taylor αυτής θα
είναι

θ̇t = czl + c̄zl + o(|z|l+1), (3.19)
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όπου l είναι ένας θετικός ακέραιος και c ̸= 0. Από τις σχέσεις (3.18) και (3.19), προ-
κύπτει ότι το ανάπτυγμα της θ̇tφt περιέχει μη μηδενικούς όρους που συμπεριλαμβάνουν
την μεταβλητή z̄, εκτός αν l = 0. Αϕού η θ̇tφeiθt είναι ολόμορϕη, τότε πρέπει l = 0
και γαβ = 0, με l ≤ β ≤ r, ώστε να μηδενίζονται οι όροι αυτοί. ΄Ετσι προκύπτει ότι
φ = αzr + o(|z|r+1), με α ∈ C και r έναν θετικό ακέραιο.

Λήμμα 3.3.4. ΄Εστω f : M → R3 μία ισομετρική εμβάπτιση ενός 2-διάστατου πο-
λυπτύγματος Riemann στον R3. Τότε οι μη τετριμμένες H-παραμορϕώσεις της f ,
δέχονται λεία αναπαραμέτρηση.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι U είναι μία απλά συνεκτική περιοχή του M με μιγαδική
συντεταγμένη z. ΄Εστω ft : U → R3 μία μη τετριμμένη H-παραμόρϕωση της f , με
διαϕορικό του Hopf Φt = φtdz

2. Επειδή Φ = φdz2 είναι το διαϕορικό του Hopf της f ,
τότε από το Λήμμα 3.3.2, η συνάρτηση ht = φt −φ είναι ολόμρϕη και έχει μεμονωμένα
μηδενικά σημεία. Ορίζοντας όπως προηγουμένως φt = eiθtφ στο σύνολο U − ht(0)

−1,
όπου με ht(0)

−1 συμβολίζουμε τα σημεία που μηδενίζουν την ht. Από την απόδειξη του
Λήμματος 3.3.3 έπεται ότι η ht μπορεί να επεκταθεί σε ολόκληρο το U , εϕόσον είναι
μια αρμονική συνάρτηση, η οποία δεν μπορεί να πάρει τις τιμές 0 και 2π για κάθε t ̸= 0.
΄Αρα το σύνολο των ομϕαλικών σημείων M0 της f , συμπίπτει με το ht(0)

−1 για κάθε t.

΄Εστω q ∈ U\M0 ένα μη ομϕαλικό σημείο. Τότε για s ∈ R, υπάρχει μοναδική
πραγματική και λεία συνάρτηση θ̃s σε μία μικρή περιοχή γύρω από το q, τέτοια ώστε

θ̃s(q) = s. Ορίζουμε και την συνάρτηση φs = eiθ̃sφ, η οποία ικανοποιεί τις (3.1),(3.2)
και διατηρεί την μέση καμπυλότητα H. Εϕόσον το σημείο q δεν είναι ομϕαλικό, οποιο-
δήποτε μικρό s, με |s| < ε, μπορεί να γραϕτεί ως s = θt(q) και λόγω συνέχειας θα
ισχύει θ̃s = θt.

Οπότε η συνάρτηση θ̃s, μπορεί να επεκταθεί σε ολόκληρο το U . Σύμϕωνα με όσα
προαναϕέραμε, η θ̃s : U → R είναι λεία στο σύνολο U\M0, ενώ εϕόσον είναι αρμονική
και το M0 αποτελείται από μεμονωμένα σημεία, έπεται ότι είναι λεία σε ολόκληρο το
(−ε, ε)×U . Επειδή η συνάρτηση φs ικανοποιεί τις (3.1) και (3.2), οι οποίες είναι ισοδύ-
ναμες με τις εξισώσεις Gauss και Godazzi, από το θεμελιώδες θεώρημα των επιϕανειών,

υπάρχει μία ισομετρική εμβάπτιση fs με δαϕορικό του Hopf να είναι το Φs = eiθ̃sφdz2

και μέση καμπυλότητα η H. Συγκεκριμένα η αναπαραμέτρηση fs της f , είναι μία λεία
H-παραμόρϕωση της f .

Ακολουθεί ο ορισμός του τελεστή Hodge που θα κάνουμε χρήση στην απόδειξη του
Θεωρήματος 3.3.1. ΄Εστω ω ένα μιγαδικό τανυστικό πεδίο τύπου (1, 0). Εάν (U, z)
είναι ένας μιγαδικός χάρτης τότε ω = udz+vdz̄, όπου u, v είναι μιγαδικές συναρτήσεις.
Ο τελεστής Hodge συμβολίζεται με ∗ και ορίζεται ως

∗ω = −iudz + ivdz̄.

Κλείνουμε την ενότητα αυτή με την απόδειξη του Θεωρήματος 3.3.1.
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι η f είναι τοπικά H-παραμορϕώσιμη. Ο ακέραιος r που ορίστηκε
στο Λήμμα 3.3.3, είναι ο δείκτης στροϕής γύρω από ένα σημείο μηδενισμού p του
διαϕορικού Hopf Φ = φdz2. ΄Ετσι το άθροισμα όλων αυτών των ακεραίων γύρω από
τα ομϕαλικά σημεία της επιϕάνειας είναι ίσο με 4(g − 1). Από το Θεώρημα Riemann-
Roch [8], γνωρίζουμε ότι υπάρχει ολόμορϕο τετραγωνικό διαϕορικό ζ της επιϕάνειας,
το οποίο δεν είναι ταυτοτικά μηδέν.

΄Εστω p1, p2, . . . , pn τα ομϕαλικά σημεία της f και q1, q2, . . . , qm τα σημεία μηδε-
νισμού του ζ. Θεωρούμε τη συνάρτηση log f = log Φ

ζ , η οποία ορίζεται στο σύνολο
M\{p1, p2, . . . , pn, q1, q2, . . . , qm} και ικανοποιεί τη σχέση

∆0 log f = ∆0 logφ−∆0 log ζ0

= ∆0 logφ

= 4|∂̄ logφ|2, (3.20)

όπου ζ = ζ0dz2 και ζ0 μια ολόμορϕη συνάρτηση. Για αρκούντως μικρό ε > 0, ορίζουμε
το υποσύνολο

Mε =M\{Bε(p1) ∪ · · · ∪Bε(pn) ∪Bε(q1) ∪ · · · ∪Bε(qm)},

όπου Bε(pi) είναι δίσκοι με κέντρο pi και ακτίνα ε και παίρνουμε το ολοκλήρωμα∫
Mε

∆log fdM =

∫
Mε

8

E
|(logφ)z̄|2dM, (3.21)

όπου ∆ = 2
E∆0 είναι η Λαπλασιανή του M . ΄Εχουμε

d log f = d logφ− d log ζ0

=
1

φ
φxdx+

1

φ
φydy

− 1

ζ0
(ζ0)xdx− 1

ζ0
(ζ0)ydy. (3.22)

Επειδή dx = 1
2(dz + dz̄) και dy = 1

2i(dz − dz̄), η (3.22) ισοδύναμα γράϕεται

d log f =
1

φ
φx

1

2
(dz + dz̄) +

1

φ
φy

1

2i
(dz − dz̄)

− 1

ζ0
(ζ0)x

1

2
(dz + dz̄)− 1

ζ0
(ζ0)y

1

2i
(dz − dz̄)

=
1

φ

1

2
{(φx − iφy)dz + (φx + iφy)dz̄}

− 1

ζ0
1

2
{(ζ0x − iζ0y )dz + (ζ0x + iζ0y )dz̄}

=
1

φ
φzdz +

1

φ
φz̄dz̄ −

1

ζ0
ζ0zdz

= (
1

φ
φz −

1

ζ0
ζ0z )dz +

1

φ
φz̄dz̄. (3.23)
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΄Ομως από την (3.23) και από τον ορισμό του τελεστή Hodge που προαναϕέραμε προ-
κύπτει

∗d log f = −i( 1
φ
φz −

1

ζ0
ζ0z )dz + i

1

φ
φz̄dz̄

= −i 1
φ
φzdz + i

1

φ
φz̄dz̄ + i

1

ζ0
ζ0zdz. (3.24)

Λαμβάνοντας υπόψη το Λήμμα 3.3.3, οι συναρτήσεις φ και ζ0 έχουν την ακόλουθη
έκϕραση γύρω από το σημείο p ∈ {p1, . . . , pn, q1, . . . , qm}

φ = αzr + o(|z|r+1)

και
ζ0 = βzl + o(|z|l+1).

Κάνοντας χρήση του Θεωρήματος Stokes και της σχέσης (3.24) έχουμε

∫
Mε

∆log fdM =

∫
Mε

∗d ∗ d log f

= −
∫
Mε

d(∗d log f)

= −
∫
Mε

∗d log f

= −
n∑

i=1

∫
∂Bε(pi)

∗d log f −
m∑
i=1

∫
∂Bε(qj)

∗d log f

= i
n∑

i=1

(∫
∂Bε(pi)

φz

φ
dz −

∫
∂Bε(pi)

φz̄

φ
dz̄

)
−i

m∑
j=1

∫
∂Bε(qj)

dζ0

ζ0

= i

n∑
i=1

(∫
∂Bε(pi)

φz

φ
dz +

∫
∂Bε(pi)

d(logφ)− φz

φ
dz

)
−i

m∑
j=1

2πilj

= i
n∑

i=1

∫
∂Bε(pi)

dφ

φ
+ 2π(Indexζ)

= i
n∑

i=1

2πiri + 2π(Indexζ)

= −2π{(Indexφ)− (Indexζ)}.
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Εύκολα προκύπτει

lim
ε→0

∫
Mε

∆log fdM = − lim
ε→0

∫
Mε

∗d(log f)

= −2π{4(g − 1)− 4(g − 1)}
= 0

Επομένως η (3.21) σε συνδυασμό με την προαναϕερθείσα σχέση είναι ισοδύναμη με

lim
ε→0

∫
Mε

8

E
|(logφ)z̄|2 = 0.

΄Ετσι έπεται ότι |(logφ)z̄|2 = 0, από το οποίο προκύπτει η ολομορϕία της φ, άρα η μέση
καμπυλότητα της επιϕάνειας είναι σταθερή.

Το αντίστροϕο προκύπτει εύκολα λαμβάνοντας υπόψη το Θεώρημα 2.1.1.
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